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Documento 1: Noviembre 1999
Infor me sobre;

EL PAPEL DE LA NUEVAS TECNOLOGIAS EN LA ENSENANZA Y EL
APRENDIZAJE DE LA GEOMETRIA

Para el Grupo de Aprendizaje dela Geometria (SEIEM)

Maria José Gonzalez L 6pez

Dpt. Matematicas, Estadisticay Computacion
Universidad de Cantabria
glopez@matesco.unican.es

En este informe presentaré mi vision personal sobre cudles son los aspectos que merece la
pena investigar para abordar con fundamento € uso de las nuevas tecnologias en la
ensefianza de la geometria. Espero que estas conclusiones personales sean completadas,
discutidas e interpretadas por € resto de los colegas del grupo, para que puedan surgir
lineas de investigacion fructiferas.

1. INTRODUCCION

En primer lugar me encuentro en la necesidad de precisar o delimitar € significado de los
términos que aparecen en € titulo. Bajo e epigrafe de nuevas tecnologias se engloban
multitud de aspectos distintos: calculadoras de todo tipo, software variado, los maltiples
servicios que ofrecen las redes de comunicaciones o los medios audiovisuales. Cualquiera
de estos aspectos tiene su aplicaciéon al ambito educativo: €l uso de las calculadoras en €l
aula, la utilizacion de determinados programas o entornos informaticos interactivos de
aprendizaje de alguin tema concreto, la ensefianza usando |os servicios de Internet, la nueva
comunicacién con el profesor o con los comparieros usando €l correo electronico o los
tablones de noticias, los videos en sustitucion del profesor, etc. Y para cuaquiera de estos
aspectos encontramos col ecciones de actividades rel acionadas con temas de geometria.

En este planteamiento estoy separando intencionadamente los mundos “tecnoldgico”,
“educativo” y “geométrico”, porque creo que es precisamente esta separacion uno de los
factores que impide su incorporacion eficaz a sistema educativo. Por €ello, entiendo que el
objetivo global de nuestro grupo en este tema concreto, debe ser precisamente €
estudio de las interrelaciones compleas entre los aspectos tecnoldgico, educativo y
geométrico. S6lo de un andlisis profundo de dichas interrelaciones podra surgir una
propuesta de uso fundado de las nuevas tecnologias, en la que se delimiten de forma
precisa

A. los contenidos geométricos susceptibles de ser ensefiados/aprendidos bajo esta

perspectiva, y
B. lasimplicaciones curriculares (en sentido amplio) que esto conlleve.



Como €l abanico de posibilidades es amplio y poco homogéneo, la mayor parte de este
informe (Seccion 4) se centraen el software de geometria dindmica.

2. PERSPECTIVA INSTITUCIONAL

En las recomendaciones hechas por e MEC en los documentos del Disefio Curricular base
de Educacion Primariay de Secundaria Obligatoria encontramos directrices genéricas sobre
el uso de nuevas tecnologias en educacion en el area de mateméticas, sin que se especifique
de forma precisa cudl debe ser su uso, en qué parcelas concretas de las mateméticas puede
ser Util y para qué. Literalmente se dice: “el uso de los nuevos medios tecnol 6gicos ha de
tener repercusiones en la manera de ensefiar las matematicas y en la seleccion de
contenidos’. En el caso concreto del ordenador se destacan tres caracteristicas interesantes
desde € punto de vista didactico:

1. permite “gestionar y representar la informacion, permitiendo que el alumno dedique su
atencion al sentido de los datosy al andlisis de los resultados”’,

2. permite “gecutar ordenes de muy distinto tipo (dibujos, célculos, decisiones,...) con
gran rapidez’,

3. permite “interactuar con el usuario, que puede intervenir en determinados momentos
proponiendo datos o tareas nuevas en funcién de los resultados que se vayan
obteniendo, lo que le convierte en un poderoso instrumento de exploracion e
indagacion”.

Siguiendo la ténica habitual del decreto, se delega en €l profesor |atarea de concretar €l uso
de las nuevas tecnologias, en particular, €l ordenador: “el profesor debe valorar para
decidir utilizarlo [el ordenador]como recurso”.
Estas directrices genéricas no impiden al profesor que |o desee redlizar un disefio curricular
gue integre €l uso de las nuevas tecnologias desde una perspectiva global y razonada, con
una seleccién de contenidos, una metodologia y una evaluacion adaptadas al medio
utilizado. Sin embargo, a pesar de lo reciente de la ley (1990), elaborada en plena
efervescencia de las nuevas tecnologias, no encontramos en ella la revolucion anunciada
por su uso en educacion; mas bien al contrario, se presentan como un recurso (¢un recurso
mas?). Podemos deducir que, una vez maés, la revolucion no lo es si no parte de las bases,
en este caso, de la voluntad de los profesores por integrarlas completamente en su proyecto
docente personal.

Tampoco esta claro que haya una mayoria de profesores a favor o en contra. Normalmente
encontramos variedad de opiniones a respecto, opiniones normalmente extremas, sin
término medio entre los admiradores incondicionales y los detractores tajantes, a pesar de
gue externamente los profesores nos decantemos por un “es bueno o no, dependiendo del
uso que se le dé¢’, frase que, en boca de un profesor, no adquiere significado hasta que se
declara en su propia actuacion como docente. Aungue no tengo datos sobre Espafia,
(Monaghan, 98) estima que solo el 5% de los profesores ingleses (no dice en qué nivel)
utilizan significativamente las nuevas tecnologias en clase de matematicas.



Esta perspectiva sugiere dos posibles lineas de investigacion relacionadas con €

profesor:

A. conocer las creencias de los profesores en cuanto al uso de las nuevas tecnologias
en el aprendizaje dela geometria,

B. Determinar la incidencia de las nuevas tecnologias en la formacién de profesores
de matemadticas. en € curriculo de formacion inicial y en la formacion
per manente.

3. PERSPECTIVA DOCENTE

A la vista de los articulos que poseo en los que profesores de matematicas relatan sus
experiencias de uso de las nuevas tecnologias en las clases de mateméticas, he encontrado
las siguientes razones esgrimidas por |os profesores para fundamentar su uso:

- gue no se puede dar la espalda a medio en que vivimos inmersos,
- gue se facilita 0 mejora €l aprendizaje de los alumnos, afirmacion que se basa en
distintos tipos de argumentos:
- € carécter motivador (lUdico) de las nuevas tecnol ogias,
- la gjecucion de ciertas operaciones mecanicas es mas rapida, por lo que
el tiempo se aprovechamejor,
- se incorpora como elemento esencid a proceso de
ensefianzalaprendizaje la visualizacion,
- lamemorizacion deja de tener sentido, se fuerzaa alumno arazonar,
- la manipulacion propia permite a aumno conjeturar, descubrir, en
definitiva, construir su propio conocimiento,
- los aumnos cuentan con un “profesor virtua” ante el que estan
desinhibidos
- guesirve de apoyo al profesor en su metodol ogia de ensefianza:
- facilitalaevauacion continua de los alumnos,
- posibilitaatender aladiversidad.

Las razones en contra del uso de las nuevas tecnologias van en lalinea de:
- fatadeequipos,
- fatadetiempo (como s € uso de nuevas tecnologias fuera un afiadido), y
- dificultad en lagestion de las clases impartidas en un aula de informética.

A pesar de que algunas de estas razones (tanto a favor como en contra) pueden estar
fuera de nuestro interés en cuanto a grupo de investigacion sobre Aprendizaje de la
Geometria, debieran ser tenidas en cuenta para que la investigacion progrese en la
linea de sustentar o refutar opiniones extraidas de la practica.

4. FOCOSDE INTERES (para fundamentar €l uso de nuevas tecnologias)



Aungue parezca ocioso decirlo, conocer e manegjo operativo de un paquete de software
geométrico, o conocer y utilizar actividades en él programadas, no proporciona preparacion
suficiente como para afrontar |a ensefianza de la geometria con este tipo de medios. El reto
principal es tener argumentos para decidir si |os medios tecnol 6gicos se pueden incorporar
0 nho como estrategia pedagdgica global. Para ello considero necesario reflexionar sobre los
siguientes aspectos:

1. delimitar los contenidos que son susceptibles de ser trabagjados con el medio utilizado y
cudes no; me refiero tanto a los conceptos y propiedades geométricas, como a los
contenidos procedimentales y actitudinales.

2. saber cud es la naturaleza del conocimiento geométrico que se adquiere usando un
determinado medio tecnol 6gico, quiza distinta de la generada por otros medios.

3. conocer la 6 las teorias del aprendizaje en las que se enmarca €l tipo de aprendizaje que
se produce con €l uso de un medio tecnol dgico,

4. conocer cuaes son los errores mas comunes que los alumnos tienen (contemplando la

posibilidad de que puedan ser propiciados por el propio medio),

adaptar la evaluacion a medio utilizado,

gestionar situaciones de enseflanza/aprendizaje adaptadas a la nueva forma de construir

conocimiento.

oo

Que la investigacion se oriente a afrontar estas cuestiones (1 a 6, y seguramente algunas
mas gque me olvido) es mi interés fundamental. Es e primer paso para poder justificar
nuestra eleccion ante la incorporacion de las nuevas tecnologias a curriculo, para poder
elegir s las usamos como simple recurso de apoyo a la enseflanza/aprendizaje de
contenidos particulares o como g e alrededor del cual se articule todo €l curriculo; me
gustaria conocer vuestras sugerencias sobre cual quiera de estos apartados.

En lo que sigue me centraré en los Sistemas de Geometria Dinamica (tipo Cabri-Géométre)
propuestos como “micro-mundos’ para € aprendizaje de la geometria. Esto supone dejar
fuera muchos medios y programas que también podrian tener su cabida en nuestro ambito
geomeétrico, pero entiendo que cada uno exige un tratamiento especifico y espero que
algunas partes del siguiente andlisis puedan extrapolarse a otros medios.

En lo que sigue intentaré profundizar un poco en cada uno de los aspectos planteados,
presentando el estado del arte y sugiriendo algunas posibles lineas de actuacion (siempre
desde mi perspectivay desde lainformacion que yo manejo).

4.1 CONTENIDOS

De todos los posibles contenidos que se pueden abordar, mencionaré aquellos para los que
creo que €l uso del software introduce novedades respecto de la ensefianza sin software.
Incluyo como contenidos, ademas de |os geomeétricos, 1os conocimientos procedimentales y
actitudinales que surgen usando un entorno computacional, para los que la geometria
constituye un sustento adecuado pero que exceden a ambito geomeétrico.

FIGURA GEOMETRICA
La posibilidad de desplazamiento de los elementos constituyentes de una construccion
geomeétrica en un sistema de geometria dinamica permite acercarse a concepto de figura



geométrica enfatizando las propiedades que quedan invariantes para distintas
giemplificaciones de una representacién visual de dicha figura, es decir, la figura como
invariante de propiedades de un dibujo dindmico.

CONCEPTO/PROCESO/DIBUJO

No sdlo las construcciones con regla'y compés son manejadas en un sistema de geometria
dinamica: en algunos de ellos (por gjemplo, Cabri-Géometre), existe una orden que permite
construir poligonos regulares de cualquier nimero de lados. Obviamente, en los casos de
poligonos no constructibles con regla y compéas se trata de una aproximacion visual a
dichas figuras, efecto que debe ser tenido en cuenta en la ensefianza, y que giemplifica la
diferencia entre un concepto geométrico (poligono regular de n lados), una construccion
geométrica (como proceso agoritmico necesario para obtener una representacion de dicho
concepto utilizando un determinado materia y unas determinadas reglas de construccion), y
la materializacion de dicho proceso en una imagen visual en un determinado soporte
material (la coleccién de pixels cuya percepcion visual responde a las caracteristicas
esperadas).

LUGARES GEOMETRICOS

La posibilidad de mover un punto de una construccién geométrica se complementa con la
opcion de que otros elementos dependientes de é dejen una “huella visual” en la pantalla
del ordenador, 1o que permite obtener una visualizacion del lugar geométrico de dichos
elementos cuando dicho punto recorre una determinada trayectoria.

L os problemas geométricos que involucran el uso de lugares geométricos suelen plantear
dificultades de visualizacion: por eiemplo, no es trivial poder dibujar sobre un papel, en un
nivel de Secundaria, € lugar geométrico siguiente “ Dada una circunferencia y un punto
interior A, que no sea € centro, sea P un punto de la circunferencia y r la recta
perpendicular al segmento PA por el punto P. Hallar el lugar geométrico que determina la
recta r cuando e punto P recorre la circunferencia’ (Carrillo-Llamas 99, p. 45). Y sin
embargo se trata de (la envolvente de) una elipse. Asi los sistemas de geometria dinamica
pueden usarse como complemento visual a la teoria que se imparte sobre lugares
geométricos.

Otro ejemplo prototipo del uso de lugares geométricos es la construccion de las conicas. En
este aspecto, las Ultimas versiones de los sistemas de geometria dinamica més conocidos
incorporan un paguete especifico de tratamiento de conicas (€elipse, hipérbola 6 pardbola en
Cabri-Géometre) también desde un punto de vista analitico, permitiendo su definicién a
partir de cinco puntos que deben ser marcados con €l raton sobre la pantalla gréfica del
programa. En particular, los programas ofrecen la posibilidad de mostrar la ecuacion de
dichas conicas. Se integra asi en un mismo entorno e tratamiento analitico y el
geométrico del concepto de conica.

DEMOSTRACION DE PROPIEDADES GEOMETRICAS

Al redlizar una construccion geométrica en un sistema de geometria dindmica traducimos
unas determinadas reglas geomeétricas a una imagen visual. “Vemos’ nuestras hipétesis. Si
tratamos de demostrar que dichas hipétesis implican una tesis, ahora también “vemos’ la
tesis. arrastrando por la pantalla los elementos constituyentes de dicha construccion
geomeétrica seguimos en las mismas hipotesis, por 1o que podemos “ver” s se cumple la



tesis para distintas (muchas) posiciones posibles de la construccion. Si encontramos un caso
en e que latesis no se cumple habremos demostrado (con un contragjemplo) que no es
cierta; en otro caso nos habremos convencido de que latesis es cierta (quiza como resultado
de una mezcla de los principios de autoridad —el ordenador no se equivoca y de
experiencia dados por Moisés Coriat en su informe), pero no tendremos una demostracion
de ello. El paso siguiente es esperar que este proceso motive o inspire una posterior
demostracion formal (pero no sé qué argumentos emplear para basar esta esperanza).

En casos especiales los sistemas de geometria dindmica aseguran la veracidad de ciertas
propiedades. aineacién de tres puntos, paralelismo y perpendicularidad de rectas,
semirrectas, segmentos O vectores; equidistancia de un punto a otros dos y pertenencia de
un punto a un objeto, etc. Algunos sistemas de geometria dindmica incorporan un “chequeo
aleatorio de teoremas’ que genera y prueba gemplos de una propiedad conjeturada,
concluyendo la veracidad (con una determinada probabilidad) o la falsedad (caso de
encontrar un contragjemplo). En cualquier caso, € sistema produce una respuesta sin
informar del proceso seguido para conseguirla.

En mi opinion, esta por determinar s los sistemas de geometria dindmica sirven o no
para "inspirar" demostraciones geométricas. Cabe aqui preguntarse por €
significado atribuido a la demostracion en geometria, discusion tan interesante y de
actualidad. ¢Varian en algo las nuevas tecnologias € significado de esta palabra?,
¢incluso de cualquier otra de las palabras de la secuencia: “disefiar- explorar-
modelizar - conjeturar - definir - argumentar —demostrar” ?.

SIMULACION —MOVIMIENTO - CONTINUIDAD

Los Sistemas de Geometria Dinamica permiten ssimular € funcionamiento de multitud de
mecanismos fisicos (poleas, bicicletas, manivelas, etc). Este uso del software de geometria
dinamica revela interesantes cuestiones sobre las implicaciones de representar el
movimiento valiéndonos de dibujos sobre una pantalla de un ordenador. Planteo estas
cuestiones a continuaci on.

Cuando utilizamos un sistema de geometria dinamica para simular e movimiento fisico
entendemos e movimiento del dibujo en la pantalla del ordenador como la reproduccion de
una pelicula que pudiera haber sido grabada previamente. Sin embargo las leyes que
gobiernan e movimiento de los dibujos en la pantalla son geométricas, es decir, €
funcionamiento del software obedece a restricciones geomeétricas, que poco o nada tienen
gue ver con las leyes fisicas del movimiento real. Y aln mas, hay leyes computacionales
gue gobiernan el modo de representar internamente los objetos geométricos y € modo de
manipularlos, que también juegan su papel. La situacion que pretendo explicar se resume
en € siguiente cuadro:
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-

Micro-mundo geométrico

Leyes
computacional

El hecho de que sean leyes geométricas y computacionales las que gobiernen el
movimiento del dibujo en la pantalla del ordenador hace que, en ocasiones, no se reflgjen
propiedades esenciales del movimiento fisico que se pretende simular, como, por gjemplo,
la continuidad. Encontramos construcciones en las que, a mover los dibujos en la pantalla,
se producen "saltos” (discontinuidades). (Laborde 99) nos recuerda que la nocion de “estar
proximo” en un sistema de geometria dinamica no es la misma que en topologia, cosa que
evidentemente tiene su influencia en la continuidad. Se dice que lo mas a lo que podemos
aspirar esaafirmar que:

Para cualquier sucesion de posiciones de cualquier punto base P sobre un lazo cerrado P,
P,,..., P,.=P,, €l estado final F(P,) esigual al estado inicial F(P,). (*)

Es decir, tras gecutar un desplazamiento en un recorrido cerrado volvemos a punto de
partida, pero esto no excluye el que en puntos intermedios del recorrido puedan producirse
discontinuidades. Este es, a mi entender, uno de los puntos clave a la hora de hablar de
simulacion; debe ser tenido en cuenta en la ensefianza ya que surge frecuentemente, en
gemplos sencillos, como e siguiente, (y es la causa de agunas situaciones
“incomprensibles’ paralos alumnos cuando realizan sus construcciones):

Consideremos en Cabri dos circunferencias de igual radio C1 y C2 cuyos centros estan
sobre unarecta r; denotemos por A y B, respectivamente, a los dos puntos de corte, en una
posicion de C1 y C2 en la que ambos existan y sean distintos; si ahora desplazamos €l
centro de C2 sobre la recta r hasta hacerlo pasar “a otro lado” del centro de C1, podemos
observar que A y B “intercambian” sus posiciones, y |o hacen bruscamente en el momento
en que el centro de C2 pasa sobre e centro de C1, g emplificando |a falta de continuidad en
el movimiento del punto A (resp. B). En € dibujo siguiente se muestra el resultado de esta
actividad:



Obviamente no hemos recorrido un lazo cerrado; para ello deberiamos volver a desplazar a
centro de C2 hasta su posicion inicial, con lo cua volveriamos ala posicion de partida.
Esta constatacion impide que podamos simular en Cabri-Géometre con continuidad el
movimiento de un artilugio tan simple como un mecano articulado de dos brazos de igual
longitud.

Estas dificultades para representar la continuidad en los sistemas de geometria dindmica
mas conocidos ha tratado de enmendarse en € nuevo sistema Cinderella (Kortenkamp,
Richter-Gebert 99), donde se tratan especificamente los problemas de continuidad
utilizando técnicas de Geometria Proyectiva Compleja en € tratamiento de los datos
empleados. En & glemplo mencionado de las dos circunferencias, Cinderella resuelve con
continuidad e movimiento del punto A; sin embargo en este sistema no se cumple la
propiedad anterior (*) sobre un lazo cerrado.

Me interesa especialmente poder determinar la influencia de estos factores en €
significado de los conocimientos que se transmiten usando un sistema de geometria
dinamica asi como en los posibles errores que sederiven de ello.

CONTENIDOS PROCEDIMENTALES

- Destrezas algoritmicas. En numerosas actividades propuestas para trabgjar en los
sistemas de geometria dindmica, |os alumnos deben elaborar un proceso de construccion de
una figura descrita a partir de sus propiedades geométricas. Para ello cuentan con una serie
de primitivas geométricas que pueden elegir de un repertorio dado. (Laborde 98, p. 44)
establece: “ El dispositivo obliga a la distincién entre trazado y procedimiento de trazado”,
con lo cual se fomenta el pensamiento algoritmico.

La posibilidad de realizar macro-construcciones, es decir, de definir primitivas propias que
pueden ser incorporadas al sistema, exige a usuario identificar separadamente los datos de
partida, e proceso de construccion y e producto final. La presentacion de un proceso de
construccion geométrica como una sucesion de primitivas y de macro-construcciones |o
identifica con un proceso algoritmico de atomizacion de un problema en subproblemas
aislados y consecutivos, cuyo seguimiento conduce a una solucion global.

- Visualizacion dinamica: Ocioso es decir que la visualizacion juega un papel fundamental
en la ensefianza de la geometria, especialmente cuando se utiliza un medio computacional
en e gue la interaccion con € alumno esta basada en la percepcién visual de un “dibujo
dindmico”, es decir, un dibujo en e que se pueden desplazar ciertos elementos para obtener



nuevos dibujos con las mismas propiedades geométricas que € de partida. Este aspecto
dinamico es fundamental y novedoso en la visualizacion, incide en lageneralizaciony en la
abstraccion, en la deteccion de propiedades invariantes y en la posibilidad de conjeturar y
experimentar el cumplimiento de propiedades geométricas que no estaban previamente
establecidas.

- Interaccién conocimientos geométricos/r epresentacion Desde que se plantea a alumno
una actividad geométrica se produce un camino deiday vueltaentre:

- los conocimientos geométricos que inciden en el proceso de construccién geomeétrica,

y

- lapercepcion visua del movimiento de dicha construccion.
Este tipo de interaccion no solo es considerada Util en el &mbito de la geometria, sino que
algunos autores la declaran de interés en la formacién otros conceptos, como € de variable
0 € de funcién, y en e desarrollo del pensamiento analitico: By allowing students to
investigate continuous variation directly (without intermediary algebraic calculation),
dynamic geometry environments can be used to help students build mental constructs that
are useful (even prerequisite) skills for analytic thinking. (A. A. Cuoco, E. P. Goldenberg
97, p. 34).

A la vista de estas reflexiones, ¢qué contenidos pueden o deben ser cambiados en €
curriculo geométrico s usamos un sistema de geometria dindmica?

42 NATURALEZA DEL CONOCIMIENTO GEOMETRICO QUE SE ADQUIERE
USANDO UN SISTEMA DE GEOMETRIA DINAMICA

Se trata de poner en tela de juicio la influencia del medio en e conocimiento adquirido y
transmitido (ya que se habla de que no es o mismo la geometria con reglay compés que la
cabri-geometria; se habla de cabri-dibujo, para distinguirlo del dibujo -a secas).

Enmarco los micro-mundos geométricos en ambito de los “Entornos Interactivos de
Aprendizaje por Ordenador”. Dentro de este marco general, siguiendo a (Balacheff, Vivet
94) podemos adoptar dos perspectivas distintas en €l estudio de la naturaeza del
conocimiento:

A. La pergpectiva de la Inteligencia Artificial, donde la dimension epistemoldgica se
centra en determinar y validar e modelo computacional del conocimiento, es decir,
determinar coOmo se representan en un ordenador ciertos conocimientos que son objeto
de ensefianza y establecer las reglas que permiten validar las consecuencias deducidas
de dichas representaciones; Balacheff acufia e término transposicién informatica para
designar la accion necesaria sobre el conocimiento que permite una representacion
simbdlica del mismo, la implementacion de dicha representacion en un dispositivo
informatico, y la validacion de las consecuencias de su uso. La transposicion
informatica implica la contextualizacion del conocimiento, o que tiene consecuencias
Importantes sobre el aprendizaje. En este sentido, |os condicionantes que determinan la
naturaleza de los significados construidos por el alumno son:

- e dominio de problemas al que el entorno da acceso,



- las caracteristicas de la comunicacion sistema/usuario (la modelizacion computacional
del conocimiento geométrico en un sistema de geometria dindmica tiene un
condicionante esencial, que es su representacion mediante un dibujo en la pantalla de
un ordenador, que es un soporte discreto. Este dibujo es el principal intermediario entre
el usuario y el conocimiento geométrico representado en el ordenador; las propiedades
geométricas que deseemos trabgjar estan mediatizadas por € dibujo y su
interpretacion),

- lacoherenciainternay consistencia del dispositivo en su interaccién con el usuario (en
los sistemas de Geometria Dindmica, lo que (Laborde 98) Ilama una retroaccién
perceptiva).

B. Laperspectiva didactica, que valora las consecuencias que tiene la representacion del
conocimiento en el ordenador sobre el aprendizaje que resulta de las interacciones con
un tal sistema. Desde el punto de vista de la construccion del conocimiento, la cuestion
de como e aumno utiliza €l ordenador permanece abierta. En terminologia francesa,
esta por dilucidar —en la mayoria de los casos- qué tipo de contrato didéctico se
establece y las consecuencias que de ello se derivan. Algunos autores indican que los
conocimientos construidos por e alumno pueden obedecer més a un intento del alumno
de satisfacer las expectativas del software que tiene entre manos, tal como é las
percibe, lo que no tiene porqué tener relacion con e conocimiento especifico que el
profesor espera de él. Mientras esto no se resuelva no podremos valorar correctamente
las secuencias de ensefianza por ordenador en las que se conduce a los alumnos por
rutas en las que ellos deben tomar decisiones. Tampoco se puede desligar esta cuestion
de los contenidos de ensefianza particulares; encontramos con frecuencia principios
generales, desligados de los contenidos, con 1o que se puede entrar en conflicto con las
caracteristicas didacticas de |os mismos.

4.3 APRENDIZAJE

El uso de entornos interactivos de aprendizaje por ordenador se enmarca dentro de las
teorias constructivistas del aprendizaje, donde se entiende que la geometria no es un cuerpo
codificado de conocimientos sino esencialmente una actividad, y que el conocimiento se
construye mediante la actividad del sujeto sobre los objetos. Ademas, algunos autores
(Laborde 98, Hoyles 92) sugieren la posibilidad de que se desarrollen resortes de
aprendizaje nuevos, mas alla de la aproximacion constructivista, interpretando el papel del
profesor y los alumnos como co-exploradores que adquieren conocimiento a partir de las
relaciones alumno-profesor y alumno-alumno, interacciones que se enmarcan en las
propuestas desarrolladas por Vygotsky sobre construccion social del conocimiento.

En e caso de los micro-mundos geométricos, dos caracteristicas significativas en el
proceso de aprendizaje son las siguientes:

1. Laacciony retroaccion: €l software interpreta las acciones del alumno, devolviéndole
una informacion sobre su produccién, informacién que € alumno puede utilizar a su
vez para continuar progresando en la construccion de conocimientos. La posibilidad de



modificar una misma construccién amplia el campo de acciones posibles asi como los
retornos correspondientes. (Laborde 98) comenta la importancia de que la retroaccion
en un sistema de Geometria Dindmica provenga de un dispositivo externo e
independiente del profesor, considerando esta cualidad esencial para hacer evolucionar
a sujeto.

2. La repeticion: (Laborde 98) habla de la propiedad de los sistemas de geometria
dinamica de posibilitar a alumno la confrontacion repetida con un problema, indicando
gue no se trata de una opcién conductista de aprendizaje por refuerzo, sino mas bien de
una opcion constructivista en la que se produce un proceso de transferencia de
responsabilidad a aumno que le permite “construir un sentido del problema,
haciéndol e cada vez més consciente de lo que leimpulsa a actuar”.

4.4 ERRORES
No tengo nada de bibliografia sobre este aspecto. ¢Sugerencias?
45 EVALUACION

Resulta chocante que mientras consideramos recomendable el uso de nuevas tecnologias en
la ensefianza, tendemos a limitar (prohibir) su uso en los exdmenes. Parece claro que s
dejamos usar calculadoras, tenemos que preguntar otras cosas, de donde deducimos que
deberiamos ensefiar otras cosas.

Un gemplo significativo es el examen de selectividad (a pesar de su discutible valor para
evaluar los conocimientos de los alumnos). En este examen hay una ausencia total de
nuevas tecnologias: en algunas autonomias, se permite usar calculadoras cientificas para
operar. Por ello deducimos que € examen no “esta pensado” para evaluar conocimientos
adquiridos usando nuevas tecnologias.

La falta de consideracion de nuevas tecnologias en la evaluacion es un sintoma claro de su
falta de integracion real en el ambito educativo.

Por supuesto, determinar el tipo de evaluacion no puede reducirse a discutir sobre si usar o
no e medio tecnol 6gico en un examen. En los micro-mundos geométricos la evaluacion de
la actividad del alumno y de las producciones que éste realiza es una tarea compleja, que
involucra conocer la significacién geométrica de los dibujos producidos y por tanto de
determinar si e aumno ha satisfecho las restricciones iniciales del problema y no ha
aportado una solucién ad hoc quedandose en €l nivel del dibujo o en un caso particular, etc.

No tengo bibliografia significativa sobre evaluacién usando nuevas tecnologias en €
ambito geométrico. En (Drijvers 98) podemos encontrar una panoramica no exhaustiva
sobre evaluacion y nuevas tecnologias, donde se presenta la situacion en distintos paises
europeos (entre |0s que no NS encontramos).

4.6 GESTION DE SITUACIONES DE ENSENANZA-APRENDIZAJE



El interés fundamental de los micro-mundos es que permitan crear las condiciones de
enseflanzal/aprendizaje precisas. Las cuestiones sobre las que actuar en € planteamiento de
situaciones de ensefianza-aprendizaje son las siguientes:

Visualizacion

La idea obviamente erronea de que mostrar € dibujo de una construccion geométrica es
suficiente para que e alumno deduzca una determinada propiedad geométrica podria
reafirmarse con e uso de software de geometria, a pesar de que numerosos trabajos
demuestran que € paso del dibujo a la figura y a la propiedad geométrica no es tan
inmediato, y no se adquiere si no media una ensefianza. En (Laborde 92) se concreta €
papel de lavisualizacion en dostipos de tareas:

- validar o refutar una solucion alcanzada, y

- conjeturar resultados,
actividades ambas en las que las percepciones visuales deben interactuar necesariamente
con |os conoci mientos geométricos.

Verbalizacion
Otra caracteristica a tener en cuenta es la necesidad de verbalizacion: en (Laborde 98) se
indica que “es necesaria una descripcion discursiva que caracterice al objeto geométrico
para eliminar las ambigledades inherentes al dibujo”. Despejar dichas ambigtiedades no
es el Unico aspecto a considerar: expresar en palabras una conclusion observada parece
suponer un esfuerzo considerable y necesario (Murillo 99).

Contextualizacion

Los aprendizajes redlizados en un determinado contexto no tienen porqué transferirse
autométicamente a otros distintos, aunque compartan determinadas caracteristicas. En
(Noos y Hoyles 92) se han estudiado este tipo de transferencias en e marco de los
micromundos geométricos, concluyendo que los estudiantes construyen y articulan
relaciones mateméticas que son interpretables y tienen significado solo si se refieren a las
herramientas usadas. Asi se habla de abstracciones situadas para referirse a actividades de
las que se puede extraer una generalizacion, pero € conocimiento esta definido por las
acciones dentro de un contexto. (Bellemain, Capponi 92) tras proponer una secuencia de
ensefianza de las propiedades geométricas de la simetria ortogona en e entorno Cabri-
Géomeétre, constatan que ciertas concepciones erréneas (sobre la simetria axial) que no se
ponen de manifiesto en el trabajo con el software reaparecen si a continuacion se proponen
las mismas actividades con papel y |apiz. También se indica que los procedimientos
utilizados para realizar determinadas construcciones con |4piz y papel no se transfieren a
entorno Cabri- Géomeétre ni en el otro sentido. Estas conclusiones conducen a los autores a
afirmar la necesidad de que el profesor intervenga para institucionalizar los nuevos
conocimientos adquiridos, esta intervencion esta basada en la puesta en comun de los
nuevos conocimientos y en la propuesta de situaciones similares en otro tipo de entorno.

Aprendizaje por descubrimiento guiado
Aungue parezca ocioso decirlo, los micro-mundos geométricos ofrecen al alumno entornos
ricos pero por si solos no pueden garantizar €l aprendizaje. Para ello deben estar integrados
en un medio global que contemple y gestiones todas las variables didacticas que entran en



juego en un proceso de ensefianza-aprendizaje. Con €l fin de automatizar en lamedidadelo
posible este proceso, se han desarrollado los Ilamados entornos de aprendizaje por
descubrimiento guiado (por gemplo, HyperCabri (Laborde y Straesser 90)). La idea es
construir sobre un micromundo un modelo de tutor del estudiante en €l que éste es
enfrentado a situaciones-problema ante las que gerce acciones. El sistema esta preparado
para interpretar dichas accionesy responder a ellas, proporcionando sugerencias o guiando
laresolucion del problema a partir de tareas simples. En el ggemplo concreto de HyperCabri
se indica que no hay un modelo tedrico predefinido y extendido que fundamente la
interaccidn en Hiper-Cabri entre el estudiante y el sistema, sino que la propuesta de ayuda
por el tutor estd basada en € andlisis de los errores mas comunes establecidos por
investigacion empirica.

Intervencion del profesor

(Noos y Hoyles 1992) indican que aungque hay rangos de actividades geométricas ante los
cuales los alumnos pueden reaccionar espontaneamente, este no tiene porqué ser el caso,
por lo que se hace necesaria la adecuada intervencion del profesor, cuyos objetivos deben
ser, segn los mismos autores:

- conducir haciala abstraccién y la generalizacion,

- invitar ala prediccion de resultados,

- provocar lareflexion sobre €l tipo o tipos de representacion que entran en juego,

- ayudar alainterpretacion de relaciones entre lo visual y lo formal,

- introducir formalmente nuevas ideas mateméticas que surjan del entorno visual,

- ayudar a explorar las intuiciones personales.
Otra consideracion importante es que los autores creen que es necesario, ademas de la
actividad computacional, con sus especificos tipos de intervencion y estructura pedagégica,
plantear un entorno no computacional de intervencién que exhiba los requerimientos
matematicos de la tarea propuesta: €l paso de las abstracciones situadas a las abstracciones
matematicas también necesita de instrucciéon e intervencion. Lo que hace € entorno
computacional es ampliar significativamente el rango de abstracciones situadas.

En general, para poder intervenir en lainteraccion alumno/ordenador hay que tener un gran

conocimiento de las concepciones que podemos atribuir a los alumnos relativas a los

contenidos en juego y relativos a la tarea que les es propuesta. En particular, es importante

ser consciente del grado de iniciativa que se dgja a alumno en la actividad propuesta, de

forma que las intervenciones del profesor se gjusten alas pautas generales siguientes:

- no dar ayuda salvo que tengamos la certidumbre de que el alumno esta en una posicion
de debilidad,

- noiniciar una accion tutorial si el alumno tiene oportunidades de encontrar € sélo una
solucion.

En genera se trata de buscar un equilibrio entrela”  directividad” y la“no directividad”

teniendo en cuenta por un lado el estado del alumno y por otro la complejidad del objeto de

ensefianza.

Caracteristicas observadas en |a experimentacién con alumnos
Algunos aspectos constatados por investigaciones variadas en €l aprovechamiento por parte
de los aumnos son:



- Laausenciade renuncia (Laborde 98).

- Las interacciones con los objetos permite a los alumnos establecer relaciones entre sus
intuiciones y representaciones geométricas mas formales. (R. Noss, C. Hoyles, L.
Healy, R. Hoel2).

- Los micro-mundos proporcionan un andamigje para puentear el hueco entre acciones 'y
generalizaciones: las estrategias que los alumnos usan, y que inicialmente son un medio
de evitar € anadlisis matematico de la situacion, proporcionan mas tarde un puente hacia
la matematizacién. (en e mismo articulo de Noss... anterior).
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Documento 2: Noviembre 1999
REPLICA AL DOCUMENTO ANTERIOR. Moisés Coriat

1. Mito

El mito basico de las NNTT es el siguiente: si fueran accesibles a todos los empleados, las
tecnologias de la informacion les permitirian planificar, evaluar, poner en marcha e
innovar. Cada uno recoge los datos que le interesan y desarrolla su creatividad, a pesar de
su diversidad de planteamientos o heterogeneidad, quiza con ayuda de un supervisor, para
mejorar la eficacia de la empresa. Disponemos de algunos contragjemplos histéricos: la
radio, latelevision, el CD-ROM vy € libro de bolsillo.

(A) Laradioy latelevision.
Nadie discutird las potencialidades de la radio y la television. Sin embargo, se han
convertido en "ingtituciones' a servicio de grupos de presion politicosy econdémicos.

(B) El libro de bolsilloy el CD-ROM.

La posibilidad de poner a alcance de todos (verdaderamente, de todos) la literatura, la
musicay €l arte solo ha aumentado el numero de versiones. No ha permitido "atodos' tener
verdadero acceso a las humanidades (arte, musica, literatura) ni a las ciencias, no ha
facilitado lecturas comprensivas ni ha permitido un "aumento" de la cultura general de la
gente.

2. Maguinay red

Un ordenador aporta informacion (correcta, incorrecta, aparentemente correcta o
aparentemente incorrecta) y el uso de esta depende de nosotros. Disponemos de conceptos
(y de estructuras conceptuales) para la informacién que manegjamos, recibimos y damos.
Gracias a esos conceptos damos sentido a los innumerables hechos, conceptos,
procedimientos y actitudes que, capturamos%o (de otras personas o a filtrar la informacion
del ordenador).

En la decada de los 80 se generaliza (en Estados Unidos, principalmente) lainvestigacion y
la publicacion de informes sobre experiencias de "informatizacion" de Aulas, Centros e
incluso "complgos' educativos, asi como de grupos especificos (necesidades especiales,
marginados o0 género). Se han generado inmensas expectativas, pero cada informe optimista
ha recibido su critica. Si unos, por gemplo, declaran en su informe que e ordenador
constituye una formidable herramienta de innovacion, sus criticos mencionaran sobre todo
la"intrusion pedagogica’ generada por la méquina.

Una cuestion basica me parece que es la siguiente (adapto Miller y Olson, 1994):

L as potenciales innovaciones asociadas a los ordenadores en el aula (con o sin apoyo de la
red) tienen que ver con dos cosas: las tecnologias de la informacion y la manera en que €l
profesor concibe su préactica docente.

No se trata de negar las posibilidades del ordenador, sino de disefiar una mutua adaptacién
de "lo informatico - tecnol6gico” con lo "pedagdgico”. Cada Profesor ha de conseguir esa
adaptacion y no puede predecirse hasta "donde" puede llegar con cada uno de sus grupos de
alumnos.



(L. Miller y J. Olson, 1994. Putting the computer in its place: a study of teaching with
technologies. J. Curr. Stud. 26, 2, 121-141.)

3. Red

Recientemente he dado (a prfesores de Ingtituto) un curso de correoelectronico
(posibilidades educativas) y €l problema fue... la red, que, por no ser cableada, se venia
abgjo cada dos por tres. Imaginad una sesion de cualquier topico en clase de Infantil,
Primaria 0 Secundaria y gque no podeis hacer nada porque la linea telefonica o e servidor
estan saturados...

4. No son pretextos

Estoy convencido de la importancia de los ordenadores y de la red, con los que trabgjo
desde principios de los 70. (... Eh, oui, yo tambien use tarjetas perforadas para que Fortran
IV me dierael oraculo en un mastodontico IBM.)

La informatizacion de la sociedad me parece inexorable, pero creo que, como
Investigadores, tenemos que cuidarnos mucho de:

(a) dentar falsas esperanzas en |os profesores,

(b) transmitir la creencia de que las nntt son un paraiso (como € de Cantor),

(c) defender & uso de un software concreto en cuaquier Etapa (porque evolucionara
drasticamente 0 morira, con lo que obligamos al profesor a meterse por una vereda cuyo
final ignoramos).

Por favor, entendedme bien; con esto no estoy criticando a Maria Jose, que apunta
intuitivamente tambien algunas de las ideas que estoy diciendo, solo me estoy situando con
respecto a asunto general, antes de ocuparme del tema matematico: la geometria.

5. Geometria

Mi enfogque, comparado con € de Maria Jose, admite un calificativo que me apresuro a
escribir: es desorganizado.

No creo en la construccion axiomatico-intuitiva que empieza con |os puntos y termina con
las variedades diferenciables en la universidad, aungque reconozco que es poderosa.
Defiendo un acercamiento variado que "toca' asuntos geometricos. Creo que habria que
investigar cosas sueltas como gemplos de la modelizacion del espacio fisico (como creo
gue dice Maria Jose y, desde luego, mencionan en un informe del ICMI, no tengo en casa
esta referencia), cosas sueltas del mundo plano, cosas sueltas de la proyeccion, cosas
sueltas de patrones geometricos, cosas sueltas del mundo continuo, de la resolucion de
problemas geometricos, etc., etc., y que esta "soltura’ es tambien generadora de lineas de
investigacion.

Considero importante, como dice Maria Jose, que tengamos en cuenta no solo el marco
institucional actual, sino e pasado (el olvido, que arrastramos, de la geometria en ese
marco hastala LOGSE, el formulismo, el verbalismo huero, la ausencia casi total de ideas
poderosas (ver mas arriba: conceptos)). Acepto que penseis que estoy exagerando, pero os
pido que tengais en cuenta que el punto de partida no es el de unatradicion de ensefianza de
la geometria, sino el del olvido de esa tradicion. De modo que hay que convencer al
profesor, no solo de que la herramienta informatica podria serle util si se acomodara, sino
de que lageometria es educativa.



Por eso propugno un acercamiento "desorganizado”; juego con ventaja, ya que todos los
apartados que pudieramos mencionar estan disciplinarmente organizados en la universidad
con alguna axiomatica.

Dicho esto, viene ahora lo mas dificil. El problema no consiste en elegir un tema de
geometria, sino en lograr un disefio de investigacion que ayude a profesor a acomodar |o
tecnol ogico-informatico con |o pedagogico.

Puedo dar jemplos (que, de momento, solo son convicciones):

(A) Estoy convencido de que se puede ensefiar un concepto de esfera en Educacion
Infantil... y sin fichas.

(B) Estoy convencido de que en Educacion Primaria se pueden construir poliedros no
elementales siguiendo un plan de trabajo disefiado por los crios.

(C) Estoy convencido de que en Educacion Secundaria se pueden demostrar teoremas
geometricos.

(Y asi, sucesivamente)

A principios del curso gue viene espero estar en condiciones de responder efectivamente a
(A) con una propuesta que incluye ordenador (otra cosa es gque disponga de medios para
hacer unainvestigacion).




Documento 3: Enero 2000.

PROBLEMASDE APRENDIZAJE —PROBLEMASINVERSOS
José Maria Marban

Siguiendo a Keller [KEL], diremos que dos problemas son inversos uno del otro s la
formulacion de cada uno de ellos requiere un conocimiento completo o parcia del otro.
Seguin esta definicion, parece arbitrario € criterio a través del cua denominamos a uno
problema directo y aotro problema inverso. De hecho, dar una definicion precisa de lo que
se entiende por este Ultimo tipo de problemas es algo que, hasta la fecha, nadie ha hecho y
gue, probablemente, no sea posible llevar a cabo. A pesar de ello, son muchos los
problemas a los cuales no dudamos en catalogar como inversos, lo cual nos lleva a plantear
gue este tipo de problemas presenta alguna caracteristica que los distingue del resto. Tal
vez nuestra afirmacion se deba tan solo a hecho de que sus planteamientos son, en cierto
modo, inversos a aquellos a los que estamos méas acostumbrados y que corresponden a
problemas conocidos y ampliamente estudiados. Existen, sin embargo, diferencias mucho
mas significativas entre ambos tipos de problemas. Asi, en € terreno de la Matematica
Aplicada, Hadamard [HAD] introdujo a principios de siglo el término bien-puesto para
referirse a aguellos problemas paralos cuaes:

1.- existe solucion;
2.- lasolucion es Unica, y
3.- existe dependencia continua respecto de |os datos.

Por supuesto, se podria dar una definicion mas precisasi considerdsemos problemas
mateméticos en algun espacio topoldgico e incluso normado, ya que € concepto de
continuidad es de natural eza topol 6gica.

Todos aguellos problemas que no reflgjasen el comportamiento anterior fueron, durante
mucho tiempo, obviados por la comunidad matemética al considerarlos carentes de sentido
fisico. Sin embargo, las demandas de la ciencia y la tecnologia exigen en multitud de
ocasiones € estudio de problemas mal-puestos, como comenz6 a quedar patente a
principios de los afios 60. Es en ese momento cuando la teoria de problemas mal-puestos
comienza a sufrir un avance vertiginoso gracias, entre otras, a las aportaciones de
mateméticos de la extinta Union Soviética como A.N.Tikhonov, M.M. Lavrent'ev y
V.K.lvanov.

Sucede que gran parte de los problemas  inversos que presentan ciertarelevancia parala
ciencia conducen a campo de los problemas mal-puestos, mientras que sus
correspondientes problemas directos resultan ser bien-puestos. Destaquemos, por gemplo,
los problemas inversos relativos a la determinacion de caracteristicas internas de unaregion
inaccesible a partir de mediciones en su exterior (localizacion de tumores, yacimientos
minerales, ...) y la determinacion de estados pasados en un proceso de evolucién
parabdlico conocida la situacion presente. Es precisamente este Ultimo problema €l que ha
conformado mi labor de investigacion hastalafecha en el érea de Matematica Aplicada.



L os problemas inversos en educacion.

Mas alade la propia denominacion, poco o casi nada tienen que ver estos problemas con
los planteados previamente, dentro del campo de la Matemética Aplicada. Si se acercan, sin
embargo, con mas claridad a la concepcion dada en la introduccion al referirnos a un
problema inverso como aquél que se plantea de manera inversa u opuesta a otro con €l que
nos encontramos mucho mas familiarizados, bien porque surge con més frecuencia en las
aplicaciones, 0 bien por otras causas. Clarifiquemos el concepto a través de un sencillo
gemplo: en ESO (Ensefianza Secundaria Obligatoria), €l estudiante aprende a resolver
sistemas de laforma

Ax+By=E
Cx+Dy=F

utilizando diferentes métodos de resolucién: igualacion, sustitucion, reduccion 'y € método
gréfico. Pero, ¢qué ocurre s planteamos € problema inverso?, es decir, ¢y s pedimos a
alumno que proponga un sistema como el anterior para el cua la parga {x=1, y=-1}, por
gemplo, sea solucién?. A priori, e problema parece ahora méas sencillo que €
correspondiente problema directo (aumentando esta diferencia a medida que aumenta el
tamano del sistema). Sin embargo, experiencias como la que hemos llevado a cabo en €
Colegio Concertado Nuestra Sefiora del Carmen (Valladolid) con alumnos de cuarto curso
de ESO, proponiéndoles un problema de caracteristicas similares y recabando su opinion a
respecto, nos muestran que e estudiante encuentra muchas més dificultades en este
planteamiento. De forma similar, ¢qué ocurre cuando a un alumno de segundo ciclo de
Primaria se le pide que construya un triangulo de area dada en lugar de preguntarle por €l
area de un triangulo conocidas su base y su atura?.

En cierto modo, muchos de los problemas que habitualmente se le plantean al estudiante
encajan en un esquemade laforma

Causa >>>>>>> Modelo >>>>>>>> Efecto
i
i
Algoritmo

Mientras que sus correspondiente inversos siguen e formato

Causa <<<<<<< Model o <<<<<<<< Efecto
i
i
cAlgoritmo?




La ensefianza de las mateméticas a través de la resolucién de problemas, siempre que vaya
acompafiada de la actividad de planteamiento, constituye un procedimiento ciertamente
eficaz y adecuado, idoneo en una ensefianza que pretende ser fundamental mente activa. Tal
vez el problema con el que nos enfrentamos se deba en parte a la escasa atencién que en
esta actividad se le otorga a preguntarse continuamente ¢por qué?, asi como a erroneo
concepto que en ocasiones se mangja sobre lo que la actividad de planteamiento de
problemas constituye.

Propuesta

La actividad asociada a planteamiento de problemas, siguiendo las ideas de Brown y
Walter en [BRO] y de Moses, Bjork y Goldenberg en[M OS], requiere

Identificar y cambiar las condiciones;

Considerar |as cosas familiares de forma desconocida;
Animar alos alumnos a que utilicen la ambiguiedad;
Explicitar el terreno por €l que nos movemos.

La primera de las condiciones anteriores nos lleva a plantear a estudiante que se fije en lo
conocido, lo desconocido y las condiciones o hipotesis y que entonces se pregunte ¢y S
cambian los papeles?. De esta forma explora el problema afondo, crea problemas nuevos y
llega realmente a comprender la esencia del problema inicial. Brown y Walter afirman que
este acercamiento se puede no solo aprender sino también ensefiar. Este tipo de actividades
y €l consiguiente tratamiento equitativo de problemas directos e inversos consideramos
favorecerian notablemente e aprendizaje estratégico de nuestros estudiantes. ES nuestro
deseo confirmar tal hipotesis. Para ello creemos necesario, por un lado, que los alumnos
dediquen mas tiempo a planteamiento de problemas, a aprendizaje por descubrimiento, a
redescubrir la Matemética; por otro lado, se debe entrenar al profesorado en esta actividad
heuristica, tarea nada sencilla.
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INTRODUCCION

El presente documento es el resultado del andlisis de varios programas de
asignaturas de las Escuelas Universitarias de Formacion del Profesorado y Facultades de
CC de la Educacién de universidades espafiolas que incluyen, en todo o en parte, temas
dedicados a la Didéactica de la Geometria. Antes de comenzar con las conclusiones en si
mismas, queria hacer una serie de puntualizaciones sobre el enfoque que le he dado a este
trabajo y los objetivos que pretendo con €.

El andlisis que he hecho no es un estudio cuantitativo ni basado en estadisticas, pues
considero que la muestra que tengo de los programas no seria suficiente para abordar un
estudio de este tipo.

Tampoco me gustaria que las opiniones aqui incluidas fueran vistas como una
critica a algunos de los programas revisados, pues en ningun caso esa fue mi intencion.
Solamente se trata de una serie de reflexiones subjetivas que buscan, sobre todo, servir (s
sirven de algo) como punto de partida para un intercambio de opiniones a respecto de los
temas aqui tratados.

Una de las causas que me impidio abordar un andlisis comparativo de los programas
fue la heterogeneidad de los mismos, tanto en su planteamiento como en la asignatura que
representan. Este hecho se ve reflgjado sobre todo en:

- Distinto nimero de créditos, o que condiciona de forma notable |os contenidos

abarcables por la asignatura.

- Los diversos grados de concrecién a la hora de elaborar los programas: algunos
muy detallados y otros demasiado genéricos, impiden contrastar larealidad de la
ensefianza en distintas universidades.

- La ausencia en algunos programas de orientaciones metodoldgicas no permite
saber cdmo se afronta realmente la docencia de estas asignaturas.



Quiero también indicar que este trabajo me ha resultado muy instructivo desde el
momento que supone un conocimiento de formas muy distintas de enfocar y abordar
situaciones y necesidades comunes a todos, 10 que, en realidad, fue la motivacion que me
movio a plantearme realizarlo. Por todo ello, quizés lo tome como un inicio de una
investigacion mas profunda y exhaustiva para la que espero contar con vuestra
colaboracion.

CONCLUSIONES

En la eaboracién de este trabajo he analizado 28 programas de asignaturas
obligatorias de las Diplomaturas de Maestro en varias especialidades, distribuidas del
siguiente modo:

- Educacién Primaria: 8 programas.

- Educacion Infantil: 7 programas.

- Educacién Fisica: 5 programas.

- Educacion Musical: 3 programas.

- LenguaExtranjera: 3 programas.

- Educacién Especial: 2 programas.

El andlisis ha sido més detallado en los programas de E. Primariay E. Infantil, ya
gue los de las otras especialidades en muchas ocasiones coinciden y casi siempre se basan
en los correspondientes de Educacion Primaria. Hay que hacer una excepcién con los de E.
Especial, en los que hay alguna caracteristica particular que luego destacare.

He recibido, ademas, programas de algunas asignaturas optativas o de libre
configuracion, pero no los he incluido en este andlisis por tratarse de asignaturas con unas
circunstancias muy distintas a las demés que implican un programa, un planteamiento y
unos objetivos también distintos. Incluyo una relacion de las mismas por si a alguno de
vosotros le pudierainteresar el programa de alguna de ellas:

- Resolucién de problemas.

- Taler de Mateméticas.

- Didactica de la Geometria del Plano.

- Didacticade la Geometria del Espacio.

- Juegosy experiencias para el desarrollo de la Geometria en Educacion Infantil.

También debo sefialar que la informacion expuesta por cada profesor en su
programa es muy variada, razon esta por la que en algunos casos no se dispone de datos
como el numero de créditos de la asignatura, €l curso en que se imparte, la parte de los
créditos que se dedica a la Geometria (en los casos en gque se trata de asignaturas que
incluyen temas de Aritmética), etcétera. Nos encontramos con asignaturas gue tienen desde
6 créditos hasta 12 (en este caso no solo dedicados a la Didéactica de la Geometria), pero la
normageneral esta en torno alos 6, tanto en E. Primaria como en E. Infantil.

Las conclusiones se han estructurado en una serie de puntos que coinciden con la
estructura de la mayoria de los programas presentados (excepto €l primer punto): Objetivos,
contenidos, metodol ogia, evaluacion y bibliografia.



Objetivos

En una primera aproximacion a los documentos analizados, Ilama la atencion ver
gue sblo seis de los programas analizados contienen un apartado en €l que se incluyen los
objetivos de la asignatura. Parece extrafio que se nos haya olvidado este apartado, a mi
entender muy importante, a la hora de redactar los programas. Supongo que todos nos
planteamos una serie de objetivos sobre los que enfocar la asignatura, por lo que seria
interesante (no solo para el alumno, sino para ayudar a profesor a una reflexion sobre su
préctica) que estuvieran recogidos de modo explicito en nuestros programas. EsS més,
pienso que un planteamiento correcto para la elaboracién de un programa deberia hacer
depender todos los otros puntos (contenidos, metodologia, bibliografia'y hasta evaluacién)
de los objetivos que se pretenden conseguir.

Dentro de esos objetivos se pueden diferenciar dos lineas generales que no deberian
ser nunca incompatibles sino complementarias, aunque quizas es imposible mantener un
equilibrio entre ambas y todos terminamos anteponiendo una sobre la otra.

- Losque, siguiendo el lema“ para saber hacer hay antes que saber” , consideran
prioritaria la adquisicion por parte de los aumnos de contenidos mateméaticos
sobre los contenidos didéacti cos.

Los que presuponen al alumno unos conocimientos matematicos suficientes
como resultado de su formacion anterior y hacen mas hincapié en el trabajo
sobre contenidos y recursos didéacticos.

Contenidos

Teniendo en cuenta que nuestra labor es la formaciéon de futuros maestros, los
contenidos deberian estar condicionados (s no determinados) por el D. C. B. de las
correspondientes Comunidades Auténomas, circunstancia esta que se nota al observar que
existen muchos contenidos coincidentes entre los programas estudiados. A pesar de €llo,
hay algunas particularidades que debo destacar:

Como ya he dicho, los contenidos son muy similares, tanto en geometria del plano
como en la tridimensional; aunque existen temas que no son comunes dentro de los
temarios de las distintas asignaturas. Principalmente se trata de tres: las isometrias en €l
plano, circulo y circunferencia y construcciones de figuras geomeétricas con
instrumentos de dibujo. En algunas ocasiones la ausencia de estos epigrafes puede
deberse a una redaccion poco detalada del programa, pero en otras se observa con
claridad que son temas que no se desarrollan dentro de la asignatura.

También existe una diferencia en la secuenciacion de la materia (suponiendo siempre
gue sea la misma que aparece en los programas). Existen aqui dos tipos de
planteamientos opuestos:

- Comenzar por € punto y la recta para pasar luego a las geometrias plana'y espacial
(en este orden), como venia haciéndose de modo clésico y como casi siempre se
presenta en los manuales de primaria.

- Comenzar por la geometria espacial e ir luego estudiando, a partir de ella, la
geometria del planoy, por ultimo, €l punto y larecta. Este enfoque liga el estudio de
la Geometria a la percepciéon que el alumno tiene de las cosas (percibimos nuestro



entorno en tres dimensiones) y, dentro de los programas revisados es €l que més

seguidores tiene, aunque la diferencia numérica es minima.
Una de las principales diferencias entre los programas estudiados consiste en la
inclusion (o no) de temas dedicados a la didéctica de la medida dentro del blogue de
geometria. A este respecto quizas deberiamos tener en cuenta el planteamiento que las
distintas administraciones educativas hacen del tema en los curricula de primaria
Sefalar también que en algunas universidades que no lo tratan tienen asignaturas
dedicadas especificamente a Didactica de la Medida, como en el caso de la de Santiago,
en laque yo trabajo.
También es destacable el hecho de que sblo dos de los programas incluye el D.C.B. de
primaria como contenido a estudiar, aunque hay otros que lo incluyen en la bibliografia.
Quizas esta diferencia pueda parecer poco importante, pero supone una apreciacion de
este documento como un medio bibliogréfico de ayuda y consulta o bien como una
parte del temario propiamente. Este tema podriay deberia ser objeto de una reflexion y
posterior debate en préximas reuniones.
Otro tema que se incluye en la mayoria de los programas de modo explicito es la
construccion y estudio de materiales didacticos. Quiero resatar las palabras anteriores
porque me parece que los que no lo incluyen si lo tratan en € desarrollo de sus
materias. De hecho algunos especifican en el apartado de evaluacion la construccion de
material didactico como un trabajo arealizar por los alumnos.
También me gustaria destacar agui que en los programas de la especialidad de
Educacion Especial se incluyen temas relativos a problemas y dificultades de los
aumnos en e aprendizaje de conceptos geométricos. dislexia y problemas de
orientacion espacio - temporal. Reflexionando sobre esta parte del programa se me
ocurre si deberia ser un tema exclusivo de esta especialidad, teniendo en cuenta la
realidad que nuestros alumnos se encontraran en € futuro en las aulas. ¢Son estos
problemas exclusivos de alumnos de educacion especial o, por e contrario, forman
parte de los obstaculos que pueden influir negativamente en e aprendizaje de la
geometria por parte de cualquier alumno? Mi experiencia en e trato con maestros y
profesores de secundaria me indica que no estaria de mas plantearse tocar estos temas
dentro de las asignaturas que incluyan €l blogue de Didactica de la Geometria, aunque
el tiempo no permita en lamayoria de |os casos abordarlos con detenimiento.
Otro aspecto a destacar es la ausencia, en todos los programas excepto en uno, de
alguna referencia a uso de las nuevas tecnologias (software matematico, calculadoras
gréficas) en la ensefianza de la geometria. Los motivos de esta ausencia y los de la
necesidad de incluir estos temas ya los tratd M2 José Gonzélez en su informe, por 1o que
no entraré en detalles, aunque me gustaria dejar clara mi opinién de que, cada vez més,
los avances tecnoldgicos forman parte del entorno en que nos movemos profesores,
aumnos de universidad y hasta aumnos de primaria, por lo que nuestros
planteamientos no deberian dejar al margen este hecho.
También me parece resefiable el hecho de que solo en dos de los programas se incluye
en este apartado un punto dedicado a una aproximacion a la historia de la Geometria,
tema muy interesante a la hora de justificar y dar un sentido mas amplio a los
contenidos geométricos estudiados. Este conocimiento también supondria un recurso
muy valioso para nuestros alumnos en su futura practica laboral.



Metodologiay criterios de evaluacion

He reunido estos dos aspectos dentro del mismo apartado porque los criterios de
evaluacion dependen directamente de la metodologia usada en la clase (0 deberian
depender). Las referencias a estos puntos en la mayoria de los programas son muy
genéricasy las principal es caracteristicas a destacar serian las siguientes.

La exposicion del tema por parte del profesor puede ser de muchas formas: ¢Se
trata de una exposicion puramente formal de los contenidos de manera que la
teoria y la préctica quedan totalmente separadas o se trata de una exposicion
“integral” en la que teoria 'y practica van unidas?. En los programas analizados
podemos encontrarnos con cualquiera de las dos opciones, si bien en algunos
casos la no descripcién de la metodologia en e programa me impide saber por
cual de ellas se decide el profesor.

En cas todos los programas se especifica que la participacion del alumno en
clasey su trabajo diario influirdn en su evaluacién, lo que implica que se apuesta
por una metodologia activa. También es muestra de ello e hecho de proponer a
los alumnos trabgjos, individuales o en grupo, con la consiguiente exposicion
ante el aula.

A pesar de todo ello en ningln programa se dice de modo explicito que estos
trabajos sean 0 puedan ser sustitutivos de uno o varios examenes escritos, 1o que
no implica que en algunos casos no se haga eso (en mi caso particular hay
trabajos que si eximen al alumno de realizar el examen final).

Dentro de los medios o instrumentos de evaluacion utilizados, hay bastante
variedad, por lo que elaboré la siguiente lista en la que incluyo todos por si nos
puede servir de ayuda ala hora de plantear 10s nuestros (ami si me ha servido):
Analisis de libros de texto de primaria y secundaria.

Elaboracion de unidades didacticas por parte de los alumnos.

Andlisis de experiencias didacticas.

Examenes parciales o final.

Trabajos individualesy en grupo.

Andlisis de articul os de investigacion recientes.

Elaboracién de material didactico y actividades en torno al mismo.
Exposicion de algun trabajo realizado (individual o en grupo) ante la clase.
Participacion del alumno en clase.

AN NI N N N N VA NN

Bibliografia

La bibliografia de consulta recomendada en los programas estudiados me parece
bastante completa en general, repitiéndose en la mayoria algunos libros como “Invitacion a
la didactica de la geometria’ y “Materiales para construir la geometria’, de C. Alsina, C.
Burguésy J. M. Fortuny. También se incluyen en la mayoria los D.C.B. de la comunidad
auténoma correspondiente y, en menos casos, libros de texto de primaria.

Si acaso existe algun punto susceptible de ser debatido en este punto seria la
idoneidad o no de incluir en las referencias bibliogréficas articulos de investigacion
recientes sobre temas de didactica de la geometria, como se hace en aguno de los
programas analizados.



Se echa en falta la referencia a bibliografia relativa a recursos de software o
calculadoras gréficas (coincidiendo con la ausencia de estos temas en los programas). Otro
de los puntos a tener en cuenta ala hora de elaborar una bobliografia de apoyo podria ser la
inclusion en ella de revistas actuales sobre Didactica de la Matemética (o sobre Didactica
en general) y de algunas direcciones interesantes de Internet relacionadas con este tema. La
finalidad de esta Ultima sugerencia no seria encaminada tanto a la formacion inicial del

alumno como a proporcionarle medios para desarrollar y complementar su posterior trabajo
enel aula
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1. UN OBJETIVO
Nos proponemos:

Analizar la influencia del tipo de representacion de la geometria que tienen implementados
los sistemas de geometria dinamica (SGD) en las interpretaciones que hacen los alumnos
al usar tales sistemas.

Este objetivo nos ha interesado por entender que es un centro de interés principal ala hora
de atribuir cualidades al uso de los SGD en un ambito educativo y porque sospechamos que
los SGD son recursos ‘opacos’ (por utilizar un anténimo de la palabra ‘ transparente’, usada
habitualmente paraindicar que el medio utilizado no influye en el fin perseguido). Tenemos
en cuenta que:

- ¢ sencillo pulsado de iconos para producir efectos sobre una pantalla gréfica
obedece a la implementacion interna de sofisticados algoritmos. En numerosas
ocasiones dicha implementacion ‘ esconde’ el ecciones realizadas por |os disefiadores
del programa, cuya naturaleza no es matemética sino computacional. En definitiva,
el modelo geométrico computacional tiene diferencias con lateoria geométrica

- ¢l uso de SGD suele enmarcarse en ambitos de experimentacion e investigacion por
parte de los aumnos, en contextos de resolucion de problemas. Pero entonces, los
significados que los alumnos construyen dependen claramente de |as caracteristicas
del experimento que perciben (Goldenberg & Cuoco, 1998).

Combinando estos dos aspectos, trataremos de identificar caracteristicas de la
implementacion computacional del conocimiento geométrico que tienen influencia en e
comportamiento de los dibujos en la pantala y, en consecuencia, en la atribucion de
significado a ese comportamiento por parte de los observadores del mismo (es decir,
alumnos sin conocimientos geométricos que utilizan el sistema precisamente para
adquirirlos).

2. UN PAR DE EJEMPLOS

2.1. Relaciones de proporcionalidad en triangulos semejantes (Tomado de Goldenberg
& Cuoco 1998)

Supongamos que se propone a los alumnos investigar
relaciones de proporcionalidad en triangulos en posicion

C

D

Figural




de Thales, es decir, dado un triangulo ABC se construye una paralela al lado AC que corta
al tridngulo en puntos D y E, y se pide comparar razones entre 1os segmentos que aparecen.
En un contexto de geometria dinamica, este problema tiene la siguiente estrategia esperada:
se construye €l triangulo ABC, la paralela a lado AC por un punto D del lado AB y se
calculan las razones entre los segmentos obtenidos. Ahora se ‘arrastra D sobre AB para
observar como se modifican dichas razones; también se varia el aspecto del tridngulo ABC,
arrastrando sus vértices, para comprobar si se trata de relaciones validas para ‘cualquier’

triangulo (Figura 1). Dos observaciones que pueden hacer los alumnos son:

a) Cuando arrastramos D, €l valor de BD/BE permanece constante.
b) Cuando arrastramos A, €l valor de BD/BA permanece constante.

La primera observacion constituye un teorema geométrico; sin embargo la segunda es
consecuencia del modelo computacional implementado.

2.2. Simulacion de funcionamiento de mecanismos articulados (Detallado en
(Gonzalez-L 6pez 2001))

Consideremos un mecano articulado plano compuesto por dos “brazos’ rigidos iguales
(Figura 2), uno de cuyos extremos, €l punto O, esta fijado por una chincheta a un punto de
unamesa. Paramover el mecano en el plano dela
superficie de la mesa arrastraremos con la mano

Q
el otro extremo (P). Supongamos que queremos
modelizar en un entorno computacional de P
geometria dinamica este mecanismo, utilizando, o m

por gjemplo, Cabri-Géométre. Tenemos distintas
OpCiones:

Figura2
- Algoritmo 1. Oy P son puntos libres. Q queda

determinado por la interseccion de dos circunferencias iguales: C, (centro Oy radior) y C,
(centro P y radio r). Elegimos uno de los dos puntos de interseccion para definir Q.
Finalmente, dibujamos los segmentos OQ y QP, (Figura 3(a)).

- Algoritmo 2: O es un punto libre. Dibujamos una recta que pasa por O. Elegimos un
punto P sobre ella. Dibujamos una perpendicular a OP por O y una paralela, |, a esta recta
por el punto medio de OP. C es un circulo de centro O y radio r. Elegimos Q como uno de
los dos puntos de interseccion entre C y |. Dibujamos los segmentos OQ y QP, (Figura

3(b)).
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Figura 3: Dos implementaciones del mecanismo en Cabri Geométre.

(a) A partir de dos circunferenciasiguales.

(b) a partir de una circunferenciay unarecta.
Para analizar las caracteristicas del modelo geomeétrico subyacente a estos dos algoritmos,
arrastraremos e punto P por la pantala y compararemos lo que ocurre con el
funcionamiento de un mecanismo real. Una observacion remarcable es que s arrastramos P
exactamente sobre O, en el Algoritmo 1, el punto Q ‘salta’ bruscamente (Figura 4(a)),
mientras que en el Algoritmo 2 no se produce esta discontinuidad (Figura 4(b)).

Q

Q

Q
@ (b)
Figura4: Comportamiento de la construccion cuando P pasa sobre O
(@) end Algoritmo 1;  (b) en &l Algoritmo 2.
Si ahora tratamos de comparar estos hechos con el funcionamiento fisico real del mecano,
la discontinuidad no tiene interpretacion fisica, sino que se produce por los condicionantes
gue tiene, por un lado, la teoria geométrica euclidea (el que Q pertenezca a dos
circunferencias iguales y que éstas se corten en uno, dos o todos sus puntos) y, por otro
lado, su modelizacién computacional en Cabri-Géometre: el modelo implementado en el
sistemano “elige” laposibilidad continua. Debe ser €l usuario, modificando €l algoritmo, €l
gue intervenga en este comportamiento.

En e parafo siguiente recopilamos algunas consideraciones tedricas que fundamentan
estos comportamientos desde e punto de vista de las restricciones impuestas por la
modelizacién computacional.

3. CONSIDERACIONESTEORICAS

3.1 Proximidad y dominio de validez



J. M. Laborde (1999, p. 13) define la geometria dinamica como sigue:

“Dynamic geometry is the situation in which one can construct a
figure following one of its possible procedural description,
progressing with base points [...] in such a way that the result of
the construction meets the specifications and meets them also for
points close to the base points™ .

En lamismareferencia se indica que la nocion de estar proximo en un sistema de geometria
dinamica no es la clésica en la topologia del plano. Laborde indica asi que cada
construccion geométrica en un sistema de geometria dinamica tiene un dominio de validez
gue limita el movimiento de los elementos libres a determinadas regiones (los puntos
proximos a ellos para e sistema), fuera de las cuales la construccion realizada puede no
tener sentido.

3.2 Lapropiedad conservativa

Vemos asi que arrastrar un punto de una construccion por un punto fuera del dominio de
validez modifica e sentido de la misma y aunque luego alcancemos puntos iniciamente
vélidos la construccion ya ha cambiado. Sin embargo ocurre que cuando regresamos al
punto de partida la construccion recupera su configuracion inicial. Este tipo de propiedad,
Ilamada conservativa, puede enunciarse como sigue (Laborde 99; p. 14):

Para cualquier sucesion de posiciones de cualquier punto base P
sobre un lazo cerrado P,, P,,..., P.=P,;, € estado final F(P,) es
igual al estado inicial F(P,).

En el ggemplo del mecano, si partimos de una posicion P, del punto P, en la cual €l mecano
esta en una posicion F(P,), y arrastramos P sobre un recorrido de forma que al fina P
vuelve a la posicion de partida, entonces la posicion final del mecano vuelve a ser F(P,),
independientemente de que durante el recorrido se hayan producido discontinuidades sin
sentido fisico en una simulacion.

La modelizacién computacional de la geometria implementada en sistemas como Cabri-
Géometre o Geometer’s Sketchpad cumplen la propiedad conservativa; no ocurre 1o mismo
con Cinderella. En este programa, la utilizacién de técnicas de Geometria Proyectiva
Compleaen € tratamiento de los datos permite resolver los problemas de continuidad.

3.3 Orientacioén de objetos geométricos

La perspectiva dindmica requiere que el sistema distinga de alguna forma los distintos
puntos de interseccion que se producen en las construcciones geométricas. Para €ello, los
sistemas tipo Cabri-Géometre almacenan |os objetos geométricos * orientados' : por gjemplo,
una recta definida por dos puntos A y B estara orientada ‘desde A a B’; la orientacion de
una perpendicular a una rectar se obtiene girando p/2 en sentido contrario a las agujas del
reloj la orientacion de r; dos paralelas tienen la misma orientacion. El usuario no tiene
porqué ser consciente de esta cualidad, se trata de una restriccion computacional, no
geométrica, que no aparece de forma explicita en ninguno de los manuales consultados para
€l uso de estos programas.

! Lanegritano estaen e original.



Al arrastrar por la pantalla los e ementos geométricos € sistema mantiene invariantes las
orientaciones amacenadas, produciendo asi un comportamiento ‘continuo’ de la
orientacién interna, a costa de producir ‘discontinuidades en la posicion de los objetos en
la pantalla, como hemos visto en € gemplo del mecano. En este gemplo, la diferencia
esencial entre los dos algoritmos presentados es, precisamente, el diferente control de la
variable orientacion que hemos implementado (Figura5).

D

Configuracion inicia

Configuracion final Configuracion final
(Algoritmo 1) (Algoritmo 2)

Figura5: Orientacion de los elementos geométricos cuando arrastramos P sobre O.

3.4 Influencia del algoritmo de construccion utilizado

En un SGD puede haber distintas descripciones algoritmicas que conducen a una misma
construccion geomeétrica. Asi, cabe preguntarse si la particular modelizacion computacional
de la geometria implementada en un SGD puede ‘superarse’ con un uso posterior adecuado
por parte del usuario. Por gemplo, las peculiaridades observadas en los dos gjemplos de la
seccion anterior ¢podrian evitarse si elegimos otra forma de realizar las construcciones
geométricas, tomando otros comandos, otro orden en ellos? La respuesta general a esta
cuestion es negativa, es decir, hay restricciones inherentes a modelo geométrico
implementado que no se pueden evitar, independientemente del algoritmo que se use. Es €l
caso, por gemplo, de la discontinuidad del mecano de dos brazos. (Baker, 1990)
demuestra que, en un contexto en el que se verifique la propiedad conservativa, no puede
haber algoritmos globales ciclicos para el mecano de dos brazos en un entorno del punto
O. Por tanto, independientemente del algoritmo implementado, e paso por O habria
necesitado de un tratamiento especial. (N6tese que e Algoritmo 2 representa Unicamente
movimiento rectilineo sobre O).



CONCLUSIONES

La fata de continuidad en e movimiento de un dibujo construido a partir de leyes
geométricas y la invariancia inesperada de una razén nos han permitido reflexionar sobre
las limitaciones que la modelizacion computacional impone desde el punto de vista de la
representacion del conocimiento. Consideramos que éste es un paso previo para poder
determinar la incidencia de dichas limitaciones en los usos educativos de los sistemas de
geometria dinamica, ya gque constatamos que las respuestas producidas por €l sistema
pueden no tener coherencia con el conocimiento geométrico del alumno ni con el
conocimiento que se pretende que adquiera, Sino que son consecuencia de la modelizacion
computacional implementada. El estudio de estas cuestiones tiene como marco la linea de
investigacion en didéactica de la geometria ocupada en determinar qué perciben los alumnos
en un dibujo dindmico y qué conocimiento construyen a partir de su percepcion. A lalista
de caracteristicas de un dibujo (de entre las que la investigacion trata de determinar cudles
serén percibidas como esenciales por € alumno y cudles ignoradas) habra que afadir las
derivadas del modelo computacional.
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