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Prefacio

La transicién de Jos métodos estadisticos cldsicos a los métodos Bayesianos .
en la préctica profesional ¥ en la investigacién no estd siendo tan répida como
algunos de nosotros hubiéramos deseado Una de las causas de este 1etraso
es posiblemente la falta de libros de texto elementales que muesiren a los
profesionales, con ejemplos escogidos de su propio campo, la forma de uti-
lizar la metodologia Bayesiana en su trabajo Este libro pretende contiibuir
a llenar esa laguna.

La metodologia Bayesiana resulta atractiva por varios motivos. En primet
lugar, y a difetencia de la metodologia cldsica, estd exenta de contradiccio-
nes internas debido a su planteamiento axiomdtico En segundo lugar, pro-
porciona una unidad conceptual y una metodologia definida que elimina la
necesidad de procedimientos ad hoc TFinalmente, la metodologia Bayesiana
puede utilizarse para precisar el contenido y perfilar el alcance de los métodos
clésicos; en efecto, muchos de los resultados cldsicos més conocidos admiten
una interpretacién Bayesiana, pero orros muchos violan los principios bdsi-
cos de cohetencia en que los métodos Bayesianos se fundamentan y resultan
pot lo tanto inadmisibles pata quienes encuentren razonables tales principios.

Las técnicas Bayesianas son ademds especialmente relevantes para la pric-
tica y para la investigacién médica En primer lugar, la mayor patte de los
problemas con los que el médico debe enfrentarse son pioblemas de decisidn
v la metodologla Bayesiana es la tnica que describe el proceso légico que
debe seguirse para decidit, de forma iazonable, sobte la mejor forma de
actuar En segundo lugar, los médicos cuentan tipicamente con una impot-
tante cantidad de informacién inicial, y las técnicas Bayesianas son las dnicas
que permiten utilizarla " Finalmente, los conceptos bdsicos de la metodologia
Bayesiana son mucho mds intuitivos que sus equivalentes cldsicos y su co-
trecta asimilacién resulta posible sin recurrir a matemdticas sofisticadas
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Este libro es una introduccidn a los mérodos estadisticos Bayesianc;s, que
subtaya su fundamentacién axiomética y el tratamiento unificado de los con-
ceptos de probabilidad, inferencia, y decisién a que da lugar. El énfasis se
sitda en los conceptos, de forma que aunque se discuten muchos problemas
especificos, el objetivo primordial es dotar al lector de una visién dé con-
junto El andlisis de datos experimentales en situaciones concretas y la des-

“aipcién de las aplicaciones més comunes de los métodos estadisticos en

Medicina y Biologfa serdn objeto de tratamiento posterior.

El contenido de este libro es, desde mi punto de vista, lo minimo que
un profesional debeifa saber sobre el proceso 18gico que debe presidit el
andlisis de la informacién disponible y la toma de decisiones a que dicho
andlisis pueda dar lugar Los tinicos requisitos previos son aquellos conoci-
mientos elementales de matemdticas, que suelen habet sido adquiridos en la
ensefianza secundaria; se trata de un curso de introduccién que no requiere
conocimientos previos de estadfstica ni exige recurriz a otras fuentes

El libro estd dividido en siete capitulos Ecuaciones, definiciones, teore-
mas y efemplos estdn numetados en notacién decimal; asi, por ejemplo, ecua-
cién 2.3.1 sc refiere a la ecuacién (1) de la Seccién 3 del Capitulo 2! Entte

los apéndices finales, se incluyen indices numéticos de’ ecuaciones, definicio-

nes, teoremas v ejemplos que facilitan su localizacién.

Cada capitulo empieza con un corto resumen de su contenido y tetmina
con una seccién bibliogrdfica y una lista de problemas propuestos cuyos re-
sultados numéricos aparecen en un apéndice. La solucién de algunos de
estos problemas requiete el uso de unas tablas estadisticas; las de Ferrdn-
diz (1980) estdn especialmente otientadas hacia la metodologia Bayesiana

Son muchos los autotes responsables de los conceptos y resultados ex-
puestos en este libro; a lo largo del texto se hace teferencia especifica a sus
trabajos. Entre el matetial expuesto, el lector familiazizado con la lteta-
tuta especializada reconocerd varias contribuciones originales, generalmente
relacionadas con las medidas de informacidn y con su uso en la determinacién
de distribuciones de referencia y en el disefio de expetimentos

Numetosas personas han contribuido directamente a hacer posible este
libro. En mj formacién profesional, ha sido determinante la influencia del
Profesor Dennis V. Lindley, bajo cuya diteccidn 1ealicé la tesis doctoral
en el University College de Londres. El estimulo inicial para escribit el libro
vino de Albert Vicens y de mis alumnos de la Facultad de Medicina de
Valencia a quienes les he impartido este curso dutante tres afios consecutivos
Javier Gitén y Miguel-Angel Gémez-Villegas han leido el dltimo manuscrito
y debo agradecerles sus titiles comentatios y la correccion de algunos etrores-
La contribucién de mis compafietos de trabajo ha sido muy importante:
José Bermudez, Juan Ferrdndiz, Maite Rabena, Luis Sanjuan y Mario Sendra
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han leido los sucesivos manuscritos, han preparado gxéﬁcas y tablas, han Ie-
suelto los problemas, y han aportado'valio'sas sugetencias; Charo Escanddon
ha mecanografiado cuidadosamente las sucesivas versiones del} texto. A to gts
ellos les agradezco su esfuerzo Todos ellos comparten los méritos que pueda
tener este libro, aunque sdlo yo soy tesponsable de los defectos que peima-

nezcan en él
Valencia, abtil 1980

Jost-MIGUET BERNARDO
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Capitulo 1

Introducciéon

Los métodos estadisticos, en su seatido mds amplio, constituyen
una herramienta de tiabajo cada vez mds importante en los campos
profesionales m4s diversos Dificilmente puede ser conmsiderada com-
pleta hoy la formacién de bidlogos, economistas, fisicos, ingenieros,
militates,_polfticos, psicélogos, quimicos, o cualquier otro grupo pro-
fesional, sin la asimilacién de wunos conceptos bésicos de metodologia
estadfstica que les permitan analizar adecuadamente los datos sohte
los que trabajan y tomar de forma racional las decisiones oportunas.

Aunque los problemas especificos pueden ser muy distintos, existe Una
metodologfa estadistica general que permite abordar de forma sistemntica
cualquier problema concreto de decisién o de andlisis de datos

Nuestio propésito es propotcionar al lector una introduccidn a la meto-
dologia estadistica moderna concebida come un instrumento pata zualizar ade-
cuadamente la informacién de que se dispone y decidiz, de manera razonable,
sobre la mejor forma de actuar -

1.1. Alcance y objetivos del libro

Ta importancia préctica de saber analizar la informacién de que se dispo-
ne y de saber utilizatla para tomar decisiones de forma tazonable, resulta in-
discutible cuando se observa la continua cadena de decisiones sobre 1a que
descansa toda actividad humana Este libro estd ditigido a cualquier univer-
sitatio que desee una formacién modetna en metodologia estadistica ¥ teotrfa
de la decisién.
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En particular, un elemento caracteristico de la vida profesional de un
médico es la constante toma de decisiones en ambiente de incertidumbre;

decisiones, por ejemplo, sobre el diagndstico mds verosimil, la oportunidad -

de una intetvencién quirdigica, el tratamiento més zdecuado o la eficacia de
un programa de inmunizacién. De hecho, muchos de los ejemplos contenidos
en este libro, con los que prerendemos facilitar la asimilacién de los con-
ceptos expuestos, han sido extiaidos de la experiencia del autor en las apli-
caciones a este campo, pot lo que el libro tesulta especialmente indicado paia
médicos y estudiantes de Medicina

El lector que haya asimilado las ideas que vamos a exponer estatd en
condiciones de

(i) Extraer las conelusiones pertinentes de wn comjunio de datos con
estructura sencilla

{ii} Resolver problemas de decisién moderadamente complicados

(il Evaluar el contenido de las conclusiones de tipo estadistico publi-
cadas en la literatura cientifica.

Pasa lograt estos objetivos, no es suficiente la lectura del texto; su estudio
debe set completado con la 1ealizacién de los problemas propuestos al final
de cada capftulo Para facilitar esta tarea, las solucicnes numéiicas a estos
problemas han sido incluidas en un apéndice final Todos los ejemplos y pro-
blemas contenidos en este libro pueden resolverse con unas tablas estadis-
ticas adecuadas y una simple caleuladora de bolsillo que contenga las funcio:
nes elementales Sin embatgo, resulta ¢émodo disponer de un modelo de
calcufadora que permita el cdleulo directo de medias y desviaciones tipicas,
de’la funcién factorial (ver Seccidn 3 3), de la funcidn de distribucion normal
(ver Seccién 4 3) v de su funcidn inversa Numerosas matcas de calculadoras
oftecen modelos, disefiados para aplicaciones estadisticas, que disponen de
estas funciones.

Frecuentemente, el lector se encontrard con la necesidad de repasat con-
ceptos que ya crefa asimilados; los resimenes situados al principio de cada
capitulo vy los indices alfzbéticos de conceptos y de notacién situados al final
del libro pueden ayudarle a hacerlo Las Tablas Estadisticas de Ferrandiz (1980)
contienen adermds un 6til formularic que tecoge la mayor parte de los resul-
tados expuestos en este libro

La correcta asimilacién de los conceptos expuestos en este libro exige
del lector la preparacién matemética que en Espafia debe setr obtenida en
BUP y COU Especificamente, resulta necesario conocer algunas funciones
elementales, como el Jogaritmo, la funcién exponencial o las funciones trigo-
nométricas; sabet resolvet ecuaciones sencillas y sistemas lineales; conccer
el dlgebra matricial, y tener nociones de cileulo diferencial e integral Si el
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lector no se siente seguro de sus conocimicntos en alguna de estas 4reas,
puede actualizarlos con ayuda del excelente texto de Garcfa-Garefa y Lépez-
Pellicer {1977) No obstante, los pérzafos con mayor dificultad matematica han
sido impresos en letra més pequefia para su ficil identificacidn, y el texto
ha sido redactado de forma que estos pdirafos pueden ser omitidos en pti-
mera lectuta sin pérdida de continuidad

En este libro se desartollan los conceptos fundamentales de la metodologia:
estadistica. Aunque, natuzalmente, se obtienen las frmulas especificas que
corzesponden a las aplicaciones mis frecuentes, el énfasis se sitda en la ex-
posicién de una metodologia general, capaz de permitit al lector abordar por
sf mismo el andlisis de cualquier problema.

Al final de cada capitulo, se discute la relevancia y el alcance de las ideas.
introducidas en €l y se dan teferencias para aquellos lectores interesados en
aplicaciones mds conctetas o mds detalladas, desarrollos tedricos mds com-
pletos, generalizaciones de los mérodos expuestos o estudios de su desarrollo
histérico La lista completa de tales referencias apatece al final del libro
Aunque ciertamente este conjunto de referencias no es exhaustivo, es lo sifi-
cientemente extenso como para ofrecer una amplia panordmica de casi todos

los aspectos de la estadistica y de la teoria de la decisién )

1.2, Estadistica y Teoria de la Decision

La metodologia estadistica cldsica aparece ante el investigador como un
conjunto de recetas cada una de las cuales tesulra aptopiada en determinados
casos y bajo ciertas condiciones. Sin embargo, hoy va resulta posible ofrecer,
incluso a un nivel elemental, una metodologia unificada, totalmente general,
que se detiva de analizar cuidadesamente el proceso l6gico que debe seguirse
para tomat una decisién

En efecto, la teorfa de Iz decisién no sélo proporciona una metodologia
pata resolver problemas de decisién concretos sino que proporciona ademds
una base tecrica sobre la que puede construirse una metodologia general uni-
ficada que contiene, como casos particulares, aquellas recetas clasicas cuya
utilidad ha sido demostrada por el tiempo

Empezaremos por situarnos ante el problema general de decisidn, es deci
ante el problema de la eleccidn razonada entre un determinado conjunto de
alternativas, en presencia de incertidumbre sobre algunos de los factores que
condicionan las consecuencias de tal eleccién Nos preguntaremos cud! es el
proceso légico que debe seguirse para tomar una decision Para ello, no tra-
taremos de desciibir lz forma en que comtinmente se toman las decisiones. Fn
su lugar, trataremos de encontrar unos principios bésicos sobre los que &di-
ficar una teotfz de la decisién. No nos interesa como se toman las decisiones
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sino como se deberfan tomar No buscamos una teorfa descriptiva siho una
teotfa normativa.

La conclusién fundamental de esta investigacidn es que existe una #uica
forma razonable de toma: decisiones. Aunque naturalmente existe una cietta
Hbertad en Ia eleccién de los principics bésicos, el resultado es siempre el
mismo. Fn primet lugar, es necesatic determinar e} conjunto de las decisio-
nes posibles v el de aquellos sucesos cuya ocurrencia pueda modificar las
consecuencias de la decisién tomada. En segundo lugar debe cuantificasse,
mediante probabilidades, la verosimilitud asociada por el decisot a la ocu-
rzencia de tales sucesos En tercer lugar deben desciibirse detalladamente Jas
posibles consecuencias de cada una de las decisiones, y las prefetencias del
decisor entre ellas deben ser evaluadas y cuantificadas en términos de una mag-
nitud comin que tecibe el nombie de utilidad. Finalmente, debe tormarse ague-
Ila decisién que, con base a las probabilidades calculadas, propotcione la mdxi-
ma wtilidad esperada. I a fuerza del debe utilizado varias veces en este pdrrafo
tadica en que cualquier desviacidn de tales preceptos estd en contradiccién

con los ptincipios bdsicos de partida. En consecuencia, cualqu1e1 otto ciiterio
de decisién resulta inadmisible para quien acepte tales principios

1.3. Probabilidad

La mayor patte de los libros de estadistica dan la impresién de que no
existe controversia alguna sobte la validez de la metodologia estadistica en
uso. Fsto es simplemente falso En los afios cincuenta empezd a consolidatse
la idea, expuesta en la seccién anterior, de que la metodologia estadistica de-
berfa tener uncs fundamentos axiomiticos sélidos sobte los que apoyaise,
fundamentos que fueron encontrados en la teorfa de la decision Una conse-
cuencia impottante de tales fundamentos es que tesulta necesatio cuantificar
nuestra informacién sobre la verosimilitud de los distintos sucesos inciertos
que resulten relevantes en cada problema concreto, y que tal cuantificacién
debe ser realizada necesariamente mediante una medida que satisfaga deter-
minadas propiedades, a la que llamamos probabilidad La idea de que la pro-
babilidad de un suceso en unas condiciones detetminadas no es mds que una
medida de la verosimilitud asociada por el decisor a la ocurrencia de tal
SuCEsO en ¢sas Condiciones, caracteriza [a escuela de pensamiento en que este
libro se inscribe, y que pot motivos que Iuego mencionraremos recibe el
nombte de Bayesiana Los métodos estadfsticos cldsicos, pot otta patte, li-
mitan el concepto de prebabilidad a aquellos sucesos en los que pueden defi-
nizse frecuencias relativas, lo que reduce seriamente su utilidad prictica, y
no disponen de una base axiomdtica en la que fundamentatse, por lo que
frecuentemente dan lugar a 1esultados contradictorios

Las consecuencias matemiticas de la definicién de probabilidad resultan,
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no obstante, independientes de la interpretacién especifica que se dé a este
concepto de forma que, aunque existen vatias interpretacicnes del comcepio
de probabilidad, puede hablatse de una tnica Teoria de la Probabilidad.
Estudiaremos, pues, la forma de asignar probabilidades, y analizaremos aque-
llas propiedades matemdticas de lz medida de probabilidad que puedan faci-
litar el cdlculo de unas probabilidades a partit de los valores de otras

14. Inferencia estadistica

Lz reaccién natural de cualguiera que deba tomar una decisién en pre-
sencia de incertidumbre es eliminar cuanta incertidumbre le sea posible obte-
niendo més informacién. En efecto, frente a un problema de decisidn espe-
cifico, el decisor empieza por precisar la informacién de que inicialmente dis-
pone sobre las incertidumbres que afectan a la situacién; procura entonces
obtener nuevos datos que puedan proporcionarle informacién relevante v,
finalmente, combina esta nueva informacién con aquella de que inicial-
mente dlsponla pata toma: entonces la decisién miés apropiada.

Mids concretamente, la informacién inicial, descrita por probabilidades
iniciales, es combinada con los datos mediante el llamado Teorema de Bayes
pata obtener las probabilidades finales, que describeri la informacién total de
que se disponc. Este proceso, que denominatemos proceso de apreadizaje,
constituye la esencia de la metodologia Bayesiana, cuyo nombte hace referen-
cia precisamente al uso tepetido del teorema de Bayes.

A la mayor parte de los lectores les resultaid familiar la expresién plural
estadisticas con la que suele designarse a determinados conjunto otdenados de
datos, obtenidos por diversos procedimienios Se comoce como Estadistica .
Descriptiva al conjunto de técnicas que facilitan la otganizacién, resumen y
comunicacién de estos datos. Las més elementales de estas técnicas, que
probablemente conocerd el Jector, soa la obtencién de medidas de localiza-
cién y de dispersién como la media o la desviacidn tipica, y la construccién
de determinadas representaciones graficas, como los histogramas F1 lector
interesado en releer estos conceptos puede recurrir, por ejemplo, a los prime-
ros capitulos del texto de Spiegel (1961) En esta linea, pero a un nivel
mucho més sofisticado, se encuentra el libro de Tukey (1977)

En este volumen apenas nos ocuparemos de estas técnicas descriptivas.
Ean su lugar, utilizando 12 metodologia mencionada al principio -de esta sec-
cidn, abordatemos la construccién de una teorfa general que nhos permita
precisar las comclusiones que pueden ser extraidas de los datos Inmferencia
Estadistica es el nombre con que generalmente se conoce al conjunto de méto-
dos que se proponen extraer conclusiones que van mis alli de a mera
descripcién de los datos.
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Cuoando 70 se dispone de informacién inicial, los métodos clésicos v los
métodos Bayesianos de infetencia llegan frecuentemente a las mismas con-
clusiones numéricas, aungue con interpretaciones muy diferentes. Esta coinci-
dencia numérica permitird al lector de este libro dar un sentido tazonable
a muchas de las recefas tradicionales. Cuando, por el contratio, v este es el
caso mds frecuente, se dispone de informacién inicial, no existen realmente
métodos alternativos; la metodologia Bayesiana proporcicna la #smice forma
sistemdtica de incorporar esta informacién en el andlisis

1.5, Problemas especificos de decisién

Como ya hemos mencionado, una consecuencia de los principios bésicos
en que se fundamenta la teoifa de la decisién es que, en cada problema con-
creto, el decisor debe evaluar mediante probabilidades la verosimilitud,
e el momento de tomar la decisidn, de los distintos sucesos inciettos presen-
tes en el problema. Estas probabilidades deben teflejar foda la informacién

de que se dispone en el momento de tomar la decisién. Frecuentemente, esta

informacién estard compuesta por la informacién inicial de que disponfa el
decisot y por la proporcionada por un conjunto de datos adicionales; en este
caso, las probabilidades que se requieren son las probabilidades finales men-
cionadas en la seccién antetior. Consecuentemente, para resolver un problema
de decisién es frecuentemente necesazio resolver primero un problema de
inferencia

También hemos mencionado ya, que en cada problema de decisién concte-
to el decisor debe cuantificar sus preferencias entre las posibles consecuen-
cias de sus decisiones En general, no se trata de una tarea facil, pero desa-
trollatemos vatios procedimientos que facilitan su realizacién

Frecuentemente, fos ptoblemas de decisidn no se presentan aislados sino
formando una cadena, de forma que una vez tomada una decisién sc plantea
un nuevo problema de decisidén cuyas caracterfsticas dependen de las deci-
siones tomadas hasta entonces. Demostraremos, sin embargo, que el estudio
de las decisiones sucesivas no plantea problemas nuevos; bastard resolver
consecutivamente todos los problemas de decisién que integran la cadena,
empezando por la decision que deba ser tomada en s#ltizzo lugar En particular,
el problema del diseio de experimentos puede ser planteado como una ca-
dena de dos decisiones consecutivas Se trata, en efecto, de elegit el expeti-
mento rods adecvado para, una vez realizado, tomar la decisién que resulte
més apropiada a la vista de la informacién proporcionada pot el experimento
elegido

INTRODUCCION 7

16. Estructura del libro

El libro estd dividido en siete capftulos, el primero de los cuales es esta
Introduccién

En el capitulo segundo, Fundamentos de Iz Inferencia y de la Teoria de
la Decisién se especifican los principios bdsicos de consistencia y se demues-
tra gque la dnica forma de tomar decisiones compatibles con ellos es elegir
la decisién que maximiza la utilidad esperada.

En el tetcer capitulo, Medida de Probabilidad, se estudian las propie-
dades matemiticas de la medida que debe utilizarse para describir la verosi-
milited de los sucesos inciertos relevantes y los métodos de que se dispone
para la asignacién de probabilidades. El estudio de la Teortz de la Probabilidad
se completa en <l capitulo cuarto, Cantidades Aleatorias, con el andlisis de
las probabilidades asociadas a los distintos valores numéticos que pueden to-
mar las magnitudes cuantificables.

En el capitulo quinto, E! Proceso de Aprendizaje, se estudia la forma de
incorporar al andlisis cualgquier informacidn adicional y se analiza el tipo de
conclusiones y predicciones que pueden ser extraidas de la informacién de
que se dispone. El estudio de la Inferencia Estadistica se completa en el
capitulo sexto, Métodos Aproximados de Inferencia, con la descripcién de las
aproximaciones que pueden realizarse para facilitar el andlisis y la comunica-
cién de los resultados, y con el estudio de las conclusiones que pueden ex-
traerse de los datos cuando no se dispone de informacidn inicial

En el sépiimo v dltimo capftulo, Problemas Especificos de Decisidn, se
estudian los problemas cldsicos de estimacidn puntual y contraste de hipote-
sis, se aborda el problema de la evaluwacion de las wiilidades y se discuten
las cadenas de decisiones sucesivas y el disefio de experimentos. Finalmente,
se comenta la estructura de algunos problemas médicos de decisidn, concte-
tamente fos de calibrado, diagnéstico y eleccién de tratamiento

La lista alfabética de los trabajos citados, las soluciones a los problemas
propuestos, los indices numéricos de definiciones, ecuaciones, ejemplos y teore-
mas, y los indices alfabéticos de simbolos y de conceptos, completan este

volumen




Capitulo 2

Fundamentos de la estadistica
y de la teoria de la decision

En este capitulo se estructura un problema de decisién y se discute
el proceso ldgico que debe seguirse para tomar una decisidn. Esto
propotciona el fundamento sobre el que descansaii el concepto de pro-
babilided, los métodos de inferencia y los criterios de decisidn y de
disefio de expetimetitos que serdn desarrollados en el resto del libto y
que son globalmente conocidos como métodos Bayesianos

El procedimiento seguido es axiomdtico Se presentan y se de-
fienden determinados principios de comporfamiento coberente y se
deduce de ellos la necesidad de asignar una wedide de probabilidad
que describa la informacién del decisor y una fancion de wrilidad que
desciiba sus preferencias, v la de elegit aquella decisién capaz de
meaximizar la witlidad esperada

El capitulo concluye analizando criticamente los resultados obte-
nidos, compardndolos con los que se detivan de otros critetios de
decisién propuesfos en la literatura, y esbozando el desarrollo his-
térico de las ideas expuestas.

En 1926, F. P Ramsey puso de manifiesto que unos pocos principios bési-
cos sobte un comportamiento coherente en la eleccidn entre opciones alter-.
nativas son suficientes para, tomados como axiomas, deducit de ellos una
teorfa general de la decisién y de la inferencia estadistica. Como por otra
parte, casi todos los problemas a cuya solocidn han contribuido tradicional-
mente los métodos estadisticos, pueden reducirse a problemas de decisién
eh ambiente de incertidumbre, nuestta primera tarea serd estudlax la estiuc-
tuta de tales pxoblemas
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21. Estructura de un problema de decision

Nos hallamos frente a un problema de decisién cuando debemos elegis
entre dos o mds formas de actuar. Ia mayot parte de nuestras decisiones son
triviales, como cuando elegimos una pelicula de la carteleta o el mend de un
restaurante Sin embargo, no es diffcil imagina: problemas de decisidn cuyas
comsecuencias son importantes y deben set cuidadosamente consideradas antes
de llegar a una conclusién; asi, las decisiones relativas a un cambio de trabajo
o a la compra de una casa exigen una seria reflexién

Aungque sociélogos, historiadotes y politicos han escrito a menudo sobre
la forma en que determinadas decisiones se toman o han sido tomadas, se ha
esctito muy poco sobre el tema de como deberian tomarse La medetpa teorfa
de la decisién propone un determinado método de tomat decisiones y de-
muestra ademds que es el tnico método compatible con unos pocos principios
bdsicos sobte la eleccidn coberente entre opciones zlternativas.

Lo primero que hay que hacer cuando nos enfrentamos a un problema
de decision es considerar el conjunto de las posibles formas de actuacién que
se nos oftecen. No es necesario distinguir entre una decisién y la accién a que
da lugar. En efecto, si la accién no llega a realizarse es porque algo lo ha
impedido dando Iugat con ello a un nuevo problema de decisidn. General-
mente, no resulta adecuado considerar tinicamente una decisién ¥ su hegacién
como segunda decisién, formulando el problema con sélo dos alternativas.
No es cotrecto, por ejemplo, planteatse si estudiar o no Medicina. En efecto,
si vno decide no intentar ser médico tiene que hacer otia cosa para desa-
trollar su vida profesional; estudiat otra catrera, preparat unas oposiciones,
buscar un trabajo. Existen en realidad muchas formas alternativas de desa-
trollatse profesionalmente y el problema de decisién consiste en una eleccidn
entre ellas y no en una simple comparacidn entre estudiar o no Medicina,

El primer paso pata resolver el problema de decisién es, pues, elaborat
el conjunto de las posibles alternativas, al que Hamaremos espacio de decisio-
#es y denotaremos pot D Debe ponerse especial atencién en la constiuccién
del espacio de decisiones porque el modelo que vamos a construit se limitard
a clegit uno de sus clementos Nunca puede uno estar totalmente seguro
de que ha incluido er D todas las posibilidades interesantes; siempre puede
aparccet un compafiero ingenioso que nos sefale una alternativa que no hemos
considetado y nos obligue a replantear el problema Un buen decisor debe
tener la inventiva y el conocimiento del tema suficientes para elabotar un
espacio de decisiones exhawstivo, es decit que agote todas las posibilidades
que puedan, en principio, parecer razonables

Es conveniente, asimismo, exigis que el espacio D de decisiones esté cons-
tituido por un conjunto de alternativas, de forma que la eleccién de uno de
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los elementos de D excluya la eleccién de cualquier otto Este requerimiento
no supone pérdida de generalidad Asi, por ejemplo, pasa elegir. los elerner}tos
opcicnales que se desean en un nuevo coche, la lista de opciones ofrecidas
por el fabricante no es un espacio de decisiones adecuado puesto que uno
puede desear dos o mds de las opciones ofrecidas, pero el conjunto de Ia.s
pattes de tal lista resultz setlo De forma andloga, cualquier problema de d}ecl-
sion puede plantearse como el de la eleccién de un elemento, v uno sélo,
de un conjunto apropiado.

En principio, el espacio D puede contener infinitas altemativa.s‘ Sin em-
bargo, en la mayor parte de las aplicaciones, D es un conjunto finito, lo que
justifica que nos limitemos a considerar este caso cuando ello dé lugar a una
simplificacién matemdtica notable.

Determinar la mejor de un conjunto de alternativas setfa, en principio,
inmediato si tuviésemos informacién completa sobre las consecuencias de
cada una de ellas El vendedor de periédicos que debe decidir sobre e! ndmero
de gjemplares con que se queda no tendtfz problema si supiese el ntimero que
podria vender El médico que ante un caso dererminado duda entre un tra-
tamiento médico y uno quirdrgico no vacilaifa si conociese las causas y el
desarrollo de la afeccién. La principa} dificultad con que uno se encuentra al
plantearse un problema de decisién consiste en la falta de informacién sobre
lo que sucederd segiin se actfic de una u otta manera. El problema general
de decisidn se plantea, pues, en ambiente de incertiduribre

Existen sitnaciones en las que se tiene informacién completa v, sin em-
baigo, es dificil tomar la decisién correcta, pero en estos casos la dificultad
es de tipo téenico, no conceptual Asf, por ejemplo, a pesar de dlsponel-' de toda
la informacién 1elevante, es diffcil decidir cual es la mejor estrategia en un
momento determinado de una partida de ajediez o determinar la di.eta més
batata que cumple ciertos requisitos de nutricién. Sin embatgo, la d‘iﬁculta‘d
en estos casos es sblo de tipo técnico: el enorme mimeto de estrateglas’p_om-
bles en el primet caso y ¢l problema matemético de encontrar un méximo
condicionado en el segundo, pero no aparecen dudas sobre el cr.z're:rzo de defz—
sidn que debe adoptarse En este libto no consideraremos tales dl.ﬁcultades téc-
nicas: supondremos que en presencia de infosmacidn completa siempre puede
elegirse la mejor de un conjunto de alternativa Nos ocupatemos en Su.lugﬂi
del proceso légico de decisién en ambiente de incextidul}lbm, es decit del
mérodo a seguir para tomar decisiones cuando zo se dispone de toda la
informacién que se fuzga relevante.

Puesto que la dificultad esencial en un problema de'decisiép residei en
las incertidumbres presentes en la situacién es necesario considerat éstas
con cuidado e introducitlas en la teorfa. Asf, una vez determinado el espacio
de decisiones, habrd que considerar pata cada una de las decisiones posibles
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el conjunto de sucesos inciertos que determinan sus eventuales consecuencias.
Esquemdticamente, la situacién, en el caso de un némero finito de alterna-
tivas y un ntimero finito de sucesos inciertos puede representarse mediante
un drbol de decisién de la forma

B,, Cyy
Ef’ -
s
: s
a ,/ b
\ - B],i, ”':"'l
LS
B, Cy,
Br, Cuy
e

donde D = {d, &z, ., di} es el espacio de las decisiones y0: = {0, 0, . .,
Bin,} es el conjunto de los #2: sucesos inciertos cuya eventual ocurtencia
afecta al resultado de tomar la decision di, de foima que si se toma la deci-
sién di y sucede 0 se obtiene la consecuencia ¢sj

El diagtama empieza en un nodo de decision representado por un cua-
drade Cualquiera que sea la decisidn elegida se llega a un wedo aleatorio,
tepresentado por un cfrculo, sobre el que el decisor, no_tiene control alguno
Las ramas de los nodos aleatorios pueden subdividirse, dando lugar a nuevos
nodos aleatotios, si la relevancia de determinados sucesos inciettos depeaden
de que ocutian o no algunos de ellos. El 4rbol debe construitse de forma
que los sucesos inciertos a que da lugar cada uno de los nodos aleatorios sean
mutuaménte excluyentes y constituyan un conjunto exhaustivo. Asi, por ejem-
plo, con refefencia 2 la figuia, si se toma la decisidn d tiene que ocutrir uho
y sélo uno de los m sucesos {8y, Oy, ..., Oz, }. Como en el caso de las

S ’ operacién .
i o ()
: muerte 0 aftos de vida
=3 WMer o 2 afios de vida
. medi
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decisiones, siempre puede conseguirse que los sucesos inciertos correspon-’
dientes a un nodo zleatorio sean mutuamente excluyentes mediante la cons-
truccién de los apropiados espacios producto, peto la exhaustividad no es
facil de garantizar; la construccién de espacios de sucesos inciertos que con-
templen todas las eventualidades relevantes suele exigix un conocimiento pro-
fundo del drea de aplicacién

Ejemplo 21.1. Oportunidad de una operacién

Un médico debe decidir si realizar una peligiosa opetacidén a una persona
gue se cree puede tener un fumot, o recurriz a una determinada medicacién
Si e! paciente no tiene el tumor su esperanza de vida se estima en 20 afios
Si Ip tiene, se opera y sobrevive a la operacién, en 10 afios, y si tiene el
tumoet ¥ no se opera, sdlo se le dan 2 afios de vida. Constiuir el correspon-
pondiente drbol de decision

El espacio de decisiones tlene claramente solo dos elementos 4 = operar v d» = me-
dicar Si se realiza la operacidn el paciente puede sobrevivir o morir en ella y, si sobre-
vive,-la consecuencia final depende de gue tenga 0 no tenga el tumor. Si no se opera no

puede morir en la operacién, pero la consecuencia final dependeri de nuevo de que el
paciente tenga o no el tumor El correspondiente drbo! de decisién es, pues,

WMor — . 10 afios de vida
supervivencia

No tUMOF — - 20 afios de vida

@
- no mor ——— 20 afios d.e vida o

La mayoifa de los problemas de decisién tienen, apatentemente, unz es-
tructura més compleja que la del problema de decisién que hemos desciito
Por ejemplo, se puede plantear inicialmente si realizar o no un expetimento y,
en caso afirmativo, tratar de decidir cual es Ja accién mds adecuada segin el
tesultado del experimento. Podemos, asimismo, considerar problemss secuen-
ciales de decisién constituidos pot la yuxtaposicién de problemas como el
antetiot Sin embargo, como veremos més adelante, tales problemas complejos
de decisién pueden set resuclios analizando sucesivamente cada uno de los
subproblemas, como el descrito, que lo constituyen, por le que bastard que
nos ocupemos de resolver éste dltimo.
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Frecucntemente, ¢l conjunto de sucesos inciertos relevantes es el mismo
cualquiera que sea la decisién que se tome, es deciz ®; = {84, Da, ., Oim, } =
={0, &, ., 0.} = @ para todo i Si, ademds, sélo hay un ndmero finito
de alternativas y de sucesos inciettos, entonces el problema de decisién puede
representarse también mediante una tabls de decisidn de la forma

& . B .. 6.
CZ]_ Cin’ oo €15 .. Lim
d; Lil Cif Cim
dr Lkl .. Ckj Chm

donde D ={d), d, » dr} es el conjunto de decisiones posibles,
& ={0,0, ., 0.} el conjunto de sucesos inciertos relevantes, cualguiera que

sea la decisién tomada, y ¢; Ia consecuencia de tomar la decisién 4, ¥ que su-
ceda 0;

Efemplo 212.  Fleccion de un medio de transporte

Se dispone de un automdvil y de una motocicleta para i & resolver un
asunto en el centto de la cindad La moto es mds 1dpida, sobre todo si se
producen atascos, y puede aparcarse con facilidad en el mismo centro, pero
resulta incémoda si hace mal tiempo El coche, aunque mds cémodo, consume
mds gasolina y hay que dejatlo en un aparcamicnto a cierta distancia del Tugar
de destino para caminar a continuacién. Suponemos que no se dispone de
una linea adecuada de transporte publico y que se considera excesivo el coste
de un taxi Construir la correspondiente tabla de decisidn.

En estas condiciones, el espacio de decisiones alternativas es 1) ={d,, di, di} con

di = it en motocicleta
d: = ir en automdbvil
dy =11 a pie

Un sucese incierso del que claramente dependen las consecuencias de la decisién es el
suceso
8, = empieza 2 llover antes del regreso

$i no se considera relevante ningin otro suceso incierto, el espacio de sucesos inciertos
mutuamente exciuyentes es simplemente ® = {0y, 8,}, donde 8: es la negacién de @, v el

conjunto de consecuencias puede describirse asf
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8 = llueve 8: = no liveve

No se pierde tiempo No se pierde tiempo
4y =1 cu{ Trayecto en moto muy incémodo 1z { Agradable paseo en moto
moto| Pequefio coste Pequefio coste

Se pierde bastante tiempo ) Se pierde bastante tiempo
4y =| ¢z} Conduccidn por ciudad con mal ¢r ) Conduccién por ciudad con buen
coche tiempo tiempo

Coste moderado .+ Coste moderado

Se pietde mucho tiempo Se p'ierde mucho tiempo
dy =] ¢u{Caminata con mal tiempo ¢ ¢ Caminata con buen tiempo
a pie No hay coste No hay coste

Naturalmente, el mismo problema de decisién puede representarse mediante un drbol
de decisidén en la forma

8 €y

d;
8, €z
&, £a1

dy
LA €2z
9, €3

d3
. 8, Caz

donde los ¢y tienen el significado dado en la tabla

Cualquier 4rbol de decisién, incluso cuando los conjuntos de sucesos in-
ciertos televantes son distintos pata cada decisién &;, puede representarse en
forma de tabla mediante el arrificio de considerar como conjunto @ de sucesos
inciertos el espacio producto de los conjuntos cortespondientes a cada de-
cisién d;, peto este procedimiento oscurece y dificulta la solucién de! problema

En 1esumen, nuestro modelo de problema de decisién exige la especifi-
cacién del espacio D de las decisiones alternativas y de los conjuntos @; de
sucesos inciertos mutuamente excluyentes que: condicionan las consecuencias
de cada una de las decisiones. El problema de decisién consiste entonces en
elegit una decisién 4: del conjunto D sin saber cual de los sucesos 8; de ©;
tendtd lugar

En la préxima seccién describiremos una solucién intuitiva a un problema

de decisién; méds adelante demostraremos que esa solucién es la tnica com-
patible con dertos principios elementales de comportamiento coherente,
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22, Solucidn intuitiva a un problema de decisién

Aunque los sucesos que componen cada ®; son inciettos, en el sentido
de que no sabemos cual de ellos tendrd lugar, no nos resultan, en general,
igualmente vercsimiles. En efecto, aunque no se disponga de la informacién
suficiente para detetminar cual de ellos tendid lugar, tipicamente se dispone

- de cierta informacién que hace unos elementos de cada @; més verosimiles

que otros Asi, aunque no es posible anticipar con segutidad los afios de
vida que le quedan a una persona sana que acaba de cumplir los 40, nos pa-
tece mds verosimil que viva ottos 10 afios 2 que muera el mes préximo o
2 que llegue a centenario.

Nuestto primer objetivo setfa precisar de forma cuantitativa el contenido
de este 1ipo de informacién incompleta Una forma de hacerlo serfa asignar a
cada suceso incietto un nimero que midiese la verosimilitud que se le atri-
buye, de forma que a los sucesos mds verosimiles se les haga cottesponder
un ndmero mayor.

Desde hace vatios siglos, la incertidumbte existente sobre la ocurrencia
de algunas clases de sucesos ha venido midiéndose por un némero enre 0 y 1
al que se ha llamado su probabilidad

Para haceilo, la #ridad de probabilidad cotrespondiente a un suceso cierfo
se distribuye entte una clase de sucesos mutuamente excluyentes de forma
que el nimero asignado a un determinado suceso —su probabilidad— es
tanto mayor cuanto mds verosimil se juzga la posibilided de que tenga Iugar

Supdngase, por ejemplo, que se lanza una moneda al aire sobte una
superficie lisa. Sélo pueden tener lugar dos sucesos inciertos mutuamente
excluyentes: cara o cruz. La mayoiia de nosotros dirfamos que ambos sucesos
nos parecen igualmente verosimiles de forma que si debemos distrébyir entre
ellos la unidad de probabilidad les asignarfamos 1/2 a cada uno. De forma
similar, si lanzamos un dado sdlo pueden tener lugar seis sucesos mutua-
mente excluyentes gue de nuevo consideratfamos igualmente verosimiles, por
lo que si debemos distiibuir entie ellos la unidad de probabilidad les asig-
narfamos 1/6 a cada uno. En general, si considerdsemos igualmente verosimi-
les a # sucesos mutuamente excluyentes les asignazrfamos a cada uno de ellos
una probabilidad 1/#

Existe otra clase de sucesos 2 los que resulta f4cil asignar una probabili-
dad aunque no presenten las propiedades de simeifa caracterfsticas de los
juegos de azar. Se trata de aguellos sucesos que es posible observar repetida-
mente en idénticas condiciones En efecto, considetemos una situacién B
que puede o no dar lugar a un suceso A4, y supongamos que tal situacidn
puede repetirse indefinidamente Fs un hecho empiiico que, frecuentemente,
el cociente 7/# entre el nimero de veces 7 que tiene lugar el suceso A y
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el ntimero total # de observaciones se estabiliza y parece tender a un limite
Parece razonable pensar que, en awsercia de otra informacitn relevante, tal
limite meditfa en una escala de 0 a 1 la verosimilitud que se concede al
suceso A en las condiciones descritas por B. Se sabe, por ejemplo, que ap:o-
ximadamente el 51 9% de los nacimientos humanos dan lugar a un varén.
Es por tante un hecho empfrico que los nacimientes humanos tienden a dis-
tribuirse en un 51 9% de varones v un 49 % de hembras En consecuencia,
en ausencia de otra informacién relevante, paiece 1azonable distribui: en
0,51 v 0,49 Ia unidad de probabilidad y describit con tales niimeros las pro-
babilidades de que una mujer embarazada dé z luz, respectivamente, a un
varén o a una hembra.

La existencia de simetiias o de datos empiricos scbre frecuencias relativas
es clertamente #1il pata precisar cuantitativamente nuesira incertidumbre sobre
un determinado sucese pete no es en modo alguno necesaria. En efecto, no
se comienza una escalada si parece probable que vaya a habet tormenta ni se
empieza una formacién profesional si no parecé probable encontrar trabajo
al terminatla; continuamente asignamos probabilidades, aunque sea de forma
completamente inconsciente, a todo tipo de sucesos. Debe advertitse, ademds,
que la mayotia de sucesos relevantes a un problema de decisién no pieseatan
simetrias ni son repetibles, de forma que un concepto de probabilidad res-
tringido a tales clases de sucesos serfa inevitablemente insuficiente Asi, por
ejemplo, las consecuencias de muchas decisiones pueden depender de un
cambio politico en el pafs Para tomar razorablemente tales decisiones resulta,
pues, necesario valorar la verosimilitud de tal cambio Es obvio que las ciisis
paliticas no presentan simetrfas ni son sepetibles: resulta clara Ja necesidad
de un concepto de probabilidad que pueda aplicarse a cualquier tipo de suceso

Para nosotros, la probabilidad de un suceso A en una situacién H, que
representaremos pot p{A|H), serd una medida sobze una escala [0, 1] de la
verosimilitud que se concede al suceso A en las condiciones descritas pot H,
esto es, una medida del grado de creencia en A que nos sugiere la informacién
contenida en H En un extremo, si dado H se estd seguro de que A tend:d
lugar, p{A|H) = 1; en el otto exiremo, si dado H se estd convencido de
que A no sucederd, p(A|H) = 0. Otros valores en el intervalo {0, 1) expre-
san grades de creencia intermedios La probabilidad asignada a un suceso
es siempre comdicional a la informacidn que se posee sobre él: no existen
probabilidades «absolutas». Sin embargo, con objeto de simplificar la notacién,
la condicién H serd omitida cuando ello no dé lugar a confusidn, esctibién-
dose p(A) en lugar de p(A|H).

Volviendo al problema de decisién, la informacién que el decisor posee
sobre la verosimilitud de los distintos sucesos inciettos de cada ©; en el
momento de tomar la decisién podiia pues ser cuantificada distribuyendo la
unidad de probabilidad, para cada d:, entre los sucesos {8, 82, -, 8an, } que
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comprende ;. Puesto que, por hipdtesis, estos sucesos son mutuimente ex-
cluyentes, podifamos describir la informacién disponible sobte su verosimi-
litud, en las condiciones H en que debe tomarse la decisién, mediante un
conjunte de ndmeros {p(0,ld, H), ;= 1,2, . ., m)} para cada 7, tales que

",
H

0 << plByjds, H) < 1, ?P(Bij,,di, Hy=1 (1)
T

i=

Si no hay confusién posible, omitiremos lz condicién H y esciibiremos sim-
plemente p(0;]d:) en Iugar de p(8y|d:, H). -

Consfdetemos un problema de decisién en el que tanto el espacio de
decisiones como el de sucesos inciertos son finitos Sea D = {d, do, . ., di}
el conjunto de decisiones alternativas y ®; = {Ba, B2, ., 8un } el de suce-
sos inciertos mutuamente excluyentes cotrespondientes a la decisidn 4, De
acuerdo con la notacién empleada en la seccién- antetior, Tlamaremos ¢y a Ia
consecuencid de que suceda 0y cuando se ha adoptade la decisién d;

Obviamente, el decisot tendid sus preferencias entre las distintas con-
secuencias En piincipio, tales preferencias podiian ser cuantificadas asignando
a cada una de las consecuencias ¢ un mimero #c,;) que midiese la wrilidad
que cada una de ellas tuviese para el decisor. Por ejemplo, pod:fa asignarse
el valor 2 a la consecuencia m4s preferida, el valor # a la menos preferida
y valores intermedios #{c;) al testo de forma que si unia consecuencia es pre-

ferida a otra le sea asignado un nimero mayosr. La funcidn de wtilidad asi-

construida mide las preferencias del decisor entre las posibles consecuencias
de su decisién, de forma parecida a como la probabilidad antes desciita mide
la verosimilitud. que le mrecen los posibles sucesos inciertos. Los conceptos
duales de probabilidad y utilidad, que aquf se utilizan en su sentido coloquial,
sedn formalizados, respectivamente, en las Secciones 2.4 y25

Una vez especificadas las probabilidades p(8,d,, H) que describen la ve-
tosimilitud de los sucesos inciertos y las utilidades #{csi) que describen las
preferencias del decisor entie las posibles consecuencias, el problema plan-
teado tiene ya una solucién inmediata. Eni efecto, introduciendo en el drbol
de decisién las probabilidades v las utilidades mencionadas, tendifamos
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Ast, si se toma la decisién d; en las condiciones H se puede obtener urilidad
#(ca) con probabilidad p{8u|di, H), #(ca) con probabilidad p(8eid, H),
#{Cim, ) con probabilidad p(Bum,|d;, H). Por lo tanto, la utilidad media de la
decisién di, a la que llamaremos la wiilidad esperada de d: y representaremos
por #%(d:), vendid dada por

m,
i

u*(di) = zﬂ(ﬂu)?(ezflde, H) (2)

7=l

Resulta natural elegi: como decisién m4s 1azonable aquella que maximiza la
whlidad esperada, esto es aquella que hace mdxima la expresién (2) entre
las % alternativas {d), dy, . , d:} Este es el criterio Bayes pata Ia toma de

decisiones
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Ejemplo 221 Participacién en una loteria

En una rifs que tiene mil nimeros, se sortea un premio de 5.000 ptas
y se dan 100 a todos los hilletes cuya ltima cifra coincide con la del ptimet
premio  Suponiendo la utilidad del dinero proporcional a su cantidad, de
terminar el precio mézimo que debe pagarse por participar

Si representamos por x el coste de participar en la rifa, e! 4rbol de decisién en térmi-
nos de sucesos inciertos y consecuencias de

primer premio — . EO0Q0—x pts
comprar /‘é un premic menor . 100—x pts
\ — .. NO premio . o —x pts

no cemprar . . —— 0 ps

La probabilidad de obtener el primer premio es obviamente 1/1060 = 0,001 v Ia de
obtener un premio menor (100 — 1)/1 000 = 0,099 En consecuencia, la probabilidad de
quedarse sin premio es 0,9 Como suponemos las utilidades proporcionales al dinero,
¢l drbol de decisidn, en términos de prababilidades v utilidades, serd Con

L RGEY

g
0601 5007«

comprar / 0089 ) 100—x
) \
08 —x

ng comprar 4]
(dy) '

Usando (2), la uiilidad esperada de comprar (d,) serd
u*(df) = 0,001 (5 000-x) + 0,099 (100-%) — 0,9 x = 14,9-%
y esta serd la decisidn razonable si, y sélo si, #*(d) > u*{dy) =0 esto es si 149% > 0

y por lo tanto si x < 14,9; el precio méximo que debe pagarse por un ndmero de la
tifa es 14,9 ptas

Si el conjunto de sucesos inciettos relevantes es el mismo cualquiera que
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sea la decisi6n que se tome, de forma que @ = © = {8, &;, . , 0.} pata
todo 7, es mds cdmoda la representacién en forma de tabla. Asi, si introdu-
cimos en la tabla de decisién las probabilidades {p(8;H), j =1, 2, .., m}
gue desctiben Ia verosimilitud de los sucesos inciertos en las condiciones H
en que hay que decidir, de forma que

m

O<HENS1 v DoabH)=1 - ®)

i=t
y las utilidades #{cy;) que describen las preferencias del decisor, obtendremos

p(&lH) . p(8H) . p(6H)

d; o) o wley) #(cn)

d: wlea) o wley) o #leom)

de | #lew) . wlew) . wcem)

Si se toma la decisién d; en las condiciones H se puede obtener una uti-
lidad #(ca) con probabilidad p(8]E}, #(c2) con probabilidad p(&|H), ..., #{cx)
con probabilidad p(8:/H). En consecuencia, la utilidad esperada de la deci-
sién d; es '

m

#(di) :Z #(ci) P(ailH) (4)

i=1

Obviamente, las ecuaciones (3) v (4) son un caso particular de (1')_.y (2). La
decisién mds tazonable, la que maximizg la utilidsd esperada, o decisién Bayes,
es aquella que maximiza la expresién (4).

Ejemplo 222, Eleccidn de un medio de transporte (cont ) o -

Considérese de nuevo el problema del Ejemplo 2.1 2; especifiquese una
funcién de utilidad y determinese, en funcién de la probabilidad p de que
llueva antes del regreso, cual es la decisién més 1azonable.
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En el Ejemplo 212 se desctiben en forma de tabla, las posibles consecuencias de la
decisién EIl orden de preferencias entre tales consecuencias dependerd de la personalidad
y del estado de 4nimo del decisor. Si, por ejemplo, detesta. llevar tna moto cuando Hueve
pero le gusta conducirla con buen tiempo y aprecia un corto paseo por la ciudad pero
le molesta perder el tiempo, sus preferencias podrian ser descritas, en una escala de 0 a 1
por la siguiente tabla '

P8, = llueve) = p (0 = no llueve) = 1—p

di = moto 00 1,0
d: = coche 0,6 038

ds = a pie 0,2 0,5
En este caso, las utilidades que pueden ser esperadas de las distintas decisiones son
wd) =00p +10(1—p)=1—p
() = 0,6p £ 0,8(1 —p)=08—-02p
wd) =02p+05(1—p)=0,5—03 P

En I figura se representan gréficamente Ias rectas correspondientes, como funciones de p

P

g5

1
|
|
!
i
!
1

025 05 1 p

Observando la grifica se advierte claramente que la decisién mds razonable, es decit
la que maximiza la utilidad esperada, es di (coger 2 moto} si la probabilidad de que
queva antes del regreso es menor que 0,25, es decit, si se considera que es al menos
tres veces mds probable que se mantenga el buen tiempo, y o: (coger el coche) en caso
contratio. Con las utilidades anteriormente descritas, nunca resultaria rezomable it a pie;
en lenguaje mds técnico dirfamos que d; €s, en este contexto, una decisién inadmisible

2.3. Principios de coherencia

Considétese un problema de decisién definido por su espacio de decisign
y los cortespondientes conjuntos de ‘sucesos inciertos. Fn el resto de este
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capitulo demostraremos que, si el decisor estd .dispu.e’sto a aceptar los princi-
pios de comportamiento cohetente que a continuacién se exponen, entonces
debe decidir de acuerdo con el procedimiento descrito en la seccién antetiot,
esto es, debe especificar unas probabilidades que .d'escnban la vezo§1m1hmd
de los sucesos inciertos, debe determinar unas ut1-11d.ades que _descuban sus
preferencias y debe tomart aquella decisién que maximice su utilidad esperada.

En la vida real, cuando se elige una determinada _forma de actuar, no
es frecuente poder elegir entre consecuendias predeterminadas; ya -hemos co-
mentado que, en general, las consecuencias de aclloptat una detevim‘mada deci-
sién suelen depender de la ocurrencia de determinados sucesos inciertos. For-
malmente, llamaremos una opcién y depotaz-emos pot l:' {m]A}, CzlA‘j, _A‘,
cilAz} a una situacién en la que se obtiene la consecuencia ¢r si sucede As,
la ¢z si sucede As, .., la cx si sucede A, con la condicidn de que los suce-
sos A; sean exhaustivos y mutuamente excluyentes, esto es, (%ue.tenga que
suceder uno, y sélo uno de ellos Algunos autores emplean ,EI tétmino loteria;
asi, ¢; setia el «premio» obtenido si «sale» Ay, y de agui la eleccién de la
letta [

Es inmediato observar que, con esta nomenclatura, cada uno -d.e los ele-
mentos del espacio D de decisiones ¢s una opcidn; asi, las decl'siones que
apatecen en el 4rbol de decisién comentado en la seccién anterior pueden
ser descritas como

dl = {Culﬂu, Euleu, vy Clmy lelml}
&y = {C‘zllem, sz'@zz, B C‘2m2|32m2}

(1)

{C‘kilekl, Ckzlekz, Sy C‘kmklekmk}

dx

Las consecuencias predeterminadas son, obviamente, casos particulares de
opciones, puesto que si Q es el swceso cierto, que sucede siempre, una con-
secuencia ¢ equivale a la opcién {¢jQ}

(i) COMPARABIIIDAD

Continuamente expresamos nuestras preferencias entze l_as disnntaslop:
ciones que se nos ofiecen. Dadas las opciones hyh es.cnbirernos lé > ;,151'
se prefiere la opcibn & a la opcibn &, i ~ I si resultan lgualment? ezea es
y 11 2 L si [; es prefetible o igualmente deseablej a [: Hemos menciona ; que
las consecuencias son casos patticulares de opciones; por lo tanto, podemos
utilizar la misma relacién de orden para comparat las consecuencias entre si.
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Dado un conjunto de consecuencias, parece razonable suponer que puede
sncontrarse una consecuencia ¢*, pettenccicnte o no a ese conjunto, que sea
preferible o igualmente deseable a cualquiera de las que lo integran, y otra
consecuencia ¢,, que 10 es estrictamente preferible a ninguna de ellas. De

esta forma, para cualquier consecuencia ¢ del mencionado conjunto, téndre-
mos ¢ K¢ ¢" Para evitar ¢l caso trivial de que todas las consecuencias

sean igualmente deseables, supondiemos ademds que ¢, <¢*

Postuonavo C1. Parg rodo par de opciones | y b, es dierta una de lgs
nes selaciones §y < b, L >1, o b ~ Iy Ademds, e posible encontrar dos
consecuencias ¢ y ¢ tales gue > €, ¥ que para toda comsecuencia ¢,
S

La hipétesis de comparabilidad es esencial para el tesultado que nos pro-
ponemos demostrar . Conviene, pues, consideratla con clerto detalle Puesto
que, segin hemos visto, las decisiones son casos particulares .de opciones,
el postulado C1 equivale a suponer que el problema de decisién en ambiente
de incertidumbre tiene solucién, esto es que no existen dos decisiones incom-
patables; que el decisor siempre prefiere una de ellas, o las considera igual-
mente deseables. El postulado de comparabilidad refleja el hecho observable
de que en la prictica 5¢ compazan opciones de muy distinto tipo, forzados pot
Ia necesidad de actuar Asi, pot ejemplo, se argumenta a menudo que el valor

“del tempo libre no puede meditse;" sin embaigo, cada uno de nosotros le
asigna un valot concteto en el momento que decide si aceptar o no un trabajo

" extraotdinario.

La comparabilidad de opciones implica en particular Ia comparabilidad de
consecuencias y de verosimilitudes Ya hernos visto que las consecuencias son
casos particulares de opcicnes Ademds, comparar la opcién [, = 14, ¢ |43}

conk = {¢*|B, ¢ |8}, donde 4, & son, respectivamente, los sucesos comple-

plementaiios de A y B, equivale a comparat las verosimilitudes de A vy B.
Obviamente / setd preferible a 4 si, y solo si, A es mds verosimil que B Sin
embatgo, hay quien ha sugerido que existen dos tipos de sucesos: unos cuya
vetosimilitud puede ser fdcilmente descrita en téiminos cuantitativos y otros
que no admiten tal descripcién Entre los primeros estarfan los sucesos rela-
cionados con los juegos de azar y aquellos de los que se conoce empiticamente
su frecuencia relativa Entre los segundos se contaian sucesos no repetibles
tales como los eventuales resultados de una eleccién politica. Los primeros
setfan sucesos estadisticos, cuyas verosimilitudes podrian ser compaiadas en-
tie sf, los segundos serfan sucesos 76 estadisticos cuyas verosimilitudes #o
podifan se1 valoradas y compatadas con las de otros sucesos Sin embargo,
tal clasificacién es ilusoria En primet” lugat, es fécil encontrar sucesos que

se resisten a ser clasificados de esta manera Considérese, por ejemplo, el
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mente verosimiles.

(ii) TRANSITIVIDAD

Cualquieta de nosotros se encontratia ptobab.lemenicle bl{)co;gfic;di lgugur;a
tualizasen que en un momento de su Iazonamiento ;a lx;; e e
opcién /; era prefetible ala Ly lal ala ks, pero que aca aba de aftrour oe
era preferible a /i Postulamos pues que las preferencias i

Postuiano (2 Silh>hL y L > b, entonces la Ly > I Andlogamente st
h~ Lyl ~1L entonces hh ~ I

ansi-
Resulta facil, por reduccién al absurdo, defende[t ej ]Ijaos’tulaciot C}j;;; st
i estar
ivi i - prefiere I; a Ly hh a f;, debexia !
tividad. En efecto, si el decisor p 2 b, debeia estar e
i i tuacién 3 a la situacl 3
tidad x por pasar de la si
a pagar una cierta can itacin [y 2 la siewacion B
i : L alal; Pero si ademds pr -
otra cantidad » por pasar de fa & . . b, tas
l};ién deberfa estar dispuesto a pagar una cietta c'anndaclit.z pcc)lxe Cis:;t b 2
itaaci encia, nuestro intransitivo
situacién 5 por la /i En consecu , or o
vuelto a la situacién original, I3, tras haber pagado x + ¥ + :i, yde £5quma
podifa repetirse; un decisor inttansitivo setfa pues una es%ece R
perpetua de regalar dinero. Un argumento totalmente axlm ?go {)ul -
zatse para justificar que si la opcidn i es equivalente a la Ly la
entonces la opcidn I debe ser equivalente a la £

(iii) SuSITIUCION ¥ DOMINANCIA

i i ida por pat-
Claramente, la equivalencia entre opciones puec.{e set establlec(lj . (1;1 _lzp -
tes Asi por ejemplo, si la opcién i se juzga equivalente 2 la op |
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Tos d1as_ labotables, v también en los festivos, entonces las opciones I v b
deben siempre ser juzgadas equivalentes. Formalmente si tepresentamos por A
el suceso complementatio de A,

Postuzapo €3 8i &, > I, cuando sucede A y I > I cuando sucede A,
entonces Iy > b Andlogamente, si Iy ~ b, cuando sucede A y Lo~ Iy cnando
sucede A, entonces I, ~ 1 7

' En general, si dos opciones h={cld, owlde}y bh={eulAs, . ., o] A}
tienen los mismos sucesos inciertos A y las consecuencias de la primera
dominan a las de la segunda, de forma que ¢ 2 ¢y para todo 4, entonces
I 2= by i, ademds, ¢ > e para algdn valor de 7 entonces 4; > 4

En virtud del principio de sustitucién, en una opcién puede reempla.
Zalse Una consecuencia por otra opcién. equivalente a ella, En efecto, si ¢ ~ I
la opcidn & = {ci|4, &2/ A} es equivalente a & = {£]4, ¢4}, Basta observar
que si sucede A, L da lugaz a i y L a ]y ¥ puesto que por hipdétesis ¢; ~ [
tenemos que, si sucede A, &2 ~ L. Si sucede 4, ambas opciones dan lugar a ¢
ﬁ pcé]c-3 101 tantlo L~ I si sucede A Consecuentemente, en virtud del Postula-

0 L2, b~ i3

(iv) SUCESOS DE REFERENCIA

_Hexm)? anticipado que paia poder tomar decisiones de forma razonable
es necesatio medir la informacién v las preferencias del decisor expresandolas
de forma cuantitativa Para poder medir es necesaria una anided de medids
Con este objeto, postularemos que es posible imaginazr métodos para elegir
puntos @ azar en el cuadiado unidad, de forma que tesulte igualmente verosi-
m11.e.lcgir cualquier punto, y los utilizatemos pata construir con ellos una
familia de sucesos que nos sitvan como referencia, comq unidad de medida.

Posivrano (4. Bl decisor puede concebis un procedimiento de generar
zm<pzmto aleatorio T en el cuadrado unidad, esto es, un nibmero = = (x, ),
0SxSL 0y <1 tal que para cualguier par de regiones Ry, Ry del

cugdrado mzz'dad‘ el suceso {2 & Ry} le resulta menos verosimil que el su-
ceso {Z & Ry} s, y solo si, el dreq de Ry es menor gue la de R,

'Es fadl imagingr métodos de generar puntos aleaterios en el cuadrado
unidad. Por cjemplo, haciendo roda: una ruleta de circunferencia unidad y
anotando la longitud del atco, en sentido positivo, que sepata un origen prefija-
do c%e.I punto sefialado por la aguja, se obtendrd un ntmero aletorio % en [0, 1]
Repitiendo €l proceso se obtendrd otto ndmero -aleatorio y en [0 1], El
punio 7 = (x, y) determirado por las coordenadas X, ¥y setia éntc;nces un
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punto aleatorio en el cuadiado unided. Obsérvese que el Postulado C4 se
limita a afizmar que el deciser puede imaginar un procedimiento de genera:
puntos en el cuadrado unidad que é comsidere aleatorios. No se exige la
construccidn fisica de ral procedimiento ni su cardcter «objetvos

Paza simplificat la notacién y siempre gue no se pteste a confusidn, de-
notaremos pot R tanto una regién del cuadrade unidad como el swceso de que
un punio aleztorio, en el sentido del Postulado C4 se sitiie en dicha regién
Donataremos por R al suceso complementario de R en el cuadrado unidad.

El Postulado C4 nos permite construir una batetfa de opciones con las
que mediz, por comparacién, la desesbilidad de todas las demds Especifica-

mente, consideraremos opciones de la forma
{¢"R, ¢,|R}, Rc (0,17
esto es situaciones en las que se obtiene la mejor consecuencia posible ¢* si

sucede {Z & R} y la peor posible ¢, si tieae*Jugar el suceso complemen-

tatio {Z ¢ R}, donde Z é&s un punto aleatorio del cuadrado unidad

Ejemplo 231 Opciones econdmicas alternativas

Considétense los sucesos

Ar: el indice de inflacién de este afo sexd menor del 15 9%.

Az: habrd elecciones generales dentro del préxime afio,
y considérense las opciones alternativas a que se reducen determinadas deci-

siones, que vienen dadas por

I; = {10004, — 800] 4}

=1 500|4, — 100[4;}

L ={ 200[A N A, 100]4: N A, — 150]4;}
lh=={ 400{A: N A,  300[A N A, — 3504:}

donde las consecuencias se han expresado en miles de pesetas FEspecificar pre-
ferencias entre los seis posibles pares de opciones que satisfagan los principios

de coherencia
Obviamente, no existe una solucién Gnica a este problema Una solucidn que satis-
face los principios de coherencia, cuando A, no parece muy verosimil pero A sf lo pa-

rece, es
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ha<h h<h L<l
L>l h>1,
L<l

que conjuntamente implican /y < § < L < L

2.4. Probabilidad como grado de creencia

En la Seccién 2.2 comentamos la necesidad de determinar la probabilidad

asignada por el decisor a los distintos sucesos inciettos que puedan influiz en
las las consecuencias de sus decisiones. :

Histéricamente, el concepto de probabilidad suigié con el estudio de los
juegos de azar, en los que se dan ciettas simetrias gue permiten concebir la
probabilidad de un suceso como el cociente entre el nimero de casos en que
puede dazse y el nimero de casos totales, cuando todos las 4508 S¢ juzgan
igualmente verosimiles y mutuamente excluyentes. Asi, puesto que al lanzar
un dado suelen juzgarse las seis caras igualmente verosimiles, la probabilidad
de obtener un mimero par serfa 3/6, = 1/2. :

Mis tarde, con el estudio de los problemas planteados por las compafifas
de seguros, aparecié el concepto de probabilidad de un sticeso como el Iimite
a que tendetfa la frecuencia relativa con que ese suceso se presentatia si se
repitiese indefinidamente la misma situacién en idénticas condiciones.. Asi,
puesto que aproximadamente el 49 % de los nacimientos humanos dan lugar
a nifizs, la probabilidad de que una mujer embarazada tenga una nifia se-
1ia 0,49

Obviamente, la mayor parte de los sucesos inciertos que intetvienen en
un problema de decisién no prescotan simetifas mi pueden ser repetidos
indefinidamente en idénticas condiciones. Asi, por ejemplo, pata decidir si
debe ser utilizado un nuevo férmaco en un determinado paciente, hay que
estimat Ja probabilidad de que este nuevo férmaco le sea eficaz ¥y no le
produzea trastornos secundatios; sin embatgo, no existen simetrias ni expe-
tiencia previa en idénticas condiciones que petmitan especificat la probabilidad
buscada.

Aunque pueden servir para cuantitativizar la verosimilitud de determi-
nados sucesos, los conceptos de simetria y frecuencia relativa no sitven, como
algunos han pretendido, para definir el concepto de probabilidad. Ademds de
referitse a clases de sucesos demasiado testringidas para ser dtiles en ua
problema de decisién, tales definiciones resultatian necesariamente circulares
En efecte, vna definicién de probabilidad no puede basarse en la existencia
de sucesos igualmente probables como la definicién clisica «casos favorables/
casos posibles» exige Por otra parte, al afitar la existencia de un «limites
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de Jas frecuencias relativas del tipo p = «lim» m/# se hace referencia a un
hecho empfrico, no a un Hmite matemdtico; en realidad, incluso para van?:es
enormes de #, no es imposible que m/n esté lejos de p, es meramente im-
probable. El intento de definicidn resulta asf circulaz. Sin embargo, If)s_; postu-
lados de coherencia que hemos desctito permiten definir la probabﬂl'dad de
un suceso cualquiera Esto se consigue compzatando el suceso en cuestllc’in con
el suceso de que un punto aleatotio se sitie en una detexmlnada‘ regién del
cuadrado unidad y eligiendo la regidn de forma que, para el decisor, ambos
sucesos sean igualmente verosimiles.

DeFINiciON 2.4 1. "La probabilidad de wn suceso E en las condiciones H,
que denotaremos por p(E|H), es igual al drea de una region R del cuadrado

unidad elegida de forma gue las opciones h={c%|E, c*i}é} y b={’R, ¢ |R}

sean igualmente deseables en las condiciones H

En la definicién E, R son, natmalmente, los sucesos complementarios
de E, R y las consecuencias ¢*, ¢, las que aparecen definidas en el Postula-
do C1. Es fécil demostrar que la probabilidad de cualquiet suceso queda asi
bien definida, esto es, que siempre existe una regién del cuadrado unidad que
cumple la condicién exigida; que si dos.regiones distintas la cumplen deben
tener la misma 4rea; y que la probabilidad asignada es independiente de las
consecuencias de referencia ¢”, ¢, que se hayan elegido.

En efecto, comparando la desabilidad de [ = {¢*|E, ¢ &!E } en las condiciones H con
los elementos de una sucesién de opciones de la forma £x) = {¢*|R(x), ¢ |[R(x)}, donde

R(x) es el suceso de que un punto aleatotio se sitdie en una determinada regién de_l c’1_1adrad0
unidad de 4rea x, tendremos necesariamente que /(0) <7, < (1) y, dada Iz continuidad fle
los miimeros reales, deberd existir un x tal que [ ~ Xx), con lo que p(E|H) = x .Ademgs,-
en virtud de Iz transitividad y de la definicién de experimento auxiliar, si dos reglones_dls—
tintas satisfacen las condiciones de la Definicién 2 4 1, deben tener la misma 4rea Final-
mente, el principio de sustituibilidad permite comprobar que el valor de p(EH) no se altera
si se modifican las consecuencias de referencia.

La medida de probabilidad que hemos definido tiene las propiedades cldsi-
camente atribuidas a las probabilidades. En efecto,

TeoreMa 241, Cualguiera que sean las condiciones de referencia H Iz

medida de probabilidad verifica

(i) Para todo suceso A, 0 < p(AJH) <1 y p(H[H) = 1
(i1) Si A y B son dos sucesos incompatibles dade H,
»A U BiH) = p(AlH) + p(BH).

(iif) Para todo par de sucesos A y B,
pA N BH) = p(A|H) - p(B|4, H) = p(B[H) - plAB, H)
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Demostracién

{i) Por construccién, tratindose de dreas de un subconjunto del cuadrado unidad todas
las probabilidades estdn comprendidas entre 0 v 1 Ademds, dado H, el suceso H €s un
suceso clerto, ignalmente verosimil por tanto a que un punto aleatorio se sitde en el cua-
drado unidad Su probabilidad es, pues, el drea del cuadrado unidad, es decit uno

(i) Sean R; y R: dos regiones del cuadiado unidad, tales que en las condiciones H,
Ry~ Ay Ri ~ AU B (véase figura)

1

- plAIH )}
| plAU Bu-n_P

Entonces, en las condiciones H, B ~ R:— Ry En efecto, si fuese B < Ry~—R: en-
tonces, puesto que tanto A y B como R y R, — R, son incompatibles, y ademds A ~ Ry,
tendriamos que A U B < R, U {R:—R)) = R;, lo que contradice la definicién de R.
De forma andloga, tampoco es posible que B > Ri— R, Por tanto, en virtud de la com-
patabilidad, B ~ R,— R, en las condiciones H, y por tanto p{B|H) seri ¢l drea de
R:—R,, esto es plA U BJH)— p{A|H), como querfamos demostrar

(iii) Sean R: y R; dos regiones del cuadrado unidad tales que, en las condiciones H,
R, ~ Ay Ry ~ B|A Tales tegiones pueden ser escogidas de la forma descrita en Ia figura

1 ~]

g—IAH
pl ,H) R

0 1
piAlH)—

Claramente, dado H, AN B~ R; N R puesto que el suceso”A N B es equivalente
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al suceso A seguido del BjA y esto, en las condiciones H, es igualmente verosimil que
R; seguido de Ry En consecuencia p{4 N B[H) es el drea de By N Ry, es decit p{A|H) por
p(BlA, H), como querfamos demostrar.

Para nosottos, la probabilidad p{E|H) de un suceso E en las condiciones H
es una medida, sobre la escala [0, 1] de la verosimilitud que el decisot con-
cede al suceso E en la situacidn descrita por H, esto es, una medida del grado
de creencia en la ocutrencia de E que la informacidn contenida en H le su-
giere al decisot.

Hay dos puntos importantes que deben subrayarse. En primer lugar, la
probabilidad asignada a2 un suceso es siempre condicional a la informacién que
se posee sobre él; no existen probabilidades «absolutas» En segundo lugar,
estamos intentando cuantificar mediante probabilidades la informacién que
una persona determinada posee sobre los sucesos inciertos que afectan a las
consecuencias de sus decisiones: no existen probabilidades «objetivas». Asi,
por ejemplo, si denotamos por E el suceso «se lanza un dado y se obtiere un
cinco», podifamos escribit p(E|H) = 1/6 donde H significa «el decisot juz-
ga que el dado estd perfectamente construido»; limitarnos a escribir p(E)=1/6
v pretender que esta fuese una probabilidad «absoluta» y «objetiva» no setia
cotrecto: es posible que el decisor tenga motivos para sospechar que el dado
esta cargado, en cuyo caso no serfa razonable que asignase esa probabilidad.

Andlogamente, si V es el suceso «Marfa dard Juz a un hijo varén», po-
difamos escribit p(V|F, H} = 0,51 donde F significa «el 51 % de los naci-
mientos en Espafia producen varones» y H «no hay motivo para suponer
que Maria tenga una tendencia a tener hijos vatones distinta de cualquier
otia mujer espafiola» Sin embargo, esctibit p(V|F) = 0,51 y pretender que
esta fuese una probabilidad «objetiva» no seifa cortecto; el drbol genea-
légico de Mazia podria sugetir una tendencia en su familia a tener més hijos
varones que la media de la poblacién

En aquellas situaciones en las que no existen simetiias aparentes ni datos
histéricos sobie frecuencias relativas puede parecer més dificil obtener una
medida numérica del grado de creenciz en un suceso. Sin embatgo, no se
empicza una escalada si parece probable que vaya a haber tormenta ni se
realiza una inversién si no parece probable que sea rentable; de nuevo, nos
vamos continuamente obligados a asignat probabilidades, aunque sea incons-
cientemente, a todo tipo dé sucesos para poder actuar, pata poder sobrevivit
Incluso sucesos tan pintorescos como Ja existencia del monstruo del lago Ness
pueden ser objeto de andlisis, como demuestra el hecho dé que una famosa
compafifa de seguros aceptase una pdlize diseflada para cubrir el 1iesgo de
su apaticién (Borch, 1975) '

Obviamente, con la definicién adoptada, la probabilidad de que un punto
aleatorio se sitiie en una regién R(x) del cuadiado unidad de 4drea x es precisa-
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mente x FEn consecuencia, una forma alternativa de describir la situacidn
tepresentada por la opcién

x) = {c"R(x) ¢, [R(x)}, (1)

que permite obtener ¢® con probabilidad x y ¢, con la probabilidad comple-
mentatia. 1 - x, consiste en escribir simplemente {c*x, ¢ |1 —x} En ge-
neral, con la notacién

P=Aalp, alpn ) alpd
describiremos una opcién que permite obtenet la consecuencia ¢; con pro-

babilidad g1, ¢; con probabilidad ps, . ., cx con probabilidad px

Ejemplo 2.41. Temperaturas

Considérense los sucesos siguientes referidos a la temperatura ¢ en grados
centigrados que hard mafiana en Valencia a mediodia.

A=t <16
A =16=¢r <« 19
A=19Kr<22
A=z 22

Asignarles una distribucién de probabilidad

Claramente, no existe una solucién dnica. El resultado depende de la informacién del
decisor v de la época en que se asigne la distribucién de probabilidad Una distribucién
razonable para un ciudadano medio, referida a principios de octubre puede ser

pA) =005, pld:) =015 plA)=060, p{A)=0.20

lo que significatria, por ejemplo, que se ha considerado cuatro veces més probable ¢l suceso
# <222 que el suceso £2> 22, y también cuatro veces mds probable el suceso ¥ 2 19 que
el # <19,

2,5. Maximizacién de la utilidad esperada

Los postulados de cohetencia también petmiten definir formalmente una
medida de las preferencias del decisor entre las consecuencias En efecto,
definiremos la wrilidad de una consecuencia ¢ como un ndmero #(c) en la
escala [0, 1] que mide la deseabilidad relativa de la consecuencia ¢. En esta
escala, como veremos a continuacidn, la utilidad de la cordsecuencia menos
preferida ¢ serd w(c )= 0 y la de la mds prefetida serd #(c*) = 1
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Como en el caso de las probabilidades, necesitamos un elemento de re-
ferencia para poder medir. En aquel caso utilizdébamos las regiones del cua-
drado unidad. Aqui compararemos la deseabilidad de una consecuencia con
la de una opcién del tipe {c*[x, ¢ |1 —x), que permite cbtener la conse-

cuencia ¢* con probabilidad x, o la ¢, con probabilidad 1 — x

Prrmicion 2.5.1. La utilidad de una consecuencia ¢, que denotaremos por
ulc) es la probabilidad x gque debe asignarse a la niejor consecuencia ¢ para
que la consecuencia ¢ sea igualmente deseable que la opeidn {C|x, ¢ |1 —x}
De esta forma, para toda consecuencia c,

¢ ~ {cale), ¢, |1 — #(e)}

En virtud de los postulades de compatabilidad, transitividad y sustitu-
cién, siempre existitd un ndmero #(c) en [0, 1] que cumpla esa condicién
puesto que ¢ ~ {c"|L, ¢,]0}, ¢, ~ {0, ¢, ]1} ¥ ¢, < ¢ < ¢ Ademds,
la utilidad de ¢ queda asi bien definida salvo una transformacién lineal que,
como veremos mds adelante, no afectz a la eleccién de la decisién Sptima.

En efecto, si las consecuencias de referencia ¢* y ¢, se sustituyen, por ejemplo, por
olras consecuencias ¢ < ¢, ¥ ¢1 > ¢, podemos encontrar dos niimeros py y pi, las uti-
lidades de ¢, y ¢* en la nueva escala, tales que po < pi,

F o {CJ|P1, C‘u“l—P:)'}

1)
~ {elps, ol (1~ po)} (

Si a(c) es la utilidad de Ia consecuencia ¢ en la escalz primitivs, tenemos por defini-
cidn que

¢~ {c*ule), e ]l —ule)} (2)
y sustituyendo (1) en (2)

¢ ~ {al#(0), all — ()} (3)
donde

a@’(c) = (m— po) #{c) + po (4)

En consecuenciz, la wtilidad de ¢ en la mueva escala, #{¢) es una simple transforma-
cién lineal de la uvtilidad original u{c); en pardicular, #{c*) = po, w{e,) = pr Natural-
mente, las utilidades asociadas a los extiemos de Ia nueva escala son, de nuevo, cero v
URo: u’(co) =0, (e =1
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Utilizando los principios de cohezencia postulados en la Seccién 2.3 hemos
podido asignar a los sucesos incicrtos unecs mimeros (sus probabilidades) que
miden la verosimilitud que les asigna el decisor en el momente, y en las
condiciones, en que toma la decisién. Andlogamente, hemos asignado a las
consecuencias otro conjunto de nimeros (sus utilidades) que miden las pre-
ferencias del decisor entre ellas. El paso final consiste en asignar un ndmero
a cada una de las decisiones posibles de forma que la mejor decisién sea
aquella a Ja que se asigna el nimero més alto. Esto puede hacerse sin invocar
nuevos principios ni hacer nuevas asignaciones numéricas. En efecto, tomar
la decisién di es aceptar la opcidn

di = {Cilleil, Cizlaﬂ; S C'im;lezmi} (5)

donde @: = {04, 82, ., Bue } es ¢l conjunto de sucesos inciertos mutua-
mente excluyentes que pueden afectar a las consecuencias de tomar la deci-
sidnh d; y ¢; es la consecuencia de haber tomado la decisién 4; cuando sucede
05 De acuerdo con lzs Definiciones 2.41 y 2 5 1 el decisor puede asignar, para
cada 0;; la probabilided p(8;]d;, F) de que suceda 0; cuando se elige d; en
las condiciones H, v la utilidad #{c;) de la consecuencia a que esto da lugar

TrorREMA 2.5.1. (Criterio de decisidn Bayes ) Considérese el problema de
decision definido por D = {d, ds, ., dx} donde

di = {calbu, el ., Con|O0um }

Sea p(Bilds, H) la probebilidad de que suceda B si se elige di en las condi-
ciones H vy sea w(cy} la utilidad de Iz consecuencia a que ello da lugar. En-
tonces, la utilidad esperada de la decision d; es

m
i

%" (di) :Zﬁ(Cij)p(eif|di; H) (6)

i=1
y la dectsidn ptima es aguella con méxima utilidad esperada

Demostracion
En efecto, por definicién de utilidad,
e~ {eMfuley), el —uley)} (7)
y por definicién de probabilidad,
4~ {calpOulds, B), colpt®ldy, H), , con lp(80.[dy HD} - (8)
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Introduciends {7} y (8) en .virtud del postulado de sustitucién y del Teorema 241,
di ~ {Hulea)p(Baldi, H), ¢ [[1—ulc)]p(8uld, H),~
cHalea)ptald;, H), cﬁ[[l—u(c,—;)]p(ﬂ.'zjde‘. Hy, -
Halein Jp0um [y H), ¢ 11— 2lcun )p(8cr |4, H)

¥, por tanto,

di < {Me(d), ¢ 11— w¥(d)]} ©

donde #*(d:} viene dado por (6) Ahora bien, en la forma {9) todas las decisiones son
inmediatamente comparables y, en virtud de la transitividad, la mds preferible es aquella
que da mis probabilidad a la consecuencia dOptima ¢*, es decit aquella que mavimiza
#*(d:) como queriamos demostrar.

Si la funcién de udlidad mfc) se sustituye por una transformacién lineal
suya wuxc) = am(c) + &, la nveva utilidad esperada es claramente

uy(d) = au(d) + b

Asi pues, st a > 0, la decisién que maximiza #(d) también maximiza
#,(d) y por tanto, como habfamos anticipado, la eleccién de las consecuencias
de referencia ¢, y ¢ no afecta a la determinacién de la decisién Sptima.

Aungue la funcién de utilidad ha sido definida en la escala [0, 11, re-
sulta a veces mds natural mediz la deseabilidad de las consecuencias en una
escala distinta {tiempo, dineto, afios de vida, =} Siempie es posible, ‘sin
embargo, teducic las utilidades asi obtenidas a la escala [0, 11 mediante la
transformacidn :

#(cy = [mc)—ulc )1/ [u(c*)— wlc,)] (10)

donde ¢* y-¢, son, tespectivamente, la meior v la peor de las consecuencias

consideradas Sin embargo, puesto que (10) es una transformacién lineal, tal
teduccién no es necesaria, segiin hemos visto, para determinar la decisidn
éptima. El uso de Ia escala [0, 1] tiene, no obstante, la ventaja de permiti
una interpretacién probabilista de las wutilidades.

Ejemplo 251.  Opciones econdmicas alternativas (cont)

Considérese de nuevo la eleccién entre las opciones I, %, & y I conside-
tadas en el Fjemplo 23 1. Asignar probabilidades a los sucesos inciertos. y
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: - deteiminar la utilidad esperada de cada una de ellas suponiendo la utilidad
: propercicnal al dinero

Si, par ejemplo, se considera p(AfH) =03 y p(AdH) = 06
#*h) = 1000 % 0,3—100 x {1 —0,3} = —260
#*l) = 3500 x 0,6 — 100 x (1—0,6) = 260
wl) = 200 % 0,3 x 0,64 100 x 0,3 x 04—150 x 0,7 =—57
#l) = 400 % 03 X 0,6 + 300 X 0,7 X 0,6—350 X 0,4 = 28

Estas utilidades esperadas implican las relaciones h <% <L </, que son las men-
cionadas én el Ejemplo 2 31 Fl lector puede comprobat sin embargo que esta estructura
de preferencias entre las opciones depende crucislmente de la probabilidades asignadas a
los sucesos A; ¥ A; en las condiciones H en que se efectfia la eleccidn.

26. Otros criterios de decisién

Comentaremos a continuacién el alcance y las limitaciones del criterio de

_ decision establecido, el criterio Bayes o de maximizacién de la utilidad es-

a perada, y lo compataremos con ottos criterios de decisiéa propuestos en la
litetatura.

Probablemente, la mayor limitacién de la teotfa esbozada radica en el
hecho de que su uso estd xesitingido a un solo decisor y no es inmediata-
mente aplicable, supuesto que pueda serlo, a sitnaciones que involucran a
dos o mis decisores. Asi, nos hemos referido continuamente a un fnico deci-
sot, dispuesto 4 expresar sus opiniones y sus preferencias y a sex consistente
con ellas, y hemos concluido que tal persona debe elegit la decisién que ma-
ximice su utilidad esperada; sin embaigo, no hay nada en el desarrollo pre-
cedente que obligue a dos decisores distintos a ponetse de acuerdo en las
probabilidades asignadas a los sucesos inciertos o en las utilidades dadas a

las posibles consecuencias.

A menudo, una decisién debe ser tomada por un otganismo colegiado, pot
un comité, por una asamblea. En este caso, puede suponetse frecuentemente
que todos los componentes. ticnen los mismos objetivos, y pot tanio las mis-
mas utilidades, pero gue difieren en su apreciacién de la realidad, esto es en
sus probabilidades. En otros casos sin embatgo, las prefetencias de los deci-
sotes son clatamente contrapuestas entre si; sus utilidades (y tal vez sus pro-
babilidades) son difetentes y mos encontiamos en consecuencia en una tipica
situacién de conflicto. No existe una teotfa axiomdtica que resuelva el pro-
blema planteado pot las situaciones de comité o de conflicto de forma com-
parable a la solucién que la teorfa expuesta oftece pata €l problema de decisidn
unipersonal La consecucién de tal teotia es una de las mayores necesidades

de nuestra época
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Ia fuerza del criterio de maximizacidén de la utilidad esperada reside
esencialmente en su fundamento axiomdtico. Es el dnico criterio de decisién
compatible con los principios de coherenciz expuestos en la Seccidn 2.3
Cualquier otro ciiterio es equivalente a la maximizacidn de una urilidad espe-
rada, o es incohetente En el 1esto de esta seccidn comentaremos brevemente
elgunas cifticas hechas al principio de la utilidad esperada y ejemplificaremos
la inconsistencia de otros ciitetios de decisién.

Una de las objeciones frecuentes al principio de maximizacién de la utili-
dad esperada consiste en afitmar que no tiene en cuenta el tiesgo. Por ejem-
plo, una persona puede afitmar que prefiere 100 pesetas seguras a 101 con
probabilidad 7 v nada con probebilidad 1 — p por préximo a uno que sea
el valor de p ¢Por qué arriesgarse a perder 100 por la posibilidad de ganar
un poco mds? Es facil ver que esta afiimacidn, que obviamente viola el
principio de maximizacién de la utilidad esperada, es incoherente.

En efecto, si
100 > {101[p, 0(1 — p)}
‘entonces, presumiblemente,
101 > {102}p, 01 — p)}
y pot lo tanto
100 > {102)p%, O(1 — 2%}
y prosiguiendo de esta forma

100 > {1000[p™, 0|1 — p™)}

Sin embargo, pata un p tal que p* sea suficientemente grande, cualguiera
pteferitia 1000 con esa probabilidad a 100 segutas, lo que, segiin hemos visto,
contradice la afirmacidn original

Otra forma de decit que el principio de la utilidad espetada no tiene en
cuenta el 1iesgo consiste en sostenet que, en cualquier situacién de posible
inversidn, maximizar la utilidad esperada implicarfa invertir todo el capital
en el tipo de acciones que se espere sea mds rentable, en contra del principio
empiticamente establecido de Ia diversificacién Quien utifiza este argumento
éstd confundiendo las cantidades de dinerc con su utilidad La mayorfa de
nosotros tenemos una funcién de utilidad céncava para el dinero, con una
utilidad marginal decreciente para cantidades adicionales Puede comprobatse
(Lindley, 1971b, cap. 5) que la decisién éptima que se deduce de maxi-
mizar la utilidad espetada con una funcién céncava pata la utilidad del dinero
es generalmente la de diversificar la inversién (ver Seccién 7.3)
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A juzgar por los textos cldsicos de teorfa de la decisidn, el etitetio minimax
podifa ser una alteinativa 1azonable al criterio de maximizacién de la uti-
lidad esperada Fn una de sus vetsiones, ¢l critetio minimax consiste en tomat
la decisién que maximiza la wiilidad garantizada: se determina lo peor que
puede pasar en cada caso, y se elige aquella decisién parz la que resulta
menos malo Més técnicamente, la decisién éptima segiin este criterio es la
que maximiza la utilidad minima a que puede dar lugar

Asf, en el problema de decisién definido por la Tabla
61 92 V min

dr 1 0 -0
d: 0> 0,3 0,3 mix

la decisién dptima segdn el criterio minimax es d,, puesto que d; maximiza
la utilided garantizada. En consecuencia, seglin este criterio, d2 > di De
forma analoga, en el problema de decisién definido por Ja Tabla

| 8 & | min
dz 0,3 03 0,3 tax
ds 0 1 0

encontraremos o > di3 Consideremos una nueva decisidn d¢ que consiste
en elegit d: si sale cata y ds si sale cruz Considerando ahota todas estas de-
cisiones juntas tendriamos

9, 6, min
d; 1 0 0
4z 03 03 ¢,3
ds 0 1 0
& | 05 05 | 05 max

con Jo que ds > d» Tenemos pues una situacién en la que se prefiere 4; tanto
a di como a ds, pero en la que una eleccidn di y ds basada en lanzar una
moneda al aire es prefesible a d2. Esto es incoherencia.

Fun otra versién del método minimax se escoge aquella decisidn que hace
minima la mayor pérdida de oportunidad posible, eatendiendo por tal la dife-
rencia entre la utilidad conseguida y la que hubiese podide ‘conseguir -
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Consideremos- el problema de decisién definido por las tablas siguientes
(utifidades 2 la izquierda, pérdidas de oportunidad a la derecha)

6 b b 6 | mix
d | 08 00 d 1 00 04 0,4 min
& | 02 04 & | 06 00| 06

Claramente, segin el ctiterio minimax, debe preferiise di a 4 Consideremos
ahota una tercera decisidn posible, s, de forma que las nuevas tablas de
utilidades y pérdidas de oportunidad resultan set

A & b | mix
4| og 00 & | 00 07 | 07
& | 02 04 & |06 03] 06 min
&l ool 07 s o7 o0 | 07

En este caso, el critetio minimax sugiere la eleccién de 42 Resulta asi que la
consecuencia de incorporar una nueva decisién ds al comjunto.de posibles
alternativas es nada menos que sustituit dy > dz por d2 > di Es como si se
ptefiriese estudiar Medicina a Ciencias pero, por el hecho de pensar también
en Filosoffa, se concluyese que se preferitfa Ciencias a Medicina ~ Esto es

incoherencia

A nivel intuitivo, la causa de la incoherencia del método minimax reside
tanto en su excesivo pesimismo como en el hecho de que no uiiliza Ja infor-
macién de que se dispone sobre la verosimilitud relativa de los sucesos. Desde
un punto de vista técnico, la causa de la incoherencia estd en el hecho de que
el criterio minimax no satisface el postulado de sustitucién

Otro criterio de decisién frecuentemente empleado en la préctica es el
criterio condicional que consiste en tomar la decisién que resultarfa optima
si ¢l sucéso mds probable tuviese efectivamente lugar Considérese, por ¢jem-
plo, el problema de decisién descrito pot la tabla de utilidades

& 6, 0,
é 0,5 0,5 0,6
d: 04 04 0,7

v supongamos que p(61) = 0,30, p(8:) = 0,25, 2(8:) = 0,45 De acuerdo con
este criterio, d > di puesto que si el suceso mds probable (8;) tiene lugar,
da una utilidad mayor Sin embargo, obsetvando que las utilidades corres-
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pond_ientes a i y 4y coinciden, el problema de decisién puede reformularse
mediante la tabla

| sue o
] 05 og
& | 04 07

donde, obviamente p(& U 8,) = 0,55 v p(0:) = 0.45. El suceso mds probable
es ahora (0 U 8;) y por tanto d; > d2. De nuevo, esto es incoherente. A nivel
intuitivo el método descrito, desgraciadamente muy utilizado en la prictica,
es menos razonable de lo que puede parecer a primera vista. En efecto, puede
51‘1c.:eder que una dectsién que no sea éptima para la mds probable de las posi-
bilidades sea sustancialmente mejor que las demds en el resto de ellas, vy
resulte mejor en conjunto. .

Ejemplo 2.6.1.  Forma de estudio

Un alumno debe decidir si repasar con mucho detalle una de las dos
partes del programa o repasar con menos detalle las dos, antes de exami-
narse. Analizar el problema segln los distintos criterios de clecisidn mencio-
nados,_ suponiendo que Juzga que lo més probable es que el examen contenga
mayoritaziamente cuestiones sobre la segunda parte.

El espacio de decisiones es

& = repasar con detalle [a primera parte

@ = repasar con detalle la segunda parte

@+ = repasar todo el programa con menos detalle
¥ el de sucesos inciertos puede describirse como

6, = el examen contiene mayoritariamente temas de la primera parte

6,

¢l examen contiene mayoritariamente temas de lz segunda parte

th = el examen estd equilibrado

_ Una tabla razonable de utilidades serfa entonces del tipo {otras tablas parecidas serian
igualmente aceptables),

| o & o | mm
a |09 02 05|02
& [ 02 09 05| 02 -
A 06 06 07 0,6 mdx
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El critetio minimax recomienda elegir siempte i, independientemente de las verosi-
militudes relativas de 0, v .. El criterio de maximizacién de la utilidad correspondiente
al suceso mds probable recomienda eleglr stempre 4, puests que por hipétesis
p(8) > p(0s) y p(02) > p(®). Ambas soluciones son claramente demastado rigidas.

En efecto, las utilidades esperadas de las tres decisiones son
#(d) =09+ 024 +05(1—p—gq) =05 + 04p—03¢g
u(d)) =020+ 097+ 051 —p—q)=05—03p + 0,4g
w*ds) = 0,60 + 0,64 + 0,71l — p—g) = 0.7 — 0,10 — 0.1

donde p = p(By), ¢ = p(B:) y, por hipotesis, ¢ > p v g > L —p—gq, esto es p > L — 2q.

Es inmediato comprobar que #*(d:) >#*(da) s1, v solamente si p > ¢; como, por
hipdtesis 4 > p, d» siempre es mejor que 4. Técnicamente, 4 es una solucidn imadmsible
para este problema.

Puede comprobarse ademas que #%(d;) > #*(ds) s1, v solamente s1, 0,2p — 0,54 +
+ 02 < 0. En la figura se representan los conjuntos de pares de valores (p, ) para
los que la decisidn dptima es una u otra.

L

0.8

0.6
0.5
0.4

0
Por ejemplo, s1 »=1/3 v ¢ = 0,5, la decisidn Sptima es 4, esto .es repasar todo el -

programa, mientras que si p=1/3 pero ¢ = 0,6, la decisién éptima es 4i es decir
repasar con detalle la segunda parte. :

2.7. Discusién y referencias

Los resultados fundamentales del argumento Bdyesiano pueden sintetizarse
diciendo que [a consideracién de unos principios razonables de comporta-
miento llevar a la extstencia de una medida de probabilidad, de una funcién
de utilidad v al principio de maximizacién de la urilidad esperada. Sin em-
bargo, los resultados mencionados son tan sélo tecremas de existencia, Debe
subrayarse que, aundque las definiciones de probabilidad y de utilidad son
constructivas, no se trata necesariamente de los mejores métodos para deter-
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minatlas En los Capitulos 3 y 7 discutiremos ot:os ptocedimientos para la
especificaciér respectivamente, de probabilidades y de utilidades.

El aigumento Bayesiano no es, desde luego, nuevo. En esencia se remorita
a los trabajos de Bayes {1763) y Laplace {1812/1912} y siempte ha merecido
1espeto entre los estadisticos. Sin embatgo, en afios recientes ha aparecido
en la discusidén un nuevo elemento: el hecho de que, en clerto sentido, los
métodos Bayesianos son inevitables porque se deducen de una axiomdtica
que resulta razonzble y frente a la que no se ha sabido presentar, con fuerza
parecida, alternativa alguna

Lz primera discusién axiomdtica se debe a Ramsey (1926). Su trabajo,
cuya linea hemos seguido en este capitulo, catece de demostiaciones rigutosas,
come suele sucedes con las obras de los matemdticos aplicados britdnicos de
los afios veinte Tales demostraciones fueton proporcionadas mucho mds
tarde pot Savage (1954/1961) Una demostracién rigurosa de los resultados
Bayesianos en el caso finito es la de Prati, Raiffa & Schaleifer (1964), ba-
sada en un trabajo previo de Anscombe y Aumann (1963); Bernardo vy Gi-
én (1980) proporcionan una demostracién tigurosa en el caso general Vi-
legas (1964) y DeGroot (1970) desarrollan por sepatado las exiomdticas de
la probabilidad y de la utilidad

Por otra patte, De Finetti (1937) produjo en los afios treinta, sin conocex
el trabajo de Ramsey, un tipo de argumento muy distinto paza la existencia
de prchabilidades subjetivas Se basa en considerar un sistema de apuestas
v exiglt que se hagan de forma que no sea posible perdet siempre El zazo-
namiento tiene el inconveniente de que, al introducit apuestas, se crea ciexta
confusitn con ideas de utilidad Los articulos originales de Ramsey y de De
Finétti han sido reeditados, junto con otros cldsicos de la probabilidad sub-
jetiva, como el de Koopman (1940), por Kybuig & Smokler (1964). El con-
cepto de cohetencia ha sido brillantemente discutido po: Cornfield (1969) en
telacién con Ia estadistica moderna

Una linea de investigacién en Teotia de la Decisién, telacionada con la
idea de cohetenda, pero mucho mds débil que ella, parte del trabajo de

Wald {1950) Sus resultades son més débiles debido a que suwpone la existen-

cia de una funcién de pérdide, en lugar de deducir su existencia a partir de
los axiomas.

Las objecciones planteadas a la postuts Bayesiana son numerosas, peto
mnguna ha llegado al fondo de la cuestién y criticado constructivamente los
axiomas. Una excelente discusién sobte los fundamentos de la Estachsnca es
la contenida en Savage ef al. {1962} Lmdley (1971 b, cap 1-4} expone
de forma muy intuitiva y con mucho més detalle los resultados comentados

en este capitulo,
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PROBI EMAS

1. Un juego consiste en elegir al azar una carta de une baraja de 40 cartas Si esa
carta es una espada nos pagan 200 ptas. y si es oro 100 ptas, pero en otro caso
hemos de pagar 100 ptas Para empezar a jugar hay que poner una cantidad inicial
de ¢ pras. Iguelando dinero a utilidad ¢Interesard jugar si ¢ = 30 ptas? ¢Qué va-
lox de ¢ haria el juego equilibrado? (Se dice que un juego es equl]_(bxado sila
ganancia esperada de jugar es igual 2 Ia de no jugar)

2, El beneficio esperado de la comercializacién de un nuevo firmace es de 2 millones
de pesctas si su puesta en venta es anterior a la de un preparado similar ofrecido
pot la competencia, pero se perdetfa un milldn si la competencia se adelantz. Deter-
minar la decisién dptima en funcién de la probabilidad p de conseguit adelantarse
ala competenc1a

3. FEn una prueba clinica se intenta comparar dos cremas diferentes que previenen la
reapaticién de una detexminada aleigia de la plel. Después de probades con 150 pa-
cientes, obtendremos la sigufente tabla de probabilidades:

No reaparece  Reaparece
crema 1 0,7 0,3
crema 2 0,6 0,4

Como la ctema 1 produce determinados efectos secundarios, esto nos influye en
las zfilidades que resultan ser:

1 No reaparece  Reaparece

crema 4; 09 ¢

crema d; 1 = 0,1

Aparece un nuevo paciente con eése tipo de alergia Detetminar la crema que
debe recetdrsele

4. la esperanza de vida de un determinado paciente de céncer es 4 afios Si se opera,
v la operacidn sale bien, su esperanza de vida aumenta a 10 afios, pero tiene una
probabilidad p de morit en la operacién y una probabilidad 0,5 de quedarse como
estaba a pesar de operarse ¢Qué valotes de p hacen deseable la operacién?

5. Ante un caso de ictericia que puede haber sido causado por una hepatitis o por
un céncer de pdncreas, €l médico debe elegit entre un tratamiento clinico ¥ uno
quirdrgicc La esperanza de vida del paciente en el caso de opetar es de 10 afos
si tiene_realmente céncer; si tiene hepatitis v es operado, tiene una probabilidad 0,2
de morir come consecuencia de la operacidn y una esperanza de 15 afios de vida
si sobrevlve a ella. La esperanza de vida del paciente en el caso de no operar es
de 2 afios si tiene cdncer y de 16 si tienc hepatitis. Sea p la probabilidad que el
médico asigna a que la causa de la ictericia sea hepatitis ¢Qué valores de p hacen
deseable la operacién?

6. Un individuo tiene un cierto lote de productos 5i lo vende gana 400 pesetas y si
no lo puede vender pierde 300 Puede anunciar o o Anunciar le cuesta 200 ptas.
Si pone el a2nuncio la probabilidad de vender es 4/5 Detetminar la decisién Sptima
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10.

en funcién de lz probabilidad p de vender si no anuncia Supdngase la utifidad pro-
potcional al dinero

Se dispone de dos urnas, que denotaremos por I v II La umma I contiene 3 bolas
rojas v 2 blancas La urna Il contiene 5 rojas y 4 blancas El juego consiste en
sacar un méximo de dos bolas Por cada bola extrafda se gana 100 ptas, si es roja,
y se plerde 50 ptas, si es blanca Por la ptimera estraccién no hay que pagar nada
Por la segunda extraccién hay que pagar 50 ptas. si se tata de la urna I y 25 si se
trata de la urna IT Determinar la estrategia Optima

Durante los dias previos a determinadas elecciones al Patlamento britdnico, se ofre-

.cfan en distintas casas de apuestss londinenses apuestas en proporcion de 4 a 7

contia que ganasen los laboristas (una persona gue apostase a favor de los laboris-
tas ganaria 7 libtas por cada 4 que hubiese invertido si los laboristas ganasen las elec-
ciones} y en proporcidn de 5 a 4 contra que ganasen los conservadores (una persona
que apostase a favor de los conservadores gamaria 4 libras por cada 3 que hubiese
invertido si los conservadores ganasen las elecciones) Suponiende la utilidad propor-
clonal al dinero, determinar la estrategia de juego Gptima en funcidn de la proba-
bitidad personal p que se asigne a una victoria labotista

Una compaiifa que fabrica clerta macuinatia sofisticada, debe decidit su plan de
produccién mensual que puede consistiv en fabricar 1, 2 o 3 médquinas Sabiendo que
la demanda puede ser de 0, 1, 2, 3, 4 méquinas al mes y que la probabilidad de
que Ia demanda sea 2 es 04 y ¢} resto de las posibilidades son igualmente probables,
enconttar un plan de produccién éptimo sabiendo que hay un beneficio de 7 por
unidad vendida, una pérdida de 4 por uhidad no satisfecha y una pérdida de 1 por uni-
dad almacenada Considerar la utilidad proporcional al beneficio

Un médico cree que su paciente tiene una y sdlo una de las enfermedades €, 8;, 9;, &,
y que sus probabilidades respectivas son p(8:) =02, p(6:) =05, p(0;) =02,
2(8) = 0,1. Fl médico dispone de tres tatamientos alternativos £, & y # cuya
efectividad viene reflejada en la siguiente tabla

& 6 6 6
£ 1 0 1 1
b 0 1 0 1
t [y 1 i1 ¢

donde un uno es lz fila i y columna § significa que €l tratamiento # es efectivo
contra la enfermedad 8; y un cero significa que no lo es Igualando utilidad a efec-
tividad, determinar el tratamiento Gptimo.

Considérese que si un tratamiento no es efectivo puede procedeise a otro y detet-
minese la sucesién Sptima de tratamientos, suponiendo que sus costes respectivos
son o{f) = 0,1, elz) = 0,2, (£} = 0,3 en unidades de utilidad

Capitulo 3

Medida de probabilidad

En'la Seccién 24 se introdujo el concepto de probabilidad como
grado de creencia -y se dedujeron algunas de sus propiedades. En este -
capitulo se estudian las consecuencias matemdticas que se deducen
de estas propiedades con objeto de poder describit adecuadamente
los fendémenos aleatorios v de saber expresar convenientemente nues-
tra infotmacion sobre su verosimilitud

Concretamente, se introduce el concepto de espacio probabilistico
con objeto de especificar el conjunto de sucesos para los que la medida
de probabilidad estd definida Sé¢ comentan las propiedades - funda-
mentales de.la probabilidad y los teoremas bdsicos a que da lugar
Se estudian los conceptos de independencia e intercambiabilidad y se
enuncian y comentan los Teoremas de Bayes y de la probabilidad
totsl Finalmente, se estudian algunos métodos para la espec1ﬁcac10n
de probabilidades.

En el capftulo anterior, definimos la probabilidad de un suceso A en las
condiciones H, que esctibiamos p(A|H), come una medida del grado de creen-
cia en A que sugiere al decisor la informacién contenida en H. Sin embaigo,
la palabra suceso fue utilizada en sentido coloquial, sin precisar el espacio
sobre el que la medida de probabilidad debia ser definida En la préxima
seccidn especificaremos este extremo

3.1, Espacios probabilisticos

Supondremos que en la descripcién de cualquier situacién incierta existe
un conjunto de referencia £ que contiene como subconjuntos a2 tados los
sucesos en cuya probabilidad estamos interesados. En un problema de diag-
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nosis médica, e} conjunto de referencia puede ser el de las enfermedades com-
patibles con los sintomas observados Si tratamps en cambio de medis la
altura de una persona, el conjunto de referencia sexd la 1ecta 1eal positiva o,
mejor, un subconjunto suyo.

En general, no estaremos interesados en asignai probabilidades a todos
los subconjuntos de €2 ¢Qué utilidad tendria, por ejemplo, determinar la
probabifidad de que la altura que pietendemos medir sea un nimero entero
impat? Por otia patte, es razonable suponet que si nos interesa la probabi-
lidad de determinados sucesos, nos intetesaid igualmente la de sus uniones,
sus interseccionés y sus complementos. Asf, si nos preguntamos la proba-
bilidad de que una petsona mida mds de 1,50 mss, y también la de que
mida menos de 1,80, posiblemente nos interese la probabilidad de que su
altura se sitde entre 1,50 y 1,80 mts. Esto nos lleva a exigit una determinada
estructura algebraica para el conjunto de sucesos sobre el que la medida de

probabilidad debe estar definida (*)

DErNICION 311 Una familia de conjuntos estd dotada de una estructura
de dlgebta si el conjunio vadio pertenece a ella y son leyes de composicidn
interna la unin y la complementacion

Es facil compiobar que nuestia definicién implica, en particular, que el
conjunto de referencia pettenece al dlgebra y que la interseccién también es
una ley de composicién interna Asi, si A y B son dos subconjuntos del con-
junto de referencia € que pertenecen al dlgebia de conjuntos en que estamos
interesados, A, B, AU B, AN B, AU BAN B, etc, también pertene-
cerdn a ella El 4lgcbra emgendrada por un conjunto de sucesos interesantes
es la familia de todos los conjuntos que pueden formarse a partir de ellos
mediante las operaciones de unién, interseccidn y complemento Asi, partien-
do de un tnico suceso interesante A, se obtiene un dlgebra de 2° = 4 ele-
mentos:

2={0, ¢, A, 4}

dotide Q=AU Ay ¢ =A N A Pardiendo de dos conjuntos distintos se
puede engendrar un 4lgebta de 2* = 16 elementos; en general, partiendo
de % conjuntos interesantes distintos se engendia un dlgebra con 2% ele-
Mentos como MAximo

Nuestra descripcién de una situacién incierta cuyoe conjunto de referen-
cia es 0 quedard completa mediante la especificacién del dlgebra de subcon-

(*) Puede demostrarse, ademds, que admitit como sucesos a todos los. subconjuntos
de un conjunto de referencia puede plantear graves problemas para la definicién de
sus probabilidades cuando el conjunto de referencia tiene infinitos elementos.
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juntos de £ engendrada por aquellos sucesos en cuya probabilidad estamos
intetesados v la especificacién de sus correspondientes probabilidades

DEFINICION 312, Un espacio probabilistico es un conjunto ) dotado de
un dlgebra T de subconjuntos swyos y de una medida de probabilidad P defi-
nida sobie ellos, lo representaremos mediante el friplete Q, £ P}

Naturalmente, en virtud de nuestra definicién de probabilidad, la medida
de probabilidad P estard dnicamente definida en las condiciones H que des-
ctiben la situacidn incierta; de esta forma, tendremos definidas las probabili-
dades p{AlH) para todo suceso A que pertenczca al 4lgebra Xy, ademds,
tales probabilidades verificarén las propiedades desctitas en el Teorema 241

Ejemplo 311,  Ndmero de hematies en la sangre

Fl ntimero medio de hematies de un varén adulto es de 5,4 millones por
milimetro cibico en sangre venosa perifética, pero se considera «notmal»
cualquier cantidad comprendida entre 3,8 y 7,0 millones/mm’®. Suponiendo
que se esté interesado en la probabilidad de que el ndmero de hematfes esté
dentro de limites normales y también en la probabilidad de que esté por
encima del valot medio, construir el espacio probabilistico adecuado

El conjunio de referencia Q es el conjunto de los ntmeros reales positives, puesto
que ¢l niimero de hematies no puede ser negativo, y no se ha determinado una cota
supetior. Por hipétesis, nos interesa la probabilidad de los sucesos

A={x 38 <x <70}
B={x; x>34}

donde x es ¢l nimero de hematies en millopes/mm?. En virtud de la Definicién 3 1.1,
si A y B son elementos del dlgebra de sucesos inciertos, también lo serdn A, B y todas
1as uniones e intersecciones gue pueder hacerse con ellos

El 4lgebra de sucesos puede obtencrse como el conjunte de las partes del conjunto

{51, Sz, Ss,‘ 54} donde
Si=ANB={x 0<x<38}

S:=ANB={x; 38 <x<54}
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S5 =ANB={x 54 <x=<7,0}
Se== AN B={x; x>70}

v contendrd; pot lo tanto 2* = 16 elementos Puesto que los conjuntos {$;, S, 5, §i}
forman una particién de Q = [0, + oo [, bastard asignarles probabilidades a estos cuatro;
Izs probabilidades de los demés se pueden calcular entonces inmediatamente teniendo en
cuenta que son dISJuntos ¥ que, por lo tanto, en virtud del Teorema 241, 1a probabilidad
de la unién de dos o mds de ellos es lz suma de sus cotrespondientes probabxlldades En
el problema que nos ocupa, los datos acumulados en los bancos de sangre permiten ase-
gurar que, pata un paciente «medios, .

p(5:) = plSs) = 0,025
252) = p(8:) = 0475

Todos los demds sucesos del dlgebra, excepto el conjunto vaclo, de probabilidad igual
4 cero, serdn uniones de los i, v sus probabilidades se pueden detetminar por lo tanto
con la férmula p(U $:) = Zp(5.). En particular,

plA)=p(5 U §) = p(8a) + p(5:) =095
P(B) = p(55 U 8) = p($) + p(S4) = 0,5

32. Teoremas bdsicos

De nuestra definicién de probabilidad, en términos del 4rea correspon-
diente a un suceso del expetimento auxiliar igialmente verosimil, pudimos
deducir (Teorema 2.4.1) unas propiedades elementales que permiten relacionat
entte si las probabilidades de distintos sucesos. Como se recordard, el Teore-
ma 241 nos gatantiza que para todo par de sucesos A, H y cualesquiera
que sean las condiciones H en que se asignan probabilidades,

P2 0 pAH)<1 y p(HH) =1
P2 SidadoH, A N B = ¢, entonces p(A U BlH) = p(A|H) + p(B|H)
P3. p(A N BH) = p(AH) p(B|4, H)

Debe subrayatse que si se conocen las probabilidades correspondientes a
un conjunto de sucesos, las propiedades P1, P2 y P3 permiten determinar
las probabilidades de todos los sucesos pertenécientes al dlpebia que en-
gendran

Las propiedades P1, P2 y P3 , que nosotios_hemos .obtenido como:una
consecuencia matemética de nuestra definicién de probabilidad ¥ de los pos-
tulados de coherencia, pueden ser propuestas como postulados, para una de-
finicién axiomética de Ia probabilidad En tal cdso, tales axiomas o postulados
suelen ser justificados en términos flecuenmahstas considerando que la pro-
babilidad de yn suceso debe ser un niimero cercano a su frecuencia relitiva,

MEDiIDA DE PROBABILIDAD 49

Para vetlo, consideremos la frecuencia relativa con gue tiene lugar un su-
ceso A en las condiciones H. Por ejemplo, H podifz desctibir el lanzamiento
de una chincheta al aire § A el suceso de que la chincheta repose finalmente
con la punta hacia arriba Para un frecuencialista, p(A|[H) seiia entonces el
ndmeto alrededor del cual oscila el cociente 72/#, donde 7 es el niimero
de veces que la chincheta queda con la punta hacia arziba y # el ndmero total
de lanzamientos. Claramente, una frecuencia relativa es un mimero entre 0 y 1
y, ademds, la frecuencia 1elativa de un suceso que necesariamente ha de tener
lugar es uno: esto explica la primera propiedad, P1

Por otta parte, consideremos dos sucesos A, B mutuamente excluyentes
en las condiciones H Si el suceso A tiene lugar »z veces entre las #, el
suceso B mz entie las #, v ambos sucesos son disjuntos, el suceso A U B
tinene lugar mz -+ 72; veces y por tanto su frecuencia relativa es la suma
de las frecuencias relativas de A y de B. Esto explica P2

Finalmente, consideremos dos sucesos cualesquieta A y B Si, en las con-
diciones H, el suceso A tiene lugar 7z veces de un total de # y en 7 de esas
veces también sucede B, entonces r/# es la frecuencia relativa de A N B
dade H, m/n la de A en las mismas condiciones y 7/ la frecuencia relativa
de B dados A y H. Pero, uivialmente, /7 = (#2/n) (r/m); esto explica P3.

Desde un punio de vista matemético, no hay objecién alguna a una defi-
nicién axiomdtica de la probabilidad. Sin embatgo, la justificacién de las pro-
picdades P1, P2 y P3 en términos de frecuencias relativas no autoriza 2
suponer que estas propiedades permanezcan vilidas en términos de grados de
creencia, ni a justificar el uso de probzbilidades en un problema de decisién.
La importancia del Teotema 24 1 :adica en demostrar que los grados de
creencia, cuya introduccién es necesaria segin vimos pata resolver un pro-
blema de decisién de forma cobetente, tienen las mismas propiedades mate-
tmdticas que las frecuencias relativas y se comportan por lo tanto como las pro-

babilidades cldsicas

Las propiedades P2 y P3, a las que se llaman respectivamente leyes
aditiva y multiplicativa de la probabilidad, se pueden generalizar sin dificultad
a un mdmero finito de sucesos por un proceso de induccién. Asi,

IeorEMA 321, Si A, A, ., Ax son sucesos mutuamente excluyentes en

{a.s condiciones H,
; L .
p[ U AilH] = zp(AilH)
i=1
) i1

1a demostracién del Ieorema 321 a partir de la propiedad P2 es trivial Sin em-
bargo, no es posible dedncir que este resultade sea vilido en el caso infinito, de forma que




50 BIOESTADISTICA

si {Ay i=1, 2, .} son sucesos mutuamente excluyentes en las condiciones H, no es
pasible deducir que

o

» [ U AJHJ = z P AH) (1)

i=1

En la linea de la mayor parte de los textos de probabilidad, postalarenos, sin em-
bargo, que (1) es cierto Ia razén de este nuevo postulado, llamade de s-aditividad, es
exclusivamente de tipo matemdtico, y aparecers en el capitulo siguiente

TeEOREMA 322, Para toda coleccidn finita de sucesos Ai, A, ., A

3
P( ﬂAi|H ] = p(AfH) plAdA, HY .. p(AdA, Ay o ., A, H)
i1

De nuevo la demostracién es inmediata por induccién a pattit de la propiedad P3
Si se acepta el postulado (1) de c-aditividad, el teorema 322 puede extendetse también
al caso infinito

De las propiedades P1, P2 vy P3 puede deducirse inmediatamente otras
propiedades de la medida de probabilidad Asi por ejemplo

TroreMA 3.2 3. Para fodo par de sucesos A9 B, y para cudlesguiera con-
diciones H,
(i) p@®H) =0
(i) Si dado H, A < B, entonces p{A|H) << p(B|H)
(i) HOQIH) = 1
(iv) p(AH) =1 p(AH)

Demostracion

(i} p(®H) = p(® U @|H) = p(C|H) + p{@H) = 2p(®|H) en cirtud de P2, pero
el tnico nimero %, 05 x << 1, que satisface la ecuacién x =2x es x =0

(ii) Puesto que

ANHcBNH BNH=(ANHUBNANH y AnNBnA)=0
{véase figura), entonces, en virtud de P2

p(B N H{H) = plA 0 HH) 4+ p{B N A N H|H) - Q0

y puesto gue, en virtud de PJ,

p(BNnAnHH) >0, H

p(B n H|H) = p(4A n HH) '

pero .
#(B N Hil) = p(H|B, H) = p(B|H) B

y, por tanto, A
p(BlH) = plA|lH)
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(i) QoHN = H luego, ea virtud de (i) p(Q[H) = p(HH)=1 pero como
en virtud de P1, p(QiH) < 1, tenemos p(QH) =1
(v) (A U AH) = p(QH) = 1 en virtud de (ili} y p(4 U 4A|H) = p(A|H) + p{4[H),
luego p(A|H) = 1— p(A[H).

La propiedad P2 se refiere tinicamente a sucesos mutuamente excluyentes
en las condiciones H Sin embatge, no es dificil genetalizatla a sucesos cuales-
quiera. En efecto,

TeoreEMa 324, Para todo par de sucesos A y B y para cualesquiera con-
dicioqu‘ H,
A U BH) = p{A|H) + p(BJH) — p(A N B|H)

Demostracion

Como se observa en la figara, AUB=(AN E) UANBJUANB) v los su-
cesos AMNB, AN By AN B son mutuamente excluyentes. En consecuencia, en virtud
el Teorema 321, p(A U BIEI) = p(A N BJH) + (A n BIH) + p(A n BJH)

Pero ademds, como A = (A N Bu NB)y B=(B N A)U{AN B), son descom-
posiciones de A y B en conjuntos disjuntos
Q

p(BH) = p(B n A|H) + (A N B|H)
H

BAH) = p(A 1 BH) + plA N BJE)

El teorema es shora consecuencia de estas

relaciones, sustituyéndolas en la iltma ex- “ ’
presién del pérrafo antetior. -

' §

A

El Teorema 324 puede generalizarse por induccién a un mimero finito
cualquiera de sucesos ‘Asi, para tres sucesos, puede demostrarse gue '

P4 U B U CH) = p(A|H) + p(BIH) + pCIH)
—[p(A N BH)+ pBNCH) +pANCEHT (2
+ (AN BN CH)

Ejemplo 3.2.1.  Problemna del cumpleaiios

Determinar la probabilidad p de que al menos dos personas en un grupo
de % elegidas al azar tengan el mismo cumpleafios, esto es, que hayan nacido
el mismo dfa del mismo mes, pero no necesariamente del mismo afio.
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Empezaremos determinando la probabilidad de que los cumpleafios de las % personas
sean todos distintos. Cualquiera gue sea el compleafios’ de :la primerz persons, el de la
segunda podra elegirse entre los 364 dias restantes, el de la tercera podrd elegitse entre
363 ‘dias ¥ as{ sucesivamente En consecuencia, la probablhdad de qué los k cumpleaiios
sean distintos serd (Teorema 32 2),

364 363 362 65—k+1 Y-
S T T T AT 65— ¢ 365t
365 365 363 365 o .

Vs po: tanto, la probabilidad pedida, de que al menos dos fengan el mismo compleanos
serd, utﬂJzando el Teorema 323 (iv),

-1

p= 1_§ I (365;i)} /3654

. i=1

Efectuados los cdleulos se obtene para distintos valores de &

-k P
25 1 0,569
40 | 0891
60 | 0994

De manere que, entre 60 personas, es casi seguro que al menos dos tienen el fismo
cumpleafios:’ un restiltado dificil de anticipar con razonamientos intuitivos

o algunos problemas de probabllzdades es necesario calcular el ndmero
de subconjiintos distintos de 'k elementos’ que pueden escogerse de un con-
]u.nto de. # sin repetirse ninguno y de forma que dos gtupos sean distintos
si tienen algint elemento difefente. A este nimero, que se denomina #dmero

# . .
combinatorio, se le representa pot ( . ] vy su valor se obtiene de la expresién

[n} . al - ' '(3)
E) T k) 1k : .

donde #! (leido factorial de n) se df;ﬁne comé 0l=1y

n—1
= I (n—74) = n(n—1) (n—2) .. X2X1, n=1 .

i=0

‘En efecto, Jos k clementos pueden escogerse én un ordess détémii_nado de n{miii)

i A{m-—k -+ 1) maneras distintas: el ‘prifero se-puiede escoget entte # posiciones; el
segundo entre (# — 1), etc-Por otra parte, en virtud de un razonamiento andlogo;: existen-
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&k —1) X 2 X 1 formas de otdenar un conjunto de % elementos. En consecuencia,
el nimero de subconjuntes distinzos de k elementos serd

n(ﬁ—l) (r—k+1) 7! ]
k—1) x2%1 (7 — E)IR]

Ej_emplp 322.  Eguipos de guardia

Determinat el mimero de equipos de guardia distintos que pueden for-
marse en un servicio con 25 médicos 3 de los cuales deben estar de guardia

El nfimero de equipos de guardia distintos serd
25 B x24%x23 -
== 2300
3 3Ix2x1
3.3. Independencia e intercambiabilidad

. Sabemos, en virtud del Tearema 2.4 1, que para cualqulel pat de suce-
sos A y B,

P4 N BH) = p(A|B, H) p(BIH) = p(B|A, H) p(AlH)
Se dice que A y B son inde'pekdieﬂtés' en las condiciones H si se verifica que
KA N BIH) = pAH) p(BH) (1)

Esto no es mds que un caso particular d_e la definicién siguiente.
DeFINICION 3.3.1. Se dice que los sucesos {Ai, As, As, } som indepen-

dientes en las condiciones H si para cualguier subcon]umo finito de ellos
A, Aiy, o, Ay, se venfzccz que

k
pA, 04 N 0 AH) =[] s 0

=1

El motivo de la definicién de independencia dada por la-écuacién (1}
es sencillo; en muchas ocasiones la ocurrencia de B puede no afectat ala
probablhdad de A en las condlcmnes H, de fotma que’ ‘ S

MAB, Hy= PAH) N 3]
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Io que podemos enunciar diciendo que A es independiente de B En esta
forma no tenemos una definicién simétzica, en Ja que A y B jueguen el mismo
papel, pero si multiplicamos ambos miembros de la ecuacién (2) por p(BIH)
y utilizamos el Teorema 24.1, obtenemos la ecuacidn (1) que es simétri-
caen Ay B

La extensién a mds de dos sucesos exige tenet cuidado. Si decimos que
los sucesos de un conjunto som independientes entte si, esto debe interpre-
tarse como que la ocurrencia de un nimero cualquiera de ellos no afecta a
la ptobabilidad de que ocurta cualquier otro, es decit

P A lAs, ., Ay, H) = p(4; |H) (3)
ecuacién cuya forma simétrica es la Definicién 3.3 1, como es ficil de probar.

TroreMa 33.1. $i Ay B son independientes en las condiciones H, los pa-
ves Ay B, Ay B, Ay B son también independientes en las mismas con-
diciones

El conjunto A puede partirse en conjuntes disjuntos en laforma A=(ANBYU (AN 1-3)
En consecuencia, p(A N BIH) = p(AIH)— p(4 N BH), y como A y B son independientes,

»(A N BIH) = pAH)— p(AH) pBIH) =
= p(A|H) [1— p(BIH)] = p(A|H) p(B|H)

v pot tanto A y B son independientes Utilizando este resultado, y cambiando los pa-
peles de A y B, tenemos que los pares A y By A y B son asimismo independientes

Un caso impottante de independencia aparece en las llamadas sucesiones
de Bernoulli Se dice gue una coleccidén de sucesos {A:} forman una sucesién
de Bernoulli si la probabilidad de que suceda uno cualquiera de ellos es una
constante p independiente de los demds, esto es si '

PlANH, Ar, Ay -, Ay, Ai, ) = plAIH) = p {4)

Los juegos de azar propotcionan numerosos ejemplos de sucesiones de Ber-
noulli

Ejemplo 3.3.1.  Ruleta

Una ruleta estd dividida en 37 sectores igualés, 18 de los cuales son 10jos,
18 negros v queda uno para la banca. Supongamos que, disponiendo de
15000 ptas, se juega a la tuleta, a doble o nada, hasta ganar 1000 ptas. o
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quedarse sin dineto, empezando pot apostar 1.000. ¢Cuél es la probabilidad
de ganar las 1000 antes de perdeilo todo?

Los sucesos relevantes {A, i=1, 2, ..} forman una sucesién de Bernoulli con
A = {Sc gana la apuesta i} ¥ p(A|H) = 18/37 = p;. Obsérvese que, en y'utud de la
independencia, es indiferente apostar siempre 2 rojo, siempte a negro, o I carpbla.ndo
en cualquier orden. Los posibles desarrollos del juego pucden describirse mediante el
drbol siguiente

+ 1000
p
postar
1000 +1000
1-p postar y
2000
\ +1000
1-p y
Apostar
4000

-15000

La probabilidad de perder las 15.000 antes de ganar Tas 1000 es pues (1 —p) = 0,0695,
y por tamto la de ganar las 1000 antes de perderlo todo 1— (1 —p) = 0,9303

El ejemplo anterior plantea un caso particular de un problema gcnet-a%
muy frecuente en la préctica. Consideremos una sucesién de Bernoulli
{4, i=1, 2, .} y supongamos que p(A{H)=p, ¥ goi-lo tanto
p(AiH) = 1 — p Consideremos # sucesos cualquiera de la sucesién y tiate-
mos de determinar la probabilidad de que ocurran precisamente & de ellos,
0 << k< n Como todos los sucesos Ai son independientes, la probabilidad
de que ocurtan & de ellos, y dejen de ocusrir por lo tanto n— k, serd .el
producto de sus probabilidades respectivas, esto es p(1 —pYy* Como exis-

ten ( ]e) sucesiones ordenadas de este tipo, mutuamente excluyentes {ver

Fjemplo 322) la probabilidad buscada es
plkln, p, H) = [ Z ) P —pyF (5)

Para cada #, los valores de % pueden ir de 0 a » ambos inclusive ¥,
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Ejemplo 332, Sexp ge uR recién racido

Consideremos los # préxmmos alumbramientos que tengan lugar en e!

Hospatal Clinico. Determmar Ia probabilidad de que £ de ellos den lugar
4 nifiag,

Los sucesos relevantes 1 e=y, 2, 8 forman wna sucesién de Bernoutli con
i e dispone permyten asegurar une, en rone

ormacidn que permzg asegurat que alguna
de las madpes fehga una tendencia distinta ‘de la normal a tener hijos Varomes,

PLANH) = 0,49, ¥in consecusncia, ia probabilidsd pedida es blk nifizsln partos, H) =
P
= ( J 0.49* % 0,51%*

\

8§, por elempio, # = 3 ge obtiene

bk = O[HY = 01327
Pk = 1H) = 0,3823
Bk = 2[H) =~ 03675
k= 3|H) ~ 01175

una tendencia distinta de la normay 4 tener hijos de uno u oo se%0.

En una sucesidn de Bernoulli. 44, s = 1,2, ...% 1os sucesos que la cons-
tituyen son, por definicidn, independientes dado p, de forma que, st l2 pro-
babilidad p(Ai|H) = p de que suceds uno cualguiera de ellos es conocida,
la probabilidad de que ocurran # de vn conmunto de # en un orden determnado
es Pl — pyp— Independientemente de orden elegido. Sin embargo, s1 ef
valor de p eg desconocldo, ios sucesos A: ¥a no son independientes; en
efecto, la ocurrencia o no ocurtencia de uno de ellos proporciona informacidn
sobte el valor comin y desconocido de p v por o tanto influye en la proba-
bilided asignada a los demds. Puede demosirarse no obstante que Iz proba.
bilidad de que ocurrdn # de un conjunto de z €n un orden determunado
sigue siendo independiente del orden elegido. Diremos entonces que los su-
cesos {4, 1 =1.2, .7 son wmrercamibiables. Formaimente

Dermvicitn 3.3.2. Uwg coleceibn { A, 121, 2, ... 4o SHCesos Son inter-
-cambiables 51 para todp subconmunto ‘fintto { Ay Hsy o, AT, 1z provabiliden
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de gue ocurran v de los n en an orden determunado es mdependiente det orden
elegido y dei subconyunto consideraso.

Obviamente, una sucesién de Bernoulli { 4, 1= ‘1. 2, ...t con p{ A4H) xb?
conocido es 1na coleccidn de sucesos mterca;nbmblres, puesji que Ja pfic?bat ;
lidad d& que ocurran # de un comuato de nes p [1—py—, mcli:pcnr g;fmo
mente del orden elegido v. del_ conpunto Conslfierado. En Hel Emmg (;cgnocido
comprobarerios que una sucesién de Ber'x}oulh con }1:1(."1;[ )=1p ae .
sigue siendo uha coleccidn de sucesos: intercambiables,

Ejemplo 3.3.3,  Aparwcidu de iumores

.Una-determineda enfermedad puede presentarse en. dos formas; .bemt,:;_rl:ta
v maligna. Fn la forma maligna; da Idigar a tumor c?ijebrak con proba01 11
dad 0.7, mientras que en-la forma bentgna esta probabilidad es tan SOK;‘ I;a.
Se sabe ademds que la forma benigna es 4 veces mis probabl@- que ka ma_Lg e.
Sea A el suceso congistente en que aparezca un, tgmor en da persm;a © O
padece la enfermedad. Demostrar gue los sucesos {4, 2.=-1 5 2. ...} son 1n-
tercarbiables pero no independientes. . -

Sea B la forma bemgna v M = B.la torma maligna de la entermedad. Omitiendc_)_, por

stmplificar la notacidn, las condiciones generalés H, sabemos qx\xc
plAfB) =01,  pALM = 0.7,
2(B) = 4p(M) = 411 —p(B)}—> p(B) = 08
Puesto que A: N B v A N.M son disjurtos vm.T unidm: es 4,
PLAN = 34 N BY 4 p(d: 0 M) = p(4:]B) p{BY + p{ A plAD

en virtud de las leves aditiva v multiplicanva (teorema 2.4.1) de la probabilidad.” En
consecnencia, .

AN =01X08 407 X 02 =022

Andlogamente,
PlA1Y A) = pld O A)B) B(B) + plAr N AIM) s
= (0,17 0.8 + (0,7F 0,2 = 0,106
Claramente,
PlAI 0 A) = 0,106 = plA,) pl4;) = 0,22* = 00484

¥, €n consgcuencia, los suceses {4, 1 = 1; 2; ... }-»o son 1ndependientes, Sin embargo Ja
p}obabﬂidad de que entre # pacienles aparezcan 2 TUMOMES &5,
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Bl&ln) = plll. BY p(BY -+ plklz. M) p(2)
% bl { » )
= { [ J 01* %095 08 + {l ]O,?"xo.j"'" $0.2
& J LR ) 4

que es mdependiente del orden en que se presenten. de forma que los { A, £ = 1, 2. st
son ntercambizbles,

34. Teoremas de Bayes y de Ia probabilidad total

Como hemos ilustrado en g Efemplo 3.3.3, la forma mds sencilla de
detettminar [a probabilidad de un suceso se basa frecuentemente en la consy
deracién de la probabilidad de ese suceso bato un conunte de condiciones
muteamente excluyentes, Asf, en el etemplo crtado, las probabilidades de que
apareciesen tumores fueron. obtenidas considerando las prababilidades de
que apareciesen en las condiciones, mutcamente excluyentes, de que la en-
fermedad fuese benigna o que tuese maligna, El resultado que vamos a demos-
Lrar a contthuacién, conocido como teorems de ia Probabilidad total ¥ tam-
bién como rercers fey de 1 probakilidad, pone de manifiesto ia relacidn entre
la probabifidad de un suceso ¥ las probabilidades de ese musmo suceso en
condictones mutuamente excluyentes,

TeOREMA 3.4.1. {Teorema de la probabilidad total.) Pare todo sucese A =

candictones H vy compunto de rucesos murtiamente exciuyentes By, By, ..., By
tales gue 8 = |) By,

&
PAH =Z PAIB, HY p(BH)

Demostracicn

SEBNBi=dyQ=uU Bi, entonces Ios sucesos del tipo A N B: son distuntes v
A= U141 B Por 1o tanto, en virtud de fa Jev aditiva

L

PAHD =z 24 N BJE

1en

Y puesta que, en virtnd e la ley multiplicativa, (A N BiEY = p(AB,, ) PBH)
tenemos el resultado buscado,

El teorema de la probabilidad total permite a menude expresar la pro-
babilidad dej suceso 1ncierto en que estamos mteresados en funddn de otras
probabilidades més sencillas de ohtener,
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Ejemplo 3.41.  Prewmro literario

En un determinado premio literario, se anuncian los nombres de los tres
finalistas A, B y C, pero se reserva el nombte del garador para més tarde,
El concursante A razona entonces zl presentador que puesto que se sabe que,
necesariamente, al menos uno de los otros dos B o C, tiene que ser eliminado
no le da ntnguna informacién sobre sus propias pesibilidades s1 le dice el
nombre ce uno de los otros dos que haya sido elimmado. ¢Es correcta su
argumentacién?

Sean A, B. C respectivamente los sucesos consistentes en que A, B o O sea el ga-
nador: supongamos que al presentador e convence el argumento del concursante 4 v e
conffa, sm mentir, que B ha sido eliminado. Si denotaings & este suceso, Nuestro pro-
blema se reduce a determmar p(Aj5) v comiprobar a1 ests probabilidad es ¢ no es igual a
#(A). Utilizando el Teoreraa 3.4.1,

plby = p(blB) p{A) + p(B|B) p(BY + plB)C} nied
= p{blA) p(A) + 0 + p(C)

v en vittud de Ja lev multiplicativa

#A N B = plAlEY p(B)
plA N BY = p{blA) plA)

de forma que

ABY = plB|A) plA)/ pldY = 2o B4}
P = o A = e e

por lo tanto, p(A|B) serd iguar a #{A), como el concursante A tazopaba al presentador s,
v solaments st, #{5|4) = p(3lA) p(A) + p(C), esto es st p(BJA) = pCH(1— p(AY, Si.
como parece reponable suponer, p(BJA) = 0,5 esto es 1 se 1uzpa que ep .cl caso de ser A
€l ganador el presentador nombrarta a B o a C con la smisma probabilidad, ento1:aces a
informecin & dada por €1 presentador seria irtelevante para A st, (A = 1 — 2p(C}. Esto
sucede s, y solamente s1, p(B) = p(C}, esto es siempre oue se mzgue que B v C tienen
micialmente 1a msma probabilidad de ganar. En comsecuencis, st p(blA) = 0.5, la intor.
macién dada por o presentador es verdaderamente urelevante pard A si en su opmidn
sus dos conttincantes tiemen la tisma probabilided de aleanzar el premio v no io es en
Cas50 contrario.

La reaccién natural en cuaiquiera que tengs que tomar una decisidn en
ambiente de imncettidumbre es tratar de redueirly incorporando cuanta infor-
macion adicional sobre los sucesos meterios le sea posible.

La informacifn del decisor sobre un confunio de Sucesos: INCIEMOS exhaus-
tivos v mutuamente excluyentes Oy, €5, ..., O, se describe, segéin vimos en el
Capitule 2, mediente unas probabilidades 2(8,H), p(ﬂzEH Yo eers .?i{ek}H. )
tales que 0 << p(BJI < 1 v Sp(BdH) = 1. El efecto de ja mformacion edic
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cional serd el de modificar o revisar estzs probabilidades. Si se Hega .z o
tener una informacién compieta, una de estas probahilidades se hard igual a2 1
v el resto se hardn 1guai a 0, Una informacidn ncompleta producird cambios
menos acentuados. Si Hamamos & & esta mfarmacién adicional, los nuevos
valotes de las probabilidades esignacas 2 los sucesos tnciertos, después de
haber obtenido la mformacién X, serdn p(§|X, H), pOX. FD, ..., p(8 X HD.
El resultade que vamos 2 demostrzr a continuacidn, conocido como Teorema
de Bayes sirve para obtener Jas probabilidades finsies p(84X, H) a partir de
las probabilidades wciaies p(B|HY vy de la relacion que exista entie la mntor-
macidn obtenids X v los sucesos inctertos 8.

El Tecrema de Bayes es en realidad una consecuencia inmediata de la
ley muluplicativa de la probabilidad, cuyo us, para determinar a probabi-
Iidad de un suceso, dada crerta mformacidn adicional,. hemos Custrado ya en
el Ejemplo 3.4.1,

T2OREMA 34,2 (Teotema de Bayes.; Para todo por de sucesos A, B y para
caalesguera condiciones H,

2A|B, H) = p(BIA, H) plAH)/p(B|H)

Demostracién -
En virtud de la iey multiplicativa de s probabilidad,
PA N BIHY = p(4|H) p(Bl4, H)
v también
plA N BLA) = p(BIF) plAlB. H)

Igualando ambas ecuaciones v aesperando p{A[B, H) se obtiene e: resultado enunciado,

Consecuentemente, en un problema de decsidn, . las probabilidades fiales
de los sucesos 1nciertos. B, Bz ..., B después de haber obtenido cietta mfos-
macién sdicional X vendrdn dadas por

p(BX, H) = p(X|0. A BOH)/pXH), +=1.2 ..,k [}
Puesto que ia probabilidad P{X|H} que aparece en el segundo miembro de (1)
e5 comin a todos los sucesos imciertos podemos escribir el resultado en
forma propercronai come :

PU8IX. HY o< p(X{B, HY p(]E) 2

donde el simboio o se lee «proporcional a», En efecte, a pactir de lg-ex
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presion (2) stempre pueden obtenerse las probabilidades deseadas puesto que
los walores de las p(8{X. H) deben sumar uno. Naturalmente, el valor de la
constante de proporcionalidad 1/p(X|H) puede deduemse directamente puesta
que, en virtud del Teorema e la prababilidag total,

HX|H) ;2 X8, H) p(6H) (3)

Ejemplo 342, Test de tubercnling

En ung campafia de erradicacién de la tubercuiosss, se somete al test de
la tuberenlina 2 los alumnos de todos los centros de Fusefianza Media, Se
sabe que la probabilidact de queé una petsona que tiene tuberculosts dé lugar
a un test positivo es 0,98. muentras que la probabilidad de que el test.dé
positivo en una persona sana es 0,05. Sabiende que un & 9% de os alumnos
a quienes se aplica el test padecen tuberculesis, determumar la prebabilidad
de que un alumno escogido ul azar, padezca tuberculosis en funcidn del te-
sultado del test de tuberculina.

Sean + y — Ios posibles resultacos del test v sea T el suceso de que el alumoo
tenga tuberculosss. Omitendo por comodidad de notacién lzs condiciones M, sabemos

que p(+[|T) =098 ¥ p(-l—if) = 0,05, esto es ios porcentajes de error del test son del
2% en caso positivo v del 59 en caso negative, v sgpemos también gue p(T) = 0,04,
esto es que la probabilidaa smicial de gue un ammno tenga ruberculosis es 0,01, Desea-
mos determmar p(T|+: v p{T[—) Utilizando (2),
P ot pHT) p(T = 0,98 X 0,01 = 00098
BT+ oc p(+HT) o(T) = 005 X 099 = 00495
00593

v puesto que p{TI4) + p(T}+) = 1,

P+ = 0.0098/0,0593 = 0,165
HT)+) = 6,0455/0,0593 = 0,835
de forma que st el test da positivo la probabilidad de tubercuiosis pasa de 6,01 a 0,165,
multiplicdndose por 16,5, Obsérvese sin embarga que, a pesar de ser reiativaments baros
los porcentates de ervor del test, es todavia cinco veces mas probable [(,835/0,165 = 5.06)

que esté sang a4 que esié tuberauioso un almno a quien ha dado positivo el test. La razén
de ello estriba en 1a pequefiz incidencus (19%) de ia enfermedad.

Andlogamente. st el test da negativo

P(Fl—3 oc p(-—IT) §(T) = 0,02 X 0.01 = 0,0002
BT ec p(~{D 5T == 0,95 % 0,99 = 0.9405
0,9407
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de forma que s1 el test da negativo la probabilidad de que el alumno fenga tuberculosis
pasa de 0,01 a 0,0002/0,9407 = 0,000213, dividiéndose por 47,

Una consecuencia mmediata del Teorema ce Bayes. es ia de que no re-
sulta razonable ssignar probabilidedes nulas 4 sucesos inciertos gue se cone
sideran poce probables. Bin efecto, st la probabilidad inieial de un suceso A
es' p{A|H) = 0 entonces, en virtud del Teorema de Baves, su probabilidad
finai p{A|B, H) también seri cero cuaigmers que sea la wformacion propor-
clonada por B. El uso de probabilidades cere o une representa una actitud
dogmdtica, pocas veces compatible con la investigacién clentifica, Asf por
ejernplo, et un problema de diagnosts, se podrd asignar yna probabilidad muy
pequefia a enfermedades que se consideten muv poco probables pero. en ge-
neral, ho serfa razonzble asignatles probabilidad cero, para cubttr la posibi-
lidad de que los datos clinicos (o eventualmente la necropsia) demosttaran
que la 1mpresién inicial era mcorrecta.

Ejemplo 3.43. Dizgnosts

Un médico duda entre tres enfermedades posibles en un paciente, que
denotaremos por £, E2 v Hi. A la vista del estado general del enfermo, Er le
parece la causa mds probable de Ia dolencia, tres veces mds probable que

. cuplguiera de las ottas dos. Sin embargo, ordena un andlisis de sangte v

resulta que los resuitados X del andlisis se asocian rara vez con Ej, muv fre-
cuentemente con E; v a menodo con Fi de forma que p{(X|Ei) = 0.1,
PXIE) = 0.2 v p{X|Es) = 0.6, ¢Cudl es la probabilidad fina: de cada una
de las enfermedades?

Claramente, omitienco por brevedad las condiciones H,

B = 3p(Fa) P(E:) = 06
D{E:) = 3p(Es) > p(Ex = 0.2
pED + plE) + plEd = i l p(Es) = 0.2

Por otra parte, en virtud del Teorema de Bayes,
BB &) oc p(X|E1) plEx) = 0.1 X 06 = 0.06
HEIXY o p{XIEs) p(E) =09 %02 =018
PELXY oo BXIE) p(E) =06 x 0,2 =012
036
¥, BN COMSECUEnCia,

MEIX) = 0.06/0,36 = 1/
HEAXY = 0,18/0,36 = 1/2
AEX) = 0,12/0,36 = 1/3
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¥, bor tanto, fras observar los resuitados del andlisis la enfermedad By resulte tres veces
menos probeble gue B, como causa de la ateccidn.

35. Anilisis secuencial

Cuando la mformacidt. adicional sobte los sucesos inclertos se obtiens deo
forma secuencial. el Teorema de Bayes puede ser aplicado sucesivamente uti-
lizando cotno probabilidades inictales ¢n cada fase las probabilidades finales
de la fase anterior.

Supongamos por ejemplo que se desea obtener informacidn sobre un de-
terminiado suceso wmcierto A, para lo que se realizan dos experimentos cuyos
resultados son Bi v B. Entonces, segin el Teorema de Bayes,

PABL By, HD = p(Bu, Bi|A, H) ptA[H)/p(Br, BijH) (1)
pero, en virtud de la ley muliiplicativa de la probabilidad

p(By, B A, H) = p(BiA H) p(ByfBs, A, H} (2)
2By, BilH) = p(Bi|H) p{By|B1, I (3)

v sustituyendo en (1)

X P(Bz!B[. .A., H) p(.B1 .A_, H)
AlBy, By, HY = v -
PAIB By H) = — e B DA,
P{leA, BL, H)
= p(A|B;, M {
s PR o
puesto que segiin el Teorema de Bayes,
pA|B, H) = p(Bild, H) plAJH)/ p(BiH) {5)

pero la expresidn (4) es de nuevo ¢l Teorema de Baves, incorpotando la -
formacién B, una vez conocida la informacidn B el compunto (B, H) hace
en [4) el papel que II hace en (5) v Bz juega en (4) el papel que Bi jucga
en (3).

Ejemplo 35.1. Prueba dei gicoboi

En muches paises existe una ey que relaciona el dereche a conducit con
el contenida de alcohel en ia sangre. Un test rdpido. realizade por la policta
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con un aparato portétil, tiene solamente una probabilidad 0.8 de ser correcto
enire las personas que la peliciz controla, esto es, de dar posttivo si et con-
tenida de aicohol en la sangre estd por encima del limrte legal y de dar nega-
vo en caso contraro, Aquellos conductores a quienes el test efectuado pot
Ja policia les da positivo son sometidos en fa comisarfd ¢ un test mis rigu-
toso efectuado por un médico. Este segundo test nunca ds tesultados then-
rrectos con un conductor sobtio, pero da negativo en &l 10 % deé Jos con-
ductores detenidos que habfan, de hecho, sobrepasado &l Hmate legal, debido
al tlempo transcurrido desde su detencién. Suponiendo afabos tests mdepen-
dientes, determinar |4 probabilidad de que unh conductor que ha scbrepasado
el limite legal no sea sancionado, en funcidn de ia probabilidad p de que sea
controlado por la polica cuendo ha bebido, Supontendo que le. probabilidad
de ser controlado pot la policia es 0.5 cuando se ha bebido més de lo legal
v 0.1 en caso contramio, v que el 15 % de los conductores conducen con mds
alcohol en ia sapgre del permitido legalmente, determmar:la probabilidad
de que un conductor haya bebido mds de lo iegalmente permutido en funcion
de los resultados de los tests.

Omitiendo por sencillez de notacién las condiciones generaes H de! problema, deno-
tando por B el suceso de que cl conductor hava bebido mds de lo permitido, por
Py Ny Py N> 1os de que el praimer v el segonte fest respoctivamente den positives o
negatvos, ¥ par D el suceso de que el conductor sea detenido pot la policla v sometido
at primer test,

p(PD, Bl =03, PPID. BY=02
22D, BY =03, MBI By=0
v B(DIBY = p. La situacién puede deseribirse mediante un drbol es ja forma sigutente

sAncidn

no sancidn

no sancién

no sancidn

NG sancign

La probabilidad de que un conductor que he sobrepasado el Umite legal sea sancicnado
e pues X 0.8 % 0.5 =072p y por tanto ia de mo seda 1—0,72n. $i, por efempio,
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existe mma prababilidad del 50 % de ser controtado por ia policia cuando se ha bebido,
entohces exste una probebilidad 0.64 de no ser sancionado,

5i sabemos que p(D{B) = 0.5, p(D|§)=0.l v p(B) =015, entonces, por Teorema
3 de Bayes,

2(BIDY oc p(D[BY p{B) = 0,5 x 0,15 = 0,075 - -
2(BID) o0 #(DIBY p(B) =04 X 0,85 = 0,085
de sarma que p(BID) = 0.075/0.16 = 0469 v p(ED) = 0,531, De torma andloga, sc
encuentra p(BlD‘)"£'0.089.‘
Aplicando de nuevo el Teore_m;a_r;;;,l _]Iii-.ayes; .
- HEDs P} o pPID, BY pBDY = 08 0469 = 03752
2BID. Py ec p(;

BY HBIDY % 023 0331 =0,1062

BB, P1) = 0221, De manera

de forme que »(B[D, Py} e 0,5752/0,4814 = 0,779 --‘v"-%-p'
totalmenze andloga, se encuentra que

P(BID, Ni= 0181 p(B|D, NiJ = 0819 o
51 el prmer test da negativo el segundo va no se realiza: s1 el Drimer test da positive
tenemog, aplicandq ng vez mes. of Teorern, geBaves,. ..., e o

LMD

T BDTP, PY cé p(BIPL Dy #ED, Py
v (BIELPL P o plPPyD

) p(BID P

wil

pero como- Jos: testison - independientes,: p{F, Py, 12,.B) = p[F| Dy B) VPP D By &
=WPD. By de forma que’ T

) 2BID, Py PYoc09 % 0779 = 0701t
) o _‘0'7011
v, pot tanto HBD, P, Po=1t y yED. P By mo,. .

Anélogqmente, St €l segundo test da negativo, .
e p(BID; PNy o¢ MR, B)HBID, P) = 8,1°K 0,778 = &qﬁe”'_
- 'MEJ.]?' Py Niyoc pNAD, B) p(BID, Py =1 0221 =05310°

.- : 10,2989 -
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puesto que p(NuD, Bl =1 —p(BID, B) v andlogamente p(Ny[D, Bl = 1—p(PD, B
consecuencid,

(8

D. Py M) = 00779/0.2989 = 0,261 v p(BID, By, No)= 0739

Los resultados cbtenidos pueden resummse en ¢l siguente diagrama que describe los
czmbios que sutre la probabilidad de B. esto es la probabilidad de que el conduetor tenga
un contenido de alcohol en la sangre mavor del legatmente permitido, en funcidn de Iz

nrormacién propercionada por el hecho de ser detenido v por los sucestvos tests a que
es entonces sometido

Ejemplo 3.52. Valor de lo wmiormacicn

Una empresa farmacéutiea se plniea la posibilidad de fatwar ai mercado
un nuevo antigripai. Los beneficios que puede obtener dependen de la pro-
porcién € de médicos que o recetan. Un equipo de marketing les ofrece Ia
realizacidn de una encuesta para reducir Ja incertidumbre sobre 8. Simplifi-

-cando el problema, puede suponerse que fa proporcidn § de médicos que

recetatfan ¢l nuevo antigripal puede ser altz (8;), media (8;) o baw (B} v
que fos beneficios que la empresa puede espersr son, respectivamente, 5,1
¥ ~— 3 millones de pesetas, La informacidn micial de la empresa farmacéutica
permite supener que p(f;) = 0.2, 5(8) = 0,5, p(8;) = 0,3. La encuests pto-
puesta puede aconserar la produccién {x = 1) o desaconsejaria {¥ = 0} v las
probzbilidades de que el resuitado e la encyesta sea acomselsr la produc-
cidn, en funcidn de 8, son plx=1]0;)=0,9, pix=1[8)=0,5 ¥ plee=1]8)=0.2.
Supontendo la utilidad proporcional al dinero, determinar el precio miximo
que debe pagarse por la encuesta.

81 denotamos por 4. 14 decisidn de €hcargar Iz encuesta, por 4, la de productr €
Tueva -antigripal v por ¢ el coste de la encuests, ls situacién pucde ser descrita mediante
el drbol de la figura. Asi. & se acepta 4 encuesta, v esta proouce uh resultado positi-
VO (%= 1), pueden ganarse 5—¢ 1—¢ © 3¢ millones, con probabilidadas
#Blx = 1), p(0fr=1) v 28 = 1) respectivamente, Estas probabilidaces pueden caleu-
larse mediante ¢l Teorema de Baves. Fn efecto,

¥, bor tanto,
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PBix = 1) oc pix = 18 p(8) =09 x 02 = 0,18
p8ilx = 1) ce plx = 18] p(8) = 0,5 x 0.5 =025
HOlx = 1) oo pe = 1]8) p(8) = 02 x 0,3 = 0,06

049 = plx = 1)

Pl = 1) = 0367 {8y = 1) = 0,510 2l = 1) = 0123
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de forma que la utilidad esperada de producir (d,} cuando el resultade de 14 encuesta
lo aconserz (x = 1) es

La encuesta debe encargarse s, ¥ solamente si, 4™(d.) > y¥, d;) esto es si 0968 .— ¢ = 0.6
y hox tanto ¢ < 0,368. Asf pues ol precio manmo que debe, pagarse Jpor la encuaests es
368.000 pesetas. Si el precio ¢ de la encuesta es inferror 2 368.000 vtas., la eserategra
fsucesién de decisiones) éptima e encargarla. v actuar segin su resultadn, &sto .es pro-
duciendo si fa encuesta 1o aconsela V N0 Droduciendo et caso contrario, .con Io que se
fiene una utilidad esperada de 0963 —¢ millones de pesetas, Si el brecto ¢ de ia ep-
cuesta s snperior & 368.000 pesetas, Ja esttategra Gptima es no entargarla y pasat a-pro-
ducir €l andgrpai, con una utilidad esperada de 0.6 millones de pesetas,

el = 1) = 0,367 {5 —e) 4 0,510 (1l + 0123 {—3—¢) = 1,976 e

Obwviamente, ja utilidad esperada de no producir (d,) cuando &l resultado de la encuesta
es ¥ = 1 g5
ﬂ*(dle‘ =1l=—¢

— 'S"
En consecuencia, si-gl resultade de la encuesta es X = l_udcbe tomatse la decisidn
de producit, ¥ se tiene nma ntilidad esperada de 1,976 — ¢ millones.

3.6. Asignacién de probabilidades
Andlogamente si el resuitado. dé la encuesta es x = 0, tenemos que En P

e En et eapitulo segundo ha sido establecida la necesidad axtomética de
cuantificar mediante probabilidades mmestta informacién wictal sobre Iz peia-
tva verosimilitud de fos sucesos inciertos que pueden afectar a las conse-
cuencias-de las dectsiones. Se advirti6 entonces que, aungque se daba runa
definicién constructiva de Iy probabilidad, éte no era hecesartamente el mejor
méiodo de asignar probabilidades, En esta seccidn nos ocuparemos de desa-
rrollar algunos métados alternativos,

BB = OVt bl = 0)8) P =01x02=002
Bilx = 0) oc plx = 0j6)-5(6:) = 0,5 X 0,5 = 0,25
p(Bilx = 0 oc plx = Off) 2(8:) =0,8 3 0,3 = 0,24
o 051 = pix = 0)
¥ por tanto
Pl = 0).22 0,039 p(Bfx = 0) = 0490 p{ﬂél-x‘_——— M = 0471
de torma que f4 utiliddd esperada de productr (4} cuwando eftesultado de ia encuesta
lo desaconseia (x ==0)-es~,

“u¥{d|x =.0) = 0,039 (5— e} = 0490 (I —¢) + 0471 [—3 — ¢} =1 0,728 —¢

que es5 menot due #*(dlx = 0) = —e. “Pnr---i.o tanto. s1 el Iesuj'z:%o de la ;élacze;taq ::
x =1, la decisién dptima es no producir, condo que se haord perdido la can 3
COStO la encuesta, .

Por otra parte, la probabilidad e que la encuesta aconsere procucir, es, en virtud
del teorema de ia probabilidad total,

que ln opetacidn en cuestién ha tenido €300 en situactones «similares»; pero
es obvio que la declaracidn de «stmilaridady entre determnadog paclentes es
U juicio subjettvo del cirano y que, ademds, Ia probabilidad que asigne
dependetsi asimismo, y muy notablemente, de jg mmpresién que tene el crru-
18N0 sobre el caso particniar que presenta el paciente que va a operar. Bl ¢t
ruano deberd coordinar ambog tipos de mformacién para asignar de forma
razonable Iz probahilidad que necesita,

ol = 1) = pix = 118 p{6) + pix = 10 p(8 + plx = 118, .£(0s)

Esta suma va ha side caicuiada, obteniéndose p(x = 1) =049, Andlogamente
plr=0) =051, o
En consecuencis,. la_utilidad esperaca st se encarga la encussta es
w#Md) = wildx = 1) ple = 1) wtd |k = 0) plx = 0}
= (5761 X 048 =0 X 051 =2 0.968 — ¢ Exzisten muchas técnices disefiadas paza especificar probabilidades, Fn ge-
neral. se basan en pedir &l decisor que &lija entre una serte de opeiones alter-

hatives disefiadas de forma que les probabilidades buscacias puedan deducirse.
de sus tespuestas.

Finalmente, 51 no se encatga la encoestd. la utilidad esperaca de progucir es, ntili-
zando las probabilidades .lniciuales,
: Md) = 02X 54+05%X 1403 X (—D=06 ) e
#ildr) Supongamos, por elemplo, que deseamos obtener la probabilidad p{A|H?.
que, en las condiciones H, el decsor asigna al suceso A, Una forma de ha-
cerlo consiste en pediy al decisor que, en igs condiciones H, eliia entre

. Ry .
mientias la de no producir es obviamente cero. En consecuencia, m.udgmsmn optuma &
To s¢ eheargd. Ja.encuesta es producir, con utilidad esperada ae 0,6 millones.
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(I} quedarse como estaba {status quol
(i) reeibir X st sucede A o recibir ¥ en’caso contratio.

Modificando convententemente X e ¥ obtendremos un par de valores Xo
v Yo tales que (i) v (i) resultan sgualmente deseables para el decsor. En tal
caso. St representamos pot § la situacién de starus guo fendremos, en virtud
de los primcipios de coherencia

S ~{X|4, Y|A} (1)
#8) = w(X) plAIE) + al¥) {1 —plAH)}
#( Sy u(¥
e (2)
"

Un caso particuiar muv frecuente es que X ¢ ¥ sean respectrvamente un
beneficio v una pérdida moonctarios. Si las cantidades wvoiucradas son sufi-
cientemente pequefias parz que la utilidad pueda considerarse proporciona
ai dineto, tendremos #$) = 0, #(X) = aX v (¥ = — 2Y, donde 4 es una
constante de proporcionalidad. Consecuentemente, {2} se reduce a

0+day Y

= (3)
X 4 a¥ X+7Y

PLAJHY =

que resulta, de hecho, mdependignte de la constante de propoxcionalidad «
elegida.

Si el decisor fuese perfectamente coherente, la probabilidad obtenida con
otros pares (X, ¥3) que satisfagan la condiccibn (1) deberfa set la misma. En
general, no io serd, perc la media de los valores obtenidos serd una estima-
cién razonsble de la probabilidad que el decisor asigna al suceso A en las
condiciones H.

Ejemplo 3.6.1. Proudsizco de un partido

Una persona encuentra fusta una apuesta seghn la cual recibe 600 ptas.
st un determinado partido lo gana el equipo local v debe pagar 1.000 ¢l caso
contrario, y upa segunda apuests segiin la cwal recibe 1.200 en caso de empate
v debe pagar 400 st el empate no se produce. Suponieride la utilidad propot-
cronal al dipero, deducwr Ia probabilidad que tal persona debe astghar, si €S
coherente, @ uha victoria del equipo visiiante,

8i I represents una victoria local, X un empate ¥ V una wictora del equipe visi-
tante, tenemos que
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status quo ~ {G00[L. —1.000X U V}

stainus gquo ~ 1 1.2000X, « 4001 U ¥V}
¢ por Jo tanto

0= 600p(L)—100041—p(L)} — piL) = 0,625

0=1200p(X)— 40011 —p{X)}— (X} = 0,250
de torma gue

PV e 1 — ptL) — p(X) = 0,025

Otra forma de obtener probabilidades que deseriban a informacién de
que dispone una persona que ya conoce el concepto de probabilidad es, por
supuesio. preguntarselas directamente. En tal caso, puede ser conveniente
proporcionar a esta persona un estimulo gue le impulse a tealizay un andlists
cuidadoso de Iz informacion de que realmente dispone; este estimulo suele
consistir en un premie cuyo valor esperado, para la persona que asigna las
probabilidades, sea méximo cuando deseribe exactamente la informacién que
pasee.

Supongamos, por elemplo, que, en las condiciones H, se trata de asignar
probabilidades (ps, g2, ..., pr) a los sucesos incertos mutiamente excluyentes
(61, 0z ..., 0;), de forma que 0 =<5 gy =5 1 v Zp: = 1. Llamaremos §* al suceso
incterto que finalmente tuvo tugar, Nos proponemos detetminat una funcicn
de pago #. de forma que #{{py, vz, ..., pr), 6} determme el premo obtenido
por la persona gue asignd tas probabilidades, una vez ohsexrvado el suceso 0F
que ha tenido finalmente lugar {*).

Obviamente, la funcién de page # debe ser definida de forma que

{iy estumule a meiorar la wiormacién, exigiendo que ol premio obtenido
sea una funcién creciente de la prababilidad p* asignada al suceso 0*
que finalmente tuvo lugar.

(i) esumule a decw i@ verdad. exigiendo que el premolo esperado sea
méxmo cuando la distribucién expresada describa fielmente la m-
formacidn de que se dispone.

Good (1571} ba puesto de manifiesto que todas las funciones ce la familia
£ A £y N -
wl(ps, oo i), B} = —T [{p*/(ZpxMete— — 1] 4- B (4)
— 1l
con o > 1, A > 0 v B arbitraria verifican tales condiciones.

(*y Fsta funcidén de papgo es un efemplo sofisticado de funcidn de utilidad. En Ja
Seccidn 7.3 se describen aigunos procedimientos gque tacilitan ia especificacién de utilidades,
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En etecto. (4) es obviaments una tuncidn crecyente de p¥, la probabilidad asigrada a
suceso gue finalmente tuve lugar.

Ademds, dervando parcialmente respecto a ias fi Jgualando a cero v resolviendo el
correspondiente sistema de ecuzciones se comprueba - que el walor esperado del premie,
esto es

‘o4 .
Z{—- E{pi/(E peWapa — 1] 4 B p(0.H)
=\ O —- L - J

f=

£5 MAXINOG s, v solamente g1, py = 2(8ilH), conae las p{BJH) repressntan Ias verdaderas
opimones del decisor.

Ejemplo 3.62 Calificacién de exdmenes .

Para obtener la mixima informacién posible de wna pregunta con res-
puests miliple debb: expirse que se asigne uma 'distribucidn de probabilidad
‘sobte las posiblés-respuestas -que “déseriba Tos conocrrntentos del alumno, en
lugarde limitarse 4 pedir que se sefale la-respuesta que parece mds aprapia-
dd.Asl 51 la” pregunta tiene % tespuestas propuestas &; ..., 8z de'las que se
‘sdbe:que una, ¥ saldmente-una; es corvecta. & alumno ‘debe 4signar proba-
bilidades p; = p{8}E), dondé H son sus conocimientos, tales que 0 << p; <1
v Epi = 1. : T

Para calificar tales cotitestaciones "hastz, de actistdo con la ecuacidn (4),
con. asignat

A
o—1

e fepe— — i1 + B (5)

puatos, donde p; = p(GlH) v »* = p(0°[H), a una pregunta cuya contesta-
cién correcta era 0% Las constantes A, B ¥ o sirven para elegir la escala de
la puntuacién,

Naturalmente, se obtendrd’ una puntuacidn mexuma st s¢ asigta probabi-
lided vno. 2 iz respuesta correcta (y por lo fanto-cero a las demds) v mintma
s s¢ asigna propabilidad uno 2 una respuesta mcotrecta {afirmando poz lo
tanto, de forma categérica, un etror). Se pretende determunar ias constan-
tes A, By o de*forma-gie, con-& respliestas propuestas

)2 se obtengan M puntos por una respuesta correcta:(informacidn pet-
Aectd) - : - = :
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(ii) se.obtengan »zm puntos con una distribucidn uniforme (1/k, ..., 1/F)
{informacidn muala}.

(fil) se pierdan m puntos por la afirmacién categdrica de un error (falsa
informacidny,

El valor de (5) coando p* = 1 {y por tanio el resto de ias p; son cero) es simpie-
mente B, En consecuencra, (i) 1mplica B = M.

El wvalor de {51 cuando exaste. una Pi= 1 distmta de p* (y por lo tanto las
demas probabilidades son nuies) es B Aftg—1), ¥n consecuencra, (i) implica que
A=1c—1) (# + 7).

Pinalmente, ei vaior de (5) cuande tadas las probabilidades valen 1/% es

TRwle 1y 4 B

o*L—1

¥ por lo tanto (i} mmplica que

(M4 m) (Rl 11 4 M = gy
esto ¢s,
g f wt -l
a = log(k)/ $loglk) 4+ log | ~———
o )/ﬁ\og( O.:[M+m JS

S8i. en particulat, M =2, m = Lo#=025 v £=4 resulta A =5141, B=2 v
&= 2.714 con lo que:la calificacidn de una cnestidn &n.estas condiciones, viene dada por

e /Epe el — 1y con a= 2714 ()
donce p* es la propabilidad asgnada a 1a respuesta cor:;cté.

La tabls de la pdmna sigmente broporcione " glgunos valores numéricos de la expre.
5ién (6) para distintas asignaciones de probabilidad suponiendo, sin pérdida de generalidad,
que la respuests corrects era fa primera. Observando (8), resulta obvio que una petmuta-

cin de ias probabilidades asignadas o {as resphestas incorrectas no aktera la puntuscidn
obtenida,

Como guetiamos, la puntuacion oscila de 2 a — 1. decrece con ia probabilidad asg-
ndda @ la respuesta verdadera, ¥ es 025 cnandd no se saba mostrdr pretereiicra alguna
entre- 128 cuatro-regpuestas posibles. Putde observarse ademés que. pars un mismo valér
de p.la puntescidn es ligeramente mds atta-cuandoe el resto de Iz unidad. de probsbilidad
se distribyye de forma equilibrada entre las respuestas equivocadas;.'esto resulta: razonable
cuando se piensa que asignac una probabilidad aita g una. respuesta equivocadd s mos-
tratse convencido de un error. Finelmente, es oowio a Id vists de {6) que s 5 asigna
probabilidad cero a Ja respuesta correcta la puntuacién es — 1 cuslescrmera que sean lag
demas probabilidades asignadas,

37. Discusidn y referencias .

Las principales: propredades smatemiticas -de la: probabilidad se--conocen:
hace -siglos, pers o -fueron rigurosamente: establecidas hasta :que. Kolmogo-
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o= pt ” 03 ) “
100 0.60 0,00 0,00 2,000
0,50 0,10 0.00 0.00 1995
0.80 0.10 0,10 0,00 1987
0.80 0,20 0.00 0.06 1957
0,70 0,10 0.30. 0,10 1,971
0,70 0,20 0,10 0,00 1,929
0.70 0,30 0,00 0,00 1,824
0,60 0,20 0.10 0,10 1,881
0.60 0,20 0,20 0.00 1,822
0.60 0,30 010" 0,00 1,731
Q.60 0.40 0,00 8,00 1,502
0,50 0,20 0.20 0.1¢ 1,704
0,50 0,30 0,20 0.00 1,502
0,50 040 0.10 0,00 1,267
0,50 0,50 0,00 0.00 0.936
0.40 0,20 0,20 0,20 1.365
040 0,30 0,20 0,10 1,200
0.40 040 0,10 0.10 0,505
040 0,50 0.10 000 0,546
0.40 0,60 0,00 0,00 0,249
0,30 .0,30 0.20 0,20 0,615
0.30 0,30 0,30 0.16 0483
0,30 040 0,20 0,10 0.344
0,30 0,40 0,30 0.00 0,215
0,30 0,30 0,20 0,00 0,042
0,30 0,50 0,10 0,10 0.072
B,30 0,60 0,10 0.00 — 0,167
0,25 025 025  -025 0,250
0.20 0,30 0,30 0,20 —0.194
0,20 0.30 0,00 0,00 —0725
0,10 0,30 0,30 0,30 —0,774
0,10 090 0.00 000 — 0931
0.00 040 0,30 0,30 — 1000
0.00 1,00 0.00 0,00 — 1,000

tov (1933) propuso una defintcién axiomstica basada en las propiedades de
las frecuencias relafivas que considera a Ia probabilidad come un caso par-
tienlar - de medida finita en que el espacio total mide la unidad, El necho
notable de que ios grados de creencis se comporten de generdo con las mis-
mas leyes que las frecuencias teiativas {Teorema 2.4.1) da lugar 2 una teorfa
unificada de Ia probabilidad, independiente de la intetpretacidn que se e
atribuya,

La mavor parte de los textos de teorfa de ia probabilidad adoptan 2 de-
finicidn axtomdtica de probabilidad de Kolmogorov, basada en, probabilidades
«absolutasy. a Ia que afiaden una definicidn ‘ce probabilidad condicionada.
Puesto que odas las probabilidaces son condicionadas [ aungue a menudo se
omitan las condiciones para abreviar a hotacién) parece més oporfunlo dess-
srolfar Ja teorfa de ia probabilidad partiendo directamente de las propredades
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.. de las probabilidades condicionadas. Estas propiedades (las del Tecrema 2.4.1)

tueron tomadas por Renvi (1962/1366) como base de su definreidn axroms-
tica. Bl texto de Lindley {1965) se basa en esta misma definicidn.

Las libros de Feller (1957/1966) ¥ Gredenko (1962) se ocupan de ias
propiedades matemdticas de la probabilidad 2 un nrvel relativamente elemen-
tal. Con respecto 2 la interpretacidn de la probabilidad. son importantes Ios
trabgjos comterddos en Kyburg & Smokier (1964) v ios de Laplace {1812/
1912), Keynes (1921), Jeffreys (1939/ 1967), Rerchenbach -(19€9), Braith
watte (1253}, Carnap (1950), Good (1950), De Fipetti {1970/1975} ¥
-Fine (1973),

No nos hemos ocupado apenas del lado combinaiorio de 1a probabilidad
cuyas aplicactones se centran cas: exclusivamente en los Juegos de azar, Cast

.todos ios textos de probabilided incluven una discusién elementa] de combi.

natoria: puede consultarse, por efempla, Feller (1957/ 1968) 0 a un mvel mds
eiemental DeGroot (19751, Tos libros de Whitworth (1901) v David & Bar-
ton (1562) tratan estos problemas de torma monogréfia.

El postutado de o-aditrvidad es aceptado de forma easr umiversal debido a
la sumplificacién matemitica a que, segdn veremos, da iugar. DeGroot {1970
da ua razonamiento sobre su piausibilidad. Una notable excepeidn es De Fi
nett; (1970/1975) quien desarvolla su Teoriz de in Prodabilidad sm utitizario,

En nuestto tratemmento del Teorema de Baves, hemos subtayade su un-
lizacién ststemdtica para mcorporar mformacién adicional, Esta es una carac-
teristica especifica de la escuela Bayesiana de inferencia dentro de cuvos pre-
supuestos estd escrito este libro. Conviene subragar stn embargo, que el
Teorema de Bayes, como tal Teorema, es un resuitado matemdtico que se de-
duce mdiscutiblemente de las propiedades e la medida de probabilidad; es 1a
interpretacién de las probabilidades como grados de creencla, y no el conten-
do formal del Teorema de Bayes Io que se haya sufeto a controversia,

Existe una tmportante bibliografia sobre et tema de In asignacidn de pro-
babilidades. La referencia clave es Savage {1971); dos trabajos recientes so-
hre cste tema son los de Murphy & Winkley (1975) ¥ Spetzter & Stasl
von Hoistein {1975). Son importantes los comentarros e Lindley (1978)
schte la conveniencia de «extender I conversacidny ¥ estimar varias pro-
babilidades relactonadas entre si por las leves de la probabilidad como,
por eemplo.  p(A), p(B), pABY v pA|B) que deben cumnphir
DA) = p{A|B) p(B) + pAlH) {1—p(B)}; en efecto, esto permte verii-
car la coherencia del decisor v mejorar ia precisidn de sus estimaciones. La
idea ha sido recogida en Bernardo & Basulio (1578,
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PROBLEMAS

1.

'S¢ sabe que entre los 120 estudiantes de una residency
“aang, 30 qué’ estudian Farmacia ¥ 20 gue cutsan ambds

A las elecciones para la alcaldia de une ciudad se presentan tnicamente tres can-
didatos 4, B v C. §i se ruzga que P(AY = p(B) = 04, construar el espacio probabi-
listico relevante 2 am problema de decisidn cuyas consecuencias dependen del can-
didate elegido.

Se sabe que el 1% de Jos individuos de upa poblacién son daltdnicos, Determnar
el tamafio mimmo # de una muestra de esa poblacién para que la probabilidad de

‘que conzenga 21 menos wn daltdnico sea como minmo 095,

Determinar la probabilidad de obtener 8 unes en 10 fanzamuentos de dado, Repetir-
el problema suponiendo que se asigna probabilidad 1/4 & que el dado esté cargado
de torma que las probabilidades de obtener . 2,3, 4, 5 0 6 sean respectivamente

149, 176, 176, 1/6. 1/6. 2/15. .

- Una parera ha tenide- tres hijos. varones consecuuvamei,ﬁg. Se ave. a.memdo argu-

mentar que es mds probable fue £l cuarto nactmientofsea el de uma. pnifia puesto.
qué se sabe gue. aproximddamente, hay el mismo himero de hactmientos de cads
sexo. -Comentar Ja falacia del” argumenta,

vay! 60 que estudian Redi-
estudios simultineamente.
Determugar Ia probabilidad de -gue uno de ellos, escagido al azar, estidie ‘Medicisa

0 Farmacia v.i4 de que wo estudie ambas smultineament, Calcular, adesiss, fa pro-

babilidad de que estudie Medicina un alumno el gue va se sabe que estudia

-. Farmacia,

* lidad de gue’ ts:.l'i:ivectab]q perteneciese a la cam B

Tenemos tyes. cams de- invectables; la-car A contiene 10 unidades,- de Jos tualds 4

-estin aiteradas; ia-cara, B, 6 con una aiterads ¥ la caja £, 8 con tres alteradas.-5i-

SSCOZEMOS Une.cafa al azar, ¥ extraemos un ivectable alterade. ¢Cudl s 1a probshi-

'Se dice que en lif condiciones H la ocurrencta de "B favorece la :i_i'e A st
PAB. H) > pAIHD. Supongamos--que, en las mismas ‘condiclongs, 'la Geurtercia

de A favorece la de B v la ocurrencra de B tavorece I .de ¢Es cierto entonces
que la ocuriencm de A tavorece da 'de C? Demostratlo ex caso afirmatvo © dar un

© contrag|emplo-en caso.negativo,

- Un médico cree que su pacents- tene una de tres enfermedades 4, B,:C (cada una
de las cuales es incompatible con ias otras dosi cuvas probabilidades sen, .respec-.
tivaments,

HA =02 p(B)=04 HC =04

"Las tres enfermedades esigen una- intervencidn qwrdtgifa para s curacin, La
" probabilidad de émito-de dicha intervencién depende de laenfermedad del pacrente,.

vV 50 estimacidn por el médico es ia sigutenge; . i o
plEuiteld) = 05 p(HExiro)B) = 08 p(BxetolC) = 0.7

¢Cudl es la probabilidad de éxito para la mtervencién quirdrgica?, ¢y la de
fracasq?

9.

10.
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Un test médico disefiado para ja diagnosis de una entermedad detecta dicha enteg.
mecad en el 909 de los pacientes que 13 padecen v que son sometidos ai mismo,
pero da también positivo en el 2 % de personas que sin padecerla son sometridos
al test. $in embargo, al pasar el test a una poblacién determinada, €l porcentae de
contestaciones nada menos cue positivas del test correspondientes a personas mo
afectadas por la enfermedad es del 50 %, Explicar este hecho en tuncidn de lz pro-
porcin de persenas no afectadas por la entermedad er ia poblacidn estudiada.

Un paciente que pienss que puede tenet cdncet consulta.a um médico 4, del que
sabe que diagnostica cdncer umcamente al ‘60 % de los que lo tienan v nunca a los
que ne o tienen. Bl médico 4 no 1e diagnostics cdncer pero, para estar mis $€guro,
consultz a otro médico B del que sabe que diagnostica edneer ol 80 % de Jos que lo
tienen v 21 10 % de jos que no to tenen, ¢Qué probebilidad micial de tener céncer
debe tener e! pactente para que la propebilidad finat, después dé que w1 A mt B Je
hayan diagriosticedo cdncer sea todavia 0,57 ¢Y para que sea 0,17



Capituio 4

Cantidades aleatorias

En este capfmlo. se mtroduce el concepto de cantidad alegtoria
pata poder fraducir el espacio probabilfstico relevante a un contexto
numérico mds féeilmente manipulable.

Se aefine 1a runcidn de distribucitn de une cantidzd aleatoria, pa-
niendo de manifiesto que conttene toda iz 1nformacidn que puede
necesitarse sobre ella. Se distingue entre cantidades alearotias discre-
tas v contimuas, v se Introducen las densidades de probabilidad, 1a-
sistiendo en su imterpretacidn intuitiva. Se estudia el concepto de
fumcidn ae una cantidad aleatorts,

Se definen v estudian los momenios de una distribucién de pro-
babilidad, pomuends de manifiesto 1z torma en que permiten una des-
cripcldn aprowimaca de la distribucidn. Se introducen las tunctones
generalrices subrayando su doble utilidad para idéntificar una dister-
bucidn y para obiener sus momentes.

Se wntroducen los vectores ateatorios o cantidades alestorias mul-
tidimensionaies, se definen las cotrespondientes distribuciones margy-
nales v condicionales, v se estudian ias funciones «de vectores afea-
torios.

E Resulta conve: zente poder representar de forma tumerica el espacio pro-
babilistico que describe una determinada sttuacién increrta, Utilizaremos para
ello una tuncidn que asocie vn ndmeto real a cada uno de Jos elementos del
conjunto de referencia. A ests funcidn se le suele lamar variable aieatorsa,
elgo maudire trarandose de una funcidn. De Finetu propuso llamarle cantidad
@leqioria, sugerencia que nosottos Remios aceptado. '
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4,1. Cantidad aleatoria y funcidn de distribucicn

En algunas situaciones, los sucesos inctertos relevantes en un problema de
decisidn pueden expresarse directamente en forma numérica; asi, por elem-
Plo, aunque ¢! estado de salud de un paciente es dificil de medir directa
‘mente podemos cuantificar distintas caracteristicas suyas: temperatuzi, pre-
sién sanguinea, cantidad de hematfes en la sangte, etc.

En otras situaciones, sin embargo. los stcesos inciertos relevantes no son
de tipo numérico; asi, los efectos de un trafamtento hormonal dependen de
que ei. paciente sea hombre o mayer y Iz incidencia de una enfermedad cieper}-
de de la regidn geopréfica consideracla: s embazgo. con obieto de poder tra-
bajar siempre en términos numéricos se procura, en estos casos, gsigngr un
mimero a cada uno de los posibles sucesos mcrertos. Asi, podriamos astgnar
el ndmero O 2 Jos hombres v el 1 a las mueres, ¥ podriamos asignar a cada
regidn geogrifica su extensién, su altura méxims. o simplemente su nimero
por orden alfabético. Unn camtidad atearorsa es nna fancién gue asigna un
nomero 2 ¢ada suceso increrto. Més formalmente,

Dermicion 4.1.1. Dado un espacio provabilistico (Q, Z. P), una cantidad
aleatoria es mna funcidn gue asocta un nimero redi 2 cada eiemento de (b,

En realidad, no todas las funeiones sirven como cantidades amleatoras, En etecto, ios
SUCES0s en gue estamos Iteresados en la recta rea: son los intervalos o sus combinacro-
nes. Queremas, pues, definir la funcidn de forma que la imAgen inverss de cualguier meer-
valo real sea nn suceso pertencciente al dlgebra de sucesos Interesantes, con obieto de
paoder determinar su probabilidad. Se dice entoncss que la funcidn considerada es medible,
Una cantidad aieatoria debe ser una tuncisn medible: todas las tunciones que se utilizan
en este Jibro o son.

Naturalmente, unos valores de la cantidad aleatoria resnltarsn mas pro-
bables que otros perque corresponden a sucesos mds probables. Asi, dado un
espacio probabilistico (0, 2, i), la medida de probabilidad i definida sobre
todes los elementos de T dard lugar a una medida de probabilidad P; sobre
los sucesos interesantes de la recta real R, esto es, los intervalos v sus combi-
naciones, de forma que st X es una cantidad aleatora

PliXell=Plw: Xw e}

As{ la probabilidad de que ia cantidad aleatoria X tome un valor perteneciente
al wntervalo 1 es simplemente la probabilidad de que tenga lugar uno de los

SHOESOS InCIerfos & cuya smagen, mediante la funcidn X, pertenece a I

CANTIDADES ALEATORIAS  BI

:,.‘.Eje.mplo 4.1.1. Temperaturas

En un modelo simplificado, el estado general de un determmado tipo de

- paciente debe ser uno de ios elementos del conjunto { wy, ez, ts, Wi, ©s, W, Wy,

Se sabe que a wr le corresponden temperaturas inferiores a las normales.
a t ¥ & L temperaturas hotmales, 2 oy ¥ Ws fiebte moderada ya w7 o fiebre
alta}} muy alta respectivamente. Definir una cantidad aleatotia que a cada
estado general le haga corresponder su temperatura media: suponiendo que
las probabilidades de los distintos estados generales son

Fon) = plws) = 0,05 p(wn) = 0,25 plon) == 0,35
Plons) == ploos) = pleos) == 0,1

determinar la probabilidad de que tal cantidad aleatona tome un valor mayor
ge 39°C, v la que 1o tome entre 36 y 37 °C.

De 1a experiencis adquirida con otres pacientes, s¢ sabe que ias temperataras medias
correspondientes 2 los tipos de fiebre desctitos son, aprozumadamente, 35,6, 36,6, 37,7,
392 v 40,6°C respectivamente, B consecuence, la cantidad aleatorsa deseads X quedats
definida mediante
Xlwy) == 35,6
Hlre) = Xlon) = 36,6
Ko = Klox) = 31,7
K} = 39,9
Klvgt = 40,6

¥, por }o tanto,

PIX > 39] = P[X =406 U X = 3991 = P[wy] “ PLtw] = 0,1 4- 0,05 = 0,15
PI36 < X < 37] = PLX = 36.6] = P[] + plen] = 025 & 0,35 = 0.60

Todas las probabilidades relativas a los valores que puede tomar una can-
tidad aleatora pueden obtenerse dircctamente a partiz de umg funcifn, ia
tuncidn de distribucidn que representa asf un dtil resumen de los valotres
gue la variable puede tomat v de las probabilidades con que los toma.

Drrmicion 4.1.2. La funcidn de distribucidn de una cantided ateatorta X,
gue represemtarenios con lu ietva ¥ es (a funcidn definide medignte

Flon = p[X ], — oo < on
Asf, el valor de fa funcién de-distribucién de una cantidad aleatorta en el
punito real ¥ es igual & la probabilidad de que la cantidad aleatoria X tome

uh valor menor o gual a x,

TrorEMA 4.1.1. Toda juncidn de distribucion F de wna consided aieatora
satistace las propredades sigmentes;
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(1) No decrecrente: % < x - Flo) < Flx)
(f) Hm Fxi=1 v #m Fx)=0
F—row

ey — va

Los valores posibles de le variable aleatona X son 35,6, 36.6. 37,7, 399 v 40,6, que
obtienen respectvamente con probabilidades 0,03, 0,6, 02, 0,1, 6,05, simacién que
uede describirse mediante fa grifica

Demostracién

En efecto, puesto que
Flo) = P{ ]~ on, x}}, Flm)= P{I— oo, X2}, * <

tenemos que J— oo, %] = J— oo, %] ¥ por lo tanto. en virind del Teorema 3.23 ()
P{l—oo. ]} P{1— oo, 211, i que demuestta {i)

8 %> oo, Flx) tiende a P({]— o ew[}=2{0}=1 ¥
51 &= — oo, F(x) tiende a P{®} = 0, lo gue prueba (i)

B p{X=xj
051

Ejemplo 412 Temperaturas (cont.)

Construir v tepresentar la funcién de distribucién correspondiente a la

B : 1 S IS N O
cantidad aleatoria definida en el Biemplo 4.1.1. i

35 38 37 38 3% 40 41 c

Por definicién Flx) = P{¥ & ]— o. %1} ¥ por tanto,

— o IxL36 o Hxi=Pdl=0

356<x <36 — Fx)= Pl =005

366=x <377 = Flxi= P Uen U= 065
MIKe<399 = Fay=Pon U UwUwyUw) =083
94 < 406 - Fi=w U wUwiUw Ut =095
LOPEKr< + o0 = Fa)j=2{03=1

Obsérvese como los valotes de las probabilidddes (X = X}, corresponden exactamente
a los «salios» de la tuncién de disttibueién Fix).

42. Distribuciones discretas

Las cantidades aleatorias pueden ser esencialmente de dos tipos diferen-
“tes, seghn el mimero de valores distintos que pueden tomar,

‘Dermicion 4.2.1. Se dice gue una cantidad gicatora X ey discreta sz soic
buede tomar un niimero finito, o infinito numerable (*), de vatores diszintos.
Su funcién de probabilided p(x) se define mediante

La correspondiente representacion grifica es una tumeldn en escaiora;

pla) = plX = x}

La cantidad aleatotsa definida en el Eiemplo 4.1,1, era discreta. Para todo
niimero % que no sea uno de los vaiores posibles de la cantidad aleatora X
tendremos, evidenternente, #(x) = 0. Por otro lado, st la sucesion 1% X2, o}
incluye todos los valores posibles de X tendremos Ep(z) = 1. Asl, una can-
tidad aleatoria discreta de lugar a una distribucidn discretq de probabilidad,
entre el conmunto, fintto o numerable, de sus valores posibles, de forma que
0 < plx) <1y Zp{x) = 1. Naturalmente, distintas cantidades aleatosas
bueden dar lugar g la misma distribucién de probabilidad,

Fix)
05 L

La funcién de probabilidad de una cantidad ‘aleatoria discteta, esto es, la

{*3

Un conmunto A es mwimie mumerable 1 es posible establerer una biyectidn en-
tre 4 v 103 nimeros naturales,
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funeidn que a cada ntimero real le asocta su probabiiidad, suele representarse
gréficamente mediante una coleccién de segmentos verticales sttuados en cada
uno de las valores posibles ¥ con una longitud proporcional a la de su pro-
babilidad, La funcidn de distribucidn de una cantidad aleatorta discrets cs
una funcién en escalera con saltos guales a plx:) en cada uno de los valo
res % gque puede tomar (ver Fjemplo 4,1.2.1,

Frecuentemente, la tarea de determwmar la funcidn de probabilidad de una
cantidad aleatona discreta se reduce a ia de resolver un sencillo problema de
probabilidacles,

Ejemplo 4.2.1.  Eleccion de pacientes

En Ja saia de espera de una policlinica se encuentran en cola 3 hombres
¥ 7 mueres, de los que se hace pasar 4 los 2 primeros. Determunar la fun.
cién de probabilidad del. nfimero de hombres que pueden entrar,

La cotrespondiente cantidad aearong X buede tomar los valores 0,1, v 2. Las pro-
vabilidades respectivas sexan

0) 78 !
o= = e —
A o 9 1
3 7 73 7

Pl =1} = ———— e =
¢ w9 0 9 15
eemo 2 21

X = _—— =

R 0 9 15

La funcidn de provsbilidad de la canridad aleatorsa X toma pues los valotes 7/15,
7/15, 1/15, en ios puntos 0, Ly 2

Las represenractones grificas de esta funcide v de su correspondiente fancidn de
distribueidn son

it i}

ol - '—"-—
. | ’-Ih-—d
pixi ! i Fix)
A [ !
051 05 :
0 T % Ty Y

.binomial sz sz funcion de probabilidad, que denviaremos Bi(x
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La mds sercilla de Jas distribucrones discretas es la distribucidn de Ber-
npulli,

. DRFINICION 4.22. Une cantidad gleatoria discretq X itene wng distribu-
-cién de Bernoulli con pardmetro 0, puede tomar los valores 1y 0, 9 lo
. fhace con probabilidades § y 1 — 0, Consecuentemente, sy luncidn ae pro-
- babilidaa. gue aenotaremos Brix|0} serd de la forma

PE = %)= Bxf) =041 — 00" pare x = 0. |
= 0, para cuaiqurer oiro valor de x
donde 0 < 8 < |,
Entre las distribucicnes discretas de probabilidad més utilizadas se en.
cuentira la distribucidn binomial, intimamente relacionada con ia distribucién

de Berooulli, v con las sucesiones del mismo nombre, estudiadas en ja Sec-
8
cion 3.3,

Derivicion 4.23. Una cantidad ateatoria discreta X trene ung disttibucién
8, n), es de la

forma

PX =x1= Bi{x|9, ») =

L — 0 pare = = 0, 1, ... #

= 0, para cualquier oire valor de x
donde 0 < 8 < 1,

Consideremos una sucesién de Bernoulli {4, 2==1, 2, ...}, Suponga-
mos p{A;) = 8 y consideremos # sucesos cualesdruera de la sucesién: entonces,
lz probabilidad de que ocurran exactamente ¥ de ellos, 0 <5 x <Ky es, seglin

r
) .. # ., :
vimos en la Seccién 3.3, ‘l J 81 — 0y~ En consecuencia, el ndmero de
L x
ocutrencias en ura sucesién de Bernoulli es una cantidad aleatoria con una
distribucién Binamial cuyos: pardmetros, € y #. son respectivamente ia pro-
babilidad de gque ocutra une de los sucesos v el ndmero de sucesos considerada.

Ejemplo 422, Sewo de un recién nacido (cont.}

Representar la funcién de probabilidad y la funcién de distribucidn de 1a
cantidad aleatorta X que describe e nimero de nifias que pueden nacer en
los tres préwimes alumoramientos que tengan lugar en el Hospital Climco.

Como vimos en el Fjemplo 3.3.2, las probabilidlades correspondientes resuitan ser
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X = 0) = Bil0j049, 3) = 01237
o(X = 1) = Bi{1]049, 3) = 0,3823 !
P = 2) = Bil2|0.49, 3) = 0,3675
P = 31 == Bi(3]0.49, 3) = 01175

¥, en consecuencia, la tuncidn de propabilidad es

4
04F
pixi
03+
D2
01
4] 2 3 X
v J1a correspondiente funcidn de distribucidn
1+ W—.
: —
i !
F i Fix)
035 L P
- i
I
2 I
X I
4 -’n-n-u-l
: i 1 1
) 1 2 3 X

En ocasiones, se manejan cantidacdes aleatorias cuya distribucidn es Bi-
nomial con 0 muy pequefio v # muy grande. En estas condiciones, el cdleuio
de Ia correspondiente funcién de probabilidad B#AXW, #) resulta muy labo-
11080, pero puede obtenerse facilmente una aproxmacidn adecuads en funcidn
del producto & =0x. En efecto,

TropeMa 4.2.1. Paran— e 5 8= 0, con #l = A,
lim, Bitk], ») = e A%k

Hedpoo
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Demostracidn
hilizando la definicién de nfimero combinatorio (Ecuacidn 3.2.3),

wn—1) . (r—k 4 1)

BAkS, #)= B 1 e B
&l
Noa o n—1 n—24 1 f A AN
= — L ; | A= ]
k. n n # [0 I 2]

o #—1L n—k+ L k]"‘
lim - [P | =4
ey 4 n “ J
'_}“ »
Um !1———1 =gk
LTFeY i\ # _,'

resulta lim  BIER, #1= e /&1
N _yse

¥l resnltado anterior sugiere la definicidn de una nueva distzibucién de
probabilidad,

Dermicidn 4.2.4, Una cantidad sieatorta discreta X tiene une distribucién
de Potsson st su funcidn de probabilidad, gue denotaremncs Po(x\), es de
la forma

AX = x) = Polx|M) = e "W/l we==0,1,2, ..
= (J en cuaiquier 0iro caso

donde h > 0.
De esta forma, el Teorema 4.2.1 puede enunciarse de la forma siguente

m  Bilxin, 0) = Polx|#8) (1)
80

h=yvo,

Ejempio 4.23. Probabilidaq de ciucer

Se sabe que entre las personas sometidas a la accién de un cerio agente
cancetigeno, el 2 % llegan a contraer iz enfermedad. Determinar la probabi-
iidad de que més de una persona contralga CAncer en un grupo de sesenta que
se han visto sometidas & la accién del mencionado agente.

La cantidad aleatoriz X que describe o mimero de psrsonas gue contrseran ia enfer-
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medad tiene obviamente una distrhucidn binomial. Bi(x|0,02, 60), con 0 =002, pe
quefic, v 7= 60, grande. Bn virtnd del Teorema 4,2,1, tai distribucién buede aproxt-
marse por una distribucidn de Pousson Polx|1.2) con - pardmetro N == 0.02 ¥ 60 — 1.2.
A consecuenct, la probabilided de que exactamente % personas de las GO conttaigan
la enfermedad es aprosimadamente

PEX = 2] = Polk|1,2) = e(1 2p/ 1
V POr tanto la probabilidea pedida serd

PIX>1]= 1 —PX = 0]-—-P[X = 10 = 2ol 4 12)/eM = 03374

4.3. Distribuciones continuas

Frecuentemente, ias cantidades aleatonas pueden tomar un ndmero .
hito, no numerable, de vaiores distintos, Gracias al postulado de o-aditividad,
la probabilidad de que fa varizble tome un valor perteneciente a un determi-
nadoe mtervalo puede ewpresarse mediante una Integral (#*),

Derivicion 4,31, Se dige que unag cantidad aleatorig X es continua sz exsspe
#na funcion so-negativa px), Hamada funcién de densidad de probabilidad zg7
que para {odo tnrervalo (4, b) de'ia recta veai R,

g}
X et 6= | plods

Ve

Unz notacién més precisa para la funcién de densidad v ia funcién de dis-
tribucidn de-una cantidad aieatorta ¥ + que emplearemos cuando resuite nece-
saro, consiste en utilizar, respectivamente bxlx) y Fxlx). Generalmente, sin
embargo, puede utilizarse sin ambigiiedad la notacién simplificada p(x) v Flx),

La cantidad aleatora que =l \iltimo paciente 1ngresado en el hospital le
a50c1a su alture es, conceptualmente. wna vanable continua. Ba la prictiea,

tros, con jo que 160,333... no resulta un valor «posibler de la centidad aleato-
nzl Sin embarga resulta conveniente, puesto que simplifica enotmemente los
cdlcalos sin modificar aprectablemente el resultaclo, deserfbir como. continuas
aquellas cantidades aeatorizs que conceptualmente Io son.

Una cantidad aleatoria contiua de fugar a una distribucidn cortinta de
probzbilidad, esto es, a una diszribucin de la unidad de probabilidad de forma

(™1 Se trata de un resultado de teoria de Ja medida, esya descripcidn detallada ne
es posible al nive! matemdtico escogido para este libro..
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zlores posibles con mayor densidad en aque-

- SuS V! ) AU
contifiz entre el ORANL) 2 llos vajores para los que la funcién

Tlas zopas mds verosimiles, €sto 5. &n ague

-de densidad de probabilidad p(x) es mayor.

1 babilid idades de pro-
La funcidn de densidad wo describe probabilidades sino densida P

| hilidad. Sin erbargo, de acuerdo con Ja Defimcibn 4.3.1 la probabilidad de
babilicad. .

i i de la fon-
lguuier prrervalo puede ser determinada por integracién a partir
cua. K = SeL o
cién de densidad de probabilidad. "
La probabilidad de que una cantidad aleatoria contfzfz:a X tome un
detetrmnade % cuaiquiera es cero. En efecto, por definicién,

fx
PIX =x] = l plde =0

v

q ¥ ) C son

io gque Cl cl tOAs Jos SUCesos de P obal

i subrava he Q de que 0 it u iy bl idad cero so

zmpo.s‘ibfes. ]f:n este caso, €l suceso X = X C.S perfﬁctamente POSIE)].C, peERo 5
poIg . le 1

.
probabﬂldad 23 cerpo porque su «II]CdiC ay la de ut nio, es it tamesnte
E)eqlleﬂa Comparada con la «I‘nedldﬂ» de un 1111:6:1%10.

i pabilidad face Lat pro-
TeoreMA 4.3.1. Toda juncidn de densidad de probabilidad satistace 1as p
31,
predades signzentes

(i} fm Pl =1

—sa

() En ios puntos de contmuidad de F{x), px) = AF(%)/dx.

Demostracion

3 ¥ s; por 0 Tanto
Unpa cantidad aleatonta es una fupcién que sélo toma valores realds: p
PL¥ = R] = L. Por otro lado, por definicién,

oo
PXeRi=]  pixuds
J"W

lo que demuestra (). Ademds, en virfud de las Definiclones 41.2 v 431,
Fatd

R =p[X <x]= X el o, x]}:J P

"oa

v denvando obtenemos (H).

e s,
La mds sencilla de ias distribuctones continuas es [a distribucién wuifors

DErFINICION 4.3.2. Usna cantidad ateatorta continua X fiene nna distribucin
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22:5;2?:,;;1 eér;?ﬁ;vaéﬁ; E,?’cf, ]i ; t];?;;znaéﬂ de densidad de provabilided, que Para definir la funcién de densidad de probabilidad_ de una cgntidad alea-
’ totta continua X basta especificar una funcidn f(x) tal gue p(w) oc f(x). En

efecto, i se sabe que plx) == Cf(x), ia constante de proporcionalidad C puede
..ser determinada utilizando el hecho de que una densidad de probabilidad depe

‘integrar uno: asi,

plx) = Umale, B) = pare oS x =B

B—a
== {0, para cudiguier otrox
domde s e R, B R v a<B.

oo

{‘ oo
J_ Malds=C J Haddx = 1

Su funcidn de distribucién es, clatamente, y, por lo tanto
\ .

=0, 2t x < o C= I/JIM fla)do

Esta filuma integral puede resultar dificil. En los ejemplos de distribuciones
continuas que damos 2 contmuacidn, se especifica el valor de la constante de

proporcionalidad correspondiente 4 cada uno de ellos aunque, como veremos
més adelante, no sucle ser necesario conocer su valor.

If

iz i = _
,l Unlxla, ,B)a,'x:m—f dx =2 % a, Snsxsp
v —a

Frecuentemente, se quiere describis la informacion de que se dispone sobre
una cantidad aleatoria que solo puede tomar valores en el intrevale 10, [,
por lo que resulta interesante disponer de una familia de distribuciones de pro-
babilidad cuyas correspondientes densidades solo fomen valores no nulos en
ese mtervalo, La familia de distribuctones Bess da lugar, varande los valores
de sus pardmetros, o infinttas densidades con esas caracteristicas.

DeriNiC1on 4.3.3. Ung cantidad aleatorsa continug X tene una distribuctsn
Beta s: su tuncidn de densidad de probabilidad, gue denotarenas Belx|e, 8)
es de fa forma

pix] = Beixe, B) = Con Y1 — W' & 0 <x <1

= 0, para cudiguter ofro x

donge o >0 y B >0, Bl vator de ia constante de proporcronalidad es
C = Te ~ B)/T(&)T(BY (*),

La distribucién uniforme . stamdara, Un(Bl0, 1) &5 un caso particular de
distribucidn Beta, concretamente la Be (B]1, 1).

{*1 Por definicién. Ja ramcidn gamma, denotada T(x) es el valor de la ntegral definida

£

Tay= | &'~ Puede demostrarse admefs que, para x, I + N =axl(x) v

T{1} = .. Er consecuenwa, para vaiores enreros, I{mi = in — 1)1,
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' También resulta frecuente desear describir [a informacién de que se dis-
pone sobre una cantidad aleatorta que s8lo puede tomar valores positivos. Le
familia de distribuciones Gamma da lugar, variando ios valores de sus pa-
rdmetros, a infinitas densidades de probabilidad que sdlo toman vaiores no
nulos en el mtervalo ]0, e,

i
pot=———— O<a< b
8vx

= 0} en caso contrarto

ia tundién de distribucién
Fxy=0 2590

Dermacién 4.3.4. Una cantidaa ateatorsa continug X tiene una distribucién
Gamma sz su funcidn de densidad de probabilidad, que  denoiaremos
Galxfo, B) er de ia torma

Py = Galzla, ) = Ca* %™ 5 x>0=0,

-. euyas representactones graficas son

= 0, pare cuaigurer otro x

donde o > 09 B> 0. Bl vwor de ia constante ge proporetonalidad es
C = B/ Tl e, 05 |
] . pix)

B caso particidar de la distribucidn Gamma en que o = 1 recibe el nom-
bre de distribucidn exponeucaai con parfmetro B, Ex{xIB), v el caso particular

que ot =p/2 y B = 1/2 el de distribucién ¥* con # grados de libertad.

En numerosas ocasiones, las propias cosdiciones del problema sirven para
especificar la forma de la fuacién de densidad,

Ejemplo 43.1.  Longitud de una dlcera

Se sabe que, bajo determinadas circuastancias, la probabilidad con que se
- bresenta un tipo de dleera es inversamente proporcional a la rafz cuadrada
de su longitud, que puede llegar a ser de 16 mm, Determinat v reptesentar
Ia funcién de densidad de probabilidad y In funcidn de disttibucién de Ia
cantidad aleatora Jongttud ce ia dlcera. Determinat ia probabilidad de que la
tlceta sea mayot de § mm.

Fix)

0s5L

Por hipotests, se sabe que

=

He)=C/VE | 0<x 16

=0, en caso contrario

2 Finalmente,
¥ puesto que f Pxldx = L, sabemos que '
9 b7)
" re oy BLX 2= 8] = p{X = [8, 161} =J' plxide =
bl =0 | Wax=26vr:7:§:“=C2m=8C=.L *
P 4o ¥VE ’ L g vl
I e 7 = = 02929
-4

:EJ! '\fx_ 4.1:

¥ por tanto C = 1/8. En consecuencia, la funcidn ‘ce densidad e probabilidad es
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Entre fas distribuctones continuas de probabilidad mds conocidas se en-
cuentra la distribucidn normal que recibe su mombre precisamente por la
frecuencia con que aparece.

Deviucion 4.3.5. Una cantidad aleatori continwg X itene una distribucién
normal §2 su funcidn de densidad de probabilidad, gue denotaremos Nixin, o},
g5 de la jorma

, 1 b (Eoep
= Ni: \ o H L — ca oo
#(x) i, o) vl . <x<

donde — e << o Yy (<o e

La funcidn de densidad normal es acampanada, simétrica con respecto
a la recta x = W, con un méximo situade en x = | y dos puntos de infle-
xi6n sttuados en % = =+ ¢, La cottespondiente fundén de distribucién, que
por definicién es

Flx) IN L Y
%) =. S/ 17
Vew OV27

no tiene una expresidn analftica exacta.

La probabilidad de que una cantidad algatora cuya distribucidn es
N{xli, o) pettenezez a un determinado mtervalo (4, 5) es, claramente,

1 - (Eom)p?
2 b = g g 3
iz e [a 61} «!a e ds

¥ haciendo el cambio de vamable # = (v —p)/e,

(b1} 1 . hzf‘_
nx < [a, b]}:( —_— dat =
oy V2T

i b—eir 2—p
z@t——i—@[%] (1)
A v O P,
donde
= 1 ”
Oy = | el (2)
Ve e

CANTIDADES ALEATORIAS 95

es da funcién de distribucidn de le cantidad sleatoria siandarg N(xl0, 1). La
foncién ®fx) se halla extensamente tabulada para valores postivos de x.
Puesto que la funcddn de densidad Nix|0, 1) estd centrada en 0 v es siméirica,

S 2

resulta gue
H—x) = 1 —D(x) (3}

¥, en patticular, ©{0) = 0,5,

La funcidn de distribucién de ia normal szendard N0, 1), esto es @zx),
v su funcién woversa ®4x) se wtifizan contimamente en ios problemas de
estadistica, Algunas caicutadoras llevan wncorporadas estas funciones.

Hemos inststido ya en que la distribucién normal aparece con mucha
frecuencia, Bn efecto puede demostratse, (Teorema ceniral dei limite) cue
st una cantidad aleatona es el resultado de muchas causas actuando tndepen-
dientemente unas de otras, v cada una de ellas tiene un efecto muoy pequefic
sobre el resultado final, su distribucidn es aproximadamente normal,

Ast por ejemplo, la aiturz de un individuo es el resultado de muchas
causas ce importancia limrada (herencia, alimentacién, medio ambiente, ete.)
actuando independientemente v, en efecto, la distribucién de la altura humana
€s aproxtmadamente normal.

Ejempio 432, Pesas

Se sabe que los pesos, como las alturas, tienen ung distribucién normat
¥ que el 50 % de los varones de 18 afies pesan entre 57,65 y 6845 Kg.
Determinar ' los parametros de Ja distribucidn cortespondiente, representar
su funcién de densidad, y determinar Ia probabilidad ce gue un vardn de
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18 aflos pese menos de la media, pero més de Jos 54.39 Kg de peso medio
de una mujer de su misma edad,

Debido & la simetrfa, sabemos que e peso medio es
L= (5763 + 6845)/2 = 63,05

Ademds. pix = [57,65, 68451} =05, v por supetria plx > 6845%] = 0,25, Fn copse-
cuencta, utilizando (1),

68,45 —— 63,05 ]

I'd
Pl > 68.45] = plx &= 16845, + I} = Mm—dhl -

-

54
:1-—1’[)'%] =023
N

~

¥y pot tanto tlﬁ( —----J = 0,75. Buscando en las tsblas de la funcién de distribucidn
e
normal, @ utiIi\zandc- una calculadora <ue disponga de esta funcién,, encontramos
D(0,6745) = 0,75 y, por lo tanto, 54/0 = 0,6745 y ¢ =8006. Fan consecuencia, la
distribucién, en Xg, del pesa de los varones de 18 afios es N(x[63,05, 8,006).

4

01

N(x]63.05,8.006)

Finalmente, utilizando (1), (3} y 1as tablas de la funcidn de distribucién normal,
L9433 < x < 63.05] es 1gual a

o 6305 —6305 ] [ 34396305\
8,066 TUL T sge

= ®{0)— &(—1,08) = 0,5 — [1 - D(1,08)] =
= ®(1,08) — 0,5 = 0,8599 ~~ 0.5 = 0,3559

Lz distribucién notmal apatece también como limite de una-familia més
ampiia de distribuctones, ias distribuciones Student.
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DevINICION 4.3.6. Ung cantides aicatoria continga X fiene ana distribucién
Student st sw fumcidn de densided de probabilidas, que denotaremios
SHxln, 0, 1 es, para todo x reai ge la torma

{ 1 fx——p 2

Pl =8txlp, oo m) = CL1 4+ l———w—

S o\ o J
donde u e R, o> 0 y > 0. El pgior de iz constante ae praporcionali-
dad e

1

I"cz+l’1
V) 1

C =

oy f oo
i

(z) *l

pTo—

MIr—s

Puede comprobarse que la disttibucidn normal es un lmite de distribu-
ciones Student, Especificamente,

im  Swxjp, o, o) = Nixju, o
00

44. Funciones de uma cantidad aleatoria

Toda fancidn de una captidad aleatorsa ( *) ¢s una cantidad aleatoria, puesto

que también asocia ua mimero 1eal a cada elemento del conjuato de refe-
rencia, ’

Si X es una cantidad aleatoriz discreia e ¥ = AX) una funcién suya, 1

funcién de probabilidad de ¥ se obtiene fAcilmente a partiz de ta de X. En
efecto,

01 = PLY = 31 = pliK) =51 = > pte (0

donde s¢ suma para todos los clementos x pertenscientes al conjunto
A= {x; f) = y}.

Ejeraplo 441,  Parsentes bospiralizados

La distribuctén de Ia cantidad aleatoria X gue describe el ndmero de pa-

clentes que estardn hospitalizados mafiana en una determinada sala es de
la forma,

{*) Realmente, toca funcién medibie como, por elempio, una biveccidn.
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PX = 0) = 0,1
pX=1=02
HX=2)=02
AKX =3)=04

HX=4) =01

Determinar la distrfbucién de la cantidad alemioria que describe i hay mds
de una cama ocupada,

Una funcién ¥ = f(x) que describe s1 hav © no mas de una eama ocupada es 1a
definida por

ROY=f1=0, f(x)=1 opamatodo %332
v su distribucidn de prohabilidad. es

py = 0 =plx=01~+ pix=1}=03

Py=N=px=2M4px =3+ px 2N =07

Si X es una cantiddd alearorm continua el problema es méds complicado.

TroREMA 4.4.1. Sea X wuna cantidad atentoria contmua, seq Bxlx) sz fun-
cibn de densidad de probabilidad vy sea ¥ = f(X) una funeicn suya continua
Y esirictamente creciente O estrictamienie decreciente. Bntonces, ia funcion
de densidad de ¥ viene dada por ia retacicn

dffx) , |
—

ax

N agly)
prly) = prgwn!j—y| = pxix)/|
? x =gy
donde gy) es la funcidn muersa de fx). esto es i gue sty = flx) enton-
ces x = g(j”

Demosiracion
Supongamos que 7 es creclente, entonces,
Fily) = plY <9 = plf(30) < 3] = pIX < p19)] = Fulgw)]
dervanco con respecto a ¥ reswiiz, en virtnd del Teorema 4.3.1 (ii),

agly)
) = pxla(y)]

come guerfamos demostrar. Si # es decreciente, tenemos

Fuly) = PIAXY < 9] = p[X 2 gly)] = 1—Fulgip)]
¥ por ftanto
dgly}

4y

2r(3) = — pxl g9l

0 que completa fa demostracion.
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&1 una funcidn es bivectiva DEIC No es esttictamente creciente o decre
clenie, puedes descomponerse en secciones en que lo sea y aplicar el Teore-
ma 4.4.1 a cada una de ellas,

Efemple 4.4.2.  Normaiitacion de una distribucion Bera

Sea X una cantidad aleatora con yna distribucién, Beta, Be(xla, 8. Deter-
minar la funcién de densidad de Ia cantidad aleatoria ¥'=log{ X/(1—X1} (+1.

Hs ficil compro.b.ar que ¥ = logfx/(1 —x)} es una funcién estricramente creciente
(su denvada es positiva). Ademds,

¥ x &
Y=log—— 5 o= .~ g =
L—2x 1—x 14+

de fotma gue su fancion mversa es x = £H1 + e%), cuva dervada es axidy = /(1 4 &7,
En consecuencea, como la funcién de densidad ae x es Px) = Coxw™ (1 — 218~ gonde
C =T+ B)/ T{e)T'(B), Ja funcidn de densidad de Y serd, en wirmd del Tearema 44.1,

p('y):Cr & ]anl(_._}_;_]ﬁ_i e’
Uive ) 1055 ) ara

e’y
{1 + ¢'lth

I
y

—e <y o

La _cantidad aleatoria X estd definida en (0, 1Y mientras que ¥ lo estd de R, En la figura
s¢ ballan representados ambas densidades para =2 v 8 =.5, en cuyo caso, = 30,

250 ,. Lo.50
2.00 |
pix)
1.50
025
100}
50
N X - y
000 35 B0 7e100 A e R e

) Agui. como en tedo el libro, se emplean logatstmos Heperanos, esto es de base e,
de fortma que, para cualqmer nimers rea) %, % = expflog{x)}. Se sabe que e = 27183,
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Puede dbservarse que la densidad de probabilidad de ¥ se parece mds & una normal
que la de X, Este hecho se utiliza, como veremos, para oblensr aproXimaciones a propa-
bilidades asoctadas z una distribucién Beta, urilizando las tablas de la funcién ae dis-
tribucién normai.

Supongames que X es una cantidad aleatoma continua, cuya funcidn de
distribucién es Fy. Entonces, a iz cantidad aleatoria ¥ = Fx(X) se llama su
fransformada wmregral de probabilidad,

TeOREMA 4.4.2. La transformada integras de provabilidad ¥ = FxlX) de
una cantidad dleatorta continng X ¢s wuna cantided meatoria continuag con dis-
tribucion wniforme en [0, 1.

Demostracién

En etecto, y = Fx{x) es una funcidn cstricramente creciente de x, cuya dervada cs
Bdx), la tuncidn de densidad de x. En consecuencia, utilizando el Teorema 4.4.1 v te-
hiendo en cuenta que Zf{y)/dy = (df{x)/dxy

Py = bl oex =1, @ 0<y=1

¢sto es, una densidad uniforme sobre [0, 11.

El Teotema 44.2 puede utilizarse para comprobar upa hipétests sobre
Ja distribucién de una cantidad ‘aleatorra. En efecto, st {1, %2, .... %} Fuesen
observaciones de una poblacién con funcidn de distribucién Fx, los valores
{3, 72, ..., 9u1 con 3; = Fxlx) setian obsetvaciones de una distribucién une-
torme en [0, 11. Por otra parie, ia representacidn grifica de Ia funcidn de
distribucién de una cantidad aleatora Y uniforme en [o, BT es, seglin hemos
visto, Ia recta F(y) = (y — «)/(B — &) y por tanto, en nuestro caso, F(y) = y;
en consecuencia, una forma de comprobar que los valores {m, ..., ¥4} pro-
vienen de una poblacién con funcidn de distribucién Fx es tepresentar los
velores de fa funcidn de distribucidn correspendiente a los 95 v comprobar
que, aproximadamente, se sitian sobre ia recta F(y) = y.

Ejemplo 44.3. Test de normalided

Comprobar si los valores — 0,73, — 0,87, 1,18, - 2,09, - 0,32, 0,90,
— 0,16, 0,15, — 1,87 vy 0,87 provienen de una distribucién nomal N0, 1).

Los correspondientes valores i = Ox;) yemultan ser 0,23, 0,19, 0.88, 0,018, 0,57, 0,82,
0,44, 0,56, 8,031 y 081; zsociando ja misma probabilidad, estc es 1/10, & cada uno ‘ae
estos 10 wvaiores resulta una cantidad alcatorta discreta cuva funcidn de distribucion, a ia
que se Hama funcion de distibucidn empirice del conpunto {y, ¥ -... i}, resuifa ser
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eyl

c. ;I . i

T

! |
0 0.5 (4

P}J.Cde comprobarse que fos diez puntos {y, p(Y S yi determinados por s funcidn de

distribucion empirica de los y: se sitvan aproximadamente aivededor de la recra Hyj=y
1 smuste es razonablemente bueno tehlendo en cuenta que sélo se man utilizado dieé

datos {*} pot lo gue no existe motivo para techazar la -hipdtesss de normalidad. '

. Supongamos ahara que X es una cantided aieatoria contimia cuya fun-
clén_ de distribucién es Fr, que Py s otra funcin de distribucidn, y que pre-
tendemeos ehcontrar una funcién AX) cuya funcidn de disteibucién sea pre-
csamente Fr. Esto nos permititfa swmmiar observaciones: de coaiquier distri-
bucidn 4 partr e observaciones de una distribucidn conocida.

TEOREMA 4.4.3. 5i X es unn cantidad sieatovia continna cuya fancidn de

distribucion es Fx, ia tuncicn de distribucién de Fe i Fy{X)] es precisa-
mente Fy, '

Demostraeién,
Sea z = Fv" " Fy(x)]; entonces
Bifz) = P[Z <x] = PIFrFLX)} < 2] = PIF(X) < Fol2)] = Fr(z)

Puesto gue, en wutud del Tdorema 442, W= FyX) tiene uns distribucion uniforme

en [0, 11 cuva funcién de distribucién (Beuacisn £.3.1) o Fa{xi = x, En consecnenca,
como querfamos demostrar F. e= F,. )

%) El andlisis cuanttative de la bon
Pero rebesa los [fmites mpuestos 4 este
blema, es el de Bernardo (1580 L),

ad. de este ajusted es un tema importante,
volumen. Un andlisis Bavesiano de oste DroO-
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Ei resultado que acabamos de demostrar petmite swular observaclones
de una disteibucién cugiquiera utilizando msimeros gtearorzos, esto es series
de nidmeros e los que eada uno de los diez digitos 0, 1, ..., 9 aparece con
probabilidad 1/10; este método de stmulacién es generalmente conocido como
méfodo de Monrecario. En efecto, agrapando dimitos aleatorios pueden stmu-
larse ‘observactones x: de una distribucién vniforme en [0, 11, que mediante
la funcién Y = FY(X) darin lugar, en virtud del Teorema 4.4.3 a obser-
vaciones w que stmulan las que se obtendrian a partir de ung distribucién
cuya funciée de disttibucién fuese precisamente F. Se ban publicade nume-
rosas tablas de mimeros aleatories,

Ejemplo 4.4.4. Simuiacién de observaciones novmaies

Obtener por simulacién cuatro observaciones independientes de tna dis-
tribucién N(xl0, 1),

Aprupados de cuatro en cuatio los digitos aleatorios de una determunada tabla, en-
contramos

2369, BY71, 2314, 4806

Considerados como nbservactones en [, 11 tenemos pues los nGmeros 0,2369, 0,8971,
0,2314, 04806, Sus imdgenes inversas en la Tabla de Ja funcién de distribucién normal
son aproximadamente, temendo en cuenta la relacidn ®f—x) = 1 —Dx),

— 0716, 1265, —0734, —0,0486

Estos mimeres pot io tanto pueden utilizarse como st fueran 4 observaciones inde-
pendientes de una distribucidn N(«0, 1)

4.5. Caracteristicas de una distribucion

Lo més relevante de la informacién contenida en la funcién de distm-
bucidn de una cantidad aleatoria puede sintetrzarse mediante unos nimneros,
sus caracterisicgs, cuya abservacion nos dé una idea aproxumada de Ia configura-
cién de fa cantidad aleatorta cuya distribucién estudiamos. Es cierto que sélo
retenemos con ellos una parte de la informacién contenida en la foncidn de
distribucidn, pero se trata de Iz parte més Gl

Dermicion 5.5.1.  Ses X wna cantidad aieatoria y sea {X) una funcidir suya.

La media o esperanza de f{X), que denotaremos E[HX)] es. si existe e
valor de la expresidn

E[AX)] =-zf(xn X
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s2. X es unn cantidad ateatora discreta'y el ge

7 o0

E[{X)] = |l Koy placddn

$i &3 coniinid.

En realidad una definicién formai del valor esperado de una cantidac sieatoria exige
que Ia sene o Ja mtegral que fa definen sean absoimtamente convergentes, esto es, que
Efxplx < eo 0 [if(x)|plxidx < oo Todos los ewemplos utilizados en este Lbro gam-
plen esa condicién,

Observese ia analogin entre ambas férmulss, Bn el caso discreto se trata de una suma
sobre todos los valores posibles de f(X) multiplicados por sus probabilidades: en el
€480 CONUNuo ¢l sumatorio se franstorma en mtegral v iz funcidn de probabilided en
tuncién de densidad de probabilidad, De hecho, es posible dar upa definicidn unificada
utilizando conceptos de feoriz de ta medida,

_ _El concepto de valor esperado es el que hos permite definr caracteristicas
de iz distzibucién de una cantidad aleatora que constituyen una descripeidn
aproximada de s confipuracidn,

Dermuciéy 4.5.2. Los momentos absolutos de orden &, s, 5 los momen-
tos cemtrales de orden k, U, de una cantidad alearorse X son los niimeros

wp = E[X*],  pe = E[{X —EX)}]

En particular, v = E[X) es 12 media ¥ ta = D*[X7T [z varanza de ia dis -
tribucion ge X.

A DIX], iz paiz cuadrada de ta varaanza, se le Uama desviacidn tipica
¥ 2 D[X1/E[X] coeficiente de variacidn,

La mediz de una distribucidn es una medida de su localizacidn ¥ puede
ser Interpretada como el centro de gravedad de la disttibucidn. La desvie-
cidn Hprea de una distribucién es una medida de su dispersibn, que se mide
en las mismas unidades que X y que E[X1. Bl coefictense de varsacidn s
una medida adimensional de Ja dispersién de la distribucién.

Tanto fa mediz como la varianza, ¥ por tanto iz desviacidn tipica, de upa
distribucién pueden no existir, pero cuando existen su valor es tinico,

TeoREMA 4.5.1. (Linedlidad dei operador esperanza). Para toda canridad
ateaioria X y parg todo 4, &, se verifica gue

(i} ElaX + 5] = 4B[X] + &
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¥, como consecuencea,

(i) DlaX 4 b] = 2D X7

Demostracion
Por definicidn, s X e vna cantidad ateatoria discreta,
E[aX + 8] = Elax, + B) Plxi) = dExipise) + BEpis:) =
= aZiplx]) b & = aE[X] + b
ia demostracién para el easo commuo es anilopa.
Ademas. utilizando este resuftado,
Dlax + &] = E[{aX & % — E(uX + 6P =
= B[{aX + #—af(X) — b P] o=
=Bl X —EX)P] = AE{X —EX)P = 2D [%X]

Los momentos centrales se pueden peoner en funcién de los momentos
absolutos; en particular,

TEOREMA 4.5.2. Pare rodas cantidad alearor X,

DAX] = ELX*] — E[X]

Demostracicn
Por crefinicién
DLXT = BI{X — BXOP] = ELX*— 280X + BAXY]
¥, utilizande el Teorema 4.5,
D&Y = B3 — 2BU0EX) + FYEY) = ELX —B1x]
L2 media no es |2 tnicz medida de localizaciér: de upa distribucidn de

probabﬂidad Nl 4 vamanza. o su raiz cuadrada la desviacidn tipica, es su
dnica medida de dispersidn,

DeFmszodn 4.5.3. Un cuantil de orden b de nna cansidad alearorzg X es
#ha Solucion de ia ecnacidn Flx) = p, donde Flx) es Iz tancion de distribu-
cidn de X. A un coansil de orden 172 se 1o Hama mediana. Al wmntervaio defi-
#ido por los cuantiles de Srdenes p ¥ L—p se le Uama intetvalo mtercuan-
iflico de orden p, '
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La mediana es una medida de localizacién de la distribucidn. Si exste,
&s ¢ punto que divide los valores posibles de la cantidad aleatora en dos
comuntos equiprobables; st embargo. la mediana puede no exstir.

Los wmtervatos miercnantilicos son medidas de dispersién. El mtervalo
wtercueritlico, frecuentemente utilizade, es el intervalo intercuantilica de
orden 1/4.

DesINICION 4.5.4, Una moda de ia distribueibn de una cantidad aleatoria
es un valor gue maximiza 14 tuncidn de probabilided, 51 X es disereta, o la
funcidn de densidad de probabilided, s1 X e5 comtmua.

La moda de una cantidad aleatoria, que €5 su valor mas probable. es otra
medida de localizacién. Cuando existe, no es necesartamente tinics,

Ejemplo 4.8.1. Eleccidn de pacientes (conr.)

Determinar las caracteristicas principales de la cantidad aleatorta dis-
creta definida en el Fiempic 4.2.1, cuva funcidn de probabilided es

X =01=7/15, (X =11=7/15. p{X = 2)= 1/15

Por definicidn, la mediz sera

7 7 i 9
E[X] = xpla) = 0 Fl— F 2= =06
15 i3 " 15 15

v, andlogamente

7y i 1
E[X?] = i =0 — e g 2 T
13 i5 15 13

En consecuencaa, Ia varmamza serd

D X] = ELX] — EX] 11 |’ 2 ]‘ 156
- o IRET RN GETT B>
la deswiacidn tipica

" 156 Y12
DX] = | — = 08327
(%)

v el coeficiente de vanacién

DIXI/ELX] = 08327/0,6 = 13878



-108  BIOESTARISTICA

_ pix
051

0 0o
E X1

A fas
P
.

Bxisten dos modas. # =0 v x =4 v no existe mediana,
Como puede observame en el eremplo antetior, la media de lz dis

tribucién de una centidad aleatora, @ diferenciz de la moda, no tiene nece-
sarlamente gque cotncidir con alguno de sus valores posibles.

Ejemplo 45.2. Tiempos de espera

Se sabe que el tiempo que permanecerd el quicéfano de una policlinica sin .

ser ocupado es una cantidad alestorta cuya densidad de probabilidad es .de
la forma

plx)=Ce* 5 x>0
= 0, para cualquet otro x.
Determinar sus caracteristicas principales.

En primer igar debemos determinar la corstante C de propotctonalidad. Puesto gue
Tpltdds = 1 v

tenemos € = |r Jr e"”‘dx] = 3. Ademds, por definlcidn. la medis serd
LJn

o fres i
ElX] = f wplxdde = 3 | wegx =
- Jo 3
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andlogamente,

{oo oo 2
E[(X1 = =p{x)dx = 3 xe"x = ?
oo ]

En consecuencia, la oavianze sera

1
DX = B[X*] — F[X] = -

-¥ por tanto, la desviacidn tiptea DEX] = 1/3 v @l coeficiente de varacidn DIX1/E[Xl=1.

La tuncién plx) =3¢™ no tiene ningdn méximo v pot fania na existe mnpuDe moda.
La funcidn de distribucién es

Axi=0, %<0

I I*
Fx) == ' Jema—et | 21— x>0
Ju o

La medigna, o cuantil de orden 0,5, es la solucibn de la ecuacibn 1 — o= = 0,5,
esto 3 4 = — log (0,5)/3 = ,231

i
3L
2 L
pix)s 353
1 F
0 { 1 X '] -
EEX] i 2 3 A

Es convemente disponer de algunas de las caracterfsticas de las distri-
bucrones tnés importantes,
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= Ademdés, ia moda de J_Befﬁim, B} es toe—1)/(et +8 — 2} y 4s de Galblar, B)
o es ta— 1}/B. Las modas de Nixlp, o1 v Sf{xlp. o, &) cowmciden con sus .
@, edias, por fratarse de distribuciones sumétiicas. :
+ i
2 La demostracin puede encontrarse, por ejemplo, en Raiffa & Schlaifer
= 1961, 3.2 parta).
i ’ - " - - ) j
=~ s = = T i) .- In la Seccibn 4.4 estudiamos ia forma de determinar ja distribucién de
R vl ; tlf z JN una funcldn ¥ = #{X) de una cantidad aleatoma X, Sin embargo, 51 lo que
= ] . ’ . s R R
3§ 'EE = I = & 8 | ‘necesitamos es tan sélo uma idea aproxmmada de sus caracteristicas, no es ne-
8 & - = @ 9 T : . . oo ’
g RlE | ~ T & &% [ «cesario determinar toda fa distribucidn para caleularlas. Fn efecto,
- 2
v & Q& ' ; v g
— R = L TeoreMA 4.54. Sea X wna cantidad aleatoria y sea ¥ = KXY nna funcicn
e — 7 suya suficzentemente vegular. Entonces,
—~ = N + E [
o .
83 ) 8 (. ELY] = RELX]} -+ o DUX] F{E[X]}
2 E '
Rl i 3 , w1 S
50 T g i) PA¥]=[f{E[X]}} DPLX]
oy e}
~ ~N
w8 — w
§ 3 :u; 2 % Demostracion
2043 ™ =
"/ ¥ o | e U Desarrollando f{X) en seme de Taylor alrededor del punto BLX], '
B = = 5 ® <
1
g g ! 2 | ~— | & ] i)
33 b 2 — T 2 s H AXY=f{E[X]} + (X —B[X]) H{ELX]} + —IX —EIX1F #UE[RT) + ...
S S T AR S A I 2
& . L i : 5
§ S u — [ osL *?" -;“’ = ot § v puesto que la esperanza ¢s un operador lineal, tomando valores esperadas en ambos
S XI= ox o x 58 8 4 b st &} lados obtenemos (i}, ’
EY e b ~ A ~— R = J
N LY : Rl o Y n w0 L) id ibi
= § ) Ademds, la ecuacion antertor pueds reescribirse en la forma
m g ® g 3
oW - - i ,
T8 R I ¥ —HELX]}— — DIX] #1BL1}
’ N — —
g § £ 3 '_: R : vV V v vy N
N . [=] ® = - . ,
g “‘a & I i EEVERVERVIR g = {X —E[X1} f’{EEX]}+?[{X—E[X]}’—DZEX]] FIELXTY + ...
8 e =] v 1
= ‘9‘ u Q = ? 15 8 o o ] |
— . T y, en virtud de (i), el primer muembro de lz ecuacidn es aprommadamente Y—E[Y].
— N~ N Elevando al cuadrado. queddnciose soo con ios térmmos de orden { X% —E[X1¥, v to-
B P ° mando esperanzas, se obtiene (i)
) cl® &£ < £ ¥ ¥ - g
. FRASE . ‘% Ry
' SR TRe B S S . L . X 7
7‘3 E L E R § 3_{‘ = E Ejemplo 453,  Normalizaciér de una distribuciér Beta (cont.)
s e s o » LT - :_:
R S - Sea X unpa cantidad zieatoria con una distribucién Beta, Be (xle, B) ¥ con-
; sicdérese la funcién ¥ = log{ X/{1 — X}}. De acuerdo con lo expuesto en el
g .5\\5
' i&’;
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Ejemplo 4.4.2 la disttibucidn de ¥ serd, aproxtmadamente, N(yE[Y1, D[¥]).
Deternunar :os valores aproximados de E[¥] y de D[Y].

Sebemos (Teorema 4.5.3) que E[XI=a/{a+8) v que D[X]1=0B/{a+B  (a+B+1)}
Ademds.
x i 22—

¥ = log >y = = :
L—% M1 —xi AL —x¥ "

En consecuencia, utilizando el Teorema 4.5.5

E[X1 1 2B[X]—1
BY] = log—— + — DY[X]
1—E[X] 2 EIXTF {1—E[X1Y¥
7 L N
DY) = | | PIX}
\ ELXI{I—FEIX}

¥, sustituvendo
E[Y] = Jog (a/B) + o — B)/2ak
DY) = ta 4 B)/afl
En general, el cdlculo directo de los momentos de una distribucidn a

partir de su defimcidn es complicado. Existe un método. mds eficaz, basado
en la funcibn generatrtz de momentos,

Dermcion 4.5.5. Le funcién generatriz de momentos de una. cantidad

-aieatoria X, que vepresentaremos con la ietra W es W = E[e™].

ILa funcién generatrtz no exsste necesarlarente para todas los valotes de z,
aungue siempre existe pata f = 0, puesto gque entonces (0) = E[é*] =
= E[1] = 1. Cuando Ia funcién generatriz existe para todos los valores de 7
en un intervalo que contenga al punto 7 = Q. puede untilizarse parz defernm-
nar los momentos absolutos de Ia distzibucién {*), ‘

"TrROREMA 4.5.5. Para 2oda cantidad aieaiorss cuyo momento absointo de

orden & exisig,
v = E[X*] = (D)

donde W0 es el aumtor de ta k-suma derwvada de la funcidn genevaizir en
el panto + = 0.

(%Y La funcidén caracteristica, E[e™'™*], donde : es la unidad umaginaria, existe siem-
pre v es una genetalizacidn de la funcidn gemeratnz de momentos. 8n estudio, sm ena-
bargo, sobrepasa los limites mpuestos a gste libro,
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“Demostracion

En virtud de fa definicidn de-la funcidn e

k
Y(t) = E[¢*] = E rz e

|

puestd que la esperanza es un aperador lineal,

0

L
> N B Fid H »
= _—!ETX]= T e Lkt —— o gy 3L
o] ! £l 21 31 !
J4er P :

Detivando.

o #
W) = + ty Foe— it e, L
2! 31

) = 7 - s
)= @ o —Z-I-m. + Ti}h +

£
¥ = w4 trge = ;—mkm + i
3!

¥, por tante W0 = an, TH0) = mny, ... WO = msp.

Ejemple 4.5.4. Tiempos de espera (cont.)

_ Sea X la cantidad aieatoria definida en el Ejemplo 4.5.2, cuya funcidn
de densidad de probabilidad era

PErV=3e"", s x>0

=0, para coalquier oo .

i)z[jlzetexmmar st funcién generatriz y utilizarla para determinar F[X] y
\ 1.

Por gefinicién,

‘I’(l} :E[erxz —- [‘ e“‘}e“”‘dx =

9 3—.

P03
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da Juncién generatriz no ewste, en este caso, parg £ 3= 3.

3 1
W(e) = e W(0) = F[X] =
{(3—1¢F 3
3 2
) = , ¥0) = E[X] = R
{3 —2y 9

v por lo tanto DH¥] = E[X*]—FIX] = 1/9.
Bato condiciones muy generales, la funcidn generatriz caracteriza a la
distribuci6n, de forms patecida 2 come lo hacen la funcidn de distribucién

0 ia de {densidad de} probabilidad, %] estudio detallado de este tema excede,
sin embargo, los limites de este volumen.

4.6. Disiribuciones multivariantes

En numerosss situaciones €% necesarto considerar simultdoeamente iag

, bropredades de dos o mds cantidades aleatorias. Por ejemplo, las consecuen-

aas de un determinado tratamiento Pueden depender simuitdneamente de la
presibn sanguinea y de la cantidad de dazicar en la sangre: los posibles efec.
tos de una determimnada enfermedad hereditaria pueden depender szmuies.
#eamente del sexo, la edad v el &rupo sanguineo del paciente, :

Dermiucion 4.6.i.  Dado un espacee probabilisico (S, 5, PY, un vector lea-

torle de dimensidn k es wna funcidn qite dsocta un eleizento de R* g cadg
elemento de .

Naturaimente, cada una de los componentes de un vector aleatorio es

una cantided aleatoria. Asf, 1 a un nBuevo pactente le asignamos su tempera- .

tura, presién sanguinea v edad, hemos definido un vector aleatoro de dimen-
sidn tres, cuyos componentes son las cantidades aleatorias mencionadas.

Todas las probabilidades rejatrvas & los valores que puede tomar ug

vector aleatorio pueden obtenersa directamente a partir de sn funcidn de
distribucitn.

Dermiicién 4.6.2, Ia funcién de distribucidn de W VECEOr aleatorip
=Xy Xo ., XY er ig funcidn de R¥ 25 [0, 17 definida medignte

oy 20, oy xa) = PUX: S xp NG <mIn .0 (X, < we}]

Si an vector aieatorio X buede tomar tan soio un nimero fintto o pume.
rable de valores distintos, decimos que es discreto. Sus componentes son
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- entonces cantidades alearorias discretas v su funcidn de probabilided es Ja
" funcién de R* en [0, i]

Pl %o o ) = PH{X =i N{X =t N ... N X =x}] (1)

Por otra parte, s1 la probebilidad de que un vector aleatorio X de di-
mensién & pertenezca a uns determunada regidn A de R puede expsesarse

. mediante una mtegrai de la forma

sl ~
PIX = Al = ,r! Jl Dl %, oo %2 A% di ... du (2)
A

dectmos que X es un vector aleatorio continmo v que p(x, X2, ..., Xi) es_ s
tuncicn de densided de probabilidad. Sus compongntes son entotices cantida-
des aleatorias continuas, y se verifica que

O F (31, X2, vvu, X

P(xl; Koy vany Xp) = {j)

Ox Doy ... By

Es obvio que ios conceptos relativos a vectores aleatorios 50N una gepe-
ralizacidn natuyal de los comentados en las secciones antertores para canti-
dades aleatorras.

Las distribuciones de subconjuntos cualesquiera de Jas componer_it‘es de
un vector aleatorlo pueden ser detetrminadas a partir de la distribucién del
vector y teciben €l nombre de distribuciones margmales.,

DeriNicion 4.6.3.  (Distribrciones marginalest, Sex X wn vector sieatorio
de dimension &, sea {X,, X,) una particion de las componentes de X v sea §
ia dimensidn de X,

St X es discreto, ¥ su juncidn de probabilidad es DX, Xp), b tuncion
de probabilided de X, es

X =x) = 2 B3y %)
s

donde ia suma se eiecttia sobre fodos 105 punios (x;, %) para ios gque X, = x..

§i X es contmuo, 9 su fuscidn de densidad de probabilidad es plx, x,),
i funcitn de densidad de probabilided de X1 es

r
Hx) = J e, P )X,
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Ejemplo 4.6.0.  Tipos de enfermedad

Je sabe que un determinado sindrome puede ser causado pot tres enfer-
medades distintas, que cada una de ellas fiene una forma benigha vy una ma-

ligna, v que el porcentaie de veces en que se presenta cada una de ia com-
binactones posibles es

‘ L] a7} 153

10 ] 1

Determinar la funcién de probabilidad de un vector aieatorio que descrr-
ba ia‘situacin v las de sus dos distribuciones marginates.

La situacién puede ser descuute, por eremplo, mediante el vector alestario 7 = (X, ¥)
donde

XiB) =0. XM= s
te= ), 2,3

la correspondiente funcidn de probabilidad serf claramente

§0, 11= 0,30, p(0, 2= 0,40, {0, 3) = 0.10
ML B =010, pl 2y=1009, p(1, 3)= 001

la margimal de la contidad aleatorsta X que describe 1 la enfermedad s presenta en
forma benigna o maligng es

Ple = 0) = p(0, 1)+ p(0. 2) + p{0, 3} = 0,80 |
Plx =1) = n(1, 1) + P12 + pl, 3y =020
de torma que ¢l 80% de los casos son bemgnos.

La margmal de {a cantidad slearcria ¥ que deseribe la entermedad es

PY = [y = g0, 1) 4 p(1, 1) = 0,40
PY =20 = p{0, 2) + p(1, 21 = 0,49
P(Y =31 = p(0, 3) + p{l, 5)= 0,11

d¢ forma que [z enfermedad mds trecuente es ts que se presenta en el 49 96 de los rasos.

En general. el vator de vnas componenies de un vector aleatorio mfluye
sobre el valor ae otras. Esto no sucede cuando son ndependienses.
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DEFnacion 4.6.4. Se dice que ias componentes de un vecior aleatorig X
son independientes entre §i, st se verifica que

P, oo %) =plaad, plxz), ..., plxe)

es decwr su fupcidn de probabilidad, o de densidad de probabilidad, es igual
4t 1g#al gl producto ge los correspondientes funciones marginales,

La wmdependencia es un caso particular de un concepto mds general y
mucho nds frecuente en fa préctica, la miercambiobilidad.

Dermacion 4.6.5. Se dice gue las componentes de un vector meatorio X
soz ntercambiables emtre i 52 para toda  posible permutacion  suya
i, Xn, oo, Xi, } s verifica que

DL oy 58 = i, oo )

de forma que su funcidn de probabilidad o de densidad de provabilidad es
wdependiente del orden en que se sibden.

Tntuitivamente, un conjunto de cantidades ajeatotras son intercambiables
cuando las conclusiones que pueden extractse de su observacidn no dependen
del orden et que han sido observadas.

La influencia de unas cantidades aleatoras sobte otras puede ser deter-
minada s1 se conoce la distribucién del vector aiestorio que.se obtiene to-
méndolas come componentes,

Dermicion 4.6.6.  (Distribuciones condicronaies.! Sea X un vecior alearotio
de dimensidn k, sea (X, Xy) tna particidn de las comzponentes de X v sea i
i dimension de Xi. S p{n,. %) es ta funcién de provabilidad, en & caso dis-
cretn, o la funcidn de densidad de probabilidad, en ef caso combuyo, dei vece
tor X, ia distribucion de X, cxando se sabe gie X, = x, vtene dade por

plxfxa) = pix, %)/ pl(x;)

La definicién de Ias distribuciones condictonaies estd claramente motivada
por el Teorems de Bayes, Naturaimente, si X, ¥ X; son independientes, v solo
entonces, resulta que pix|x,) = p(x,).

Ejemplo 4.6.2.  Tipos de enjermedad (cont.)

Determinar lus distribuciones condicionales correspondientes al vector
aleatorio del Efemplo 4.6.1,
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Las distribuciones condicionales de la cantidad ajeatorta X, que determma si la
entermedad se presenta en forma bemigna. dada la entermedad, serdn

50D 0,30
(=0 =1 —— e T 075
s oy = 1] 040
(' pr=lp =1 =1—px =0y = 1) = 0,250 b
ple. 2 0,40
ipx=0p=21=—— = = 0814
\ Py =2) 0.49

?p(x=1|y=2}=I—p{xm01y=2}=0,134

(0, 3) 0,30
[(Prx=0y=3)=-" = =-0,90%
piy = 3} 011

pa=1y=31=1—px =0 =3)=0091

Andlagamente, las distribuciones condicionales de la cantidad aleatoria ¥, que deter-
muna la entermedad, sabiendo si 12 torma es bemigna o maligna serdn

20, 1) 0,30
' =1 =0}=. %2»——20,375
[ = 1k poc=01 080
) 20, 2) 0,40
3p(yr:2‘x= ) = —e— = e == (0,500
; Hx=0r 080

kﬁt:\’ =3lx =0V = L —ply =z = 0) —piy = 2x = 0} = 0,125

; ) w1, 1 0,10 0,500
H = lx = = — = =,
=1 ] Pl =1 0,20
) P12} 0,09
Py =2 s —————— = e = 0450
pxe=1) 020 .

Py =3 =s1l=1—py = 1x = 1)—ply = 2/x = 1) == 0,050
Una funcidn de un vector aleatorio es otro vector aleatoric (o upa cans
tidad aleatoria, que no es mis que un vector aieatorio de dimensién unol.

Ca A :
La distrbucién de una funcidn biuniveca ' de un vector aleatorio puede
ser determinada mediante un teorema qué generaliza el 4.4.1.

TROREMA 4.6.0. Sea X = Xy, .... X1} es un vector aieatorio cya densidad
de probabilided es px(xi vy sea ¥ = (X)) = {A(X) .... WX} una transfor-
macion biumivoce suye. Entonces, la densidag de probabiiidad de X es

peiy) = pxl gy 1]y}
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donde X = gly) = (gAY} ---, guY)} es la funcidn mverse de K(x), siempre

-gue e Jacobiano

Baiy) dgily)
5 Sy
oy =
Bgil¥) guly)
ay Ay,

- €XISHE, nO Sed wulo, y tenga todas sus dertvadas paresales continuas.

La demostracién es una generalizacidn inmediats de la del Teorema 4,4.7,

Para determmnar la distribucién de una funcidn A{x) de un vector aleatorio
#&-dimensional. cuya dimensidn J es menor que & puede procedezse de Ia forma
sigarente: {i) Se determina otra funcidn fulx) de dimensidn £—1, de forma
que la teansformactdn conjunta f(x) = (A(x), f(x)) sea una transformacidn
biunfvoca: (i) se determina entonces iz distribucidn de Ax) mediante el
Teorema 4.6.2 v {fii) se procede finammente a obtener iz disttibucidn margl-
nal de fifx).

Ejempio 4.63. . Distribucion gei coctente

 Sea X = (X), Xz} un vector aleatorio continuo cuya funcidn de densidad
de prabebilidad es

ploey, s = dxa, st O < < L y 0 <m< ]

0, en cuatguer otro caso.

Il

Determunar la distribucién de ¥ = X,/X,.
De acuerdo con el procedimiento que acamamos de-describir, empezamos completando 1a
transtormacidn para hacerla Binmwora, Una sencilla eleccidn es Yi = X
SiYi=X/X, v o= %, entonces X =YY v X =Y, de forma que iz corres.
pondiente tuncidn inversa es gly) = {¥ys, %21 v su Jacobizne teswitz ser
¥z »n I
Jiyy = ]

La regidn O<o <1 O<x <1 s¢ transtormz en .l D<m<e Bam<i,
0 < iy < L.
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¥ por lo tanio la funcidn de densidad de probabilidad de 7 serd

Py v =dpp, 0<n<e 0<n<l y O<ppm< L

=0, en cualguer otro caso,
Finalmente, la densidad ce probabilidad de 3, serd
¢

s 9
opg = | plynlin = 4y, -

»

=1 Oxpn<i1

0

L I

= 43,1,_:-"

o o

Ply,s

|
!

I

F, - i - L -

| 1 2 3 Y,

i

' Los conceptos relattvos a ias caracteristicas de las cantidades aiearorias
s¢ generalizan sm dificultad a los vectores alestorios. Asi, el vaior esperado
de una funcién /(X)) de un vector aleatorio sigue tomeande lz forma de [z De-
finicién 4.5.1, tentendo en cuenta que en el cASO COMLMUO s¢ trata ahora
i de unma wmtegral miltiple.
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S X=1(Xi X ..., Xi) es un vector aieatorio f-dimensional, s media
E[XT es el vector k-dimensional {E(X)), ..., E(X:)} cuyas componentes son
ias medias de ias & distribuciones marginales de sus componentes. Su marry
de varianras-covarignzas, DAX), que generaliza el concepto de varanza de

una cantidad aleatoria, es ia mattiz simétrica de dimensién £ cuyo elemento
general es

CLX:, X = E{{X —E[X]} {1 X, —E[ XN

De estz forma Ios elementos diagonaies de la matnz de varianzas-covarian-
#as Son precisamente fas varianzas de las k distribuctones matginales, esto es
CLX X0 = DX Los demss elementos de la matrrs reciben el nombre
de covarzanzas. Bl coeficiente de correlacion entre las componentes X; v X;
se define como

CLX: X34 DEX] DLX T}

Interesan trecuentemente las caracteristicas de la disttibucién de una com-
binacidn linea: de cantidades aleatoras,

Trorema 4.62. Sea X = (X1, .... X2} un vector dieatorio cuya esperania
existe, Entonces.

Elads 4 . 4 oo+ 6] =aBE[X0]) + ... + aB{X] + v

Demostracidn

ElaXo + ... + Xy + b] =
rr
= IJ' Lavee 4 oo+ ais + 8] plxn, ., iy, o gw =
o . .
= a, l xp{xddie 4 . - ag , MaPlxddx, oo o=

o o

= ﬂ\E[Xl} + L+ akE[Xk] + b

como queriamos demostrar, L demostracin Data el caso discreto es andloga,

TeOREMA 4.6,3, SiX,, ..., X1 son cantidades aleatorias mdependientes cHYa
esperanza £xisle,

E[X1X2 - X,l;] = E[X}] E[Xz} . E[Xk]

Y pare rodo par (X, X;), C[X, X1 =0,
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Demostracion

Por definicién. s las X son independientes, pa, vy Xy = Hpla:i, En consecuencia,
en el caso continuo,

rr
ENX,] = J | (e IIp{2:) = fo:p{x.] =TElX]

v

El mismo resuitado se obtiene en & caso discrete. Finalmente,

CIXs X1 =E[{X: — BIX.)) (X —ELX )T = BIX, —E[X1] ELX, -~ ELX,T] = 0

TEOREMA 4.6.4. 8i Xy, .... Xk son cantidedes dieatorias independientes cuya
varianza exisie

DX+ ... FaXe + b] = £ DPIX] + ...+ aiDz[Xk]

Demaostracién
Demostremos prmere que DLX + X] = D[X.] + D X:]. Ee ctecto,
DX o+ X1 = EH{E 4+ X — B[] —E[X:11]

e Bl{X\ — BIXJP{ X, — BIXIP+2A X — BIXH X — E[X:11]=
= DLE] + DLAT + CIX K] = DX + DX

en virtud <del Teorema 4.6.4. Extendiendo este resultads 2 & variables v utilizando el Teore-
ma 450 (i) se completa fa demostracidn.

La mds utilizada de las distribuciones contimias multivariantes es 2 dis-
tribucidn normal mdtivariante que generaliza la distribueidn normal definida
en la Seccidn anterior.

Dermvicion 4.6.7.  Un vector aleatorto continno X de dimension & tiene ana
distribucién normal st s8 furcidn de densidad de probabilidad, que denotare-
wmos N, L) es de ia forma

1 .
ol ..., xE) = et — — (X — WYE % 1)
F4

I_I'fl"z (2o iz

donde x' ={x, .., s} € R, w =1, .... e} & R* ¥ Z es una matriy
definide positivg (*).

{*} Uba matrz A es definida positiva s1 para cualquier vector X == 0 se verifica que
x'dx > 0, donde X' es el vecror transpuesto de X,
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Los pardmetros 11 y £ contienen, respectivamente, los momentos de prime-
ro v segundo orden: en efecto,

TEOREMA 46,5, Si X e5s up vector alearorio cow distribucién normal
Nul#lm Z), BIX]=u 5 DI[X] =%

La demostracién puede consultarse, por ejemplo en Raiffa & Schlaifer
(1961, Cap. 8).

Cuendo # = 2, la correspondiente densidad normal bivariante es una
superficie acampanada centraca en el punto (xy, X32) = (Mg, Ug). Para facilitar
la interpretacién de os resultados, la normal bivariante se suele describir
como funcién de sus medias v, L, desviaciones tipicas o1, o v coeficiente
de correlacidn p. De esta forma, con

u:[”l‘! ;o 5={% W‘”’J “4)
2 \pog: o

Ia funcidn de densidad de la normal bivagiante resulta ser

Nl xgfi, v, 1, 0, ) =
1

é 1 [ {x—m )7
= ey — —_
2ne0V (1 — %) P2 21— L o )

Ca{Ei) (2o (mow )

o] ) . <) ’ L o2

Volviendo al caso general,

TroREMA 4.6.6. Sex X un vector aleatorio con distribucion worma
Nulxlpe, E) y sea (X, X,) una parscidn de ias componentes de X, sea i la

dimensicn X,
u={p.12 E:[Eu En“
s J In Zn )
fus correspondientes particrones de v, y T. Entonces
pix) = Ni (X1|p..1, Zyy)
P} = Nl &l b ¥ (4 —pa),  Eny— I l%y)

La demostracién puede consultarse, por eremplo, en Ralffa & Schlaifer
{1961, Cap. 8). Cuando & = 2, resulta
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TrOREMA 4.6.7. Sea X = (X, Xs) un vector aleatorto con distribucidn nor-

mat Nlxy, xilUs, D, o1, 02, p). Entonces,

pl) = Nixjum, 1)

Plx) = Nixdia, o2)

Gt —
Plasloea) = N( e 4 Q—E_WIxz——uz), a1 —e?) !

2 J
. { Uz w—j—\'
p’\mlxr}-—_—N[lep.z—l-p p- {200 o i), o‘zxj(i-—p)]
1

I

Ejempio 8.64.  Pesos y estaturas

Se sabe que la distribucin conpunta del peso en Kg Xy, v la estatuga en
cm Xp de un varén de 18 afics es uma distribucién normal cuyos patdme-
tros son

63,05) _ {6409 3855)

we -
P s ) L3655 42,55

Determminar la probabilidad de que un vardn de 18 afios y 167 cm de esta-
tura tenga un peso cemprendido eptre 54,39 ¥ 63.05 K¢, Comparar el re-
sultado con el obtenido en el Ejemplo 4.3.2,

De acuerdo con (4} 103 pardmetros de 1a distibucién conjunta de (X X2) serdn
W= 63,05 W= 174,35, 00 = 8,01, o = £52 ¥ p =070, Consecuentemente, la distrr-
bucidn condiclonal del peso X, daaa la estatura X e 167 serd, utilizando el Teore-
ma 4.6,7

1
(167 —174.5), 8,01Vil —07)} =
€52

= Nfxl|5661, 5718}

N{ 63,05 + 0.7

Por tanto, utilizendo 12 Feuacidn 4.3.0 v las tables de la Normar,

pL54,39 < Xi < 63,05]X> = 167] =
( 63,05 — 56,61 ] 5439 — 5661 Y
718 5718 Ji

= O(1,126) — ©(-— 0,388) = 0,5211

X

Como era de esperar, la probabilidag obtenida, 10,5211 ¢s bastante mavor gue la obte-
nida en el Efemple 4,3.2. 0,3599. En efecto, Ja altura v el veso estdn positivaments
felacionados, de forme que szbiendo que el sufeto nene una altura de 167 ‘em, infetior
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2 Iz media, es de esperar que su Pesu sez también interior o la medis, v por tanto

que sea més alta b3 probabilidad de que se sitéc en un ntervalo de valores nferiores 2
la media.

4.7. Discusién y referencias

Los conceptos disentidos en esre ¢apitulo son independientes de la mter
pretacién que se dé 3 la nocidn de prebabilidad. En consecuencia o concepto
de cantided eleatoria, o varable aleatora como se ie llama mds frecuente-
Inente, aparece en todos los textos de Teotfa de 1a Probabilidad.

Un tratamiento profundo de ias jdeas desarrolladas en este capfmio exige
Qlertos conoctmientos de feorig de iz medida, El use de tales ideas petmite
unificar el estudio de s cantidades aleatorias discretas v continuas, pero re-
duce netablemente el comjunto de personas que pueden seguirlo.

Existen mumerosas disttibuciones de probabilidad, adetds de las definidas
en las Secciones 4.2 y 4.3, que aparecen frecuentemente en las aplicaciones,
Numerosas tnonogeaffas han side dedicadas a su estudio ststemdtico. Bntre
las mds completas pueden citarse los cuatro volimenes de Johnson & Kotz
(1969/1972), que inciuyen’ ademds wna extensa bibliograffa, v la tercera par-
te del texto de Raiffa & Schlaifer {1961),

Entre los textos cldsicas que discuten el concepto de cantidad aleatorta
merecen menclén especial las de Laplace {1812/ 1912}, Hansdorf (1914), Von
Mises (1936), Jeffrevs (1939/1967), Eolmogorov (1933), Heiler (195771966},
Loeve (1955/1977), Renw (1962/1968), Gnedenko {1962) v De Fineth
(1570/1975) todos ellos ae lectura obligada para un estudioso de ia Teoria de
la Probabilidad.

Cast todos los textos de estadistica matemdtics incluyen una discusién de
los conceptos desarrollados en este capitulo. Podemos mencionar entre ellos
los de Freeman (1963), Hogg & Craig (1965}, Lindgren (1962), Lindley
{1965}, Mood, Graybill & Boes {1963/1974), Papoulis (1965) y Parzen (1960},
A un nrvel mds avanzado estdn los textos de Anderson (1958), Ash {1972},
Cramer (1946), Feller (1937/1966), Fisz {1963), Kriskberg (1965), Rao
(1965), Rohatg (1976) y Wilks (1962), ademis de ios «cldsices» ya- men-
ctonados. El libre de Kingman & Taylor {1966} proporciona vna interesante
tytroduccidn a la teorfa de la probabifidad como un easo particular de teorla
de la medida,

La eastencia de densidades de probabilidad estd relacionada con el pos-
tulado de v-aditividad que, come mencionamos en el Capitule 3, es aceptado
por casi tedos los avtores, con la notable excepcidn de De Finetti (1970/1975 N
Este autor es por otra parte responsable del concepto de cantidades aleato-
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rias imiercambiables que, como vereraos mds adelante, aparece de forma natu-
ral en los problemas de inferencia.

Entre los conceptos v resultados que hemos decidide omitic en nuestro
breve tratamiento de las cantidades aleatorias, hav gque mencionar (i) el con-
cepto de funcidn caracteristicn que generaliza el de funcicn gemeratriz, (i) su
uso parz identificar distribuctones y para deterrunar la distribucién de sumas®
de cantidades aleatorias independientes y (iii) los problemas de convergencia
de sucestones de cantidades aleatorias. Merecen atencidén espectal los feoremas
de limte, sobre los resuitados de tai convergencia, de los que el Teorema 4.2.1
v el feorema central del limire mencionado en ia Seccién 4.2, son los ejem-
plos més conocidas. Todos estos temas pueden ser comsultados en cualguiera
de los textos avanzados que hemos citado.

4.

PROBLEMAS

i. El numero de operaciones oue serdn realizadas en e Departamento de Traumato-
logra del Hospiial Clinico de la Unwversidad de Valencia en las présumas 24 potas
€s una cantidad aleatora cova funcién de probabilidaa viene dade por la Tshla

x Bblx)
0 0,1¢
1 0,15
035
.20
0,15
5 0.05

N )

Representar gréficamente plx) v su correspondiente tuncién de distribucitn. De-
termunar pLX 2 257, p[0 < X < 2], 2[0 < ¥ 2], 81X > 61, #[¥ = 1.3].

2. El nimero de lamadas que deberdn ser atendidas una determinada medrugada por
un médico de guardia es una cantidad aleatora X cuya tuncidn de probabilidad es
de Ja forma

pixi= O+ 1), x=0,1,2 3,4,

=0, €n 0o caso.”

Determinar €. dibwiar lat correspondientes runciones de probabflidad v de dis
tribucién v calcular p[X > 11,
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Las horas transcurridas entre dos urgencies consecutivas es wng cantidag aleatorta X
cuva funcién de densidad de prababilidad es de la forma

Dixfoce™ %> 0

= {, €n ot Caso,
Calcular la correspondiente constante de proporcionalidad, representar las funcio-
nes pix1 v Flx), v determinar p[X 0,51,

La cantidad #2, en gramos, de proteimas contenidas en 100 m)] de plasma sanguineo
de uha persona adulta es una cantidad aleatoria X con distribucidn pormal
N(x|672, 0.35). Galcular p[X < 6] v p[6 < X < 71 v determunar un intereaio
cenirado en 6,72 caya prooabilidaa sea 0,95,

Se sabe que la cantidad de potasto contenide en la sangre humana complets es una
cantided aleatoriz X con distribucidn mormal cemtrads en 43 ma/100 mi, v que
#[X = 32] = 6.025. Determmnar D[X] v p[X > 50].

El 1oparimo decimal de las koras necesarias para realizar una determinsda opera-
©idn es unma cantidad aleatoria X con distribucidn normal Ntx|0,5, 0,3), Deterrmnar
la probabilidad de que la operacién cdure mas de cuatro horas,

La probabilidad de sobrevivic una peligrosa operacidn cerebral es una cantidad
aleatoria X con distribucién - Beta, Befxl6, 4). Utllizar el hecho de que
¥ = log{ X/(1—X)} tiene entonces uma disteibucidn aproximadamente normai para
determinar pIX 2 0,5].

En wna sala de espera se encuentran 15 pactentes, 5 hombres vy 10 mujeres. de
los gue se hace pasar a los 3 primeros. Sea X el nimero de mureres & ¥ & numero
de hombres seieccionados. Determmar la distribucién v las principales carzcteristicas
de la cantidad aleatoria X Y.

La anenura de la peivis X, v el perimetro toricico X» en cm en mujetes de’ 18 afios
tienen upg distribucién conunta normar bivanante con

22,03 {109 2287
E[X] = | DYX] =1 -
839 J V228 982 )

Determinar PLX; > 861, PT20 < X\ < 221 v PLX: > GO, = 211.

Las cantidades de 4cide citrico Xo ¢ de 4cido ldctico X» contepidas en la orina
tienen unz distribuclén normal bivariante centrada en 678 v 350 mg/24 h respec-
tivamente. v con un coeficiente e correlacién 0.9, Sshiendo que PIY. < 1287 =
PLX: < 100] = 0,02, dererminar PTX: > 8001 v PEX, > 800X, ='5001.



Capitulo 5

El proceso de aprendizaje

En este capitulo se describe ol process que permite mcorporat al
andlisls de un problema de decisién la mtormacién proporcionaca
por catos expetimentales relacionades con sus sucesos Inclertos re-
sevantes,

Este proceso extge prectsar, mediante la- pancidn de verosmmilitng,
la relacién exwstente entre los datos y los sucesos inciertas; desctibir,
mediante una distribucidn de propebilidad, 12 snformacién el que
se posee sobre la verosimilitnd de su ocurrencia v determinar, mediante
ei Teorema de Baves, la distribucidn fina que -describe ta intormacion
que se posce sobre los sucesos nciertos tras tncorporar a Ja informa-
cién mmicial = que proporcronan los resuitados experimentales.

Este proceso de aprendizate comstituye la base de tode prablema
de eferences: hacer interencias sobre el valor de § se reduce bdsica-
mente a determinar su distribucidn final, Los problemas de prediceidn
se tesuelven como una extensidn naturai de los problemas de nfe-
tencia mediante el uso del teorema de la probabilidad total.

La reaccidn natural de coalquiera que tenga que tomar una decisién cuyas
consecuencias dependen de la magmtud de una cantidad desconocida § es mten-
tar reductr su mcertidumbre obtentendo m4s 1nformacidn sobre su valor, El pro-
blema central de la mierencia estadistica es el de proporcionar una metodo-
logia que permita asmmilar la miormacién que resnlte accesible, con obieto
de merorat nuestro conocumnento del mundo reai. -
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‘5.1, Cuantificacion de la informacion inicial

Supongemes, sin pérdida de generalidad, que estamos interesados en el
valor de una cantidad (*) 0 que denominatemos pardmetro de wterés, De
geierda con fos argumentos ofrecidos en el capfiulo de Fundamentos, la infor-
macién disponible sobre el valor de § deberd ser expresada mediante una
medida de probabilidad que describa el grado de creenciz del investigador
en Iz ocurrencia de los distintos valores posibles de . Se trata pues de una
cantidad aleatoria cuya distribucidn de probabilidad describe la 1atormacién:
sobre el valor de © que tnicralmente se posee; esta distribucin recibe i hom-
bre de disiribucidn wmcuf de 8,

5i 6 es una cantidad aleatoria direreta, su distribucidn de probabilidad
puede ser descrita mediante la correspondiente funcidén de probabilidad,
p) = {ps, po ... % Las probabilidades 2: = p(8;) pueden ser determmadas
mediante el uso de técnicas como las mencronadas en la Seccidn 3.6. o me-
diante el establecimiento de relactones entre ellas que permitan determmarlas,

Ejemplo 5.11.  Diggnosis

Las consecuencias de un determinado tratamiento dependen de Ia enfer-
medad del paciente. Se considera que exssten cinco enfermedades 8, By, G, 0,
y Us compatibles con los sintomas observades. Las opiniones del equipo médico
sobre estas posibilidades son tales que

P{9| ] 83} -——p{ﬂs ] 94 U 85}
pl0: = pl8yt = 4p{6:}

¥ creen muy temota la posibilidad de que se trate de Ia entermedad s
Deternunar la correspondiente distribucidn micial.

Sea p. = {8} y supongamos ps = 5. donde § > 0 es un mimero peduefio, pero mayor
que cero, Claramente, tenemos el sistema.

TN o P M S PR
D= B

by = 4p;
PoFmt bt E=

(*1 Si jos sucesos inciertos en gue estamos nteresados son de la torma
{4, += 1, 2. ...\ podemes considerar en su Iugar iz comtidas 0 =1, 2, ..., de forma
aue AN = p(8 = 1)
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de CRalro ecuaciones con €uatio ncognitas cuva solucidn, en funcidn de 8, es
p(8) = {p, b1, Psy v, BY com

L 4 _ 1
Pr= {1488}, pa=pi=— (128}, Py —(l —28)
10 10 10

En particuiar, st se tuzga 20 veces mds probable que B #0 sez lz causa de la do-
lencia a que lo sea, tendriamos (1— 8)/8 = 20, esto ¢s B = 0,048 ¥ por io tanto

B = 10,138, 6,362, 0,090, 0,362, 0,043}

Observese que & puede ser tan pequefio como se quiera, pero debe ser mavor que
€erd 4 menos que pueds garantizdrse que B es pracficamenze wposible.

Si B es una cantidad aleatorta comtmuas, su distribucidn de probabilidaa
puede ser descrita mediante la correspondiente funcién de densidad de pro-
babilidac 5(8). Generalmente. se empieza eligiendo una familia de densidades
de probabilidad suficientemente amplia como para conteper wuna distribu-
cién gue zproxime adecuadamente p(B). Asf, por eremplo. s1 8 es una cantidad
aleatotia tal que ~— oo < 8 < o y nuestra miormacién sobre 8 puede repre-
sentarse por una densidad de probabilidad urtmodal, stmétrics v con forma
acampanada, puede empezarse suporzendo que p(8) puede aproximarse por
ung densided Normal, N(Blw, o), de |2 que todavia debemos determimar sus
pardmetros,

Una vez elegida ta familia de densidades apropiada es necesario estable-
cer condiciones que nos permitan determmnar los pardmettos de la distribu-
cidn, perteneciente a esa familin, que describe mejor nuestra informacidn
mactal. Estas condiciones pueden ser de muy diversos tipos, pero frecuente-
mente Consisten en una medida de localizacién y wna .medida de dispersidn
de la distzibucién: de 0. Entre las medidas de localizacién suele utilizarse la
mediza o la moda; entre las de dispersidn cuantiles o intervalos intercuan-
tilicos.

Ejemplo 512, Cautidad de trrosina

Las consecuencias de una determinada meelicacion pueden determinarse
& partir de la cantidad de tirosina contenida en la orina. La mformacién 1ni
cial sobre la captidad de tirosinz 8 contenida en la orina de una determnada
paciente puede describitse mediante una distribucién normal centrada en
39 mg/24hy tal que p{8 > 49} = 0,25, Determmunar la correspondiente dis-
tribucién iniclal.

Se sabe que p(8) =N(0I35, v); dehemos determmar o utilizande Ia  condicidn
28> 49} = 025, Claramente, wiflizando 1z Ecuacién 4.3.1,
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.. { 49—39 Y
PO> 491 = pl45 < 8 < »r:cbfwu—d)tT |

J

10
zl-—(b(——-‘ = 0,25
LYy

Ba consecuencra, O(10/g) = 0,75: utilizando las 1ablas ae e distribuciin  normal,
18/0 = 0.6745 v por tanto o = 1483, La distribucidn mnicial es pues N(8|39, 14,83)

oos }

N{£139,14 83}

]
1
[}
1
i
r

. 1 1 !

S & 24 39 54, . &9
Una vez determinada ia distribucidn imctal, debe procederse & calcular

algunas de las probabilidades que umplica; esto permite comprobar st las

probabilidades calculadss sen comsistentes con nuestra informacién micral

¥, consecuentemente, st la familia elegida Permite und buena descripoidn de

la nformactén taicial.

Efemplo 5.13.  Cantidod de twosina {eont. )

Determinar el punto 0, ta) que p(0 > 8)/2(8 < 8) = 20 de acuerdo
con la distribueidn nietal obtenida en el Ejemplo 5.1.2,

Claramente,
20 >0, 28 > 8 20 28> 8 20 09524
e — —_— > == ez )
PO <BY L8> 6y TR

Utilizando de nuevo iz Eeuacién 4.3.1
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{ B39

02> 6} = 'B<B<ws=¢(m:_¢lm
i o 710 |5 J
£ B—39 Y
=im®f e T 09524
| 1483

En Jas tablas de la distribucién normal," puede observatse que O1.67) = 0.9525; pox
tanto,

o~ 39
14.83

De forma gue la distribucién mnlclal encontrada implica que es veinte VECES MéS proba-
ble que 8 see mavor de 14,23 mg/24 L a gue B sea menor que este valor,

~— 1,67 - B =1423

5i B ¢s upa contidad aleatoria ta) qae 0 <9 < 1 y nuestra informacidn
sobre 0 puede representarse por una densidad de probabilidad untmodal, pue-
de empezagse supomendo que () es una densidad Beta, Belbler, §) y precisar
condiclones que permrtan determinar sug pardmetros,

Frecuentemente, una de estas condicienes ¢s la media, #, de la distn-
bucién y la otta un cuentil cualquiera, esto es un valor B tal que pL0=08,] =7,
donde p es una probabilidad conocida, El valor de M es el centro de gravedad
de la distribucion; para valores de P promimos a wno. & es una especte de
cota supertor, ¥ pata valores de P proxumos a cere una coig interior, de los
valores de § que resultan veresimiles 4 da vista de la mtormacién de que
se dispone,

Los pardmetros o y 8 de Ja distribucién uucial Be(Ole, B) pueden ser
aproxxmadamente expresados en funcién de 2, 8o ¥ p, bactendo uso de la
wansformacién normalizadora descrita en el Ejempio 4.5.3.

Supongamos, en efecto, que p(B) =Beibjo, ), E(0) = m y P8 < %) = p. Utilizando
el Teorema 4.5.3, Kif) = af(e -+ ), de torma que e = %/(¢ + B} ¥, por tanto,

L—um
Bor ——— (1)
m

Por oura parte, &1 p(8) = Be(Bloe, B} tenemos, utilizando los resultades del Ejempio 4.5.3,
que s L= log {8/(1—8)},

P(%) = N(EJw, o)
Bo==dog e /B) -+ o — BY/(2eP) (2)
o =g+ p)/ub (3)

¥, en consecuencsa, s1 fp = Jog {8/{1 —85)},

p=pIB 0] = pllog {8/(1—0)} log {#/(L —8y)3}] =
=PI K0 = Lk —p)/e]
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de torma gue
B—u
T

donde #, es la solucidn, que puede encontrarse en ias tablas de la tunecién de distribu-
cidn normal, de Ja ecnacién ©x) = p.

= #; {4}

Sustituyendo en (4) 1as €Xpresiones L v & en funcidn de & v B, tenemos la ecuaciédn,

tog [8/(1 —Bu)] = log (a/B] + (e — B)/(26B) + 2,V (o + B)/B]

v utilizanda (1) para poner B en funcién de &, resulta

i m 2m—] 1 1 L
log == log F— (51
L— By 1—m Hi—m) o Vi{l—m: Yo

Pero (5} es una ecuacién de segundo grado en i = 1/Ve, cova solieldn es mmediata,
Desperando «, resulta, para m = 1./2,

[‘ 2a 1*
o= ——— (6}
L &4+ VIE—dac

donae
@ w= (120 (2 — 251}

= 1,/ V(1 — o)

L—u 8
¢ = log T_;_Bm“
— Vo

st < 0,5, v estos mismos valores cemblacos de signt stz > 0.3, 8 m =95, ia ecua-
i s . : . L
sidn (3} es de*primer grado en i = I/ve resolviéndola v despefando o, tesults -

o = 273 flog? [8of(L v B 7
Las ecuactones (1), (6) v {7) resueiven el problema planteado,

Una forma alternativa de especificar una distribucién tucial en este pro-
blema es empezar supontendo que w = logf8/(1 — &)} tiene exactamente
una distribucidn notmal, v dar condicrones que permitan determinar sus
pardmetros, La distribucidn micial de § serd entonces aproximadamenre Beta,
¥ sus patimetros o y B estardn relactonados con los parémetros L v o-de
la disttibucién de v mediante jas ecusciones { 2)y (3),

Ejemplo 514,  Tasus ge morbididad

La imformacién de que se dispone sobre el porcentsje de perscnas afec-
tadas por unz epidemta en una determimada cormunidad puede describitse
mediante una distribucidn cuyo valor esperado es el 20 %; se sabe ademis
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que la probabilidad de que tal porcentaje supere el 7 % es 0,95, Utilizando
una transformacién normalizadora, determinar una distribucién Beta que des-
ctiba aproximadamente esta informacién. Determinar ademés la probabili-

dad de que el porcentaje de personas afectadas por la epidemia no supere
el 30 9%,

Liamanda B a1 tamto por uno de persones atectadas. buscames una distribucién
Be(let, B), cuva media sea =02y tal que P[B > 0.071=095, esto & p[0 < 0071=0,05.

Con la notacidn. que acabamos de introducr, tenemos # = 0.2, v p = 0,05; utilizando -
las tablas de la distribucién normai (o una cakuladora que disponga de esta funcidn)
encontramos Of-— §.6449) = 0,05 y, por tanso, #, = - 1,6449,

Unilizando ras ecnaciones (6) v (1), podemos determunar los pardmetros de Ta disto-
bucidn pedida que resultan ser w =3 y B =12, de foman que Ja distribucién micial
pedida esBe(®]3, 123, '

Finalmente,

Pz
pl0 < 03] = J Be@|3, 120

puede obtenerse de ias tablas de la funcién: de distribucidn de Bell 03, 12}, st se dispone de
ellas 0. aproxunadamente, medlante ta transformacién normalizante 4 = log {8/(1 —0)5.
En etecto, ntilizando de nuevo los resultados obtenidos en el Eilemplo 453, s1 0 tiene
una  distribucién Bef|3, 12) entonces §  tiene, aprowmacdamente, distribucidn
N(C]|— 1,51, 0,646). En consecuencia,

PlO0< 8 < 03] = pl— oo < & < Log(0370.7)F = pl§ < — D 84] =

—084 + 151 %
= (—-—m— | = $(1029) = 0;8482
L 0,646 i

que no estd lejos del valor evacto 0.8392 obrenide resoiviendo la integrai anterior por
miegracién numérica,

Er

4 Be(g[3,12]
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31 © es una cantidad aleatoria tal que 0 < § < =, v nuestra informacién
sobre € puede representarse por una densided de probabilidad wmmadal,
puede empezarse supomendo que la distribucién de €, o ia de alguna sencilla
transformacién suva como 1/8 o 1/6% es una disttibucidn Gamma y esped-
ficar a contimuacidn condiciones que permitan identdficar sus pardmetros. Otra
aiternattva es empezar supomiende que log 8 tleme una distribucién normal,
Trzs obtepet la distribucidn inicial es importante comprobar, mediante el
estudio de sus consecuencias, que la distribucién encontrada refleja tealmente
1a informacién de que dispone el decisor,

52. Funcién de verosimilitud

Frecuentemente, con objeta de mejorar nuestra informacién sobre el
pardmetro de interés B, puede realizarse un experimento € cuyo tesultado x
es una cantidad aleatora con una distribucién p(x(8) que depende de 8;
en tal caso, la observacidén de % proporcronarf, indirectamente, informacidn
sobre el valor de 9.

Como funcidn de x, para un § = 6 fijo, lxl6y) es una densidaa de pro-
babilidas que describe Ia probabilidad de obtener los distintos posibles valo-
res de x, st el pardmetro de interés tuviese el valor § =8, Como funcidn
de 0, para un x = u fijo, p(xe|0) es una funcién que describe, como vamos a
ver, la verosmilitud de los distmtos valores de 8 a la uz del resuitado expati-
mental observado x. En efecto, ios valores de @ que hacen grande p)xq|01
son aquellos que hacian mds plausible a priort la observacidn del resuitado 20
que ha sido eventualmente observado: en comsecuencia, después de obser-
var X, estos valores de 0 resultan més verossmiles que los demds. A Ia fun-
cién de 8, plxld), se le Uama funcidn de verosimilitug {de 9, dado x0) v Ia
denotaremos con iz (8), Debe subrayarse que la funcién de verosmmilitud
bo{8) = plal®) es uma fumcin positiva de 8, pero no una funcién de proba-
bilidad. Consecuentemente, m la suma de sus valores, st § es discreta, o1 su
integral si es continua, tienen por qué ser la unidad.

Ejemplo 521, Disgrosis (cont,)

Con obfeto de meyorar la informacidn descrita en Ejempio 5.1.1 sobre
la causa de la dolencia de un determinado paciente se realizan dos tests cuyos

resultados x1, & son cantidades aleatorias Xy, X, cuya distribucién depende de

la verdadera causa de la delencra. Hspecificamente, &l resuitado de cada uno
de los tests puede ser positivo (w4 = 13 o negatwo (% = 0} y se verifica que
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p(1, 1[8:) = 0.60
p(1. 1}8;) = 0,10
1. 18 = 0.15
p(1. 118:) = 0,10
#1, 18 = 0,25

p(1, 0j8) = 0,10
p{1, 08;) = 0,50
p(L. 08 = 0.10
P, 0l6e) = 0,05 .
21, 0}) = 0.25

y que p {0, 0]8:) = 0,10 para todo O. Determunar la funcién de verosimilitud
cortespondiente a los distintos tesultados experimentales posibles.

5i los dos tests dan resultados positivos, esto es s se observa (1, 1}, la tuncidn ge
verosumilitud correspondiente es de acuerdo con ja tzhla

408 = {060, 0,10, 0,15, 0,10, 0,25}

1o que mmmenta la verosunilitud de 8 como causz de la dolencia. Obsérvese que £, (B)
#0 es unz distribucién de probabilidad de 0: sus elementos wo sumzg [a unidad.

Andlogaraente, st se observa {1, 0J, ia tunclén de verosimilituc correspondiente es
i o8 = {010, 0,50, 0.10, 005, 025}

de torma cue e resultaao (1. 0) aumenta la verostmilitud de 8. ¥ en parte ia de 95.
camo posibles causas de la cojencia.

Puesto aque para 8 fijo, plz, 20 debe ser ung distribucién de provabilidad v por

lo wnto sumar iz unidad, las probabilidades correspordientes a que ¢l primer test de
negative v el segundo npositivo son

20, 18} = 0,20
2(0, 18 = 0,30
P00, 108;) = 0,65
p(0, 18 = 0,75
2(0. 1}8;) = 0,40

de torma gue Ia tuncidn de verosimilitad correspondiente al resuitada {0, 1) es
4. {8 =10,20, 030, 065, 4.75, 0,40}
Finaimente, la tuncién de verosimiliad <orrespondiente 2 (0, 0) e
o, o(8) = 10,10, 0.10, 0,10, 0,10, 0,103

¢sto es uniforme, de forma que, £n este elemplo, s1 ambos tests dan resultados negativos
no obtenemos intormacidn alguna sobre k4 verdadera causa de la doiencia,




.. cibén de verosunilitud: la gue se obtiene de & observacién de sucesos de

cde x = 0. .
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- - Consideraremos, a contumacién, dos de los tipos més Irecuentes de fun.

- Bernoulli y ia que aparece al reglizar medidas normaies,

Supéngase, por elemplo, que se estd interesado en ia morbididad de una
determunzda enfermedad, esto es en Ia frecuencia de su sparicién en ung
determinada poblacién; s1 se denota con B Iz probabilidad de que una per-
song cualquiera de la poblacidn tenga la enfermedad, estamos imnteresados en
el valor de €. La nformacidn de que inciaimente disponemos sobre ef valor
de -vendré descrita, de acuepdo con lo expuesto en Ia seccidn anterior por
una deiermmada distribucién micial p(8). Una forms de mnejorar esta nfor
macién es observar un elemento de’la poblacidn v comprobar si tiene o no
la enfermedad.

Sir dcnotax:qos por x el resuitado de una observacidn, con % = 1. g tiene
la enfermedad ¥ x =0 &1 o la tene, estg es Blx8) == Br(xld) de forma
que 4B =9 es Iz’ funcidn de xerostruilitnd de x = L y H(B)=1—§ 1a

I

D.'EF:T.E\’ICION 321, Llamaremos muestra aleatoria de ramasio # de una po-
blacidn cuyos clementos tenen una disiribucicn px|0) gue depende de 9.
I3 un compunto (1, %3, ... %) de chserpactones widependientes dado B, esto’
€5 rales que plxy o ..., %al6) = pla:[8) a0y L. plaa|0).

Su;.)?ngase shora que se extrae una muestra aleatotta de tamafio # de la
pobl‘a’cmn dqué queremos analizar, esto es se observan # elementos de la po-
blaciér escogidos al azar Vv se examing cada vno de ellos para detetrmnar s
fiene o no la enfermedad, Denotando bor x: el resultzdo correspondiente
(4 = i si el elemento tiene la enfermedad, 2 = 0 5 no la tiene), de for-
ma que para todo x;, plxifd) = Br{se:]8), tendremos

Pl o, 2nl8) = piail0) L. p(af0) = 001 — @y

donde » == .E:;; es el némero de elementos en la muestra de # que tenfan
la enfermedad. En consecucncia,

{0) = (1 — @y {13

es la funcidn de veroswmilitudg correspondiente a Ja obtencién de * enfermos
“0 una muestra aleatorta de # individuos, Por eremplo, para # = 10y » = 3
obtenemmos /5(8) = 0%1 — oy,

EL PROCESO DE APRENDIZAJE 137

0.003 r
0.002 } | \ls 100 = 83 (07 0<§<1
|
s
[
0.00% F :
i
!
| 0
0 ' :
0 0.3 05 |

La observacién de la representacién gréfica cortespondiente hace patente
que, a la vista de esos resultados experumentales, los valores de @ alrededor
de 0.3 (en general de r/#) resultan mds verosimiles que los demds.

Dermicion 5.2.2.  Lismaremos esumador maximo-verostmil de 0 af paior §
de O que maximiza ta funcidn de verosmilitud,

En el caso anteriot, el estimador médximo-verosimil es el valor de B que
magimeza (1), esto es 8 = r/7.

Consideremos otra sitnacién frecuente; supdngase que se estd interesado
en la temperatura U de un determinade pacente, Claramente, se dispone de
cterta formacidn zaicaal sobre el valor de 1 se sabe que estd necesatiamente
entre 35 v 42 °C, que su valot esperado para tna persona sana ¢s 36,5 °C, ete,;

-esta irformacién estard contenida en la distribucién mcial de 1, plers. Sine.

cesitamos una nformacldp mds precisa fecurrimos 4 un expelimento obvio:
medir con un termdmetro la tempetatura del paciente.

Toda medida estd smjeta a distintos tipos de error. Si las causss de estos
posibles errores son numerosas, todas del rasmo orden de magnitud, e inde-
pendientes, el teorema central del limire (Seccidn 4.3) permute asegurar que
el valor medido es una cantidad aieatorta con distribucién aproxtmadamente
normal eentrada e la medida verdadera. En nuestro caso, podemos suponet
bues que la lectura dada por el termémetro es una cantidad aleatoria % con
distribucién normal N(xlt, ) centrads en Ja temperatura vetdadeta del -pd-
ciente Ly desviacidn tipica & °C que depende de la construccidn del termé-



138 " BIOESTADISTICA
metre. S se nos dice, por ejemplo, que o = 0,05, la funcidn de verosimilitud

correspondiente a una lectura x del termometro - serd

1
) s e~
(k) 0,05v(2n) P {

YREETRE
2L 005 42

la obsetvacidn de la grafica obrenida para ung lectura x = 38 °C permite reco-
hocer que, despuds del experimento, todos los valores de It aletados de 38 °C
resubten claramente mperosiniles.

EI conmunto de valores verosimiles de U puede todavia reducirse realizan-

do nuevas medidas, Asf, g medimos # veces consecuttvas la temperatura del

- Paclente, que suponemos constante en ese hempo, obtentendo las lectutas
L7 1%, % oo %n], la correspondiente funcién de verosimilitud serd

n
[ 1 y* rq e NEY
L) = [-——— ] exp im—iz [ e Fe
0,05+/(2x1 7 2 005 J 4

ko observacidn de la gréfica obtenida pata tres lecturas 38, 38,1 y 38,05°C
bermite reconocer que despuds de ellas, todavia es més reducido et confunto
de valores verosimiles de .

I

200

|
|
100 } J
|

1, (M), z=(38, 38,1,38.05)

b
37.75 38.00 38.25

OBsé';‘vese que, en las funciones de verosunilitud, lo dmico que Imposian
son las alturas tejativas para woa mrsmg curva: no son distribuciones de pro-
babilidad y, per tanto, no tienen por que ihtegrar la unidad.
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En generai, la funcién de verosimilicud correspendiente a uha muestra
ateatoria {xy, %, ..., %} extraida de vna poblacién normai Nixly, o1 serd de
“Ja forma

n
Pl . xhl!&- O'] = l_[fogI[J.. o) =

-3

™ 1 {f 1
—_—— Y Y ——
b e/ (2x) 3 N 24 c }

[f X — L \l,;n

=1 § =
1 n/2 ¢ 1 - X — 123
() el 2 e

Como veremos més adelante esta expresidn juega un papel centrai en la
deduccién de una parte smportante de los resultados de uso més frecuentes -
en estadistica. Es fcil comprobar que. como funcién de p, ia expresion (2}
alcanza su mdximo para F={Zx;)/# v coma funcidn de o pata P=YxrXE P/ n
que sof1, por tanto, los correspondientes estumadores mirimo-perosimiles.

5.3. Distribucion prediciiva

Considérese la distribucién p(x[0) del resultado # de un determinado ex-
peritnento £. Generalmente, el valor de 0 es desconocide ¥, € cohsecuencia,
#x[8) no puede utilizatse para determmar los valores de x que resuitan mds
probables. Sin embargo, aunque el valor exacto de 8 es desconocido, siempte
s¢ dispone de clerta informacidn sobte 8, que es la descrita por su distribu-
cién inicial p(B), Fsta informacidn ‘puede combinarse con la distribucidn
pi0) pata poder deseribir la mformacién que se posze sobre los posibles
valores de x. En efecto,

2%} =Zp{x]8¢) P8 (1
st 0 es una cantidad aleatorta discreta y

Hxp = fp(xlﬁ) p(8)d0 (2)

81 se irata de una cantidad aleatoria continua, proporcionan una distribucidn
de x totalmente conocida que podemos utilizar, entre otras cosas, para hacer
predicciones sobre Jos vaiores de x 2 que dard Iugar el expertmento e, por o
que tecibe el nombre de distribucidn predicia. Naturaimente, en las expre-
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stones {11y (2}, p(%) es una funcién de probabilidad o una funcidn de den-
sidad de ptobabilidad segfn x sea una cantidad alearoma discreta o una
coftinua,

Puede obsetvarse que la- expresidn (1) no es mds que una forma del
teatema de la probabilidad total (Teorema 3.4,1), v que (2) no es més que
la forma contua de (1) en la que la funcién de probabilidad p(B) se sus-
tituve por la de densidad de probabilidad p{0) y la operacidn suma -por la
operacidn integral,

Ejempio 5.3.1. Diagnoszs (cont.)

Determinar la distribucidn predictiva de los resultados de los tests des-
crios en el Ejemplo 5.2.1 utilizando la distribucién tozctal sobre Izs posibles
causas de la dolencia construida en el Eiemplo 5.1.1,

Ds acuetdo con 1a emuacidn {1), la distribncidn predictva del zesultads o, X))
de ambos tests vendrd dada por ;

b
Pl ) = z Plen 20p(8), % =0, 1, x=0 L

En el Eiemplo 5.1.1 se determino la distrdbucién imicial p(8) = {0,138, 0,362, 0,090,
0,362, 0,048} v en el Eiempio 5.2.1 sc especifican ios valores de #(xn, #:08,). Operando,
resulta

(I 1) = 060 3 0,138 + 0,10 % 0,362 + 0,15 X 0,090 +
X 0,10 % 0,362 + 0,25 % 0,048 == 0,181
Andlogamente,

p1, 0= 0235  p0, )= 0484: (0. 0) = 0,100

Naturalmente, 1a suma de los cuatro valores obtenidos es Ja unidad, puesto eme se trata
de una distribucién de propabilidad. Resalta, pues, que el respitade mas probable del
experimento, con probabilidad 0,484, es (0, 1), esto es aue el primer test de nepativo
¥ el segundeo positive,

Las correspondientes distribuctones magginales son
{ Pl = 1) = 0,181 + 0,235 == 0,416
{ Pl = 01 = 0484 + 0.100 = 0,584

l’p(xa = 1) = 0.181 - 0484 = 0,665
Pl = 0) = 0,235 + 0,100 = 0,335 -

\

de forma que se tene probsbilidad 0,584 de que el primer test de neganvo v 0,665 de
que el segundo de positivo. .
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Consideraremos ahora distribucrones predictivas cotrespondientes a las
-sltuaciones experimentales mencionadas en la seccidn anterior.

Supdngase por ejemplo queé prensa extracrse una muestra aleatorta de ta-
mafio 7. {%, X1 ..., %} de una determunada poblacién con objeto de deter-
mnar en cada uno de los elementos de ja muestra st tienen (% = 1) o no
ttenen (%: = 0) una determunada caracierfstica, y precisar el numerc 7 == T .
de los que la tienen. Obviamente, # puede tomar cualquiera de los valores
0, 1. 2, ..., . 51 supidsemos cual es la2 probabilidad B de que un elemento
cualquiera tenga la caracteristica objeto de la investigacién. conoceriamos la
distribucidn de r. En efecto st p(x{0) = 0 entonces; segdin vimos en la Sec
cién 4.2,

P8, # = Biz|0, #; :g 7 ) (L —o)r— (3)

Si el verdadero valor de § es desconocido, serd necesarto fimutarse a uti-
Hzar lz miormacin nicial que se posea sobte su valor, informacién que ven-
dra descrita por su distribucion imiciai p(0). En tal caso. utilizando (2), la
distribucién predictva de » vendra dada por

1
pleim =1 p(r]8. 2y p(8140 (4)
Jo
Frecuentemente, la mformacién wucial sobre § puede ser aproximada-

menite descrita por una distribucién de la familia Beta, En tal ¢ase, si
P(0) = BetBlor, B) la expresidn (4) resulta ser

1
pirs) ——-f Bit#]0, m1 Befbee, B)d
9

{7 T{o -+ B)
- t +J Ta)T(B)
(
8

1
f Brre= (1 0)nrebt B =
Q

kS
—

Tl +8) T+ r TR+ a—r (51
» Tl T(B) o + 8 4+ m ’

Dermicion 5.3... Una cantidad gieatorsa discrefa x tiene una distribucidn
Beta-binomial sz su juncidn de provapilidad, gue denotaremos Bb{x|w, B, n)
es de in forma

plx) = Bblxla. B, n} =
_f’nw Me +B8) Ko --x 0B+ z—2x)
x4 T I(m Tla+ 8+ #
2= ()

. para cuglgurer-olro x,

x=0,1, v, #n



“ITilizande Ja Definicién 5.3.1, le ecuacién {5) puede reescribirse en ia
orma
-

1
J!n Bi(r|b, #) Belbjo, ) = Bb(rix, B, m) (6}

Ejemplo 53.2,  Tusas de morbididad (cont.)

Cor_z objeto. de mejorar la mtormacién disponible sobre la mcidencia de
una epidenza de gripe, un equipo se dispone a obtener una muestra de 10 ele.
mentos de a poblacién aleatortamente elegidos. Si fa informacién de que el
equipo dispone sobre la probahbilidad 9 de que vn individuo cualquiera tep-
g2 gripe puede describitse mediante la distribucion Be(0}3, 12), construida
ea el Efemplo 5.1.4, determinar fa distribucién predictiva del ndmero 7 de
mdividuos entre esos 10 que los nvestigadores pusden esperar que tengan
gripe.

De acuerdo con ia  ecuacitn (6], 1a distribucién pedid i inomi
Bh(#[3. 12, 10); en consecuenca, ' pecics o8 de Betabinomia]

'f 10 \l {15} {3 + AT + 10-—7)
i i

r T3y 112y (15 4 10)

Dando valotes, se obtiene Ja distribucion

- Pry = Bhi#|3, 12, 100

=g

G,1758
0,256%
0,2312
0,1623
0.0947
(.0468
00185
0.0067
0,0018
0,0003
0,06003

R T Y R S

Yo
<=

de manera que, en particular, lo mdbs probable, es
: g, . X que aparezeayn uno o dos miementos con
gripe {probabilidades 0,236% v 0,2312 Iespectivamente), sungue 0 v 3 son asimismo
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yaiores bastaote probables, Valores de » superiores 4 J son sin embatgo muy poco pro-
. bables.

Supongamos ahera que desea medirse una magniud cuye verdadero valor,
desconocide, denotaremos W, v que ia mwedida que va a obtenerse x tiehe una
disttibucién normal centrada eq 1. y con una desviacin tipica conocida o. 5
conociésemos (1, conocerfamos totalmente la distefbucidn de x que serfa

~

N l . 1 ¢ 1 [ 5 1L T;
il = MNajp, 0} =—=—€p Y—— | ——— | ¢
Al By @ oV 2n O 2 G
Como el valor de 1 es desconocido, por eso efectramos la medida x, tend_.te»
tosque limitarnos a utilizar la nformacién que poseernos sobre su valor, des-
crita por la distribucidn imcial pliLl.

En tal caso, utilizando (2), 1a distribucién predictiva de x vendrd dada pox

o+

oo
- plae) =J' Nislp, o) plpdu (N

—wa

Frecuentemente, i informacién iticial sobre 1 puede describirse mediante
una distribucién de la familia Normai. En tal caso, st pip) = N{ulus, o),
la expresidn (7) resulta set

= .
plxt :‘Jw Nixlp, o3 N(lpo, goldu =

[~ 1 {1 a—1u 2
=] o el | ¢
Ve OVIR 2 T 7

1 w—wm 3
» exp §w? [..__M_ Ve oau

1
O‘Qm . g J

e

Resolviendo fa integral y reordenande el resultado, resuita

1 . %’ Loy —mm)® ¥
X G e e
Vv (crez T oDy (2n} L2 ozo Hog? 2

s
|
g

Dlx} =

~

que es una densidad normal de media o v varianza of -+ ¢* Este resultado
puede escribirse en ia forma

Jf N{zlw. o). N(pjpo, oo)du = Nixjm, V(c* + o)) (8
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. ~-f£jmhplo::-5.3.3. Cantidad de Hrosima ( coHL.)

* Con objeto de adquirtr mformacidn sobre las
cuentra un determunado paciente, va gz medirse |
mg/24 h) contenids en sy orina. Debido 2 distin
el valer obtenido na serd, e
tidad aleatorta x con ung dis

condiciones en que se en-
a caniidad de tirosma (en
tos errores expermentales,
R general, el verdadero valor W, sin0 una can-

tribucidn: normai centracda €0 [ ¥ con una des-
viacidn tipica o que depende dei proceso de medida,

Supondremas que otras medidas realizadas con ef mismo aparato permiien
SUPONer que o == 2 mp/24 h. Si fa nformacién e

Ejempioc 5.1.2, determmar la
ser obtenidg,

La distzribucign condicional de ¥ e Nizlu, 2) v 12
N385, 14,83). En consecuencia,

normai con media 39 v desviacis

distribucidn inicial ge § es
de acuerdo con {8), Ia distribucién predictiva de x sera
0 tiprea V14,83 -4 24 = 1496,

Por etemplo, es poco brobable obtener valores de superiores a 60 puesto que

60—39 3
PLx 2 80] = P40 < x « o] =<wa1-¢(-
L 1496
= 1 —$r1,404) = 0,080

¥ muy probable que sean mayores que 10 puesto que, como e comprueba con facilidad,
Plx > 107 = 0874,

La distribucidn predictiva

Plx} mega, respecto g1 valor expertmental »x
que va a ser obtenido, el mys

MO papel que la distribucién jme] B(8) res.
pecto ai valor § de) paramietro de interés: ambag distribuciones describen la

wnformacién de que se dispone; sobre ei valor x que va a observarse ep ef

caso de la distribucign predictiva, sobre et verdadere valor de § en e de la
distribucién 1nzeial, La ecuacién

Ejemplo 5.3.4. Cantidud de trrosimg (cons.)

Con los mismos sy
macidn 1meial sobre
Determinar Ja nueva d

puestas del Biemplo 5.3.3, supongamos que ia infor-
puede describirse mediante 1a distribucidn N(ul39. 4.
istribucidn predictiva,

_ La distribucidn condicional sgue  siendo Nixls, 2), mientras lz iniwcial es ahora
N(p(39, 4) esta es con I misma media

bero menor desviaclén tipiea. De acverdn con f i3
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i i i6n tipica
distribucion predictiva de x -serd ahora normal de media 35 v desviacién tip
la  distribu
VI 4 P = 447,

- 0.2
- 0.08
Py(x) puixr = N(x39, 447)
pax1 = N{xj39, 14,96}
- 0,04
X

5 10 25 40 55 7

con lo que P> 601 =0 v plx > 101 = &

i i la desyiacién t'iplca
or 1nformacidn. i 5 q ]111[)11C8 la reduccidn en
Ya may 1 AcL hicial sobre P que , &

de su dis +ibueién 1nicial se traduce en una mavor' lr;ton_'n_aclcn sobre 10s V’ alores de ‘?ﬂ
que pi IEi( &n Ser espcrados Asi’ la mavor mformacién ]!.TLICI‘A de que s¢ (l]s]')( .Ile &n &
. ca ; : e val lausibles de x, esto es &l conjunto

segunda 30 permife ed ! rango alores e il
i 1 reduclt e o e Al 3, d ' -
de valores de ¥ con densidad de probablhdad apreclablememc posiiiva, de (3, 75) a (27 N 513

54. Teorema de Bayes y distxibucion final

jeto de mejorat la mformacién.de que se dis-
Supongan'msai)‘ie'dg Oél :: ]::a)iiza un experimentof que da lugar aa Cx:gto‘s‘;
E liadon & com mbabiﬁdac’l (o densidad de probabilidad sTax es uLn ? cantr
Id?;‘l lﬁ:;fnrfac::ﬂinua) plxl9). Como funcién clel: gmﬁl;: jl)énsc ri;su.:dm oo
1 6 se SupoL e
prob o qule Cz‘;‘nge:fa ?Zidéz‘zf;;}:l ?3. Sea I;(B) ia distribucin ggc;acli ede Uil
Prta do abets r el resultado x del expetimento, la :L_nfogrfiac;‘ 3:1J (B?x]
e e ObSE!TVf alor de 9 estard descrita por su dz;rm_buczan fina ﬁq_r de,
e Sﬂbr‘%*ﬂ ) ermute obtener la distribucion final _p{BIx} ix pa o ae
Y ?:r’im;grf 1:13;:113;7(61 v de la funcidn de verosmilitud del res
la distribu 3

obtenido p(#]0).
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TEOREMA 5.4.1 (Teore ;
o ii: i wia de Bayes), e )
£ definide med;, / P y 9% X% L0S resultados del experumens
La distribucs wnie el modeio p(x(B) 3 sea p(0) iz distribucis perimento
ucisn final de O es entonces utibn wcial de 0,

PBler = p(x(8) p(8)/p(x) (1

donde pxi es jg distribuidn predictpa de x

Fl teerema anterror €s una generalizacién patugg,

bilidad, o de densidad d ili
: e probs
estuciado en Iz Seccidn 3.41.3 chabllided. del Teorem

I a funciones ge broba-
4 de Bayes para sucesos

Sin pérdida de

forms generalidad, ef Teorema de Baves puede cxpresarse en lay
P81 o< placf) p(B) = L10) p(0) 2)

de manera que st dos mod . N

dan neces nodelos probabilisticos son proporcionales para todo 8,

art Hstribug
amente lagar a la misma distribucién final, v pusde escribirse

Distribuctir ti s .
istribucién Haatl oc erosemdlitiud X Distribucicn wictal

! P b puede de ernunarse er ([Ja_lq Her
5 1 ¢ de pr T
E_[)_ eie( 0, I4 constant d OporICIo au(iﬁd
momento utlhzando la pIQP]&da

P d de que, por ser p(8)x) P
?Obabﬂldﬁd’ ’p{ﬁfx]dﬂ =1 en el caso continue, v Ep(ﬂ»L]];f —dzimbuzlfn a
Iscreto. Especfficamente, s #8jx) = Cp(x|) p(0) 4%} =1 en el caso

s
f. P(Bx)d0 = J P8 plo)de = ;

€= 1/ | p(si0) 900 = 1/px

Z*”“"‘“’" = Czp(xien P8} =

= uz POH{6r) 280 = 1/p(n) (4)

(3)

¥, andlogamenta,

la expresis s of
Presion (2} es generslmente mds comoda de manejar que la expresidn [1)
La distribucién finai p(8 - b o

. %1 combina | i% ;
tenida en p(8) con Is mfor[ G 3 mtormacidn wmicial sobre 0, con.
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DeriNicION 5.4.1. Sean x los resultados de un expertmento & cuya distrs-
bucicn es p(x|0) y sea p(8) la distribycién mucial de B. La miormacién propor-

ciomads, por x sobre el vaior de § ex entonces

Ife, p(Ox} er P(Blx) log %(?% d8 (5)
& €L Caso CORmNHuO Y
, 0;
Iz, p{B)x} :zp(eilx'l log -%E(:.]j—} (6)

en ei discreto.

Puede observarse que la informacidn proporcionada por x es el valor
esperado, despuds de haber observado x, de la diferencta log p{8lx) — fog (0},
esto es de la diferencia entre los logaritmos de las probabilidades (densidades
de probabilidad) asomadas al verdadero valor de € después v antes del expe-
simento. Bs fdeil demostrar gue para cualquier expenimento-y cualquier dis-
tribuclén mcal 1=, p(B)|x } no es nunca menor que cero, esto es ios daves
no pueden proporcionar informacifn negativa. v €5 Cebo 81, v solamente si
p(8]x) = p(8) esto es si, y solamente s1, los datos no modifican la distribucién
inicial. Razchamientos mds completos que justifican esta defimcién de infor-
macién pueden encontratse en Good (1966) y Betnardo (1979 al.

TeoreMA 5.4.2. El vaior esperado de iz cantided de informacién necesaria
verdadero vaior de una cantidag asleatorta discreta O con funcidn de probabi-
Hdaa p(8) vieme dado por

B{a0)} = — D #8) log o) m

Demostracién

Para detersainzr el verdadero valor de § mecesttarfamos upos resultados ¥ tales que
la correspondiente distribucidn final asignase probabilidad 1 al verdadero valer de 8 ¥ cero
a todos los demds, Utilizando la Definicidn 54.1 para esta distribucién final, ¥ temendo
en cuenta que

lim xlog(xi=0
L)

obtenemos (7} a1 considerar valores esperados.

Por motivos histdricos, relacionados con su aparicién en termodindmea,
Ia expresién H{p(8)} recibe el nombre de entropis de ia distribucién p(6).

Dernacion 5.42. L4 cantidad de informacién sobre B que puede esperatse
de los resuliados x de un experumento € viens dada por



CTE, pl0)} = fp(‘x) e, p{Bx)}dn (8)
Sz er una cantidad aeatoria confinng o bien por
s, 20} = > ple) Tie. 0 ©)

£t X% ¢y discreta,

Cuando se utiliza T2 base dos para los logaritmps, las unidades de 1afor-
maqén obtenidas se llaman &izs {*) v describen el nimere de preguntas bi-
Dattas sobre § con respuestas equiptobables cuyas respuestas prgporcloniz-
Han. en valor medio, la misma imformacién (Reny1, 196271966, pig, 5641,
Natumlm;nte, basta dividir por iog {2} = 0.69315 ios tesultados de operar
COR logaritmos nepertanes pata obtener el tesultado en bits.

Ejemplo 5.4.1, Dz’agﬂaﬁs {cont.)

Lgs censecuencias de un detetrminado tratarmento dependen de Iz enfer-
medad del paciente, que puede ser b1, 02, 65, 0 0 s La opmidn tnictal del
equipo médico puede describirse mediante la distribucidn inicial,

P0) = {0,138, 0.362, 0,090, 0,362, 0,048}

con§tru1da en el Hjemplo 5.i.1. Con obieto de mejorar esta informacida se
tealizan los tests descritos en ef Ejemplo 5.2.1. Determinar la distribucién
final correspondiente a cada uno de los resultados posibles, v la cantidad de
“informacién sobre @ que estos resultados proporcronan.

De acuerdo con los datos del Ejemplo 5.2.1, 12 tabla de funcrones de verosimilitud es

(.10 (1,0 0.1 (0

; g 060 010 020 o1p
i 0. C10 0,50 030 0,10
E 8 015 010 065 010
} & 0.1 005 975 o010

6 025 025 040 010

ra £ ; :
%} El térmumo #if es uga contraccién de Ia expresidn inglesz Binary diget, dioito bi
. dig -

ﬁ;l{én:dﬁzneiec::.zcnd un ztzﬁmero SSCrito en base 2, cada digito properciona brecisamente una
idad, ase <, de intormacion puesto que sélo ruede tomar dos vaj i

valores, H -

bables v —0,5 log(0,5)—0,5 Jog:(0,5) = 1. 0V & equipro
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de forma que, por eiemplo, p(1, 1)8&) = 0.30. Si el resultade del experungnto es {1, 1),
ia distrdbucién finat serd de iz forma

p(Bil1, 1) oc p{1, 1J%s) p(8:) = 0,60 ¢ 0.138 == 0,083
P81, L)Y oc p(1, 1]8:) p(6:) = 0,10 x 0,362 = 0,036
pl&li. LYoo p(L, 1|8y p(8:) = 0,15 X 0,090 == 0,014
P81, 1y ocp(l, 108, p(8:) = 0,10 x 0,362 = 0,036
PU8IL 1) o¢ p(2, 1189 p{8:) = 0,25 % 0,048 = 0012
0,181 = p{1, 1)
En wirtad de (4}, la suma dg Jos vawres obtenidos, 0,081 es p(1, 1), o que comeide

con ¢l wveior encontrado en’ el Ejemplo 53.1, ¥ fa copstante de proporrionalidad
1/p(1. 1) = 1/0.181 = 5,525 com io que la distribucién final de 6 es

#(8JL, 11 = {0,459, 0,199, 0077, 6,199, 0,066}

Comparando este resuitade con lz distribucién inicial se observa que, como cra «de espe-
rar, s probabilidad asignada a 8 se ha mcrermentado mucho como consecuencia del
resultado experimental, pasando de 0.138 a 0,459, mientras las de B, v 0, descienden
tuertemente,

De torma totaimente andloga, puede obtenerse que

p(B]L, 01 = {0,060, 0,771, 0.039, 0,078, 0,052}
218l0. 1) = 10057, 0.224, 0,122, 0,562, 0,035}
B(8[0, 0) =10,138, 0,362, 0,090, 0,362, 6,045}

Como eta de esperar, puesto que p(0, 0/8,) es constante para todos los i, ei resultaco

(0. 61 no proporciona intormacién alguna sobre © v results que p(8]0, 0) = p(8}, esto es
la distribncidn finel es sguat a l2 jpucial.

La intormacién sobre & proporcionada por cada ung de los resultados experumentales
es, utilizando {8),
e, p(O)(1, 1)} = 0,3225
I8le, p{EH(1. 0)} = 0,4606
e, p(8J(0, 13} = 0,5541
Ple, pO)(0, 0)} =0

de manera que el resultado mds intormative, el que mas cambia las opmtones iniciales,
es (0, 1) muentras que (0. 0} no proporciona wnformacién elguna porque no modifica
las oommones miciales. La tnformacién que podia esperarse sobre 8 antes de observar x
seta, ssgun (8) v los resuitados def Ejemplo 5.3.1 de 04348, esto es 'de 0,6273 bits,
comparable por tento a un 62 % de Iia ‘qué proporcionaria upa pregunta binarie sohte
el verdaderp vaior de 8 con sus dos respuestas equuprobables,. .



~-180 “BIOESTADISTICA

" ..Cénsidéremos anora Ias distribuciones finales correspondientes a las g
‘tuaciones expertmentales descritas en ia Seccidn 5.2,
i Supengamos primero que, con objete de mejotar nuestra informacién Ini-
ctal sobre la proporcién 0 de elementos de ung poblacién que poseen una
determinada caractetistica se observa una muestra aleatoria de 7 elementos,
7 de fos cvales resultan poseer la caractetfstica imvestigada, Si la wformacidn
micial sobre § es descerta por la distribucidn mic1al p(B), la correspendiente
;C:Iistribucién final serd, en varrud de 5.2.1 ¥ del Teorema de Baves, de la
orma

P0lr, #) < plrln, B p(B)
o B{1 — B p(8)

5 ademds, In distribucidn micral es de la familia Beta, p(B) = Be( Blet. B) esto
€5, segiin la efinicidn -4.3.3, de la forma, p{f)ec 01 (1 — 0" results

POr, ) oo gurr—i(q __ pypen—rs
¥, por tanto, comparando con la defimcidn de distribucién Beta,
2087, 2) = Be(Blot + 7, B+ 51— p) {10)
En este t1po de cileulos puede observarse ia ventaja de utilizar el Teotema de

Bayes en su forma broporcional dada per (2).

Ejemiplo 54.2. Tuw ge wmorbididad (cont.}

La informacidn sobre ia proporcidn § de personas afectadas por una ep1-
demia de gripe puede describirse mediante ia distribucién Be(B]3, 123 cons-
truida en el Ejemplo 5.1.4, Para fnejorar esta informacidn, se obsetvan 10 in
dividuos exttaidos ai azar, de los que 2 estaban afectades. Determinar la
correspondiente  distribuctén Hnai ¥, utilizando uhz aproximacién normal,
la probabilidad final de que § < 0,3,

De acuerco con la ecuacidn (10), la distzibucién final es Beta con barametros 3 4+ 2 = 5
v 12+ 10—2 = 20. Ya probabilidad pedida es

M3
2[8 <03l =2, # = 10] =j Bet|5, 200 &9

cuyo cilcule exacto es complicede. Sin embargo, utilizando ios resultados del Eiem.
Pic 43.3, st & tiene una distribucién Beth)s, 20, ¢ =30g{0/(1 —8)} tiene una disty-
buciés aproxmadamente Normat N{tl— 1461, 0,5) v por tanto
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I 0,3
PIB<03r=2 n=101=P] { < logm— = Pl—oe < & < —0847] =

L 07

— 0,847 + 1461
of
05

] = ®(1,288) == {,8903

LY

Comparando con el vaior 0.8482 obtenido en el Eiemplo 5.1.4 para g pxoba@ilidad dei
mismo jntervaio en la distribucidn inicial, observamos que el resultada obtenido (2 en-
fetmos entre 10 personas), aumenta esta probabilidad, o gue resulta muy razonable puesto
dug este resultado auments fa veromimilitud ce los valores de 8 préximos a la propor-
cidn muestral r/p == 02,

El Teorems de Baves puede ser utilizado de fotma iterativa; en efecto,
5L iras observar los resultados experimentaies & y transtormar p(0) en p(0]x)
deseamos realizar un segundo expermmento cuyo resultado denotaremos por ¥,
pocemos obtener lz mueva distribucidn final p(8lx, v) udlizando p(blx) como
distribucién mai, El resultado,

p@[x. 3) o2 p(3(0) p(B]x) (11)

es maturalmente el mismo que el que habrfamos obtenido znalizando spoul
téneaments ambos resuitados expertmentales; en efecto, en este dltuno case,-
tendriamos

p(8]%, ¥} o plx. 316 p(8) = p(x]0) p(y]0) (B
oc p(f0) p{=[8) p(8)/pix) = p(y]0) p(B]x)

que es la expresién (11),

Ejemplo 543, Tass ae morbididad (cont.)

Supongamos que con objeto de obtener todavia vna informactén més
pbrecisa sobre la proporcién B de enfermos de gripe, se obtiehe una nueva
muestra de 10 elementos, 3 de los cuales resultan estar afectadaos, Determinar
la nweva distribucidn final.

Ta nueva distribucidn imicial es 1a distibucién final obtenida en e E.j’emplo _5.4.2;
esto e fa distribucidn Be(6]5. 20). De acuerto con (10) 1a mueva distelbucidn fnai serd
Beta con perametros 5+ 3 =8 ¥ 20 + 10me3 = 27, csto es Be(d3, 27),

El mismo resuitado se pucde obtener combinando las cos muestras £ = 2 + 3 =3
7 =104 10 = 20 v uilizando la distribucién inicial ongmat Bef8]3, 12). En clecto, la
distribucién finai seria entonces Beta con parametros 3 - 5 = B v 124+ 20—5=27



(8) = Bet8|3, 12)
28} = Bel8]5, 20)
@) = Beld|s, 271

0

0.5 |

En Iz representacién grifica ce las distribumones nicial, intermedia {Gnai del Fjem-
plo 542, e micial del 5430 v final, puede observarse coma ia intormacidn PEOpOLCIO-
nada por log resultados. experimentales va condentrando stcesivamente la densidad de
probabilidad de 9: a medida que obtuvidsemos mas mtormacién, la deasidad final de
se irfa modificando hasta concentrarse totslmente sobre el ‘verdadero vzlor de 0,

Supongamos ahara que, con objeto de mejorar nuestra informacidn sobre
ung magnitud t, realizamos # medidas independientes s, %z, .... %. cads una
de Jas cuales tiene una disuibucidn normal centradz en ¥ con desviacién
tfpica conocida o, 8i la informaciéh rmcial sobre b es clescrita por la distri-
bucién mmcial pip), Iz correspondiente distribucién final setd, en wvittud
de 5.2.2 y del Teorema de Bayes, de la forma

p(ulxh X2y vees ¥a) O P51, %2, ..., XnJIJ-) P}
I'e i N2
i w—1 )3
y— — | ¥
o exp {— E{ - |) Pt (12}
=]

omitiendo innecesarias constantes de proporcionalidad.

Puede comprobarse ademis que

Z (36— f = 24 + (F— )
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-donde ¥ = Exifm vy i = Tlxi— TP/n. Bn consecuencra, la expresién (12)
puede porerse en la forma

§_ 7 1
_ - .
Pialer, 22, ..., %) € exp el CEiD R D) (13)

Si. ademds, la distribucién nicial es de la familia normal, p(1) = N{wdue, ),
resuita

I

5 i
P{ulxz, veeaXn) OC exp {__,
A

f#» _ N IE
—»‘Zﬁl_a_z(x 1) +?.30\p,—,LIu)AJ§

Mediante el uso de la identidad

] AB
Alx —a¥ + Blx—pAV¥ = (A + B )t __pV
o (x—BF =14+ B) (x m1+A+B (o — B
wm = ida + BE)/A -+~ B) (14)
ia expresién anterior puede ser expresada en la forma
I'e 1 ¢ N N2
BLEL%L, ovy 2} OC exp 4-—? l il | ¢ {15}
- LN Oy s )
donde
(1/01)-"—-*(1/010)—5— infat) (16)
s = 2 { (/) + (nE/5%)} (17)

Comparando (15) con ia defirucidn de una densidad Normal y defintendo las
brecisiones respectivas (*) mediante py = Vel bo=1/9% y b= 1/6> ob
tenemos finalmente

Py, oo %a) = N, o) (18)
on = 1/NTEY, be=bo 4 nb (19)
Uy = (bt + #Xb)/ (B - 2h) {20

(*1 Para cuaiquier cantidad siestorie la precitida se défine como el recipraco de la
vananza; cuanto mds concentrada esté una distrfbuci®n, peavor serd su precisién. Frecuen-
temente, en el modelo normal, es mas fdcil expresar los resultados en térianos ae prect-
SIones gue en termnes de varianzas o desviaciones tipreas,
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Puoede coservarse en (19) que la precisién final A, es ia suma dela preci
sidn miciaj Ao y la proporcionada por los datos #6, ¥ en (20) que el valor mds
probable [, de la distribucién final es la media ponderads del valor més
probable po de la distribucién tnicial v de ia media smuestral ¥, con pesos
propotcionales a las respectivas precistones. Ambos hechos describen la for
ma general en que la distribucidn final combizg 2 1mformacidn micial y la que
proporctona el experimento.

Puede opservarse ademds que, puesto que la distribucién final de I solo
depende de ia tuestra { %y, ..., %:} & través de ja media muestral X y de sn

tamafio #, el par {#, X) resume toda la informacién televante: téenicamente,-
ze dice que ei par (1, %) s, en este caso, un estadistico {esto es, una funcidn

de la muestra) saficrente.

La cantidad de wmiormacién Ppropotcionada por Ja muestra se obtiene, de
acuerdo con (5), resoiviendo la integral

e, N(pfpo, oo)l#s, %0 o0, 20n) =

Nl &4)

p
= i Ni 1y On Il T -
(Wi, o) log Nl o0

J
cuye valor esperado resulta ser, sunplemente,
e, Nlulueo, oo} = 1og {av/on} (21)

esto es el logaritmo dei ndmero de vetes que fa muestra consigue reduar la
amplitud de la desviacién dpica que mide musstra incertidumbre sobre e
Como podrfa esperarse, la expresién (21), que también puede escribirse como
Y2 log (1 - #h/ho), es una funcién céncava v creciente del tamafio muestral n,
y unz funcién creciente del cociente b/5y entre la precisidn de las observacio-
nes y la precisidn nicial,

Ejemplo 5.44.  Cantidad de ziresina (cont.)

La informacidn inicial sobre la cantidad de tirosina u contenida en la
orina de uh determmado paciente puede describitse mediante ia distribucién
N(u|39, 14,83) obtenida en el Ejemplo 5.1.2, Con obieto de mejoratla, se
realizan tres medidas que tesultan ser x = 40,62, x == 418, x; = 40,44
¥ que constituyen una muestra aleatoria de tamafio 3 de una poblacién Notmal
celittada en 1L ¥ con desviacidn tipica ¢ = 2 mg/24 h. Deternmnar la corres-
pondiente distribucién final, ia informacién proporcionada por fa muestra
¥ la probabiiidad final de que 8 sea mayor de 42 mg/24 h.

La distribucién inicial es N{jpa, oo} con pe= 39, m = 1483 y, . por tanto,
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ba=1/0% = 0,0045. La precision de fas observaciones es £ == 1/0¢ « 0,25, ia media
muesttal es X = 40,953 ¥ su tamafio » = 3. En consecuencia, utilizande (19) v {203,

Gn = B ok mp == 00045 + 3(0,25) = 0,754
W = (Uobe b BEX) Iy = 40,94

¥, pueste que 0. = 1/V(B.) = 0,151, jo distribucién final es N(p}40.94, 0,151).

14 informacidn proporcionada bor la muestta sonre €l valor de p serd, utilizando {21),
log(oo/on) == 4.59 esto es 4,59/ log 2 = 6,62 bits; equivale por tanto a algo menos de la
que proporcionarian las respuestss a srere breguntas binarias sobre el valor de 1, con
tespuestas equiprebables a prior.

55. Parametros marginales

En la seccldn anterior hemos supuesto que, con objeto de merorat ia in-
tormacidn de que se dispone sobre el vaior 8 del pardmetto de mterds, puede
realizatse un expermmento § cuyos Tesulitados x tienen una distribucién de
probabilidad p(x18) que sélo depende de 8. Frecuentemente, stn embargo, Ia
disttibucién de los resultados experimentales x no solo depende del parfmetro
de interés 0 sino también de otro pardmetro w, que denominaremos pardme-
fro murginal (*), de forma que los resultados experimentales x tienen una
distribucién de probabilidad 2lx|8, wi.

En esta sttuacién, para poder realizar mferencias sobre e pardmetro de
interés B, es necesario describir la 1nformacién inictal de que se dispone, tanto
sobre § como sobre t, mediante Ia correspondiente distribucion inicial con-

sunte p{0, w1 En virtud del Teorema de Bayes, Ia cotrespondiente distriby-
cidn fingl conmunta serd

2O, wlx) ot pix|, w) p0, w)

v la distribucidn final del pardmetro de trerés 0 serd la distribucién marginal

relevante, esto es
p(elx::zp(e. wilx)

-
0y = | pif. wix) aw

s1 & ¢es discrets o,

st & es una cantidad aleatorra continua,

(%) Algunos autores emplean el terming pardmelro perturbador,
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Ejemplo 5.5.1.  Diagnosis

Con objeto de determunar la causa 0 de un dctermmad_o sindronie

(0 =0,8=48 o8 =H8) sc realiza una exploracién cavo resultado puede

ser positivo {x =~ 1} o negativo (x = 0). La distribucién de probal?lhdad‘del.

resultado - experimental depende de la causa del sindrome § y de la posible

existenciz t: de una infeccidn (w = 1| existe infeccidn, w = 0 no existe) de
manera que p(xl0, wi es de ia forma

Plx = 1!1, 1'=109

pa=11,0=07

ple=112 N=05

plx =12, 0= 0,2

plx =13, =102

plx =13, M =100

P

La mformacién inictal sobre los pares (B, w) viene dada por ia tabla

w=1 0,1 0,2 0,3

0 1 0.2 0,1 6.1

w

i

‘Detetminar fa distribucidn final de § sepin sea el resuitado de la ex-
ploracion,

Si el resultada es positivo (% = 1) tenemos. en virtud, del Teoremz de Baves
(8. wix = 1 oc pr = 119, w) »(0. e

Realizando operaciones v normalizando, la correspondiente distribucién finai confunta
viene dada pot 1z tabla

|a=m 8=0 6=6

‘ 0,22 0.24 0,15
0,34 0,05 0,00

=14

=0

v por 1o tanto la distribucién final ae § st x = I resulta ser

P8z = 1) = (0,36, 0,29, 0,15}
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comoplx = 08, w1 = [ — px = 11, w), la distribucién finzl de 0 st x =0 pueds de
terminarse de torma andloga v results ser

POk = 01 = 10,12, 031. 0,57y

La distribucién 1nicial de 8 era 81 =10,3, 0,3, 0.4) que daba a las tres posibles causas
del sindrome unz probabilidad parecida. Puede observarse que s1 el resuliaco de Ja
exploracién es positivo, aumenta la verosmilimd de 8 = 6. como camsa del sindrome,
iofentras que st el resultado es negativo aumenta ja verostmilitud de 8 = 6, como cabia
esperar de la siraple observacidn de la tuncién de verosimilitud,

Concluiremos esta seccién estudiando las conclusionss que pueden obte-
fetse 4 partit de una muestra aleatorta de wna poblacién normal sobre el
valor de su medis U cuande también se deseonoce Ia desviacién tipiea o.

Segfin vimos (Ecuacidn 3.2.2), la funcidn de verostmilitud cortespon-

diente a una muestra alegtoris z = {on, 2z, ... %) de una poblacida hormai
Nix|p, o) es

Lo, o = Bl oo, zell, )=

1 ] 12 w—u R
T LU } Ty o J5 w

Si pli, o) deseribe la tnformacisn imciai de que se dispone sobre ios va-
lores de | vy de o, ta distribucién final de 1L v & gerd

P, O, ooy 20) € Pl .oy it o) o, o) (2)
v la distribucién final de 1

~
. i

P, - ) = 1 o1, ola, ., xadde (3)

o

Como veremos en el capitulo préxime, la situacidn en que no se dispone
de informacidn 1nicral sobre 1 ¥ ¢ puede describitse, ew esre comtexro, me-

disnte la funcién p{pe) = o de forma que sustituyendo en (2} v reali-
zahdo la integral (3) se obtiene

DU, %2y <o) € [T 4 {{E — )/ s P] it (4}

X o Zx;/ﬂ, ¥ =Z (e — XPx {5



158 BIOESTADISTICA

Comparando {4} con la Definxién 4.3.6 de wa distribucién Student resulta
que, eh ausencia de mformacién iciat

plulss, xn oo 2nd = SHLIR, o/ Ve — 1), 58— 1) (6)

Ejemplo 53.2, pH de ia saliva

Para ia elaboracién de un determinade preparado farmacoldgico- resuita
necesario precisar el grado de acidez (valor pH) medio de la saliva de jos
pacientes a que va dirigido. Tomada una muestra aleatoria de’ 10 pactentes
se obtienen los valores L

X1 X2 X3 X4 X5 X6 X7 X3 Xo X10
360 593 601 606 6,52 3585 6,15 643 534 641

Supontendo que los datos proceden de una distribucién normal Nixjn, o), ¥
eh ausencia de informacién inicial sobre sus pardmetros. determinar ia dis-
tribueidn final de 1 y la probabilidad de que 1 > 6.

Utilizando las exptresiones (5), se obtiene en este caso
X = 6,03, &= 0126
y por tanto §/V{n—1) = 5/3 = 0,118 d¢ forma gue ia distribucdn pedida es

PUME, <o me) = SH1|6.03, 0,118, 9)

& 5T
3 -
' A St(6.03,0.118.9)
1.5
!
/ u
0 i" ir !
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Finalraente,

6—503 W

PO < ooy, v m]:di(mj-—»ﬂ)(
b < el ’ "\ o

s

= 1—®(—0,25) = 040,25}

donde @5 es la funcién de distribucidn de ia » de Stodens normalizada con 9 grades de

“libertzd. Haciende uso de las tables correspondientes se obtiene 340,251 e 0,804, que

es la probabilidac pedida.

5.6. Prediccidn.

Frecuentemente, ¢l pardmetto de interfs en un problema de decisién no
es el pardmetro de una distrfbucién sino el resultado de vna observacién futu-
ra. Asi por eremplo, €l suceso incierto relevante para decidit si someter o
ho a ufl huevo pactente z una determinada operacién es ef estado final {x = I
satisfactorio, x == 0 insatisfactorio) de ese pactente ¥ no la proporcion B de
pacientes con los que se obtiene wn regublado satisfactorio. Sin embargo, la
informacién acwaulada sobre el valor de B mediante ei Teorema de Bayes
puede ser utilizada para predecer el posible resuitado de operar ab muevo
paciénte.

En general, s1 %, &, ..., % son resultados independientes con una distr
bucién comvin p{x]8), v p(0? describe Ja mformacidn 1nicial sobre ei valor de 0,
la informacién acumulada sobte © wendrd dada, en virtnd del Teotema de
Bayes por

P81, w2, o) 05 | 1 p(2 ) p()

a=i

Esta mformacién puede combinarse con Ia distribucién pixl8) de una nueva
observacién % para desceibir ja wnformacidn que se poses sobre sus posibles
valores. BEn efecto,

pladne, %, oo, 2n) uzp(ﬁclai) P8, 2z, .o, ) (1}

st 0 es una cantidae aieatoria discteta y

Pl ma, vy ny = fp(xle) P8r, 202 oo, M)l (2}
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SLes continua, proporciona una distribucién de x totalmente conodida, o

:;ruz pglciemos hacer plrediccwnes. Esta distribucidn recibe ol frombre ‘deOI:iiia

e:t uz;zﬂtgz pfej!zmva ffnat, Su semejanza con fa distribucién predictren (inicial)
4 en la Seccidén 5.3 es obwia; tan solo hemos sustiruido en Jas '

slones 531 y 532 la disufhucion ticial p(0) por la disnibuciénexi?:;

;llllillnf ?E 'pulechf*d utﬂ;’)zarse para apalizat las mplicaciones de la distribucién
al. Hn Ja distribucién predicuva @ ;

j Ex k nat p(xlan, %2, ..., %) se tecose la

11:formac1on broporcionada por las observacrones N Ky, .o X ¥ oSE tftiliza

bara predecir ei resultado de la proxmme observacidn x. Se trata aqui de un

problema de inferencia gue solo
N : -TENC buede ser resuelto wna ve i
obtencién de la distrfbucién £nal, 7 analizada Iy

Ejemplo 5.6.1. Diagnoses (cont.)

descgf;?:;nzf Ea .distribsu;ic’;n predictiva final de Jos resuitados de los tests
siemplo 3.2.1 utilizando la distribucién 4

A 5 ¢ { nal s

de las dolencias obtenidas en o Elemplo 5.4.1 e e

i i cvande ambos tests resuitan
3t el resuitado del gest es ( 1, 1) 1 diswibucién finai de & resuitaba sof
20011, 1) = {0,459, 0.1%9, 0,077, 0,199, 0,066}

¥, €N consecuencra, utilizando esta di s YT AT P
procediends cormo en o B 5-151 zseugxbc:e ;:;1 lugar de 1a distribucidn inicial (@) v
B, 11 1) = 0,345
AL 01, 1 = 0181
20, 11, 1} = 0374
#(0. 0]1, 1} = 6,100

Com y i istei
barando este resultado con Ia distribucidn predictiva sofefal obtenida en er Fjemy

plo 5.3.1
21, 1) = 0,181
(1, 0V = 0,235
20, 1) = 0,484
200, 0) = 0,100

uede " .
Sez hac‘;bi:;"ﬁfse e, como era de esperar, el hecno de que (1. 1) hava sucedide
s prebable que vueiva 2 suceder de nuevo, Fsta ?robabﬂidaa solo se muna
D«
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tendfa constante se el valor de § tuese conocido, en cuve caso p(L, 1) serfa constante-
mente Jgual a p{1. 1|8) puesto que nuevos resultados expermentales no podtfan va

. metorar nuestra mformacidn sobte §,

Conchuniremos esta seccidn conslderando distribuciones predictivas finales
correspondientes a ias dos siuacrones experimentales repetidamente mencior
nadas en este capitulo, descritas respecttvamente por las distribuciones Bino-
mual y Normal,

Considérese que se ha obtenido una muestra aleatoria de tamafio # de
una poblacién y que se ha encontrade gue r elementos de la muestra po-
sefan una determinada caracterfstica. Se desea saber la probabilidad de que
un nuevo elemento de la poblacidn escogido al azar tenga {x = 1) o no
tenga {x = 0} la caracterfstica mencionada. Si § es la proporcién (descono-
cida) de eiementos de la poblacién que tienen tal caractetistica tenemos

Hre=18=8
e =0=1-—8

En consecuencia, s. p(Bls, #) es la distcibucidn final que describe la 1nfor-
macién de que se dispene sobre § tras observar ios resuitados expertmenta-

les, tendremos en virtud de (2)
plx = ljr. nt = J 8 p(O]r, =) 48 = Eb]r, m

¥, naturalmente, p(x = Olr, #) = 1 — plx = 1lr, #), de forma que la pro-
babitidad de que un nuevo elemento de la poblacién tenga la caracteristica
estudiacia es stmplemente la media de la distribucién finai de 0,

En patticvlar, st la distibucién mcial ae & es Be{Bler, )} ¥ por tanto
(Ecuacién 5.4.6) su distribucién final es Belba -+ 7, B -+ #—7r), la probabi-
lidad buscada es, en virtud del Teorema 4,5.3,

o+ r

o+ B84x ()

plx = 1|r, 1) =

que, para valores grandes de r v de », es aproxtmadamente igual a Ia pro-
porcidén muestral r/#.

Ejemplo 5.6.2.  Tgsqa de sorbididad (cont.}

Determinar la probabilidad de que un elemento de la poblacién escogido
of azar esté afectado ge gripe si la distribucién inicial sobre la proporcidn 6
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de elementos en la poblacién con gripe es ia distribucidn Beff)]3, 12) cons-
truida en e Ejemplo 5.1.4 ¥ una muestta de-20 elementos contenfa 5 en.

termos.

Utilizapdo la ecuacidn { 3}

345 8
3412420 35

plxr = 1|5, 201 = = 023

que es la media de ia distribucidn fnal Be(8]8, 27) descruta en ef Ejemplo 5.4.3.

) Considérese  finalmente Que se ha obtenido una muestra aleatoria
%, %2 ..., x.) de una poblacién Normal de media % y desviacién tfpiea co-
nocida o; se desea determinar ia distribucién predictiva final de una fueva Sbe
servacion x. Por hipdtests

Palu) = Nixly, o)

En consecuencia, st s, ... %) es Ja disteibucisn final que describe ia
mformacuﬁn de que se dispone sobre 1 tras observar log resulfados experimen-
tdles, tendremos, en virtud de ( 2)

3

~
Pl o 20y = ’ Nixlw, o} plulx, ..., %0 du

o

En patticular, s: la disteibucidn inrcial de 11 es N{ufie, 60) v por tanio {Ecua-

tibn 5.4.18) la disttibucién final es N(uwlpr, oui donde tn v oy vienen dados
por las ecuaciones 5.4.19 ¥ 5.4.20, resuita

”
I

Plxlen, ..o, ) =J N(x[w, &) N(wltn, 0w) dp, =
Nislun, Vit + o)) (4)

de fqrma anéloga a 12 Ecuacidn 5.3.8. Comparando fa ecuacidn (4} con 1la-53.8
S€ observa gue, como era de esperar, la distribucién predictiva finel es de la
msma fotma que Ia distribucién predictiva inical con los pardmetros de ja
disttibucién final de 1 en Iugar de los de su distribucién muesal,

Cqmpa:r:ando (4) con la distribucidn final de ts Nt o), se observa que
tene Ia misma media v una desviacidn tpica necesaramente mayot. Cuando
el tamafio muestral # crece, la desviacidn tipica de la distribucién fnal Tn
t1en.<1e a cero, lo que nos permite conocer el valor de . con una precision
arb;i_:rarmmente grande; sin embargo, cuando # crece la desviacién tipea de
la dlst_ribucién predictrva final solo tiende a ¢ por ko que no podemos aspirar
& predecir con mayor precisién el resuitado de wung observacién furara,
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. Ejemplo 5.6.3.  Cuntidad de tirosma (cont.)

Determunar da distribucién predictiva de la préztma medicién de ja can-
tidad de tirosine 1 en Ia orna de o paciente st taies mediciones se suponen
pormalmente distribuidas con media » ¥ desvacién tipicz o = 2, la dis-
tribucidn mucial de . es la N{u[39, 14,83) obtenida en el Bjemplo 5.1.2 y se
llevan realizadas tres medictones, la media antmética de cuyos resultados
es 40,953, Determunar la probabilidad de que tal medicidn resulte superior
a 42 mg/24 h.

La correspondicnte distribucion final, obtesida en el Eiemplo 544, es pips, %, 2 =
= N(1s40.49, 1,151): en consecuencia, en virtus de (4), la distribucién pedida sers

Pltrn @, 3] = Nixi40,94, VI2* + 1,1519) = N(x40,94, 2,308)
Finalmente,
PLE > 4210, s, %] = p[42 < x < wolmy, wpm] =

{ 42—4094
L Tz308

= O )— b ) = [ B(046) = 0,3230

3.7. Discusién y referencias

Tradicionalmente, el problema de inferencia se formula come el problema
de extraer conclusiones probebilfsticas sobre los valores de los pardmettos de
una distribucidn basdndose en ia observacidn - de una muestta extraida
de ella, En este Capitulo hemos desarrollado la solucién Bayestana 2 este
problema que, como. hemos visto, consiste en acumnlar a la informacién -
ctal la informacién proporcionada por tos datos mediante el uso del Teorema
de Bayes. Ista solucién es la tintca compatible con los principios de coheren-
cia expuestos en el Capitulo 2,

Ex:ste una bibliografia creciente sobte los métodos estadisticos Bayesia-
nos. Resuitan ya cldsicos ios textos de Jeffrevs (1939/1967), Good (1950,
1965), Lindley (1965), De Finett: [1970/1975, 1972), DeGroot (1970),
Zellner (1971), v Box & Tiao (1973), Entre los libros de texto mds elemen.
tales rectentemente aparecidos podemos citar los de Novick & Jacison (1974),
Phillips (1973), Savage (1968), Schmitt (1949} v Winkler (1972). Sin em-
bargo., una proporcién impertante de los resuitacios conccidos en inferencia
Bavesiana hav que buscarios todavia en las revistas especializadas; Lind-
ley (1971 a) proporciona un detallado andlisis de los publicados antes de
esa fecha.

Recientemente, han aparecido varias colecciones de artfeulos que recogen
aportaciones ymportantes a la metodologia Bavesiana, Merecen especial aten-
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cidn Jos editados por Godembe & Sprott (1971), Avykac & Brumat (1977),
Fienberg & Zellner (1973), Harper & Hooker (1976), Barra er. at. (1977),
Zellner (1980) v Bernardo 7. i, {1980).

La escuela clésica de 1nferencia se basa en principios radicalmente dife-
fentes: mo se derva de conmunto axiomético alguno v viola, en patticular, log
principios de coberencia mencionados en la Seccidn 2.3, Ewisten vanos tes-
tos que permiten un andlists comparativo de ambas metedologias; podemos
ctar entre ellos los de Barnew (1973), Cox & Hinklev (1974) ¥ DeGroot
(1975} que adoptan. respectivamente, postutas ecléetica, clasica v bayesiana.

PROBLEMAS

1. Be sabe que la contided de gamma giutamil-transpepditasa (YGT) en el suero san-
guineo en vatones, 9, tiene un valor medio de 2275 mU/mi v que, con probabi-
lidad 0,99, ¢s menor que 42.75. Deterpunar la distribucidn normai Qe meior des-
cribe esta intormacién,

2. Se gabe que la proporcidn § de personas cuyo grupo sanguineo es el A estd entre
el 30 v el 709 con probabilidad 0,90 Determmar, utilizando tablas, upa dis-
tribucidn Beta aue describa adecuadamente estz imtormacidn, Comparar este resu-
tade con el que se obtiene utilizando Ia transformacidn logaritmica para normalizar,

3, Egz una mvestigacién sobre Ia proporcién B ce personas afectadas por una epideme
se realiza un muestrzo de 100 personas elegidas al azar, 8 de fas cuaies tesultan
estar afectadas, Construrr v tepresentar la cotrespondiente funcidn de verosimilitud.,

4. Construrr v representar Ja tuncién de verostmilifud correspondiente a las medidag
wo= 208, 2 = 215, % = 198, 2% = 218 mg/ml obtenidas de una poblacién N(x[p, 10)
al 1nvestigar el colesterol contenido en el suero sapgiineo de un paciente.

5. Para determinat la cantidad de enzima v3T, B. contenida en el suelo sanguineo de
un determnado paciente va & realizarse una medida com wn aparata quas produce
medidas normales, centradas en § con desviacidn tivica 1gual 2 3 mU/m1, Deter-
mmar la correspondiente distribucidn predictiva utilizando la distribucidn inicial
parz ¢ del Problema 1.

6. La ioformacidn inicial sobre e colesterol . contenide en [a sangre de un paciente
puede describirse mediante una distribucién normal N(p|200, 16}, Determmnar 12
cortespondiente distribucién final una vez observados los resuitados deseritos en el
Problema 4,

7. Se sabe que la proporcién B dle personas afectadas por una epidemma puede descri-
birse mediante una distribucién Beta de media 0.1 v deswacién tpiea 0,05, Deter-
minar la distribucion final de & upt vez observados los resuitados descritos en el
Problems 3.
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8. Al medir 1% cantidad de glicero! libpe Hoet la sangre de un pactente e obtienen
105 valeres 3,1, 1.0, 1.3, 08 v 1.2 mg/100 m!. Detesrumnar 1a distribucién final de
E0 ausencla de intormacidn tnto sobre I como sobre ia precisidn de los datos, -

9. Se sabe que fas proteinas conteni feui
enidas en el liquido cefalorraguideo se gridan
1c <ntre
15 v 40 mg/100-me con probabilidad 0,99, Realizadas dos puncIones a4 un deter-

10. " La efectividad de dos tratamien
¢ : 108 alternativos, oy 4, bara una determthada epfar.
imedad, cerebrat depende del conterida 0 ge CINa en el Liquide cefaforraquideo (LCRY

Fxpresdndola en afics fel i i1}
oo esperados de vida, la utilidad de Cada uoo de ellos viepe

o, = 12— (5 720)/18
W, =12 —(750 — 8)/8

Se sabe gue ef vaor de 0 5¢ sitla entre 720 v 750 m /100 mj ili
i T mi con probab
Realizados dos andlisis del LCR del paciente mcdi"gante u, e ed 0999,
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Capitulo 6

Meétodos aproximados de inferencia

En este capitulo se describen un conjunts de meétodos que per-
muten obtener conclusiones aproxsmadds sobte sl valor de la magmitud

de ieterds, denvadas de eu distribucidn finet o de aproximaciones
a ella,

Como medidas. desereptivar de 1a distribucién final se utilizan algis-
nas de sus caracteristicas (media, moda. desviacidn tipica...) ¥ jas la-
madas regiones cretbles o de conflanza,

Se describen algmmos métados para transformar (o distribucién final
0 Otra aproxumadamente norwmal, con objeto de facilitar su andlisss.
Se estudia el comportammento asmtdtico de 1a distribucién final a me-
dida que crece el tamafio de la muestra,

Se define la distribucidn finu de yererencia que describe las con-

clusiones gue pueden extraerse de los datos cuando no se dispone de
informacién 1ntcia),

Se comenta finaimente la esiabilided de I distribucidn final frente
a cambios en.los datos, el modelo, o ia distribucidn inecial.

Ef célculo exacto de 1a distribucidn final de la maghitad de interés es fre-
cuentemente muy complicado: ademds, inciuso en “aguellos casos en que
puede obtenerse, lz distribucidn final resuita a merudo un concepto dema-
siado complejo para ser utilizado por quienes no poseen un clerto grado de
sofistificacién matemética, Resulta en consccuencia deseable disponer de méto-
dos que permiien obtener conciugioner aproximagas sobre el valor de la mag-
nited de interds fdciles de obtener v sencillas de mterpretar. Una forma de
hacetle es definr caracteristicas f4cilmente mterpretables de Iz - distribucidn
final, que describan apromimadamente su localizacidn v su forma.




IOESTADISTICA.

6. :.f-nesmpéian de Ja distribucién final

mformecién de que se dispone sobre el valor de una magnitud nclerta 6§
-consiste en Ja especificacidn de su distribucién de probabilidad,

Cuando Ia magrutud de interes § es discrera, de £prma que EI, comuzizﬁo de
valores posibles de § es finito o wfimto numerable..la forna més sencilla de
describir su distribucién es mediante la correspondle.nte funcidn de probabi
lidad p(8:) = p(0 = &), La comprensidn de su SIgllnlﬁcado y aicance puede
facilitarse mediante su representacién grifica v el calr:ult_a de siu’gunfis de sus
caracteristicas {ver Seceidn 4.5) como su mediz, moda o desviacidn tipica,

Ejemplo 6.1.0.  Tasas de morbidided (cont.)

Representar grificamente v determinar las caracteristicas de la distribu.
cidn Bh(#|3, 12, 10), obtenida en el Ejemplo 5.3.2, que 7d&scr'1be nuestra in-
formacién sobre el numerc de personas afectadas.pot ia epidemma en una
muesita aleatoria de tamafio 10,

Segin wvimos en el Capitulo 2, la e forma coberente de expresar lg

¥ )
0 0,1798 s
i 0.2569 By = rpir} = media = 2
2 | 02312 o
j g’é:i; moda (valor més probable de 7j = L
bl 0.0468 1
pir) 6 | o0 Biry = 2 i) =65
7 0,0067 parel
0.0018
i g 00003 D'l = E[rF1— B+ = vatanm = 2,5
B
10 000003 D(r} = deswiecidn tipiea = 1,981
| ) [
l |
i P
| i -
I i i l l H 1 . ;
0 1 2 3 4 ) B 7 8 9
Elri-Dir) E{r)  Elri+D(r;

e
Sy
R
1
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La simple observacién de la representacidn grdfica,
pabilidad se ha dibugade una deswiacién tpica a cada lado de Ig media, proporcions ung
- clara idea 1ntuitive de ja intormacion de que ge dispone sobre el valar de r. Los mg.
. Mentos, pueden también ser celcwlados directamente 2 partir de las propiedades de [F

disttibucidn Betabinomial, en efecto st plx] = Bb(xla, B, uj, entonces (Raiffa & Schlay
ter. 1961, p. 237)

donde ademds de lz funcidn de prg.

ha
Filx) = -
4+ 5
#ak f #nba+ts
Dz(xﬁm--—-—._. —_—
(a4 p) a4 p+ ]

Sustituyendo por ¢ = =12y 2 =10 g Tepreducen los valotes encontrados,

nacién de un erertg mimero de regiones creibles.

Dermvicién 6.1.1, Sea b= © uyy cantidad aieatorta continya con densidad
de probdabilidaa p(0). La region crefble de nivel de confianza p, que represen-
taremos con I(6), es agues subconunto dei espaco Paraméirico @ e longitng
minima entye todos aguellos cuya probabiiidad gsoctada es p.

Intutnvamente, g regidn crefble es in
de 8 que resultan mds probables a la vista o
pone. En efecto,

que contiene a aquellos valores
e la informacidn de que se dis-

TeorEma 6.1.1. Caatgurera que sea p,
@ la regidn creibie 1,00} bemen 7ayor dewusi
a¢ los puntos que ro pertenecen o [ A0

todos fos pumios que pertenecen
dod de provabilided qHe cudigutera

Demostracién

Consideremos 1a regidn [ obtenida a) seccionar
mediante una paralela af €1° de abasds, v sea p Ja

la regidn I estd consurnida por el meervalo (8, 0
sombreada,

2 densidad de probabilidag FEH!
probabilidad ascciads a T i en la figura,
1} mientras que £ es ef dren de Ja regicn

Iz figuraj, aumentamos necesaria-
- Para cualguier desplazamiento g > () del punto 9, o
4, baciendo nse del teorema del yaior medio, de 12 forma g p(p")
con 8 e (8, 0, &} v el drea elimunada de i fortma g, p(ef} con 3: S (B, & - gy

buesto que ambas dreas deben ser 1ZUALS ¥ 8, como en ia figura, suponemog 287) < pf 87)
£}
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resuita £ > Ey v por tanto la longrtud del nuevo mtervaio eg mavor que la del origmal.
Desplazando ei intervaio hacia fa mauerda se obtendrd un reswitadg andlogo.

En consecnencea, la regidn I es Ja regién de tongitud minima entre las que tienen la
misma probabilidad asociads v se trata bor tantc de lz regi6n crefble de mrvel de con-
fianza p. Reclprocamente. una regibn crefble debe ser de ia torma descrita en el teorema

porque, de otra maners, vn pequefio despiazamiento disminuirfa su longitud, en contra
de la definicién de regidn creible.

Ademds de una interpretacién intutiva del significado de las regtones
crefbles, el tweorema anterior broporcicna un métedo gréfico- de construiﬂ_as.
En efecto, pata construrr una tegidn crethle de mwvel p basim trazas paralelas
al eje de abaisas, progrestvamente mds bajas, hasta que la propabilidad asocis-
da 2 la regién que determinat sea precisamente el nivel pedido » Por otra
parte, el método de comstruccidn mencionado permite aprecar facilmente la
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une regidn ereible.

Frecuentemente, las distribuciones finajes que aparecen en is prictica son
vmmodaies. En este caso, el Tearema 6.1.1 nos petmite asegurar que las re-

glones crefbles san intervains, A estas regiones crefbles conesas se jes Nama
también mrervaios e confianza,

tribucién, esto es, serfn de Ja forma [E(D)—,», Ry 0y
del intervalo dependerd del mvel elegido.
el tntervalo de nrve] P debe contener

+ 7] donde ¢ radio #
De acuerdo con 1a Definicién 6.1,1.
probabilidad p y por tanto

PLE®) —r < 0 < E(f) + 1=p

G, alternativamente, usando la stmettfa alrededor de E(d)
PIO<E®) +r] =1 + p)/2

Siwe={ B — B8)}/D(B) es Ia correspondiente magnitud f1pificada, ten-
dremos plw < /D)) = (1 + 2)}/2 v por lo tantg

F{#/D®)} = (1 + p)/2 (1)

donde
L]

es la funcién de distribucidn de w. Resolviendo en # esa ecuacién
por medio

de las tablas correspondientes puede construirse e intervajp,

En particular, si la disttibucidn final es Normal, tendremos plw)=Nluj0, 1)
¥ la ecuacidn (1) sers ofr/DIB)} = (1 + 2)/2. Como puede coinprobarse
en las Tablas correspondientes, los valores #y para [os que se verifica la ecua-
cidn lr,) = (1 + £)/2 son, para distmtos valores de p,

p 0.5 075 0.90 0,95 0,92 0999

#Zp | 06745 11503 16440 19600 235758 320905

(2}

de manera que r = »,D(0)

¥ los correspondientes ntervalos de conflanza
serdn de Ja forma

L0y = [Fpy— mD(8),  F@) uxD(8)7 {3}
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"En gencral, las reglones de confianza correspondientes a distribuciones sumé- .

iricas serdn de la forma
Ia(8) = [EB)— 2, D(0),  E(B) < 2,D(0)] 4)

donde x, es la solucidn de ia ecuacidn

F leg; = (1 4+ p)/2 (3) °

y £ es la funcidn de distribucién de la variable tipificada w=1{0—E(8)}/D(h),. - '

Generalmente Ja solucién de iz ecuacidn (5) se encuentra utilizandc las ta-
blas estadisticas relevantes {*).

Para que los resultados finales de unm investigacidn estadistica resulten

Hcilmente asimilables a rivel mivitivo, la deseripeién analitica ce la distri-
bucién final correspondiente debe complementarse con la teptesentacidn grifica .

de su densidad de probabilidad; es conveniente ademds representar sobre la
mesme figura los valotes de las catactetisticas principales de la distribucién

asf como los de un conjunto de regiones crefbles de niveles convementemente -

escogidos. Es frecuente elegir a estos efectos los niveles 0.3, 0.9, 0,95 v 0,95.

Ejemplo 6.12. Cantidad de twosma (cort.)

Determinar las regiones crefbles de mveles 0,5, 0.9, 6,95 y 0,99 corres-
pondientes a la distribucidr final N{11|40,94, 0,151) sobre ia cantidad de
tirosina de un determinado paciente encontrada en el Ejemplo 5.4.4. Repre-

sentar grificamente tales regiones con relacién a la densidad de probabilidad -

que las ofigina.

Puesto que ia disnribucién Normal es unimodal v stmetrica, tanto la mods como ia
tnediana comnciden con la media 11 v las teglones creibles estan constituidas por niervnlos
centtados en ese vaior,

Utilizando ta Feuacién (3) v [a Tabla (2), las regiones creibles son Ios intervaios

ro 03 0.9 095 099

I
I | (40,84, 41.04) (40,69, 4L,19) (40,64, 41.24) (46,55, 41,33)

La representacidn gréfica correspondiente, que resulta ser.

) La definicién de regién crefble ser extendida al caso discreto: sin embargo, cuan-
do }a cantidad aleatoria es discreta no extste regidn crefble pata cualqiter mivel de confiznza,
s s61o npara algunos de ellos, debido a las discontimuidades de la tuncién de distribucion.
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bettatte una asmilecidn ripida e mtuitiva o

f € la tatormacidn s i H
<e 1 contenida en su distribucién final, AR sobre los posibles vaiores

62. Familias conjugadas de distribuciones

de una elistribucién binpmial se describfa mediznte ung distribuclén de ia

fafn_ﬂza Beta, la correspondiente distribucién final perteneefa a esta wrsma fa-
milia, y toda ia informacién broporcionada pot fos datos'podia resammrse en
eI‘ par i ln}; andlogamente, st la mformacién Imctal sobre 42 media 1 de une
d{stribuclon hormal con desviacidn tiprea conocida se podia deseribir me-
dlantc_a una distribucién normal, entonces La. cortespondiente disttibucién fing!
resultabd ser astmismo normal ¥ tede Iz wmformacién broporcionada por Ja
mucstra podia resumirse en el par ( ¥, ). Estos ejemplos son casos pirtlcu-
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lares de un amplio espectro de situaciones en las que la aproxmmacién, me
diente disiribuciones pertenecientes o una determitada tamitia. de la distribu-

-cién que describe la informacién imicial, permite obtener resultados sencillos,
de npo analitico, en problemas que de otra manera requeritian téchicas de-

ntegracién numética ¥ el uso sistemdtico de un ordenador.

DEFINICION 6.2.1,  Se dice gue una famiiia de distribuctones de § e5 con-
lugada con respecto a un determnado modeio probabilistico plx|8) sz para
cuaiguier distribucibn mcial pertenecsente a ‘i familia se obtiene una dis-
tribucidn final que también pertenece a ella.

Como vimos en la Seccidn 5.4, la familia de diseribuciones Beta es con-
jugada con respecto al modelo probabilistico de Bernould (y por lo tanto con
respecto a todos los tmodelos probabilfsticos proporcionales a €l como el
Binomsal), v la familia de distribuciones notmales es conjugada coh respecto
4l madelo probabilistico normal con. desviacién tipica copocida. Més adelante,
en el Teotema 6.2.2, se citan otros ejemplos.

DrriNicion 6.2.2. Se dice gue un estadistico (esto es. mra funcidn ae la
miesira), t = KX, ..., %}, és suficiente pare bacer snferencias sobre [0S pa-
rémetros (B, ..., Bu) de un modeio probabilistrco pladdy, ..., ) 51 cuaigurera
que sea la diseribucion wmasl 0y, ... O} de estos pardmetros, su distribu-
cién finai sélo depende de dicho estadistco, esto es p(By, ..., Qalwy, ..oy Xn) =
:p(Bl, ey ek!ﬂ.

El par (Zx;, #) es suficente s1 el modelo es de Bernoulli. En efecto, 1 ob-
servamos una muestra aleatorta {x, ..., X») de forma que para todo x;,

pla®) = 051 — 0%, wm =0, 1
y la distribucién micial de & es p{f), la correspondiente distribucién final serd
p(Bacr, ovy ) o€ PO T O L — By~
= p(8)0%(1 — L1-B%
y por lo tanto, con 7 = Lx: ¥ cualquiera que sez p{0), la distribucidn final

de B, p(Blxy, .... %) solo depende de la tuestrs [y, ..., %») a través del par
{(r, 7} que es, por tanto, un estadistco suficente,

Andlopamente, ¢i par (%, #) es un estadistico suficiente para el modelo .

normal con desviacién tipica conocida. En efecto. st (%1 ...y #4) €5 ura mues-
tra aleatoria de una poblacidn N(xlp, ) con o conocido y -p{p) es la dis-
tribucidn wicial de 1, la distribucidn final de p resuita ser (Ec, 54.13)
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. , ] " 3
ks vt 92O exp § e (B — P

que tnicamente depende de la muestra (X, ..., %) a través del par (X, #}.

la exstencia de un estadfszico suficiente estd intimamente ligada a le
forma de la funcidn de verosumilitud. En efecto,

TeoreMA 6.2.1.  Baio condiciones muy generales (%), el par {#ixy, ..., xa), #}
es un estadistico suficiente pare bacer miesencias sobre el parémetre § de un
modeic p{x|B) basadas en la muestra 2 = {x1, . X} S5 ¥ SOlamente st, ia
funcidn de verosimilitud correspondiente, Hz[Q) es de la forma

Hz|8) = F2)G0Y expi sz UO)} (1)
donde B, G y L son funciones arbitraruas.

La demostracion excede ampliamente los Hmites mateméticos eiegidos para este M-
bro [**}; es ficil comprobar s embarge que los modeles menclonados cumplen etective-
mente la condicién del Teorema. Asi, por elemplo, en el caso Berpoulli tenemos

p(2)8) = I B(1— B,Y~*! = (1 —8) exp[{Tx;) log {8/(1 — 0)}]
que es de Ja torma (1} con F{z) = 1, G() = (1), tlzi = Ex: v GO = log {0/(1 —0}}.

Los modelos que pueden ser expresados-en la forma 1) constituyen Ja
Hamada cigse expomencial. En wirtnd del Teoreta anterior todo modelo de
la clase exponencial admite un estadistico suficiente, Bs f4cil comprobar ade-
mds, que st un modelo pertenece a la clase exponencial, entonces ias distri-
puciones de ja forma

P9 oc GIBY exp {BL(B)} (2

constituven una familia conjugada para aquellos pares de valores (&, B} que
garanticen la convergencia de la integral Jf #0149,
P

En efecto, st p(z]0) es de ia torma {1) v 2(8) de Ia forma (2} con pardmetros ey v B,
la distribucidn final resuita ser

2(Blzi oc pLA9) #(9) oc-GIOY*=y exp[{#z) + B }E(D)]

{*} Brown (1964) ofrece un andlisis miguroso de las condiciones de reguiaridad cue
deben ser exipidas.
- {* Kendall & Stuart (Vol. 2. 1956/1977, p. 26) describen de totma eciementai la
estructura de a demostracién.
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que es también de la torma (2) con pardmetros o, = g + 4 ¥ B =080 + #Z) En of caso

de Bemnoulli G(0)} = (1 —@) v 68) = tog {B/(1 ~~ 0} de fon t
La familia conmigada resurta ser del tipo " CE e ssniwendo en (2

IR
2(8) oc {1 — B3 fﬁ] ={l —B}~B g8
Li—8 )

Fa
Claramente, para i+ L > Oy ¢ > f—
, - b's B— 1, que son los valores de e ¥ B que garantizan Ia

convergencia de J P(8)d0, se genera la familia de distriburiones Beta,
o

La gran meyorfa de los modelos probabilisticos utilizados en la prictica
PeLicnecen a Iz clase exponencial definida por {1) de forma que tienen tanto
estadisiico sufiviente como familia conugada de disttibociones. En el Teore.
ma 6.2.2 se resumen, para algunos de ellos, su estadistico suficiente, Jag co-
rrespondientes distribuciones conrugadas ¥ la relacidn que existe entre fos
bardmetros iniciales v finales,

 Ia demostracién de algunos de estos resultados ha sido hecha en el texto;
&l resto pueden ser consultados, por eremplo, en DeGroot {1970, cap, 9).

TeorEMA 6.2.2. Familias contrgadas

Modelo Bst, Suficiente Fanzilia Conragada
Bermoulli (r, #t ]
Brix[a) r=Ex, Bfti-' foefif" B

B == O
Possson (7, B :
Polxd 7= Xy S,,”fz -I-G ::f?vlmf, .
' Bq = Go + 7
Notrmat (% m Normal, N( )
(% . Niujp, o,
N{_XI[J;, l?'] X =3 Tty nn or=1/v5 { v o
o conocido Ba = by + nh
h = 1/t B = (Podo + #X)/Da
%or;nm ) (s, #i Gamma. Galble, B
urx];,:, a-c)f ¥ = D —pfin Oy =2 o + 12/2

conacido = Bo -l
§ Sy Bn= B -+ #5%/2
Exponencial # #)

Ex{[9) r = S e, Feltles 8
By = Bo - 7

__ Los resultacos descritas en esta seccldn permaten uk andlisis répido de
datos correspondientes a un modelo de la familia exponencial cxando s po-
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sible aproximar la mformacidn inicial por un elemento de la familia conjugada
correspondiente. Hay muchas sttnaciones, sin embargo, en que la informacién
inicial 770 prede ser adecuadamente aproximada por un miembro de esa familia
{por ejemplo. cuando exssten dos zonas disruntas de valores muy probables),
En tal caso. no hav mds remedio que determinar una distribucidn 1mcaal que
describa tal 1nformacion, aplicar el Teorema de Bayes, v realizar los cdleulos
necesar1os pard obtener fas probabilidades que se necesitan recurmendo, st es
necesar1o, a métodos de ategracién numérica mediante.un ordenador.

Cuando ia 1nformacidn micial sz que pueds set descrita por un miembro de
Ia familia coniugada, resuita sencillo determmar sus pardmetros mediante tée-
nicas semefantes a'las descritas en la Seccidn 5.1, En caso contrario, suele ser
nECesarlo Tecurrir al uso de un programsa INLeractivo cuyas caracteristicas de-
penderan, en general, de: ordenador utilizado,

Ejemplo 62.1.  Tiempos de espera

Se sabe que el tlempo en minutos que transcurte entre dos emisiones con-
secutivas de una materia radioactiva utilizada como trazador es una cantidad
eleatoria con una disitibucidn exponenctal de pardmetro §. De acuerdo con
Ia informacién de que se dispone, el valor mas probable de tal parametro ©
es 0.5 v se estd muy seguro (probabilidad 0,95} de que § es mayor de 0.25.
Se observan cuatro emisiones consecutivas y los tiempos de espera entre ellos
tesultan ser 2,4, 2 v 1,9 manutos. Determunar ia probabilidad de que el valor
de @ sea mavor de 0.5.

Por hipétess,
Plaff) = Exlx(8) =Galx|1, 8) = €6~¢, x>0, 0> 0

La ipformacién indelal sobre § es unimodal (con tmoda 0.5); podemos pues rentar des-
cribirla mediante un miembro de la correspondiente familia conjugada gue, en este £aso
(Teorets 6.2.2) es la tamilia ce distribuciones Gamma. $i p(8) = GalOlee, B), el wvalor
smds probable de 0 es {Teorema 4.3.3) (&-— 1)/B. Tenemos, pues, que resolver el sistema

(& 1)/8 = 0,5

{
i Jf " Galble, B) = 055

que puede escribirse en la torma

‘ B =202

). .38

? L— 1 Gatele, B) =095
Jo

&5 decir ’

F , (025 =10.05

s 2
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T H(8) = Ga(0]3,35, 4,7). Puesto que Elxy=1/0, Ia represens
distribucidn 1/8 puede ayndar 4 entender ) significado de es
que describe la ntermacion de que tnicilmente
transcurre entre dos emisiones consecutivas.

\P(0) = Ga(6]3.35,4.7)

PU/BY= p(E)

£

ddnde F e« ~es 1a-fencién de distzibucén e una cantidad aleatoria Gamma con pa- -
rAMEEos 6 v 20w 2, Utilzando unas Tablas o recurmende a una aproxrmacidn normag
-pata a0z 6 ver ‘Fiemplo 6.3.1) se obtiene @ = 3,35, de forma que la distribucidn es
tacidn de Ja corrzspondiente
ta disteibucién mictal, puesto
s¢ dispone sonre el tetpo medis que

05.
De acuetdo con el Teorema 4.4.1, 51 4(0) = 1/8

p(Q) = pl8)/|AL/B8 oo B expo 4,70)87 = C%% exp—4,7/%)
Cuva representacién grdfica es la de la figura,

Si la gréfica de Ia distribucién 1nicial encontrada se Juzga consistente con {2 intetma-

cidn ndcial, podersos proceder a determmar la correspondionte distibucd i

el modelo exponencial, el estadistico suficiente es (7 :%x;, #); en n;:;lféoiainﬂ:-:l’grg
v # =3, La distribucién final correspondients es pues, haciendo wso del ’I‘ecrei;la 625
2012) = GlBlow, Bu) con e = o b 15 3,35 4 3 = 6,35 3 . = By g p oo 47+ 63 =11,
En consecuenciz, l2 probabilidad pedida serd - . , ‘

'

o8> 050 = [ GalBl6,35, 11340 = 0,565
J o3

EI vaior ae la integral puede obtenerse mediante Tablas o bien, como veremos en el
Ejemplo 6,3.2, recurtiendo « una Iptoximacién nermal para iogf.

6.3. Aproximacién normal a Ia distribucion final

_ la mayor parte de las densidades de probabilidad que aparecen como re-
sultade de problemas reaies de mferencia son diffeiles de integrar para obre
! ol ; das, Aunq}l}e, naturalmente, puede recurrise a
4 mtegracidn nuiérica o a Ia prepatacion de tablas, resulta conveniente dis-
poner de métodos que petmiten obtener resultados aptomimados con un
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minmo de equipo, Puesto que, a diferencia de io cue sucede con las distrs-
buctones Beta o Gamma (que requeren uns tabla para cada par de vaiores
de sus pardmetros}, todas las probabilidades que se derivan de distribucrones
notmales pueden obtenerse a partir de upa Yinwca tabla (la de ia normal
standard) resulta muv conventente disponer de métodos que permitan re-
duerr ¢l cdleulo de probabilidades asocradas 2 una distribucidn cnalquiers al
céleulo de probabilidedes asociadas a una disteibucién normal.

Para poder hablar de aproximacidn de distribuciones con un mimmo de
tigor necesitamos definrr una medida de la discrepancia existente entre una
densidad de probabilidad v su aptoximacisn.

Dermrerdy 6.3.1,  La discrepancia enire wne densidad de probabilidad .p(0)
¥ su aproximacidn g(B) es et valov de la integrai

r
= 2(8)
{2(0), 4(0)}) = M,-p(ﬂﬁlog D a8

i § ttene una distribucién disereta basta, como siempre, sustituir en la
definici6in Jas densidades de prohabilidad por probabilidades v la integral por
Lna suma.

La aproxumacién 4(0) serd tanto mejor cuanto menpr sea la discrepancia
&{p(8), 4(8)}. La Definxcién 6.3.1 puede tustificatse con un argumento e
tipo axtomdtico (Bernardo, 1980b); por otra parte, tecotdando la Defini-
cién 5.4.1, su significado intuiteve es ciaro; §{ p(B), #(H)} es ia cantidad de
nformacién sobre 8 que results necesatta para-pasar de ia aproxzimacién g(0)
a la densidad de probabilidad verdadera p{8).

Ejemplo 63.1.  Aproximacion Powsson de una Binowngi

Representar en funcién de 0, y para los valores 2 = 1, 2 y 10, la discte-
pancia 8{ Bi(x|n, 0),Po(x, #8}} entre una distsibucién Binomial Bifx|n, 8) y su
aproximacién Po(x{#8) (Teorema 4.2.1).

Se trata de representar la funcifn
"

)24
8 = f(fln] = 2 #ilog
g

=y

1Y
p,:l |B‘{1-—-—-8}"“‘
oS

@ = ¢ nl) /i

para los vaiores pedidos de » El resultado es
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00085 5

-0.001

0

Como podia esperarse. el valor de § cecrece cuando
La observacién de 12 gréfica sugiere que para obten,
disttibuciones bihomiales, ta condirién de que 8 1

1

# aumenta y/o cuando § dsmunuye,
8t buenas aproxunaciones Polsson de

nga un valor pequefo tiene mds 1m-

portancta que Ia condicién de que # ferge un valor prande.

TeoreMA 6.3.1. La meor aproxmacién n

oxmal ¢ une distribucion p(8),

es N{O|E(Q), D8)}, esto es aguella distribucitn normal con i muswa media
¥ desvtacidn tipica que ta distribucidy orgina.

Demosiracion

Nos limtaremos o sefislar sus JMneas esehcigles,

distribucién nermal cuaiquera Ni6iu, o) -viene dada

r
B{p(E), MO, &)} = § p(B)log

Lz discrepencia entre p(8) v una
por

2(8)
Niolu, o)
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" Puede comporbasse, por dentvacién bao el signo antegral, aue el valor mimmo de § se
. aleanza cuando 1 == JBp(EMO = E(8) y o* = J{0 — F()P p(6)d8 = DH§.

Es iwitivamente mnmediato que, en general, resuita #posible aproximar
bien, esto es cor nna discrepancig peguefia. une distribucidn cualguiera me-
diante una distribucién notmal; lo que resulta sm embargo frecuentemente
posible es encontrar una frawsiormacicn mondtona de B, £ = £(0), razonahle-
mente sencilla pata que ef problema sea tratable, cuya densidad de prababi-
lidad p{8) sea aprozimadamente normal; esto resulta soficiente para resolver
nuestro problema,

En efecto, si deseamos calenlar pla < B < 5] v sabemos que la funcién
mondtona de & € = 408), tene una distribucién aproatmedamente normal

#(8) = NELEBLY, DL)}, renemos
Pla <0 <] = p[la) < T < YBY

de forma que, utilizando la Eeuacién 4.3,1, la probabilidad buscada resulta ser

{ WH—ET) { Yar—EX) )
DT s s T
AR Rl Sy 7

donde @ es ia tuncidn de distribucidn de 12 noemal standard.

Para una determinada distribucién iical p(8), el problema de encontrar
1a mejor transformacién normalizadora posible € = 4(8) en el sentido de m-
numizar la discrepancia entre p(0) v su mejor aproxsmacién nortmal equivale,
en virtud de los Teoremas 4.4.1 v 63.1 a encontrar 12 foncidn mondtona
de B, € = 49 que munimmza la mtegral

£,

| P8y tog [p(E)/NTLIER), DXEHIAL (1)

Y

donde p{f) = p(8)/|8C/80] y E(%), D(Z) son respectivamente a media v
Ia desviacidn tipica de €. S¢ trata de un problema diffeil de edloufo de varia-
clones para el que sélo se conacen resultados parciales: algunos de estos re-

sultados estdn contenidos en fos Teoremas 6.3.2 v 6.3.3, cuya demostracién
(Bernardo, 1980 aj omitiremos.

TEOREMA 6.3.2. 57 p(8) = Be(8w, B), entonces 1(0) = iog{ﬁ/(i—ﬂ)} s
ia metor franstormacion normalizadora dentro de una amplia clase de tranms-
tormacionss, y se verifica que p(L).= N{ZE(L), D)} con
E(g)= ¥lot) — ¥(B) = log(a/B) + (o — B)/(2aB)
DAL) = ¥la) + ¥(B) = (o0 + £)/uf
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donde W(x) es la runcicn digamma (%) y ias aproximasiones son vélidas para
valores na muy pequefios de v y f.

Este resultado habia sido parcizimente anticipade en los Ejemplos 4.4.2

y 4.5.3, y wilizado en los Eiemplos 5.1.4 v 5.4.2 para obtener aproxtmada-
mente determinadas probabilidades.

_TEQREMA 6'.’3.3. 5i p(eg = Gallle, B), entoncer ((B) = log® es iz mesor
tmmforﬁ_zc?czaﬂ ;zama:alz’zadom dentro de una amplic ciase de fransformaciones,
¥ se verifica que p(t) = N{{IB(L), DL)} con ' '
E({) = W(a) — log f = log (oo/B) — 1/{2a:
DYE) = Wia) = 1/e

donde (k) es i@ funcidn digamma Y ias aproxmmaciones son vilidas parg
valores no muy pequesios de o y 6.

Ejewmplo 6.3.2.  Ajusee de distribucsones gamtma

_Dgtemnnar aproximadamenite aquella distribacién Gamma de una canti-
dad aleatoniz { cuya moda sea 0,5 v tal que P[§ < 0.25] = 0,05,

Puesta que (0~ 1)/B es 1a moda de una distribucidn Gamma
‘ . tenemos {6 — 1}/ = 0,5
V» POr tatito, B =20 —2. Por otra parte, 1 L=1log0 tenemos, en wvirtud del Teore-
ma 6.3.3,
PO <0251 = Pllog B << Jog 0,257 =

= FIE <10g0.25T = Ol{log 0,25 — EL)YDE)] = 005

con E(C) = dop tafl20—2)}—1/2a D(E) = 1/vTal. E ili
Tablas de la distribucién Normal, o T consesentia, uiilzando las

[log 0,25 —logla/i2e—2)} + 1/20 1V =~ — 1.6449

ecuacidn cuva solucidn aproximada, calculada por prueba v error. ed o = 3,35,
Ejemplo 633. Cdenio de probabilidades en distribuctonss gamma

- S? J_a mform'acién de que se dispone sobre una cantidad aieatoria B puede
describitse mediante la distribucidn Gaf 8]6,35, 11), determinar Ia probabili-
dad de gue § sea mayor «que 0,5.

%) La funeidy digamma se define -mediant i
- 4 ;s ¢ la expresién P(a) = Ix)/I¥x) donde
1;(33 (es Ia funcidn gamma, ya definida, Puede demostrarse que, para todo x,)/‘I’{'f + f?:
= W(x] - 1/x cot. P(1} =—v v ¥l =-—v_—2log2 donde v~ 03772 es ia
constante  de Eujer. Andlogemente, T{x + 0 =¥)—1/%, con ¥{1) = /6 v
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Utilizande de puevo el Téorema 6.3.3 con {8} = log (), tenemos

P[0 < 0,51 = Pllog B < log 0,5] = O[{log 0.5 — F(4}}/D(5)]
donde
E(L) =W¥6,35) —log 11 =~ — 0.628

L) = ¥16,35) = 0,157
de torma que
PIO < 051 = ©(— 0,164} = 1 — (0,164} = 0,435

6.4. Comportamientio asintético de la distribucién final

Como demosttamos en el Capitulo 5 y se ha ilustredo repettdamente con
numerosos ejemplos, la distribucién final combing la intormacién proporciona-
da por los datos con la wiormacidn de que micialmente se dispone.

Frecuentemente, la informacién proporcionada por los datos es compara-
tivamente muy importante debido a ia existencia de abundantes datos expe-
rimentales; en tales casos, la distribucidn final admite wna gproxmmacion asin-
{6hica que es tanto Inds precisa cuanto mavor es la cantidad de datos de que
se dispone. Mds concretamente, para cast todos los modeios probabilisticos
p(x]8) y cualguiera que sea [a distribucin imaal p(0) de vna cantidad -aleato-
tia, su disttibucién final p(6|z) después de observar fos resultados expertmen-
tales 7= {x1, ..., #n} SC.va aproximando z una distribucidn zormat a tme-
dida que crece ¢l tamafio # de fa muestra. Fste es el contenido fundumental
del resultado sigutente.

TeOREMA 64.1. Sean x los rexultados de un expertzento & euya distriby-
cibn es p(x|0) ¥ supongamos que ef comunto X de valores posibles de x no
depende de B {*}; sea p{0) la distribicidn wcial de B v sean 2 = {xy, ..., %}
tos resuliados de n realizactones mdependiéntes de tal experimenio, Entonces,
parg palores de #. suficientemente grawdes, la distribucién finat de 0,
B(8lx1, .oy %n) €5 aproxemadansente normai con wedia B(Blz) y desvracidn tipe
ca D(B|z) aadas por

E(0]z) = {Bobo -+ 8A(8)}/{ Do -+ BIB)}
D(Bjzy = 1/ {Fy + 2(8)}

.donde B es ¢i mixpmno de la run;io';z de verosmmilitud p(z|0) = ﬂp{a&dﬂ), & es
la moda de g, distribucicn anctal de 0,

(*} Estrictamente, es necesatio exigir algunas condiciones matemiticas adicionales paxa
que et Teorsma sea cierto. Results, sin embargo, -que en cast todos los problemas gue
aparecen en la prictica s¢ cumplen tales condiciones {Johnson, 1967, 1970).
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n

&
BB = — Z P mgp(xsle),,

. = le-s
¥, finaimente,
& |
by = — o5 log p(8) |
$=6,

Deniostracion

u I:Iio es posible dar upa demostracién mgurosa de este Teotema al fivel matemdtico
cgico para este libro; sin embargo, st que resulta posible justificar intuitivamente ¢l

fesultado. En efecto, en wirtud del Tenrema ae Bayes

P00y oy ) o | [ plad8)p(0)

Ot 3
= exp i E log pix|8) & log(ﬂ); 1

Fol
St ‘denotamos por L0 =

Elog plai8y ai funci ;
desarrollamos en serte alre o ogantmo de 1 funcitn de vesosmilitnd v o

dedor de su mditno 8, pademos eseribir, para » grasae.

Y4

1 8
LA0) = L(8) 4 —- (0 — i —__
2 a6 L@

[ 0=5
ﬁjuestooqtl!fo rmo t;;:m]en: dsrwadaude L{®) cakcuiaca cn & serd nula por tratarse de un
X 2 parte, des: L
meﬁmmme parte, arrollando Jog p(9) airedecor de su moda 8, obtenemes 1gusl-

_ 1 o
1og p(®) = log p(8) b —= (B — By} e |
o)t (B b dog (8)

i 6:9.:
de f it
orma que sustieayende en (1) v omitiendo mnecesarias constantes de proporcionalidad

) ¢ H®) ;
2%, ooy M) OC €D S (0. -
s p : 5 (0 9)2—-}2—[9—90)23

P
E az |
= —-—l—mg(xg[ﬁ)’
9==8 ot 99

IB:Q

(2}
donide:

2
BB} = __i.j:z(ﬁ}
Oy

& ‘
Bo=— P EON
0=
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Finalmente, utilizando la identidad 5.4.14, la ecwacién (2) puede esexibirse

¢ b+ B N
PO, e %) CC @D —f(ﬂ—»-ﬂn)‘;
{ . Z

donde 8, = {0k + TH{E)}/ {5 + H(E)) 10 gue, comparando con fa definicidn de
distribucidn final, constituye el resuttade buscado.

Anglizarerros a contiruacién el resuitado de aplicar el Teorema anterior
a dos de los modelos probabilisticos mds frecuentes,

Considetemos primere el modelo de Bernoulli, Sean z = {%, .... xu} los
resultados. de # observaciones independientes de una distribucién de Bernou-
lli con pardmetro 0, esto es

Hzlf) = () = 01— 0. 7= Zx

y supengamos que la informacién mictal de gue se dispone sobre 6 puede
describirse mediante una distzibucién mormal N(B|f, ov). En este caso, el
yalor més probable de § antes de realizar el experimento es obviamente f;
ademds. con Ia notacién del Teorema 6.4.1,

Y (3
bn———aa2 iog N(BjBs, v =

| 8=6,

;Ll -

E! valor de 0 que maximiza p{z.0) resulta ser § = r/n v, con » = #8,

L .
"

A8 s > 1o 2l | i’ (4)
_—— e} Xi = e Fodian . - -
s o L B H !M BW1—8) rn—n O

1=

En consecuencia, en virtud del Teorema 6.4.1, la distrtbucién final de § es,
Pbara. vaiores grandes de #. aproximadamente N{8|E(0|z), D(8[z)}, con

E(Blz) = {Bcbo + BHD)}/{ho + HE)} (5)

DiBlzy = 1/ v {h + B(E)} ()

donde 5o y #8) viener dados par (3) y (4).

Si ia distribocién sueal hubiese sido Be(Blw, B), entonces el valor de 8
uuctalmente més probable hubiese sido Ja moda de esa distribucién,
8 = (& —1)/(e - B—2) y el valor de by hublese resnlrado sar

7 & i {e +8—2Y
b =S T Te—DE—1 ’
P s Los Belble, B) | g @—D(E—D) "
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Ejemplo 641, Prababilidad de contagio

@) Sea p(8) = N(B|8y, o) Por hipatesss, p(0,078 < 8 < 0436) = 0.95 ¥ por tanto,

dada la simetniz de 13 normal, PO < 0436) = 0975 v 8 = (0078 + 0436)/2 = 0,257
Consecuentemente o

r 8-t 0436—8 7 ¢
[0 < 04361 = » LT g M = 0.975
I Ta T ] L ’

Vopor tanio, 0179700 =196, o0 =009 v = 1/e% o 119.9. Por

b=vin=12/60 =02 v bd) = #/{B(1—8)} =375 de torma que, en

. \ ) = , wirtnd de (3)
v (4)_, ElBlzi e= 0,214 v D{blz) = 0,045, Finaimente, wtilizapdo le Bowacidn 6,13 el m.
tervalo de copofianza pedido resuita ser Lot 8lz) = 10,126, 0,502).

b)_ Sez p(0) = Bet@in. B). Utilizando Tablas, o heciendo uso
normal estudiada en ia Seceidn anteror, resulta que Be(0)5, 15) es Ia distribucién Beta
clyo amtervaio inicisl de ravel 0,95 es (0,078, 0.436). En consecugncia, b = (e —1})/
o+ B—2y=0m2 v, utilizando (7), 5o = 104.1. Hactendo uso de (3) v {4} para

ccmbingr estos valores con ios de § v A(8) anterormente obtenidos, resuita FiBlz; = 0,205
¥ DiBlzj = 0,046: el intervalo fnal de confiatze es ahara loslfl2) = (0115, 0.294), no
nauy lews del anterior, ' ,

otra parte,

de lz aprosumacién

Be(815.15;

N{§].0.257,0.091)

0 ~—lags {8} —=

La diferencia entre las hipdtesss a) v b} sob

te fa torma de la distribucién imicial puege
apreclasse en la figura. i

Consideremos ahora el modelo normal, Supongamos que z = {xy, ..., x,}
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son los resultados de # observaciones independientes Nix|ii. ¢), con ¢ cono-
cido. v supongamos que la informacién inicial schre 1 puede describirse me-
diante una distribucidn normal N{wlpa, o). Come en el caso anterior, €l valor
inicialmente mds probable de 1 serd pg v, con la notacién del Teorema 64,1,
bo= 1/ 0'3.

-Por cotra parte, es fdcil comprobar que el valor que maxtmiza plzjp) es
fi =% y que A1) = #/o* En consecuencta, en wirtud del Tecrema 6.4.1,
[a distribucién asintdtica de 1w es Normal con media. v desviacion tiptea
dadas por

Elufe) = (hoto -+ #h)/(bo + #6)
D{ujz) = 1/{he + nh)

donde & = Lfgy y # = /o’ Pero éstos son precisamente los pardmetros

Un ¥ ¢ obtenides (Ecuaciones 5.4.18 a 5.4.20) al calcular exacramente la
distribucién final de © en las condiclones descritas. Fn consecuencia, si el
modelo es #ormal N(x|a, o) con desviacién tipica conocida ¥ la distribucién
frucial es nozmal N, o), el Teorema 6.4.1 no se limita 2 dar una apLo-
zmacién a la distribucion final smo que aa lugar al resultado exacto,

El Teotema 6.4.1 tiene, obviamente una aplicacién mmediata para re-
soiver de forms aproxmada problemas de mferencia en los que el pimero
de observactones experumentales es suficlentement grande. Fan la préxima sec-
cifn nos resultard necesarfo un mportante corolario del Teorema 6.4.1:

TroreMA 6.4.2. Si, en las condiciones dei ‘Teotema 6.4.1, e tamafio » de
ba muestra es muy grande, la distribucidn ting p|z) puede ser aproxima-
da por

PO = N{88, D(8);

donde & er el estimador masimo verosimil de 8, .D{f) = {h(a) 12
BBY vigne gefinido por

- . ) az - E
HE) = ——Z W log P(Na[a)! s

Ademas. B(BY crece Linealmente con n, ae forma que cuando n Rende a wfi-
mito, D) tzende a cero y O hende a 6.

En efecto, cuando el tamafio # de la muestra es muv grande, v con a
notacién del Teorema 6.4.1, £ es muy pequefio frente 2 A(8) v puede susti-
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tuirse pot cezo s grandes alteraciones en el resultado final. La segunda parte
del Teorema es una consecuencia del Teorema central del limate {Seccién 4.3)
aplicado a las cantidades aieatorias @ log plxi)8)/86°. Una consecuencia 1m-
portante de esta segunda parte es que, pard valores gramdes de n. un pardme-
tro desconocido 6 puede ser apromimado por su estimador mdxima-verosf-
mil 8, Técnicamente, se dice que une funcién B = 8(z) de los datos es un
estimador consistente de § s1 converge a 0 cuando # ~5 o el estimador mi-
ximo-verosimil B es un ejemplo de estimador consistente.

La distribucién final p*(0|8) obtenida en el Teorema 6.4.2 es la que ge-
neralmente se comoce cotno disiribucion asimidfica de § correspondiente al
modelo p{x[8). Se ha elegido este nombre debido al hecho de que cualguiera
gue sea fa distribucidn imeral pl0), la verdadera distribucién finat p(d7) se
aproxuma a $%(Bl8) cuande » tiende 2 infintto de forma patecida a como una
curva se aproxima a su asfntota.

Claramente, la distribucién asintética no depende mds que del modeio pro-
pabilistico y de los datos. Més atn, puede chservarse que sélo depende de 16s
datos a través del estumador mdximo-verosimil 8. Téenicamente, se dice que
una funeidn r = Kz} de los datos es un estadisiico astmtdticamente suficienie
para § sila distribucién asintética de § sola depende de los datos a través de 2,
de forma que, para mmestras grandes, un estadistico asintéticamente suficien-
te resume cast toda la nformacidn relevante contenida en los datos: el est-
mador mgxumo-verosimil 8 es un egremplo de estadistico asintdticamente su-
fictente.

El Teorema 6.4.2 puede generalizarse al casc en que el modelo,
P[0y, ..., 8] dependa de varios parimetros de forma que B == {6, ..., B}
gs un vector aleatorio,

TrorEMA 6.4.3.  La distribucidn  asmidiica de un  vector aleatorso
8={8, ..., O} de dimensidn & es ig distribucicn norma k-varante
BB = NYDJe, H(BY ') donde 8 es & vecior gque maxumua la funcidn de
veroszmilitud p(zi0) y ia masriz de precesion HiB) tzeme como elemento ge-
#érico

. z O et !
f?ij( )= < M—log Plx: }! -

Comentaremos. a continuacién, la distribucidn ssintética conpunta de los
pardmetros de una distribucidn normal asi como sus correspondientes distrr-
buciones margmales v condicronales.

De acuerde con el Teorema 6.4.3, se tratz de una distribucién normatl
bivariante con media
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fuY [ E)Y
= (1= (0]

aonde ¥ = T/ v 5 = B(x;— X} /# v con matriz de precisién

faf 0
H(é):H(u.a)=l”6 Msz)

Puesto que se trata de uha matriz diagonal, los pardmetros W v o resultan
ser asmtdticamente tndependientes y, como consecuencta, sus distribuciones
astutéticas marginales v condicionales comceiden y .son {Teorema 4.6.7) de la
forma

P, 5, o) = p" (WX, o) = N{p|Z, s/ V! (8)
pHoiE, 5, w1 = p*(o]%, o) = Nols, s/(2Vn)} ¢!

Estos resuitados, y particularmente el primero, son de gran importancia
practica.

Ejemplo 64.2. Composiwcidn del liguido cefalorraguidec

Determinar aproxmmadarsente la probabilidad de gue la cantidad de po-
tasio en el liquido cefalorracuidec de una persona supere los 11 mg/100 m!
sabiendo que Ja media de las cantidades observadas en 900 pexsonas escogidas
al azar es 11,57 v su desviacién #pica 11,76 mg/100C ml.

Puesto que disponemos de muche informacién expertmental, podemos, en primera
aproximacién, presandir de gualenwer informacidn micial v determunar, utilizando el re-
sultado antenot, lz disttibucién asmtdtica del valor medio U de la cantidad de potasta en
el liguido cefalorraguideo.

De acuerdo con la ecuscién (8), Iz distribucidn sstntdtica de [L tudhde ¢ €5 desco-
nocido es N(p|%, s/ Vw1 Utilizando la ecvacidn 5.6.4 v aproximando  por su estunador
mdximo-vercsimil £ puesto que el tamaiio muestial lo penmite,

Px|E, 5= NExIE, VIE + )} = NIxE s v{L + 1/m))

En nuestro etemplo. % = 11,57 v s¥V(1 + L/#) = 1,761 y, por tanto, la probabilided pe-
dida es. apromumadamente,

¢ 11—11,57
ple> 1R s} =imo | —

Y
| = @ro,324) = b.627
Louwe
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6.5. Distribuciones finaies de referencia

La inferencia estadistica Bayesiana ha sido repetidamente descrita como
la metodologia que permite combinat de forma consistente la mformacién int-
cal con la mformacién expertmental, Tal descripeidn sugrere inmediatamente
un problema importante que todavia carece de una respuesta mnconttovertida:
se trata de determingr la forma en que deben yealizatse inferencias cuando
no se dispone de nformacién nicial o cuando tal mformacién no se quiere
0 no se puede utilizar,

Desde un punto de vista Bayesiano, el problema quedaria resuelta si pu-
diésemos determimnar uns distribucidn inicial de referengia, que deseriba 1a
sttuacién en que jos datos ¢xperimentales conticnen: foda fa informadén re-
levante, en lugar de proporeionay tan séla une parte de ella como sucede cran-
do se dispone de informacién nicial. Para determinar tal distribucidn 1micial
utilizaremos el concepto de informacidn esperada de un experimento (De-
finicidn 5.4.2).

Supongamos, pues. que pretendemos realizar wnferencias sobre el valor de §
mediante la realizacién de un experimento & cuyos resultados z tienen una
distribucidn  p(z|B). En tal caso, s1 p(0) es a distribucién mucial de 0,
Bie, p(8)}, definido en la Seccidn 5.4, mide ia cantidad de 1nformacién que
puede esperarse del experimento ¢ sobre el valor de 0. Sea #(®) el expen
nento que consiste en & realizaciones sucesivas e tndependientes dei expe-
Hmento € y considétese la cantidad 7% e(k), p(B)}, es dectr la cantidad de
tnformacién sobte el valor de § que puede esperarse de & repeticiones de g,
cuando la distribucién micial de 6 es p(f). Repitiendo indefinidamente el
expermento, se llegaria a conocer exactamense el valor de 8: en consecuencia,

i 9
lim  Pelk), p(6)}

mide, para cada v8), la cantided de wniormacion desconocida sobre § cuando
Iz distribucidn mical de 6 es p(6). Resulta entonces natural definir ia dis
tribuci6n wmuciat de referencia como aquella distribucidn {0) que hace méxi-
ma la informacién imclaimente desconocida. La distribucién finai de refe-
Iencla se obtiene entonces mediante el simple uso del Teorema de Bayes,
En las péginas sigutentes procederemos a desarrollar estas ideas con certo
detalie. El lector interesado tnicamente en los resultados finales puede omitir
el resto de esta seccidn v consuleer directamente el Teorema 6.5.4.

-Dermvicion 6.5.1. Ses € is clase de distribuciones wmctaies adrotsibles;

€310 £5 compatible con las carscieristicas del problema. Seq € un experimenio
CEyos resuliados ¥ ftenen wna distribucidn Pial8) v sea P{el&), pIOVY ia 1n-
formacidn que podvia esperarse de k repesiciones mdependientes de o cuandgo
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ia distribucidn 1mcum es p(8), Sea T{8) lz distribucidn de § que maxmwiza
er € e vaior de Ielk), p(8)); Lo distribucidn mictal de referencia es en-
tonces

w(0) = Im 7
K300

ta distribucidn final de referencia, wna ver observade el reswitado x del expe-
rimienta €, es entomces w(6]z) oc p(z]0) m(B).

La obtencién de las distribuciones miciales de seferencia y por tanto de
sus correspondientes disttibuciones finales es relattvamente sencilla haciendo
uso de los Teoremas 6.5.1 al 6.5.3 cuya demostracién, basada en el compor-
trouento asintotico de ja distribucién final (Bernardo, 1979 bi, omutiremos,

TeOREMA 6.5.0. 37 8 solo puede rtomar un wimero finito de valores
10y wos Bul, entonces su distribucion de teferencia, cualquiera que seq el
experimenty 8 es la que maximiza en o clase B de distribuciones mmicrates
admzsibles ei valor de lg entropia,

H{p(®)} = “Z 2{0:) log p{8:)

Si, en particutar, € es ia case de todas iar distribuciones tmicigies, entonces
la distribucidn micial de referencia es ig disiribucidn unitorme

D = {1/ m, .., 1/m)

Ejemplo 6.5.1.  Diggnoss

Se sabe que un determinado baciente Hene una de las tres enfermedades
81 8 0 84, que Ia probabilidad p; de que tenga b no es mayor que 0.2 y que
las probabilidades 1 y ps de que tenga aiguna de Jas otras dos enfermedades
estdn comprendidas entre 0.1 y 0,6. Determinar la correspondiente  distri-
bucidn 1mcral de referencia, esto es, aquelia que describe la informacién men-
clonada y #uicamente esta informacidn.

la case € de distbuciones acmisibles estd constituida por ias distribuciones
{{by P2, 53}y 220, Epi= 1} gue satisfacen el sistema de mecuaciones

0l <p <06, p<02 02<p< 0,6

Basta pues con deterrninar, entre los valores {8y ba, i) que satisfacen tales condiciones,
aquel que maxtmiza
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H{p(0)} = — p:log py— padog po— {1 — pr— p2) log #1 — prae i}

La ecuzcién anterior es [a de una supetficie como la de la figara,

iog 3

y su valor maximo en ia clase @ se obtiene para 108 valores p; = 04, pz = 0.2, de forma
que la distribucidn inicial pedida resuita ser 7(8) = {04, 0,2, 0.4%

El Teotema 6.5.1 proporciona, en el case discreto y finito, un métodp sen-
cillo para determtnar la distribucién de probabilidaa =(8) que describe la
informacion sobte 8 contenida en la definicidn de la clase € de distribucsones
admustbles, v dutcamente tal informacidn. En el préximo tesultado, abordamos
¢l caso contihuo,

TeorEMma 6.52. Consideremos un expermmenio v, ia distribucidn de cuyos
resuliados 7 depende de un pardmetro comttnuo § y supongamos gue su co-
rrespondiente distribucidn asmidtica es pM(010). La distribucién wnicial de
reterencia para 0, correspondiente g v, viene entonces deda por

a0 = M. exp{f ... [ plz .. 20 log p(B8) dov, ..., due}

gonde D es el valor dé b gue maximza Pz, ..., wld).

Cuande la distribucién final asmtética es normal, lo due segln hemos
visto en la seccidn anteror sucede muy frecuentemente, v resulta ademés que
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no existen pardmeiros marginales, el Teorema anterior toraa uma forma espe-
ctalmente sencilla,

TeOREMA 6.5.3. Supongamos que la distribucicn asintotiea dei pavémesro 0
de un experimento & es N{B|8, D(8)} donde § es of estimador méxime vero-
simeil de . Bntonces, si€ es tg ciase de todas igs distribuciones de § gue pue-
den definrse sobre un conmpunto @, ¥ #o exisien pardmeiros margnales, la
diseribucicn tnscial de referencia para § correspondienie ai expertmentc £ es

n(Bloc 1/008), f&®

= 0. en su caso contrario

Utilizando el resuitado del Teorema 6.4.2, la distibucidn micial de refe-
rencia puede ser calculada a partr de la expresidn

wlBrec p(0)2 fee
=0, g8 (1)

donde Ia tuncién #(6) queda definida por la ecuacién

hEY = -—z 5 log px:|0}
=i 8=1

Frecuentemente, el cdleulo de ta distribucién micial de referencia no es
mds gue un paso mtermedio que resulta necesatio para poder caleular, me-
diante el uso dei Teorema de Bayes, la correspondiente digtribucién final de
referencia, Intustivamente, la distribucién final de referenca, ml 0]y o piz]0)
w(9), obtenida iras ia obsetvacién de los resultados 2 del experimento g
definido por el modelo probabilistico 22[8) es aquella que refleja dnzea y ex-
chusiyamente ia 1mformacion sobre § proporcionada por el modelo-y los datos,
st combinaria con la tformacidn micial de que pueda disponetse sobre el
valor de 0, mds alld de la que se mcorpore en le definicidn de lz clase & de
distribuctones 1niciates acmasibles,

Consideraremos ahora con aigin detalle el modelo de Bernoulli, Es virtad
del Teorema 6.4.2, la distsibucidn asmntética dei patdmetro § de una distoe
bucién e Bernoulli es N{0|8, D(8)} con 8 = r/u, r = Zx, DI@}=pE)12 y

B(8) =~Z

n

1 — B}

;

Jog plalh) ! =

62
N2
b | 6=8
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En consecuencia, utilizando la ecuacién (1), la distribucién inicial de refe-
reacts pera O vendrd dada por

'T\'-{B) oc /J(B)”z oC 9—1/2 (1 —_ e)—llz

¥, por tanto, comparando con Jla definicidn de una distribucién - Beta,
n(0) = Be(®]1/2, 1/2).

Consecuentemente, s1 se han realizado # observaciones independientes
{21, .. 2! de ese modeio, ia distribucién final de referencia, que recoge la
mformaci6n asi obtenida sobre el valor de 0,y drzcamente esta wiformacién,
serd, cualquiera que sea la muestra, k2 que resulte de utilizar ¢l Teotema da
Bayes con w(0) = Be(8]1/2, 1/2) como distribucién micial. Por tanto, ha-
ctendo wso del Teorema 6.2.2 para o = B¢ = 1/2, la distribucién final de
referencia tesuita ser w(Blr) = Be(Br + 1/2, #—r + 1/2).

Ejemplo 6.52. Incidencia de una enfermedad rara

Con objeto de investigar la ncidencia de una rara enfermedad se escogen
al azar 1.500 ndividuos de la poblacién bao estudio y resulta que ninguno
de ellos estd afectado. Basdndose tnicamente en este resuitado determinar la
probabilidad de que una nueva persoma elegidz al ezar entre las que no
fueron. ancluidas en ia muestra esté afectada por Ia enfermedad.,

Sim es el tamafic de la pouesira, r el nidmero de versonas atectadas v § la proporeidn.
obviamente desconocida, de persohas atectadss en la poblacidn, la probabilidad de dque
una nueva persona tenga la entermedad vendra dada por

P = 1) = ,l" ple = 18) p{8[r)dd = r b p{8lr)d = E(b])

es decir el valor esperado de la distribucién final,

Puesto que tdnicamente disponemos de la informacién experimental., -ia distribucion
finai de @ serd la distribucidn de refereticia. Be(O]r 4 1/2, #— 7+ 1/2), cuvo valor
esperando (Teorema 4.5.3) es (# 4 1/2)/(# + 1), En nuestro caso, 7= 1500 v +r = 0 de
formz que la probabilidsd pedida es 0,5/1.501 = 0,00033.

Consideraremos ahora ei modelo normal, con desviacién tipica conocida.
Es mmediato demostrar, utilizando el Teorema.6.4.2 que fa distribucién asn-
tética del pardmetro w de upa distribucidn normal Ntxu, o}, con desviacidn
tipica conocida, o, es N(W|X, o/ V#), con fl = . En consecuencia, en virtud
del Teorema 6.5.2, la distribucién izl de refetencia para 1 depe cumpliz

e oo 1/D() = 1;
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Siusuponemos que el rango de valores posibles det pardmetro o es el inter-
valo (4, @), la distribucidn inicial de refereneta debe pues ser-de la forma
™) = CVau/e con C elegido de forma que [m{udn = 1, Puesto que ¢

- o » 4 =
€8 Una conszdnte conocida, independiente de w resnita, © = o/{(as — )V}

¥ T = 1/(a1—a), re. la distribucién uniforme sobre el conjunto de sus
posibles vaiores,

) Consecu‘entemente, 51 s¢ han realizade # observaciones mdependienges
1%y ..., ¥n} de una distribucidn normai Nixlp, ¢} con o conocido, ia distre.
bucién final’ de referencia serd, haciendo uso dei Teotema de Bayes con
L) = 1/(a ~— &) como distribucidn inicial, y revordande fa Ecuacidn 54,13,

- no_
T{E) O exp {———-202 (xmu?} para € (o, @) (2}
=0, fuera de ese mtervaio,

Cor&parando con iz Definicidn 4.3.5 de vna disteibucién Notinal, la distrs
,bucm}} final de refe;encxa resulta ser proporcional a ia densidad normal
Niul% o/ V#) en el intervalo {2, m) de valores posibles de b,

Debido al trancamento producido en los Mmutes del intervalo (a0, @)

deberémn_s Obtener especificamente ia correspondiente constante de propor-
cionalidad a partir de la ecuacidn

r _ : lr"u, e P b
JI wwEdy = C !, e i—mic—a—(?cmu)’; dn = |

En consecuencia,

1 efe 2wl |
Jo T gE A fm] =

fa,

a
= {7; Vizm | Nz, of \fmm] =

e 172 o TN - =
= {5 | | :N: ) —9| ?/‘Wf I}

de-forma que introduciendo en
taado con la definicidn de ung
rencia resulta ser

(_2) el valor de la constante hallzda, ¥ corpa-
densidad netmal, ia distribucién final de refe.
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NulE, o/VE

w | F) = . para L €3 (do. &1)

=0, fuera de este rntervalo.

Si, en particuiar, no se conocen, o no quieren utilizarse, los limites para tos
valores posibles de W, de forma que ap~> — 20 y @ ~> - oo el resultado
anterior se reduce a m(pi¥) = N(U,!J'E, afVn

Ejemplo 6.53.  Composicidn de ia orma

Determinar la probabilidad de que el contenido 1 de creatina contenida
en la orina de una mwer adulta-sez superior a los 10 mg/24 h, basindose
en los resuitados experimentaies 5, 15, y 19 mg/24 b que se suponen hor-
malmente distribuidos con desviacién tipiea 10 mg/24 h.

Haciendo uso de 1a distribucién final de referencia que acaba de ser obtenida v del
hecho obvio de que > 0 v por tanto (4, &) =.0, =, v teniendo en cuenta qué ep
nuestro casg ¢/ Vi = 10/V3 =577 v ¥ = 13 tendremos

E ; {m . S N3, 5.7
=~ 1 = TEX) =
ol bomd L —®—13/577)

o b

( {10—13 —13 37 /¢ bl ¢
) (e
C\ s )T s ¢ \ sz )2

Como estudiamos en la Seccidn 5.5, la disttibucién de ios resultados ex-
perimentaies z depende frecuentemente de un pardmetro wmarginal desconoci-
do w ademds de hacerlo del pardmetro de interés 6, de forma que sy distm-
bucién de probabilidad debe escribirse en la forma p(z]@, w).

Si,.en esta situacidn, deseamos ootener una distribucidn final de refe-
rencia para el pardmetro de interés 0 debemos determunar una distribucién
mcial de referencia =0, w) para ambos pardmetros desconocidos, puesto que,
de otta forma, el pardmetro margmal w no podria ser elimmado. Para cons-
truir esta distribucién de referencia comjunta se procede de forma secuencial,
En primer lugar, condicionando al pardmerro de mterés § como st este fuese
conodido, se determina la distribuciée condictonal de referencta miw|8) del
pardmetro marginal; este resultado puede set entonces usado pava eliminar
por integracidn el pardmetro marginal obteniéndose zsi el modelo

plalt) = iptz[e. w) Twd) dw (3)
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o7

e solo o .
ji njlsoio depende de 6 yoal que pueden ser aplicados. por tanto

entos descritos en {a seccién anterior para obtener w8). La g
tucial de reterencia serd entonces () ny w|8).

:Jcs Proce.
stribucign
Na i
pone ;:rféglente ‘sg. aunque no se dispongs de mformacién sobre 0, se di
Rt C;E:laci 7 112;:1&31 sobre ti;; que permite asignar directamehte uxllsa;
cld. condicional plmf8), esta distribucid
on pue ili
en (3} en lugar de mw!f) para elimnar b, B o lizeda

Jhen lu el pardinetro merginei. B
: - En es
ie distribucidn mew) de referencia seps, obviamente, mf B? Pl @ o,

_Puede demostrarse, por ejem
obieto de obtener I distribucidy final de referencia

modelo ncgrmlal Nix|u, o) cuando la desviacidn ]

tiene la disttibucidn condicional de referenca
1 i
—_—
log{bjby; &

0. fueta de ese imtervalo

moju) = o & (by by

i

donde (b,
de referen
nocido,

b : "
c_[a” es el conjunto de vajores posiblés de o la distribucidn mtcial
para 1 tesulta entonces ser, coma en el caso en que ¢ erg co

R = 1/(a —dl, U (a4, a)
=0, fuera de ese intervaio

donde {a, o) es ef o [
X onunto de valores posib]
Sonde (20 p &8 de p. La cortespondie
e bucién final de referencta pare b, cuande no se limitan ios vaicies d e
€St0 €8 cuando B =0y b —> co. eg de {a forma ¢

TUE, §) = P S </ Vo= D= D)
%ﬂ[

gr—X

—\__._]—{I)ﬂ—lf ﬂﬂ_ﬂ_i )
SV =1 luvthJ

donde @,_, i6 fistribucid
St lﬂﬁ es 11;1 funcmrz de disttibucién de ja distribucidn de Stude
.1, I que estd extensivamente tabulada. Cuando en .patticul T
, en. ar,

dp —3 .00 ! istri
Y @ir> + e reaparece fa distribucidn de referencia

(¥, 5) = SHUZ, s/~ T — 1, n—1)
due ya obtuvimos en la Seccién 5.5,

En el Teorema 6.5.4 se recogen los teg

pondicntes 4 otros modelos probabilisticos £
13mMOs como ejercicio.

uitados anterjores ¥y los corres
ecuentes, cuya demostracidn de.
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TeOREMA 6.3.4. Distribuciones fingles de referencia

Modelo o
p;ofmbi- Estadisfica Distrib. tncial Distrib. Fina
listico suficiente de reterencia de referencia
Bernoulli P 7 FB) oc 01— 842 Be(Blr 4 1/2, n—r + 1/2)
- Br(x[®) ro= X 0l
Porsson o #l 1{h) oc AR GalMr + 1/2, w3
" PolxfN) v = Ex; A>0
Nozmai {%. n} T o L N(wl®, o/ v
Nixlu, o X=ZEwn/n —oe <<
o coocide
Normal s, #) whYy e bt _Ga(b[niz. #51f2)
Nz, o) 5 = Elxe—ul/n h>0
It copacido b= 1/o*
Norual (5 % m w{, &) oc b SHpi®, sivin—1), #—1)
Nixjw, @) 5= Bl — ERfn — << oo
Normal 15, 7 ww, boc p Gd(b[(nm 12, iy
Nlzlp, o ¥ = Ea —XPfn >0
Hxponencial i, #) {8) oc 6 Galbn, 7)
Exl(x$) r=Zx 6>0

Estas distribuciones de veterencea se refieren al caso en que no se zmpon:ren
limttes al campo de wvarwabilided del pavimetro de z?_z_terés d_zl'st_mtos de los
exigidos por e propiw modelo probabilistico: si se limita dicho campo s
obienen distribuciones de referencia proporcionaies g las anteriores, con ia
constante de proporcionpalidad amustada de forma gque conbinuen mlegrando ia
unidad.

6.6. Andlisis de sensibilidad

A lo largo de nuestro estudio de los métados Bayesianos de mferenf:_xa
hemos procurado subtayar el hecho de que el resultado ﬁnatt lestc_; es la c'l_1s-
tribucidn final del pardmetro de interés y por tante la decsién éptima, de-
penden de ia distrihucién wnicial; este hecho, que zlgunos autores }‘mn des-
ctito como un defecto de la metodologla Bayesiana constituye en realidad uno
de sus mayeres atractivos.

En efecto, esta dependencia es precisamente Ia Gue permite INCOrporar la
anformacién mmcral que frecuentemente posee el investigador. Esta mforma-
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cién es muches veces crucial: piénsese por efempio que en el disefio de un,
eXperimento o en las decistones relativas 8 una enfermedad rara, no suele dis.
peonerse de ningn otro tipo de informacién. Sin embatgo, 4 importancia
reletiva de esta informacién imcial con Tespecto a la propotcionada por ios
datos puede y debe ser medida para poder apreciar sus cohsecuenctas ¥, en
particular, para poder distingwur entre las conciusiones que se basan en ios
resultzdos experimentaies que se analizan y las que dependen de la expe-
nencta acumulada por el mvestigador. Compo podia esperatse, las distribu-
ciones finales de referencia descriras en la seccién anterior constituyen la
herramienta natural para abordar este problema.

En efecto, representande en una misma escala la distribucién mrcial pd,
que’ describe la mfotmacidn de que dispone. el tmvestigador sobre e valor
del pardmetzo de mterés 9, su correspondiente distribucidn final p(Blz} v la
distribucién: final de referencia 7(0(z), puede observarse mmediatamente Ia
Importancta relattva que tiene en la prictica la informacidn micial: cuanto
més alejada esté p(8lz) de la distribucién de referencia =(€|2) (que, recorde-
mas, -describe dnicamente la mformacién proporcionada por los datos) més
Impertancia préctica tendrd ta mformacidn inicial det mvestigador y més cur-
‘daco, por tanto, deberd tenerse al tratar de cuantificarla,

La discrepancia mencionada puede ser medida haciendo usg de Ja Defing
cidn 6.3.1. As,

0

r o
& p(Bz),m(6]2)} :J 2000 log »(0}z)
(B2

es una descripcidn cuantitativa de ia importancra préctica de lz mformacidn
micial contenida en la distribucidn #{0) cuando se anmalizan con ella 1os re-
sultados experimentales z.

El lector de un trabajo en ei que se describen los resultados de una -
vestigaci6n debe estar en condiciones de poder apalizar ta semsibilidad de las
conclusiones 2 cambios en a mformacidn inicial, En particular, debe poder
distimgur entre las conclusiones que se dertvan de los xesultades expertmen-
tales que se le comunican y lzs que dependen de la expertencia previa de
los autores de ia investigacidn. Com este objeto, un trabajo centifico que
base sus conclusiones en el apliste de wn conjunto de datos experimentales

debe contener, ¢f menos, los sigmientes elementos,

@) Desenipeidn detallada del paramerro de mierés 0. del experomento ¢

que ha sido realizado para obtener informacidn sobre 6, v de ios
daros obtenidos, z.

&) Descripeidn del modeio probabiiistico utilizado para su  andlisis
#z8) ¥ de las razones en que se basa su edopcidn,
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€l Valor numérico del estadfstico suficlente # = #z) que tesume, 5t se
acepia et modelo propuesto, toda ia wformacién sobre § contenida
en Jos datos z,

d) Distribucién mmeial p(0) que describe la mformacion miciar det equi-
po mvestigador sobre el valor de 8,

e) Distribucién final de referencia m(Bjz} que describe la mformacién . .

sobre € preporclonada por les datos sz ¢ modeio es correcio.

£} Distribucién final p(8]2) gue combing la wformacidn 1maal sobre 8
con la que propozcionat los datos.

g) Conclusiones puméricas sobre la importancia relateva de i informa-
cin wtetal que se destvan de la discrepancia entre 2021 v w(diz).

Con esta 1nformacidn, el lector dispone cle vanas opciones que le petmiten
el todo caso extraer suy conclusiones a lz vista de los resultades expertmen-
tales descritos.

4} S8i la eleccién det modslo probabilistico no le parece correcta, debe
partir directamente de los datos originales z v analizazlos por si mismo
siguiende el proceso descrito.

&) Si acepta el modelo pero no hace suva la mformecidn micial del equi-
pe que ha realizade el trabajo, puede basar sus conclusiones en ia
distribucidn final de referencia mB|zj, o bien especificar su propia
distribucién imeral, calcular por su cuenta la cotrespondiente distri-
bucién final, v basar sus decisiones en ella.

¢1 Finaimente, s1 acepta como vilida la mformacidn experimental v hace
suva la mformacién tmicial del equipo gue ha realizado el trabaso,
puede basar sus decisiones en ia distribucién final p(8lz) que tat equ-
po ha obtenido. En este caso, la discrepancie entre p(Blz) v w(f|2)
le proporciona una medida del mvel de riesgo 4 que se somete acep-
tande como vélida tal mformacidn ntetal,

Ejemplo 6.6.1.  Resuitades de un muestreo

Con objeto de determumar la proporcién 8 de la poblacién del -drea me-
tropolitana de la ciudad a los que les ha sido aplicada alguna ver una deter-
mmada vacuna se procede a un muestrso aleatorio de ia poblacidn, La mfor
macién imcral del equipe responsable de la investigacidn puede ser descrita
mediante Ia distribucién tructal Be(8]25, 9) v de 100 personas encuestadas
90 reconocen paber side vacunadas. Deseribir adecuadamente los resultados
de la 1nwvestigacidn.
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Si lag 109 Jpersonas encuestadas han side escogidas de forma aieatoma esto es de
torma gue iniclalmente todos los elementos de ia poblacin tenfan Ia mmma,probabilidad
de ser escogidos en ua muestra, se trata de 100 obsetvaciones de unz disttibucidn de Ber-
raulli con. pardmetro 8, En consecuenca, st # es el mimero de personas vacanadas en Jg
muestra, la distribucidn final de reterenciz es (Seecidn 6.3) BalOr + 1/2, 51— r 1. 1/2)

DATOS VACUNACION

13.39 ¢
*{plzy
10.72 |
8.04
5.36 -
2.68 |
0.00 Lf’
G.00 1.00
. Retcrencia . ]
Inicial, p(8). ez I Final, p(8]z) 3
Pardmetros 25, 9 °0.5, 185 I 115, 19
Moda 0,750¢: 09040 I 0.8636
Media 07353 0.8960 ' 0,8582
"Mediana 0,7400 , 0,8987 ’ 0,8400
LB . 0,697, 0798 0883, 0923 | 0843, 0883
L) | ess o8 | 0848, 0945 0.810, 0508
NG 0588, 0875 1 0836, 0952 0.799, 0915
Dol - |0 o5 0DR1% 0963 ! 0776, 093
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v, 5i e distribucidn es Be{8le, #), la correspondiente distribucidn final es {Seccidn 6.3)
BetBlee 4 v, B 4 #-—71. En nuestro caso tenemos # = 100, # = 90, & = 25 v B=9
e conseclEncla,

= 8]r) = Be(B90,5, 10,5)
p(9) = Be(®]25, 9
2(01F) = Be(8l115, 19

Una descripcidn adecuada de los resultados de esta mvestigacion de]?e mcluz, al
menas, el modelo supuesto, el vaior del estadistico suﬁcaegte. la mpre‘sensaclén grifica de
las ttes densidades de propabilidad enconttadas v Jos valores numéricos de sus catact;-
risnca mds notables. Bn la figura de la pégina anterior se recogen estos elemenliios en ia
forma en gue aparecen como resultade de ut programa de ordenador rfsue rea. Iza_1 a:.'lm-
méticamente el andlisis cuando el modelo pertenece a la clase exponencial ¢ la disttibu.
cién 1nicial pertenere a la familia conpupgada correspondiente.

Estos resuitados, que pueden ser calculzdos 4 mano sin diﬁcul;tad alguna con avuda de
upas tablas, deberian ir naturaimente acompafiados de un informe. redactado por.dal
equipo respensable de la inwvestigacidn, que detalle'las J:_nphciaqones soqolégxc:ils o epide-
moldgicas que se denvan de los resultados numdricos obtenidos, En el eremplo quz; 'BT:
ocupan la moda de la distribucidn final de teferencia en 09040 mitentras qug. la de
distribucidn final es 0,8636. En consecuence, en ¢l case en que sea mmportante discrimunar
entte los valores de € comprendidos entte estog™limites debef:a‘ procederse 2 analizzr
criticamente el contenido de ia intormacidn inicial pues 1a cecisiSn finai, en este caso,
podria depender crucialmente ce ella.

Concluiremos esta seceidn subrayande el hecho obvio de que el anéIi'sis de
la sensibilidad de 1a distribucidn final del pardmetro de interds a cambios en
su distribucién micial, o en el modelo probabilfstico utilizado, deoe hacerse
teniendo en cuenta el #50 que va a hacerse de fas conclusiones obtemfias. En
efecto, como hemos menctonade repetidamente, los problemas de rferencia
son generalmente pasos intermedios {necesarios para ncorpoter nueva safor-
macién expetimental) en un proceso de decisidn y, obviamente, fa importan-
cia de pequefias variaciones en p(Bjz) dependérd de las vartaciones gue m‘tfo-
auzca en las utilidades esperadss de las distintas decisiones bajo consideracida.

6.{. Discusién y referencias

Debido a la complefidad matemdtica de las distribuctones fnales que
aparecen como resultado de los andlisis de datos expemnen‘iales. re;suita cast
tmprescindible recurrir a sus representaciones grdficas v al cdleujo de algunas
de sus caracteristicas para poder comunicar su contenido mds re)levante: el
cardcrer antuitivo de las regiones crefbles hace gue estas catacterfsticas sean
frecuentemente ias mds apropiadas cuando se trata de transmir los rasgos
esenciales de lgs conclusiones alcanzadas.

Por otra parte. hemos observado que el anflisss de las disrribumgnes fi-
nales resuita mds sencillo st el modelo probabilfstico pertenece a la clase ex-
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poneneial; Parmazs {1935), Koopman (1936) v Piunan (1936} demostraron
que entonces. ¥ baro clertas condiciones de regularidad sélo entonces, existe
un estedistico sufictente cuya dimensidn no depende del temafio de la tuestra,
El concepto de estadistico suficiente fue meraducide por Fisher (1922) ¥
estudiado en profundidad por Halmos & Savage (1949); aunque la defimcién
cldsica de suficiencia es distnta de la enunciada en la Seccidn 6.2, su mots
vacién es la misma y puede demostrarse que, de heche, se trata de dos defi-
niciones equivalentes (Lindley, 1965, § 5.5),

Si el modelo probabilfstico admite una Familia vonjugada de distribucio-
nes (para lo que es suficiente, aunque no necesanio, que el modelo pettenezca
a la clase exponencial), resulta tentador describir la informacién micial me.
diante un elemento de esta familia; esta operacién, sm embargo, no debe
nunca hacerse de forma mecdnica: es fundamental comprobar que, efectiva-
mente, la mformacién 1nicial buede ser descrita, al menos aproximadaiente,
pof un miembzo de tal familia. El concepto de familia conjugada de distri-
buciones fue formalizado por Raiffa & Schlaifer (1961); en DeGroot {1970,
cap. 9) se estudian con detalle mumerosas elemplos,

El estudio de las transtormaciones del pardmetro de wmnterés cuya distr.
bucidn puede aproximatse bien mediante wna distribucién normal tiene una
larga, pero dispersa historia {ver e.g., Kendall & Stuart, 1958/ 1977); Bernar-
do (1980 a; aborda el problema desde ja peispectiva de la teorfa de fa de.
Cisidn;

El estudio del comportamiento asintotico de la disteibucidn final cusndo
el tamafio # de la muestra tiende o mnfinito es importante por varias razones:
a avel prictico, proporciona aproximaciones Gtiles cuando el tamafo Tea)
de ila muestra es suficientemerte gtande; permite ademds demostrar que ia
mavor parte de las receas cldsicas son aproximaciones razonables s1, v sofa-
mente 51, se dispone de muestras grandes: finalmente, su estidio es un pre-
requisito para la obtencién de distribuciones de - teferencia. El comporta-
ntento asintdtico de las distribuciones finales ha sido estudiado por Le-
Cam (1953, 1958, 1570), Lindley {1961), Anscombe (1964), Walker (1969),
Johnson (1967, 1970) y Dawid (1970),

Se ha trabajado mucho en la obtencidn de distribuciones niciales que
aftaden poca informacin a ia mwformacién expermental, empezando por los
trabajos de Bayes (1763) v Laptace (1812/1912) basados en consideraciones
de simetrfa. Intentos mds modetnos se hasan en exigencias de invaranza
(Jeffreys, 1939/1967; Barnacd, 1952 Hartigan, 1964: Box & Tiao, 1973,

1.3 v Javnes, 1980), en Fmites de distribuctones conjugadas {Novick, 1969:
DeGroot, 1974, cap. 10) o en argumentos. basados en [a teotfa de la mnfor
macion (Javnes, 1968; Good, 1969; Zellger. 1977 y Bernardo, 1979 b). Estos
trabajos han demostrado que ia mavor patte de Jos resultados numéricos clésicos
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encontrados en la préctica son casos particulares de la metodologia Bayesiana,
Asi, por ejetplo, los estimadores y los imtervalos de confianza cldsicos son, muy
frecuentemente, los valotes medios ¥ las regiones crefbles, respecirvamente, de
ias correspondientes distribuciones finales de referencia {Lindley, 19653; Welch
& Peers, 1963; Bartholomew, 19635).

El andlists de la sensibilidad de la distribucidn final 2 cambios en la
distribucién icial deberfe formar parte, de maners sistemdtica, del conte-
nido de todo andlists clentifico de datos experimentales. Bl andlisis de [a:sen-
sibilidad de la distribucién final a cambios en el modelo probabilistico utili-

s

zado es mds complelo v constituye una de las mds umportattes lineas de .- -

vestigacién actuales. Un enfoque prometedor es el de Smith & Spregelhal-
ter {1980).

PROBLEMAS

1. Se sabe que el tiempo de espera entre el registro de dos emisiones consecutivas de
un trazador radicactivo es una cantided aleatomz 7 con densidad de probabilidad
P8 oc 27, > 0,1 v nuia para ¢ < 0,1 debido 2 gue el contador permanece blo-
queado una décima de segundo cuando registra unz sefial. Sila mtormacidn icial
sobre © puede describitse mediante la distribucién GalB|1. 1), determimnar la regién
creible para B de nivel 0,95, tras observar regsstros en los tlempos 1,2, 2,3, 3,5 v 4,8

2. Se sabe que el nimero ¥ de MICFOOrEANISMOS €N UDA ZOnd <e una preparacién micros-

cépica de 4rea § es una cantidad aleatotta conn distribucidn p(xl8) = Pa(«f85). Pro- -

cediendo al conteo de 10 cuadricuias de | mm® se encuentrz un valor medio de
3 mucroorganismos por cuadricula. $i la distribucidn micial sobte 8 es Ga(0)8, 2),
detetminar ta probabilidad de que no exista ningdn MICPOOrganISMCO en una zond
de 3 mm* de superficie.

3. Determiner aprosupadamente, haciendo use de una transformacidn mnotmalizadora
una distribucién Gamma pare unaz castidad aieatoria X cuyo valor més probable

sea 4 v tal que PIX >81 =0,

4, Los datos obtenidos mediante una encuesta sobre el resultada de las proximas elec-
elecctones locales son de 200 personas aleatortamente elegidas 82 votaran a3 la rz-
quterda. 75 & la derechd ¥ el testo se abstendrdn. Si la distribucién micial sobre la
otaporcidn & de voros para Is mzquerda entre los votos vdlidos puede describirse
mediante.una distribucidn Be(8]60, 55), determmat la probebilidad de que 1 jzauerda

gane las eleccones,

La nformacién mnicial sobre la proporcidn D de enfermos que sobreviven a un de-
terminado tratamiento puede describirse medlante una distribucién Bef|80, 2). Revi-
sacas 1.850 historas clfmucas de pacientes sometidas a ese fratamiento se encuentra
que sobrevivieron el 96 9. Determinar, aproximadamente, los ibtervaios creibles

pata 8 de nrveies 0.9, 099 v 0,999,

8

6.

2.

10.
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Con obj i .
s rz&g ::ﬂcilseitennmar j.a desvracidn tiprea ¢ correspondiente a un determingad
o g s espectrogrifico, se realizan 2,000 Obsetvactones Nixly, o) o
e mecliga CLon dg la que se cenoce el contenido exacto 1 de Ja sustanm.; objl Y
Utilingig N fncentranﬁose g dedswamén tipica muestral 5= +/{ Bl =2 2 eto
c I cotrespondiente distribucidn a i inat =2 i,
) = sttética,
Ia provabilidad de gue ¢ sea mavor que 2,25 g, determinat  sproxmadamente

fSeuszr Kzligd:e:.;]tzz S; b}; B:u cogno causas del sindrome que presenta wn determinado en-
fo an’a‘ pero sc obnenctl: @ Ur es af mreros dos veees mds probahle que €., Realizando
e ].-— . 0 unos resultados €@ cuya funeidn de verosimilitad viene dad

Pz} = 0,8, p(2l8;) = 0,6, Determipar 12 distribucidn finai de referencta para Ba

Se sal i
Eome;:sasufo;ajcﬁtgﬂ?tdmﬂ }:ie ;.!na detertninada sustancia en Ia sangre mo puede
. Anaizadas 20 personas, s i ned
Sorep ¢ , $€ encuentra un vaior ed
deswadgn S:;E:::%n;o que se fxata de observactones de vna poblacién normal c;;
15 mg, determmar la -distribucidn final de referencia paea 9

Comparar, grificamente v analticam

R ente, el resul
tendtfa utilizando upa mtormacidn 1 jiedo anfericr con el que se ob

nicial sobre & destrita mediante {a distribucidn

PO cc NIOILS, 04), 08«3

-

) =0 en caso contraro.
1a a2 .
La gftlen:;iln ;;1{1;:1:1 de un equipo a2 tarmacdlogos sobre la curacién en dias ¢ «
Y eterminado ggldde Préparado s que se descompondrd’ al eabo de unos 30 df;
_mmpo.nm aPL ;Js 40142; 2;295:3 ;oﬁgeg;t;é 2 los 70. Preparades 10 rmuestras s ciesS
. 45, 52, 38, 60. 53, 42, 48, 56 izat un andlisis
comple.to de estos datos, supottendo que se trata ;c49 e onealinat n gn&hsm
desviacién tipica 14, b



Capitulo 7

Anadlisis cuantitativo de decisiones

En este capitulo, los conceptos desarroflados hasta ahaza son utili-
zados para analizar determinados problemas especificos de decisidn,

Se estudian 1os problemus cldsicos de consrasre de bipétesis v de
estmacion pantyal v se demuestra que la inferencia estadistica puede
ser considerada como un problema de decisidn cuya tupcidn de urilidad
es una medida de nformacién.

Se describen mérodos para especificar lz funcidn de utilidaq, se
deterrmina el vaior de la wtorsacion brovorcionada por los datos expe-
tmenzales; y se aborda el problema del disefo de expermentos.

Se analizan finumente Jas caracteristicas fundamentajes de los nro-
blemas de decisién mds frecuentes en la practica médica.

En el capituio de Fundamentos fue demostrado que el umico procedi-
miento de tomar decisiones que es consistente con los principios de coheren-
12 exige cuantificar la mformacidn sobre los sucesos incrertos con una dis-
uibucién de probabilidad, precisat las preferencigs entre las consecuencias
posibles mediante wna funcién de wtilidad, v elegir aquella decisidn que
maximza la vtilidad espetada: en los capftulos restantes ha sido estudiada la
forma de describir, mediante una distribucién de probabilided, Iz mformaciéa
televante de que se dispone incluvendo, en su caso, Ia informacién. expert-
mental, En este dltimo capituls estadiaremos la estructura de determinados
problemas concretos de decisidn v analizaremas sus solucicnes,

7.1. Contraste de hipétesis y estimacién puntual

Un tpo de problema de dectsién muy frecuente, v extracrdinaramente
sencillo, es el que se presenta cuando debe élegirse entre dos modelos o hi-
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potesis alternativas Ho v H1. En este caso, tanto el espacto deAdf:E:isiones D
como el espacio de sucesos ihctertos ® contienen Gnscamente €stos dos ele-
mentos, esto es D = & = {Hy, Hy}, y Ia funcidn de utilidad es de la forma
indicada en la tably.

® |
D N\| H H,
Hy oo £
Ha o Hy

Resuita asl, por ejemplo, que la utilidad de scepar la hipdtests Hy cuando
es Clerta es 4w, mientras que la wtilidad de rechazar i (esto es aceptar Hy)
wando Hy es crerta es o, Bsta es la estructura bésica del tpo de prgblemas
de decisién peperalmente conacidos como problemas de contraste de bipotests.

Si llamamos po a la probabilidad asociadz a la hipétesis Hy en el momento
de tomar la decisidn, la utilidad esperada de aceptar cada una de las dos hi-
pétesis vendrd dada por

#{Heo} = w0 po -+ woa(1 — pa)
@ Hit = o po + a1 — po)

cuva representacién gréfica es del tipo

i Ugg

Uigp

%PO

|'
|
L i
0~ Hy P Ho =1

En consecuencia, fa decisién Sptima es aceptar la hipétesis Ho 51, v solamen-
te s1

tiop Po =+ ol — Bo) >z po -+ 2l L )
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esto s st le probabilidad po asociada a la hipdtesis Ho en el momenio de
tomar ta decisitin es mayor que 7”, donde

Hiy—— ty

Hoo T ahs-— oy — g

Si po = p’ las dos decisiones son equivalentes v 1 gy < p° la decisidn Sptr-
ma es M,

En muchas ocastones, wn = #y = u: o definumos entonces ¢ = u — g,
v B =a-—u de forms que o es la pérdida de oportumided en que se
Imcurte si se acepta o cuando es falsa v B la pérdida de oportunidad en que
S¢ incutre s1 se rechaza Ho cuando esscterta, la decisién dptima tesutta ser Hy
st, v solamente s1,

Pa o
> —,
1—pm B

una condicidn cuvo contenido ntuttive es aparente.

Ejempio 7.1.1. Comercilizacion de un $érmaco

En un laboratorto farmacéutrco quiere contrastarse la hipérems, H,, de
que fa proporcién D de veces en jas que uh nuevo preparado resulta eficar
frentea una determunada enfermedad €5 mayor que 0,95. §i se acepta H,
siendo cterta, se obtiene un beneficto de 10 millones debido a Ja comerciali-
zacién de un producto dtil, mientreas que s1 se acepta siendo falsa, se ncurre
en una pérdida de 7 millones gebids o que el prodicto, ya comercalizado,
debe ser retirado del mercado, Si se rechaza Iy el producte no es comercia-
lizado v se pierden por tanto tas 500,000 pesetas invertidas en Ia mvestiga-
cién. La informacién obtenids extrapolando resultados experimentajes reali-
zados sobte ammales puede describirse mediante a disttibucion Be(8]15, 3).
Probado el muevo prepatado sobtre 50 pacientes, se observa una reaccién
positiva en 47 de ellos, Determinar fa decisidn dptima, suponiendo la utli
dad proporetonal al dinero,

La disttibucién fingt de § es, de acuerdo con el Teorernas 622,

BBle) = BefBer 4 7, B 45— py = Belt]sz, 6)
¥ el consecuencia

.
pom plH) = | Betd62, 6) 49 = 0,106

s

“ome puede comprobarse utilizando el Teorema 6.3.2. La tuncidn de utilidag es de 1a
torma
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o HolFa} = o =10, s HfH\} = gy = —7
# H1!Hn} = i = Min!Hx} = =—05

en consecuencsa el valor mimmo »° de [a probabilidad de la hipétesis Fy pata aceptarla
debe ser

et — e}/ (too + B0 — tire — tg) = 6,5/17 = 0382

que es- Thayor gue po; en consecuencia, la hipdresis Hy debe ser rechazada v &l nuevo
firmaco oo comercializado,

El problema de decisién que acabamos de deseribir es un caso patticuiar
de una amplia clase de problemas de dectsién en los que comciden ei espacio
de decrsiones y el espacio de sucesos mciertos. Bsta situacién s espectalmente
frecuente en Ja investigacién cientffica:” en efecto, el interds primordial dei
lnvestigador se centra frecuentemente en determmar el valor verdadero-de
una magnitud desconocida 8, de forma que €l espacio de dectsién D coincide
con el conunto @ de valores posibles de tal magnitua. Los problemas de
decisién en los que comciden los espacios D v © san generalmente denomi-
nhados problemas de estimacidn puntuat debido al hecho de que fa dectsidn
final consiste en elegr un punio § & @ que constituye una estimacién del
verdadero, v desconecido, vator de 8.

Para completar la descripeidn del problema de decisidn es necesario espe-
cificar una distribucién de probabilidad que deseriba la tnformacidn del de-
cisor sobre el pardmetro aesconocido § en el momento de tomar 12 decesidn,
y unz funcién de utilidad que especifique las preferencias del decisor entre
ias posibles consecuencias de su decisién,

Una de las funciones de utilidad empleadas con més frecuencia en esta
clase de_problemas es la de tipo cyadritico, en la que se supone gue la ut-
lidad #(9, 0) de estimar mediante B el valor verdadero & dei pardmetra de
Interds es de la forma

#8 0 =B —AT—87, A>o0 (1)

donde tanto [a constante A como la funcién B(O) son arbitrarias. De esta
forma la pérdids ocasionada por el error de estimacién crece proporcional-
mente al cwadrado del error cometido.

En esta siaacidn, st p{0]H) es ia funcién que describe ia informacidn ae
que se dispone sobre el vaior de § en fas condiciones H en que debe tomarse

la cteetsidn (%}, la utilided esperada e tomar la decisién § vendrd dada POL

(*}  Obwviamente, p(8[H) seri una tuncién ce probabilidad &1 B es wna cantidad slea.
tota discreta v una funcidn de densidad de probabilided st se trata de una cantidad
aleatotta cobtinua,
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w(®) = B8 — AT 87 p(elEn) (2)

51 8 es una eantidad slestoria discreta ¥ por
#(0) = J{BO) — AT —0F) p(0iED (3)

st 8 es continua.

Teorema 7.1.1. La meior estimacién pumtugi de § con pérdida cuadréticoa

es la media de ta disiribucidn de O en el momento ae producirse ig esti-
Ly

macion.

Bemostracién

Nos limitaremos a) caso discreto: Ja demostracién para el caso continuo es totai
mente andloga, Debemos encontrar el miximo de (2), esto es. e valer de 0 gue mammrzg

B8 p(OH) e AZE — 87 p(0,]E)
Igusiando 2 ceto le derrvada respecto ce § obtenemos 1a ecuacién
— 2458 —0) plEJH) = 0
esto s

Tepttdi) =F = 20,85

~ -
de f.orn"ta que, para ser un extremo de (2), et valor de B debe comeidit con 12 mediz de
la distribucién de 0, Puede comprobatse . ademas, derivando de fiueve, qus ee tiats etec-
tivamente de un mdximo.

Naturalmente, {1)'no es Ja dnca funcién de utifidad que puede ser con-
siderada. Otra funcidn de utilidad frecaentemente utilizada exige que ia pér
dida ocastonada por el emror de estimacidn sea propotrcional al paer apsoiuto
del errot. de forma que

w0, 0} = BO)— AF—8, A>o0

Es posible entonces encontrar wn resultade andloge al Teorema 7.2.1, cuya
demostracién omitiremos, '

TeoreMA 7.1.2, La meswr estunacidn puntust de B con perdida absousa es
g mediana de ia distribucidn de § en o1 momento de Droducirse ia estmacion,

Obwramente, st p{8H) es wna distribucion simétrica, su media v su media-
na cotnciden y encontramos en atmbos casos el mismo estimador.
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Ejemplo 7.1.2,  Controi de calidad

En una cadena de produccidn quiere estimarse la proporcidn § de ele-
mentos defectuosos producidos. Supomendo que las pérdidas en que se ncu-
ITE COmMO CONSEcuencis ae una estimacidn errdnea son proporcionales al cua-
drado del erxor cometido, determinar la estimacién dptima de ® st se han
-abservado 5 elementos defectuosos en una muestra de 70 v no se dispone
de intormacidn adicional alguna,

Se trata de un proceso de Bernoulli con pardmetro @ del que se ha observado na
muestra de 70 elementos con # = Ex; = 5. En consecuencia (Teorema 6.5.4) la distr-
bucién finai de referencia, que describe iz nformacidn sobre 8 de gue se dispone en el
momento de decir, es Be(8[5 + 0,5, 70— 5 + 0,3) = Be(€]5,5, 65,5) cuvo vaior esperado
es (,0775. La produccién de eiementos deteciuosos debe bues ser esumada en un 7,75 %,

7.2. La inferencia estadistica como problema de decision

En la seccion anterior hetos desctito la situacidn en que el decisor estd
imteresado en una essmacidn del verdadero valor del pardmetro de interés 8.
Frecuentemente sin embargo. especialmente en problemas de investigacién vy
decisor est2 interesado en obtener cuanta informacién le sea posible sobre el
pardmetro de interés, de forma que no resulta razonable limitarse a una estr-
macién puntual de su valor. Como ya mencionamos en la Seccidn 6.6, €l equi-
po que culming una etzpa de investigacidn debe comunicar sus conclusiones
finales sobre ja magmitud de interés, junto con la argumentacidn en que tales
conclusiones descansan. En térmimnos mds técnicos, los wnvestigadores deben
comunicar su distribucién final para 8, junte con el modelo, ios datos v Ia dis-
tribucién intcial utilizados para obtenerla. Por parte de la comunidag cten-
tifica, da utilidad de sus conciusiones vendrd medida por la cantided de nueva
informacién proporcionada. En consecuencia, el problemta de wmierencia so-
bre § puede ser descrito como wn problema de dectsidu, cuyo espacio para-
méirica es el consunta © de valores posibles de 0, cuvo espacto de dectsiones
es la tamilia de las posibles distribuciones finaies de 8, v cuya tuncidn de
wtilidad es una crerta medida de intormacicn,

Para precisar la estructura del problema de decisidn descrite es necesario
especificar 1z forma concrata de la funcién #{ B(8), G} que describe la urilidad
de describir mediante 5{0) l2 mtormacién obtenida sobre la magnitud de in-
terés cuando 9y es su verdadero valor.
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i
a
;
I
y
|
6

Oy

Es obvio, por ejemplo, que uha situacién como la representads en ia figura

lz utilidad de py(8 i
e v deaﬁ. & ) deve ser mayor que fa de p(8) cuande By seq e verdadero

7Resmta asinismo Datural, en un wodelo que pretende rescribir el Proceso
de Imvestigacién cientifica, recurrir a funciones de utilidad ‘que fornenten la
honestidad del clentffico. Puesto que la utilidad espetada por el myestigador
81 comunica sus resultados mediante la distr{bucidn p(9), cuando su infor

maeibn sobte 0 en las condiciones H A '
acior en que lo hace estd descrita por la dis-
tribucidn p(B|H), viene dada por F

Zed B(B), B3p(8]H), st 8 s discreta
Jul H(0), B3p(81H)8. si B es continua

¥, puesto que la Unica posturg coherente del investigador es maximizar su

I_Itdldadfsperada, tesultz obvio exigir que la funcidn de utilidad satisfags
Ia ecuacidn

supt\ n I'd
ﬁ(mnu{p(ei), 364 = Za{ p(&[H), 0)p(8dH), s 8 es discrets {1a)

sup N . !
ﬁ(e)fu{p(ﬁ), 83p(OIEAD = [uf p(8]H), CIp(BlENA8, st 8 e contmua {1k
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de forma que la utilidad esperada del clentifico sea maxmmizada cuanco
B(8) = p(B|H), esto es cuando comunica sus verdaderas optntones. Se dice
que una funcién de utilidad es propz cuande verifica la ecuacidn (la) o (1b).

Se conocen muchas funciones propias de utilidad; las exprestones siguten.
tes para #{ p(8), B} definren aigunas de eflas.

Alog{p(€o)} + BiBy) (logaritmecai
Al 2p(8y) — IP(Q)FZ'} + B(&) (cnadriticar

A [§ ply Y-
F:{ ‘:;(B;L 3 —1] -+ B(b) (estérica, o> 1)

-1 !_

donde i';p(e)[m = {Zp0) 1% &1 @ es discreta v (O = {f20dBIVe &1 es
continua, ¥y donde la constante 4 v la funcidn B(0) son arbitrarias.

La adoprién de una de estas funciones, o de cualquier otra- funcién de
atilidad propia, dependerd de las razones que motiven el problema de infe-
tencia. La funcién de uiilidad esférica, por elemplo, tue wtilizada en la Sec-
cién' 3.6 para obtener un método razonable de calificar exdmenes constituidos
por cuestiones con respuesta multiple,

Escogtendo la funcién B(8) de forma que sea upa tuncidh adecuada de 1a (densidad
de) probabilidad ascoiada al verdadero vaior del pagdmetro de interés por una distribu-
cién orsgen 2of8), esto es de torma que B(B) = H pi(9)}, puede conseguirse que las fun-
ciones de mifidad sean mvarantes frente s transtormaciones mondtonas de € v que sa-
tisfagan, ademds, Ja condicién normalizadora #{ 2(8), 8 = O para todo 8 de forma que,
dzde 9. se obttenen utilidades positivas s se congiguen distribuctones p{§! «mejotess
tue la distzibucién pd8) tomada come atigen. Las tres familias de funcromes de nrtilidad
propias antes mencionadas se convieten entonges ee

Alog o8/ ool 8)}  (logaritmca)

¢ pl0) e b
42 7 — —(——de ~ 1} {cundritica)
L polBo} v @) ¥

{06}/ palB)
L p(8) polB) )} @10 /m

A T
1

e—1 |

e,

)

-
] -[ {estérica, o« > 1)

Poede demostrarse ademds gque la tuneién logaritmica es ef limte ge fas esféricas cuan-
do -1,

Consideremos, finaimente, una situacién de inferencia «puras, esto es una
sttuacién en la que.el cientifico estd mnteresade en obtener informacidn sobre 0
sin pensar en minguna aplicacidn especifica, En tal caso, la uiilidad ui p(8), 8},

2soctada a la distribucion p(8) cuando B es el verdadeto valor de 6, depen-
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derd de p(0) dnicamente a través de lz (densidad de) probabilidad {8)
asoctada par tal distefbucidn al verdadero valor 8 de Ja magnitud de interds.
Se dice en este caso que la funcidn de utilidad es tocal. Con una funcidn de
utilidad local, las distribuctones p(8) ¥ 248 de 12 figura comentada al prin-
cipto de esta seccidn tendrian Iz misma utilidad st el verdadero valor de 0
fuese 1.

Mencronareros su demostracidn el sigulente resultado (Bernardo, 1979 g).

Teorema 7.2.1. Toda juncién de utilidad propea, locai e wmvarante frente
a transtormaciones mondlonas de § debe ser de ia forma

#p(8), Bot == 4 log 1 p(Bs)/ pol )} (1

donde A es una coustente cualgurera ¥ pl®) una disiribucidn arbitraria to-
wada come origen.

Como consecuencta de este resuitado, puede argumentarse que {2) g5 ia
Untca descrigein satisfactoria de las preferencias que un centifico deberfa
tener entre las conclusiones de un problema de 1nvest:gacidn puro. Al estudiar
el disefio de experimentos, en la Seccién 7.6, encontraremos nuevos argu-
mentos en qué apovar esta afirmacidn,

7.3. Evalvacion de utflidades

Seglin vimos en el capftulo de Fundamentos, ios axtomas de coherencia
establecen la necesidad-de cuantificar las preterencias del deesor entre las
posibles consecuencias de sus acciones mediante una funcidn de utidad 4,
de fotma que w4, 8) mida la aeseabilidad de la consecuencia que se detivaria
st sucediese § v se hubiese tomado iz decisién ¢ coanto mavor sea este nimero
mis atractiva sexfa para el decisor la consecuencia a que se reflere,

Si las consecuencias que pueden dervatse de las distintas decisiones son
naturalmente expresables de forma cuanttiativa en una unidad comin, enton-
ces 12 funcidn de utilidad sera una funcién de tal magnitud y el problema se
simplifica considerablemente. Fs posible, en efecto, que todas fas consecuen-
ctas relevantes a un problema de decsién médico puedan ser expresadas en
términes de los afios de vida que pueda esperar vivir el paciente; en un pro-
blema econdmico, s probeble que todas las consecuencias puedan ser expre.
sadas en términos monetartos. La funcién de utilidad serd en estos casos una
funcidn monotona (pere no necesartamente Hreal) de la catrespondiente -
dad coman: maxtmizar la wtilidac esperaca equivaldrd a maxmoezar e valor
de una funcién creciente de la esperanza de vida en el primer caso, o de
una funcién crectente dei beneficio esperado en el segundo.
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No siempre ewste, sin embargo, la sufictente homogeneidad entre las
consecueficias como para poder establecer de forma natural unz unidad conmin.
Caben entonces dos -alternativas: ia primera es proceder 2 una comparacidn
directa; la segunda es buscar su equivalente en una unidad comdn, frecuente
oente dinero. Estediaremas consecutivamente ambas posibilidacdes.

La comparacifn directa se hace en los térmuinos desezitos al definir la
funcidn de utilidad a partir de los axiomas de coberencia. Asf pues, se escogen
la mejor ¢ y la pear ¢, de ias cansecuencias posibles a las que se asigha

arbitrariamente los vaiores wno v cera, respectivamente, de forma que

£, M gle,)=0, acN =1

*
Estas consecuencias de referencia ¢, v ¢* pueden pertenecer o no al con-
junto de las consecuencras posibles; todo depende de cuales sean las conse-
cucncias con las que sea mds fAcil establecer comparaciones, puesto que la
sencillez de comparacién debe ser el criterto que presida su efeccién,

Para cualguier otra consecuencia ¢ se presentard al dectsor fa opcidn
{e'lp, /(1 —p)} que le pernute obtener ¢* con probabilidad ¥ o ¢, con
la probabilidad complementarta, + — p. Mediante prueba v error, modificando
convenientemente el valor de p, se obtendrd un valor para ei que la conse-
cuencia vy la opeidn son igualmente deseables, es dectr un valor 7o tal gue

¢~ {c*po, e,| (1 — po)}

la utilidad de la consecuencia ¢ es entonces el valor fo asi determinado, esto
es #lc) = po.

Bl métoco puede zepetirse con otras consecuencias de referencia, Si el
dectsor es consistente Jas utilidades asignadas deberdn ser una funcién lineal
de lzs omginales, En general, debido a las inconsistencias del decisor, la rela-
cidn no setd eyactamente lineal; sin embarge, el valor medic de las utilidades
ast obtenidas, una vez refetidas todss a una escaiqd conmdgn, proporcionard
generalmente una estimacién suficlentemente precisa de las utilidades bus-
cadas.

Como ya hemos menclonado, un métoda aitetnatve consiste en referir
todas las consecuenctas a una utilidad comin, frecuentemente dinero. Suele
objetarse que esto no stempre puede hacerse, en el sentido de que pazece
diffeil esignar wn valor monetario g las consecuencias ‘de una enfermedad o
al placer de asistir a un concierto, Sin embargo, el hecho de que se suscriban
seguros libres de enfermedad o se paguen determunados precios por las en-
tradas de un conclerto, sugiere gue existe uh clerto equivalente - econdmico
para la mayor parte de las comsecuencias.
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Si resultase posible determnar el equivalente monetarto {positive ¢ ne-
gatrvo) de todas las consecuencias que intervienen en un problema de dect
sidn, el problema de asignar wtifidades quedatia reducido 2l de determinar
una funcidn que describa la utilidad del dinero.

Naturalmeente, una prmers aproximacidn consistifa en suponer que la
utilidad def dinero es proporcional 2 su cantidad, Aubque esta hipdtests de
linealidad puede proporcionar wna aprexumacién vilida cuando se maneran
cantidades de dineto que resultan pequefias comparadas con el eapital total
de que se dispone, se trata de una bipdtests claramente msostenible fuers de
estos limites; obviamente, 100.000 pesetas pueden ser nna cantidad 1mpor-
tante para un obrere v una trivialidad para un terratenzente.

Dei andlisis anterior se desprende que la funcién de uiilidad del dinero
debe teper en cuenta los recutsos que se poseen: denotaremos con alc) la
utilidad de disponer de un eaprar foraf ¢. En consecnencsa, la utilidad de
obtener un bseneficic neto b serd wic + b)—lc).

Una consideracién detallada del significado de #e) nos permite sugerwr
que la funcidn de utilidad qel dinero debe cumplir las siguientes condiciones

(0} wfe] =0, #0)=0, #leo) = 1, (posthva y acotoda
(i) #'le) >0 (crecente)

(i) #"(e) < 0 (concava)

En efecto, patece razonable suponer que la utilidad de dispener de un capital
total ¢ es positiva ¥ acotadas gue crece con ¢, peto gue lo hace de forma cada
vez menos pronunciada: el increments de utilidad produdido por una deter
minada gananci es positivo, pero tanto menor cnando mds dinero se tiche.

Las condiciones {i), (i) v (iii} exigidas a Ja funcién w(c) que describe la ntilidag de
disponer de un capital total <. permuten analizar su forma. En etecto, en virtud de (i),
parz todo ¢ v para todo & existird una probabilidad > 1/2 tal que la opcién
{Bp, — BH(1 — )}, esto es 1a apuesta que persiie ganar b con probabilidad p o petder 4
con la probabilidad complementaria, sea equmvalente 4 i de quedatse en Ja situacidn 1m-
cial, con un capitai ¢. En CONSCCUCnCia, para ese vajor de p,

we - B) p o+ ule~ {1 —p)=uc)

A la diferencia 9—0,5 se 1o Uama la prma prosabilistea que el decisor exige parz
decidirse 2 aceptar una opcién con esperanza monetaris nuia, debido a la cversién af
riesga que amplica 2 concavidad de la funcidn de utilidad,

Hs f4cil comprobar gue 1a prma probabilistica puede escribirse coma

5 2ule)—zule + Y —auic—5)
|

2 e+ B —2ule—p)
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¥, Por Jo tanto,

-0, —u™c)
lim T X ——— =} > O
st 2 #(e)

&5 una medida de la everside iocal a 725g0 dque caractesiza al decisor. Parece tazongble
suponer que rlc] es una tuncidn no decrectente de . esty es que la aversién al riesgo
bermanece constante o disrmnuve al aumentar el caprtal,

St riel=a es constante, Iz solucidn de la cotrespondiente ecuacidn diferencial. esto
es,. de

an’ler + w'el =0, a> 9
demuestra que Ia funcidn de wtilidad debe ser del tipo
#wey =t —expl—xc), v =12
de forma que el logaritmo de Ja pérdida 1 — #c) es lineal en .

Ewiste, sin embargo, una amplia clase de futcones de utilidad con #1e) decrectente.
Pratt (1964} estadis algunas de cligs. Lindlev (1971 B) sugiere utilizar una combinacidn
lineal de dos wtilidades con avessidn al 1iesgo Constante, o gue da lugar a una funcidn
de utilidad con aversién a1 riesgo decrectente,

La familia de funciones de utilidad definida por
wele, B, v} = L—texpl—Bet—(1— a)exp|—vci (D

donde ¢ >0, 0asS1, B >0 y * > 0, cumple las condiciones {i), (ii)
y (i) v describe una sttuacién en Ja que la aversion al riesgo, siempre pre-
sente, disminuye a medida que zumenta el capital ¢ de que se dispone. Se
trata ademds de una clase de funciones andlfticamente tratable, ficl de mnter-
pretar ¥ que describe, al hacer variar sus pardmetros o, 8 y ¥, una amplia
gama de ‘posibilidades.

Si las preferencras del decisor pueden ser descritas mediante un elemento
de la clase (1), el problema se reduce a determmar los valares de a. By v,
Una forma de hacerlo es preguntat al decisor por el valor mintme de # con
el que aceptaria la opcidn {alp, — &|(1-— p) §, esto es una apuesta en la que
gavaria 4 con probabilidad p o perdetia & con la probabilidad complemen-
taria, Con estos datos v conacido el capital total ¢ de que dispone el decisor,
.podemos formular la ecuacién

#e + aip 4 tle—b6Y (1 — 1) = 2(¢)
Obwamente. para cada conjunte de valores {c¢, 4, &, P tendtemos una ecua-

cidn que debe satisfacer ». Con tres de estas ecuaciones tendremos un siste-
ma cuya solucién dard los valores de «, B v v. El procedimiento puede repe.-
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tirse con distintos sistemas de ecuaciones. Debido 2 las Inconsistencias deg
acciser, las soluctones 1o coincidirdn exactamente pero su valor medio cons-
utwizé generalmente un buen estumador de los valores o, By v que deseriben
las wtilidades monetatias del decisor.

Ejemplo 7.3.1.  Utilidades monerargs

Una persona que dispone de unos bienes totales vaiorados en 1.500.000
pesetas, contrata por 10.000 ptas. un seguro contrz rabo para un coche valo-
rado en 500.000 ptes., pensando que, de otra manera, tendtfa probabilidag
0.014 de perder el coche. Acepta ademds participar en un negocio en el que
puede ganar 25.000 ptas. con probabilidad 0,15 o perder 4.000 con a proba-
bilidad complementaria y, finaimente, compra un paquete de acciones, que
pueden hacerie ganar o peraer 200.000 ptas, segin se compotte el mercado
de valares, al convencerse de que la probabilidad de papar las 200.000 ptas.
es 0,54, Determinar una funcidn de utilidad del tipo (1) compatible con este
compertamento,

La funcidn de wrilidad wie) debe satistacer {midiendo ¢ eq miles de pesetasi que

#1.490) = #(1.000) 0,014 + 41.500} 0,986
#1500 = M(1.525}0,15 + ul1.496)0.85
u(1.500) = #{1.700) 0,54 + w(1.300) 044

v puesto que #icy debe ser de Ja torma
We) = | — o erp{~ Bet — (1 — e} expl—vo}

tenemos nn sistema de treg ecuaciones con las tres tncognitas &, B v ¥, Su solucidn,
obtenida por prueba v error, es aproximadamente @ = 0,5, f =0,001 v v = 0,0005.
En comsecuencia, st se vatifican ias condictones (i}, (i) v (iii) mencionadas ep el texto,
Ia utilidad que para esa persona tiepen x miles de pesetas puede ser descrita imediante
la tuneidn

wx) = t —0,5 exp{— x/1.000} — 0,5 expi — 2/2.0001

7.4. Valor esperado de la imformacion

Considerernos un problema de decisién en el que el espacio de decistones
es D, el espacio de sucesos inclertos @ y la funcidn de utilidad #(4, 6},
Sez p(B) la disttibucién de probabilidad que, en un momento dado, describe
la mformacién de que se dispone sobre el wvalor de 8. La decisidn Sptima
€n e3¢ momento es ia que maximiza el valor de la utilidad esperada #%(d)-
definida por



220 BIOESTADISTICA

aMd) = Zuld, ) p(0) (st § es discreta).
wNd) = [ uld, 8) p(8) 40 (st § es continua)

Consecuentemente, ja utilidad que puede esperarse st se toma Iz decisidn
dptima es :

w=""T 4 (1)
deD

Supongamos abots que, antes de tomar la decisitn, se realiza un expe-
Imento £ y se obtienc como resultado unos datos z que contienen cierta
informacién. sobre el valor de 9. Después de obtener 2, la infotmacin de que
se dispone sobre el valor ce B vendrd descriea por la correspondiente distrr
bucidn finai p(8[z); ia decisidn Sptima serd anora 1a que maxmmice Ia cotres-
pondfente utilidad esperada #*(z, z, d) definida por

w5, 7, d) = Zald, 03p(8ilx) (a1 O es discreta)
(e, 7, @)= Tuld, p(8|2)dd (5t 0 es continua)

Por lo tanto, 1z utilidad que puede esperarse 51 se toma la decisiéh dptima
desptés de obsetvar z serd

sup

u'(s, 7)) = ieD #d, & z), 2

de forma gue el valor esperado de ia wmiormacidn proporconada por jos da-
tos 7, esto es el inctemento de utilidad que se puede espetat adoptando siem-
pre la decisién dptims en cada caso, vendrd daca por

Ve, 2) = u™le, z)-u} (3)

El valor esperado de ia snformacidn proporcionsda por el expermento €
antes de conocer su resuitado serd obviamente

Vazl = [Vue, 2} plzidz =
= fulle, 2) plardz— o) = w'(e) —u* {4)
" 8i depotamos con s al expertmento vacio, de forma que #%(e) es la utilidad

esperada de tomar iz decisién basandose dnicamente en la informacicn 1nIcta;,
tenemos obviamente que #*(ep) = 47 En el extremo opuesto, si denotamos
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€on £ 4 un experunento que nos proporcionase informacidn compieta sobre
el vator de B, tenernos que

; su

e 1 =X plb) dP wd, ) (s1 8 es discreta)
3u

wie ) = [ p(8) ap #d, )d) (a1 § e continua)

En efecto, con informacién perfecta, se tomatfa para cada 8 la decsin que
maximice en I el valor de w(d, 8) de forma que, amies de disponer de esa
mformacidn perfecra, ia utilidad esperaga de conmseguirla viene dada por ja
exptresidn anterror.

El vator esperade de 1a wrformacién . perfecta serd consecuentemente
Vau'le )= w'(E_1— u™(z)
¥ puede demostrarse, como erd de esperar, que parz todo expetimento €
Vate) < Va'le_ |

es deciz, que el valor esperado de la mformacién propotcionada por un expe-
rimento es siempre menor o igual que el valor espetade ae la infortacién
perfecta. Este valor esperado de la tnformacidn® petfecta representa pues ia
cantidad mdxima, en unidades de wtilidad, que seria razonable pagar por
obtener informacidn adicional sobre et parimetro de interds.

Ejemple T4.1.  Vaor diagrdsiico de un test

El equipo médico que atiende a un determinado pactente considera que
los sintomas que se observan pueden ser producidos pot una. v solo una de
las enfermedades 9y, §; v 0, v se consideta que p(0;) = p(0;) = 2p(0). Se
Intenta determinar cual de ellas es la verdadera causa, recurriéndose para ello
a cdeterminar Iz cantidad X en mg de una determinada sustancia presente en
la orina que el paciente elimina cada dia. Investigaciones antertores perttten

suponer que
p(x6) = Nix|12, 5)
pxld) = N(x18, 83
pliclBs) = Nix|16, 5)
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Se realiza el expertmento £ que constste en recoger y analiz_ar durapte tres
dfas consecutivos la arina del pacients, y se¢ observan Ias cantidades 17,‘18,5
¥ 17,5 mg de la sustancia estudiada. Supontendo que el interés se centte dinica-
mente en un diagnéstico correcto, de forma que ia utilidad conseguida es uno
o ceto seglin el diagndstico sea correcto o 1ncottecto, determinar el valr:_ar espe-
tado de la mformacién proporcionada port el test v el valor que podria espe
rarse de la informacién perfecta.

La distribucidn miclal de 8 es obviamente p(0) = (0.4, 0.4, 0,2), La utilidad esperada
da la decisidn @ es

#10) = Z U8 0 50) = p(8)

ILY

de torma que Ja udlidad esperada de cualquiera de las dos decisiones Optimas (8 o 8)
es #*(z0) = 04.

La verosmmilitad de los datos z = {17, 18, 5, 17.5} obienidos como reswtados del
EXpEnmento € viene dada por
p(2B) = TIN(x12, 51 = 723 % 10~
Pizl8:) = TINi=18, 8) = 1,23 x 10~
Plajls) = I N(x16, 5} = 4,20 % 10~

v consecuentemente, utilizande el Teorema de Baves, In distribucidn final de € sera
p(0lz) = {0,178, 0,303, 0,518). La utilidaq esperadz de la decisidn 9, s ahora

wMe, 7, 0 = e, 8;) p(Odz) = plB:a)

[

de forma que la utilidad esperada de la decisidn optima {8:) es oz, z) = 0,51&3. Conse-
cuentemente, el vaior de la mformacién proporcionada pot los datos 2 es Ve, z) =
= 0,518 — 0,4 = 0,118.

El vator esperado de la mformacidn petfecta serfa
VaMe i=uMe j—a*e) =
- €4

i}

5
= ap(8;) . o ulf, &) 1%e) =
[{]

= Ep(&)) — #Mgy) = L—2M6) = 1 — 04 = 0,6

Dada ta forma especialmente sencilla que fa funcién de utilidad adopta en este E{oblema,_
el valor esperado de la mtormacién resulta ser una provabilided. Asf, la mformacién expe-
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tmental aumenta en 0,118 la probabilidag asociada 4 la enfermedad mdés probable (que
Pasa de ser 04 a ser 0,518), mientras que la informacién pertecra aumentaria en 0.6 egta
probabilidad, que pasaria de 0.4 2 ia unidad (conoamienta petiecto].

En la Seccién 7.2 vimos eotmo un problema de inferencia estadfstica so-
bre el valor de 8 podis ser formuiado como un problema de decisién en o

que el espacio de decistones es el de lag distribuctones de probabilidad e 8
¥ la funcién de utilidad de la forma

ul p(f), &} = A log { p(8)/ pofBo) } {5)

L

Cuando en ja definicidn de Ja funcién ce utilidad se escoge la distribucidn -
ctal como distrihucién orgen, resalta que el vajor de la informacidn propot:
clonada por los tesultados de an expenmento € en un problema de mierencia
€% proporcional a \a cantidag de imformacién obtenida.

En efecto, de acuerdo con ( 1

- osup r
(5] = (4 log 19(8)/p(8)}Ipi0¥dd =
#ey )

=4 ;( 400 log { g(8)/2(8) )8 = 0

&

Puesto que (5) es una tuncidn de

es atididad propiz, v por 1o tanto su valor esperado es
IMERmo cuando {B) = p(f)

Andlogamente, uilizando (21
sup
w¥e, z)= | {Alog UBY2(0)} ] p(B) )l =
g0y}

= 4 p(812) log { p(Bje}/ p(8) Jal0
Bn consecuencya, comparando con s Definicidn 5.4.1, Ja wrilidad esperada de realizar

D experimentc €, obtenet unos datos g, v utilizar {2 distribueién final p{0lz) para .
describir el resuitado es

#'0, 21 = AN, p(B)ay
¥ bor tanto
Vu(e, ) = u¥, N—a¥a) = A I, p(0)z)

como queriamos demostrar,

Por otra patte, crdiguiera que sea ja distribucidn e elegida como orr-
£EN. el walor esperado de la informacidn proporcionada por un. experimen-
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to ¢ en un problema de inferenciz es proporcional a la camtidad de infor-
macidn que puede esperarse de &,

En erecto, utilizando {1) v (2), resnlia

~

witea) = A | p(8) log L2(8)/pd8) 10

2e, 11 =4 J 2(B]2) Tog L p(8]2)/pu(8) }40

¥, por tanto,

Il
Vu'el = , Ve, 2)pldz =

o

#Ms, 2)p(z)dz — u¥(e)

[
[
4

I s
=4 JI pia) | p(®fz) log { p(8l2)/p(8) 10
V

de forma que, de acuerdo con la Definicidn 5.4.2,

VuXes = A1%e, p(0)}

Como consecuencia de este resuitado., en w# problema de mvestigaiion
bura, e metor experimenio es el gue maxuma ia mfomRdcion esperada sobre
¢k pardmetro de interés. Bl conterido mtaitivo de este resultado proporciona
una fueva justificacién indirecta para 1z definicién de informacidn adoptada
en el Capitulo 5,

"En el andlisis reafizado hasta ahots, no hemos copsiderado el coste del
expetimento; nos hemos limitado a calewtar el valor espetado de ia mforma-
cién que nos proporciona. Como hemos visto, este valor viene medido por
el meremento en la utilidad esperada de tomar la dectsidn Sptuma, conseguido
gracias .a la informacién adicional obtenida sobre el parémetro de interds,
Sin embargo, pata elegir de forma razonable entre un conjunto de exper:-
mentos posibles es obviamente necesaro melur en el endlisis el coste del
experimento; este es el objeto de Ja proxima sccidn,

7.5. Disefio de experimentos

En los problemas de inferencia que hemos snalizado hasta- ahora heraos
supuesto que el experimento habfa sido escogido ya v nos limitdbamos a aha:

ANALISIS CUANTITATIVO DE DECISIONES 228

lizar ia 1informacidn contepidz en sus resultados, Abordaremos zhora ei pro-

blez%? de etegir en un experimento concreto de I familia & de expernimentos
posibles.

De forma’ totatmente general, puesta que hemos demostrado que los pro-
blemas de wferendiz son casos particilares de problemas de decrsién, pode-
mos plantear el problema de la eleccidn el e¥perimento como g problema
de decisién con dos decistones sucestvas. En efecto, en pumer lugar debe
clegirse un experimento determinado ¢ & & ¥ & continuacioh, a la vista de
los resultados obtenides z, debe elegirse Ia deasion d = D, que maxiza la
utilidad esperada entre las dectsiones D: que resultan posibles a ia vista de los
tesultados 71 se obtiene entonces una consccuencia ¢ que depende del su-
ceso crerto § que haya tenido lugar (ver figura)

l\-Iaturalmenteé la utilidad de este resultado firal setd de fa forma ) =
=uie, 2, 4, B), -

we, 2 d, B = ald. ) — e, 7) (0

Naturalmex?te, las cantidades 244, 8) v cle, 2) deben estar medidas en las
rrismas unidades.

y Procedienci.o de derecha a wquierda, coma en todos ios drboles de decr
sion (ver Seccidn 3.5}, la utilidad esperada de cada una de las ramas del
nedo de decisidn D, (ver figura) es ’
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w'(e, 2, dY=Zus, z 4. 0)p0lz) (s1 € es discreta)

w'(e, z, d)= [ule, = 4. BYp(0l1d® 1s1 8 es comtinua)

D¢ estas ramas, debe elegitse la de mayor utiJ.idad" espera}da; en consecuechcla,
fa utilidad esperada asaciads ai nodo de decisidn D, serd

sup #
# = u'e, 2, &)
# (E" Z'J g = Dz

Andlogamente, la utilidad esperada de cada una de las ramas del nodo de
decisién E serd

#*(e) == T uMe, zj) plz;) tst z es discreta)

{61 = [ u™=, 2) plzldz (st z es continua)

De estos valores debe elegirse el de-mavor t_ztilidad esperada que corresponde,
por defintcién, al expertmento éptune & de forma que

» . Sup wME) = y'et)

= 4

En ia clase & de experimentos posibles debe ser stempre inciuido el expf—
repzento wacio £ para wclur ia posibilidad de que resulte dptimo tomar la
decision basdndose dnicamente en la informacién 1nicral.

El vaor esperado del experimenio ¢, es decir el incremento de utilidad que
puede esperarse por reshizatlo, viene dade por

58} == 481 - 14*(2p)

Naturalmente, puesto que &) es una constante, el e::.geriment?llgon may(cj)z
valor esperado es el expermmento optimo et Si la funclon_ de utili adup:i o
descomponerse en la forma (1), resulta que el valor esperado del experim: o
es 1gnal al valor esperado de la informacidn gue propotciona menos su co
esperado.

Uba vez encontrado ef experimento dptimo £ esto es, una vez respig.‘:
el problema del disefio det experimaenio, se procede a real;zar;o y a de o
minar la decisidn Sptima 4% dentro del conmunto D, de 1as dec1s1onesel§{ ©
resultan posibles una vez obsetvado el resultado z del expermento gja
do e Hsta decisidn optima d es naturalmente aquella que maximwa
correspondiente utilidad esperads.
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8
#et, 2, d™) = ul; D a'(et, 2, 4)

a

Un etlemplo de este proceso fue ya adelantado af estudiar, on general, e|
andlisis seeuencia) de decistotes {Ejemplo 3.5.2),

Ejemplo 7.5.1. Exploraciones peligrosas

A un pactente que presenta sintomas compatibles con las enfermedades 6,
B2 v 0 le pueden ser aplicados Jos tratamentos #

1 0 f27de acuerdo con la s
puwente tabla de utilidades, expresada en afios espetados de vida

8 B i

1] 20 2 3
& 1 4 4 6

la anformacién micral que se dis

pone sobre la verdadera enfermedad dej pa-
ciente puede describirse medi

ante la disteibucidn P8 =103, 0.3, 041, Feta
¢ medignte una exploracidn mtesna en la que ef

;% de sobrevivir, La informacién obtenida
puede ser de dos tipos, 4 ¥ B y se sabe que

PAR) = 0,02
PAIE = 0,40

Determmar 1s estrategia Sptima.

Se trata de eleglt entre dos posibles CERDELIMENtosy, &y decidir sin exploracién aiguna,
V 2 realizar la exploracidn v decidip entonces,

Si no se realiza 1z exploracicn, ia atilidad esperads de cada uno de los dos trata-
fuentos es

#Mew ) = Tult, 0008 = 85
#E, £) = Taity, 0)p(0,) = 7.8

de forma que ia autilidag esperada de a

plicar ¢! tratamiento Optimo sin intormacin adi-
wonal, que resulta ser 4, es w¥(x) = §,

81 se reliza 1a expioracién v el resultado es 4, Iz distribucidn final de & es, haciendo
uso del Teorema de Baves, p(0j4) = (0,632, 0,013, 0,355),
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PBISY = 0,549 v en Consecuencia, la utilidad esperada de reafizar 3 exploracidn, e el
Pactente sobtevive es

Mz, $Y = y'e,, 3. AW(A|S) + u¥e, S, B) p(BISY = 12,1

Comp el paciente sofo nene probabilidad #(S} = 09 de sobrevivit ia exploracidp, la uti.
lLided esperada de decidir realizarla es

wMa) = w4z, SpS) + O1—p(5} = 105

que es mayor gue fa utilidad esperada #™&) de no realizar ja expleracidn.

Consecuentemente, Ja estrategia Optina es realizar ja exploracidng &1 el paciente sobre-
vIve ¥ el resultado de la exploracion es A aplicar e} tratamiento %, V 8t el paciente sopre-
vive ¥ el iesultado es B aplicar 4y,

de realizar # observaciones independientes de una cantidad aleatonta X cuya
densidad de probabilidad es P(x|8) es de ia forma ¢(#) = g -+ #e. La wilidad
esperada de realizar # obsetvaciones serg entonces de la forma

#im = gl'n, pO)} — co— ne

donde p(0} es la distribucidn mucral de 8. El cdlcule exacto de Mo p(0)} es
complicade pero; utilizando Jos resultados sobre disttfbneiones astntdticas,
buede demnostrarse (Bernardo, 1979 ¢),

Teozema 750, Siw =0} e5 zna Iranstormacion mondtons de 0 con den-
Sidad aproximadanzents normal de parianza og entonces para vdiores de n

HO muy peguefips

-
1 i 0o \
L{m, pO)} = —tog [ 1+ i
PR S
donde
1 i HD
v Ia wilidad esperada de cada uno de los teatamoientos, es entonces 0: = J (_a‘p/’@g)z 20)db
w{e, 5, 4, 1} = Tult, 8)p(0]4) = 144 r P
wie, 5, A LY =Tt 00984 = 438 50 = J 2xi0) s g L]0t

donde § indica el suceso de oue ¢l paciente bha sobrevivido a la exploracidn. Fa [;:325:;
cuencia, Ja utflidad esperada de aplicar el tmtarman:o Sptima, o en este caso, CT: o «
Iesultac:o de Ja expioracidn es A resutta ser #*{e;, 3, .{g = lz-j(‘gI.E?naI{%g;;nerst%é by
i i ] i Joracidn es B es = {0,27, 0,336, 0,
6n finai de § 5 el zesultado de je exploraci _ _ )
:‘ﬁ atilidad esperada de aplicar el tratanuento $ptimo, gque zhora seria #, si ol resulta
de la exploracidn es B, tesutta ser #%(z, S, B) = 102,

La distribuciér predictiva de los resuitados de Ja expioracién resiiza ser p(A]5) = 0,451,

En partcutar, st A8 = Nizly, o) v Pl = Nlpjpa, I, resuita oy =a y

1 o
I 1, N(ulu, o)) = —og .l+n—r-]
2 2 o )

TN

ttatindose, en este €as0, de un resultado exacts,
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Utilizando el teorema anterior, la utilidad esperada de realizar # observa-
clohes serd, aptoximadamente,

g, I
#'(n) = =-log 'kl-t-ﬂ — oy —ne
L

x 7

expresién que aicanze su méximo cuando # = # donde

Z
Tz

o

1
2

= (2}Y

o |

El tamafio muestral Eptimo seri pues, aproximadamente, el entero positi-
vo A7 mis proxuno a #. st 2 ety > 0 v cero 51 45 (#T) K0,

Ejemplo 7.5.2.  Tamafiv Gptuno de una encuesta

Lz informacién inicial sobre la proporcién 4 de elementos de lz poblacién
con uma determinada caracterfstica puede setr desenta por Iz distribucién
Be(0]5, 3} y se estarfa dispuesto a pagar 10:000 ptas. por saber s1 8 es o no
es mayor que 0,5, El coste de un sondea es de 5.000 ptas. fijas. mds 100 pe-
setas por encuesta realizada, Determunar aproximadamente el tamafio éptimo
de ja muestra.

Lz probabilidad p asociada al suceso 8 < 0.5 sera, urilizando. (a correspondiente trass-
tormacién normalizadora {l'eorema 6.3.2)

8

e

P
p=p[8 <05]=2p | log ; < 0] = Do/ 00)
L

donde, si p(0) = Belbje. B,

o o—R
Ho = log = =
g 268

oo = V{{a + §)/ap}

En este caso, & = 5, B = 3 y, por tanto, e = 0,577, 060 =0,730 v & = 0,215. En con-
secgencia, la informacién sobre 0 que proporcionatia saber s1 8 < 0,5 ¢ 8 > 0,5 vendri
dado por (Teorema 54.2)

i—plogp—1(1— p)log(1—p)} = 0,52

Puesto que por esta mtormacidn se pagavian 10.000 pesetss, el valor dé 1a unidac de
mformacién resulta ser g = 10.000/0,52 = 19.236,
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Para caleular la anlormacidn  proporcionada sobre 8 por un sondeo de famaiio 7z

utilizaremos el Teotema 7.5.1 con la transformacién (8 == top {0/(1 — 8}, Puesto que se
trata de datos binomiales.

P8 = 81— Py~
A0 = —Jf P i log pla]0)dx = _—r
oo H1—8)
ol 1
B H—e
y, por taato,
I _ r BB i

—_— 1 8300 = | 811 —0)BetBlo, P)d0 =
== g J etbla, B)

= B(tler, ) - E(¥l, B) =

_ o (o + 1a aB
o+ B +Be+B+1 tatBi(at B+ 1) 2
Consecuentemente, 1a Intotmacidn esperada sobre B serd
i 4 Gy )
03, Be(Blo, B)} = —logy i+ a Vo
2 1S o )
1 ¢ b n_
=—leg 91+ e
2 { 4B+ g
puesto que. en virtud del Teorema 63.2,
e+ B
o) = Didfer, ) =~ — {4)

of

_Introqucxcndo (3) v (4) en (2), el tamafic muestral Sptimo es, pues, el entero mds
proximo a

L8
#o=m— it + B D= 872,
2 ¢ ~

st su utilidad esperada es positiva. Como

g ¢ # ]
R T A S D S,
2 < o+ 841

resulta #*(87) = 9.065 de forma que el tamafio Gptimo de la muestra es, abrommada-
mente, de 87 unidades,
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7.6. Algunos problemas médicos de decisicn

La mayor parte de los problemas de decisién con los que un médico debe
enfrentarse exigen un estudio especifico detallado para su solucién satisfac-
totta. Los conceptos que resultan mecesartos para tai estudic han sido desa-
rrollados & lo largo del texto de forma que el lector que los haya adquirido
estard en condiciones de analizar adecuadsmente cualquier problema espe-
cifico de decisidn, necesrtando tan sélo la ayuda técmica de un matemdtico
s1 el modelo utilizado da iugar a cdlenlos complicados.

Puede resultar dtil, sin embarpo, sefizlar las catacterfsticas fundamentales
de los tres 1pos de decrsién médica mds frecuente: calibrado, diagndstico y
eleccién de tratamiento.

7.6.1. Calibrado

Supongamos que se dispone de dos tratamientos elternativos £ v £ que
iciden sobre una determinada magnreud X, Bl problema cldsico de calibrado
consiste en obtener una serie de medidas {xy, %, ..., %) de ja megnited X
en elementos tratados con 4, obtener otra serie de medidas { Haty M1z a., Xoml)
en elementos tratados con 7 v, a la vista de estos resultados, decidir st # ¥ &
tienen efectos reaimente diferentes; en caso afirmativo, interesa medir la tme
portanciz de tal diferencia,

Si X es una magnitud contimua. suele suponerse que Jas medidas
n="fxy, o, 2} ¥ 22= {%m .., %! son muestras aleatorias de probla-
crones notmales (*) Nix:|u:, 01) v Nislps, o2 trespectivamente v se procede
entonces & estudiar § = i~ esto es la diferencia de sus medias, o bien
U cociente & = pu/pa. El problema de ealibrado se reduce entonces 4 Ia
obtenclén de la distribucién final del pardmetro de interés, esto es de
P8z, =) o de Pz, ).

51 la distribucién final § tuviese su centro prémmo a cero ¢ la de @
tuviese su centro préximo 2 une, no existufa diferencia apreciable entre am-
bos tratamientos. En caso contrario E(Blz, 72) sefialarfa el orden de magnitud
de ia diferencta, en ias unidades utilizadas pata medir X, entre los resul-
tades de aplicar ambos tratamientos. Anglogamente, Bz, ) indicatfa el
factor por el que el tratamiento f multplica el efecto del tratamiento 2.

Las fétmulas concretas de p(Blz, 2] y p(lilzy, 2 dependen de la infos-
macién micial de que se disponga. Las disttibuciones finales de referencia
para B y & gue describen la mformacidn sobre sas valotes contenida en los

(*) St 1a hipétess de formalidad no resuitase aceptable podrfa procederse preyias
mente a realizar noa transformacién normelizadora adecuads 4l problema,
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datos experimentaies, han sido obtenidas, tespectivamente, por Sanjuzn (1979)
¥ Sendra (1979). '

Para la diferencia de medias § resulta, aprozimadamente (*}

™8|z, 22 = S0/ — Ho/lmw— 11+ S/e—0i/b12 (1)

donde
‘=4 (g + b)Y
@fn—5) 4 Bf(m — 5)
b=t 1
(f—2) (a+ 8
. /(n—1) 2l
a‘ff/(ﬂ—l)ﬁ-s;/(mgl} n—3
b= $2f(m — 1) wm—1
=D+ 2fm—1) w3
¥ donde

o= Zayln, K= Zarf o,

5= Bl — By oy 5= X — B/

Sinym son grandes, f es también, grande, & ge aproxims a la unidad y,
conseenenternente, (1) puede aproximarse por '

0z, 2 = NOJE — %, VA fm—1) 4 £l — 1)1

Ejemplo 7.6.1.  Andlisis. de sangre

Se sospecha que Ia sangre de los pacientes que padecen lesiones renales
tiene un contenido potdsico por debajo de los valozes notmales. -Para com-
probatlo, se apaliza la samgre de 15 mdividuos normales obteniéndose . en
mg/100 ml, un valor medio de 168 ¥y una desviacién tipica de 21, v la de
25 pacientes que padecen lesiones renales que dan lugar a up valor medio

% La scwacién exacta, més’ complicada, 12 recoge Sanpan (1979). En 1a literaturs

clésica, este problems se connee con ef nombre de problema de Beprens-Fisher.
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de 152, con una desviacién tipiea de 35. Supontendo que se trata de ‘datos
normeles, determanar la propabilided de que, efectivamente, el vaior medio
del contenido en potasio de la sangre de los pacientes con Jesiones renales
esté por debajo del correspondiente a individuos nozmales.

De acuerdo con (1), s1 i es ia mediz de la distribucidn que describe &l contenide
potdsico en Ja sangre de individuos hormales, 1. la correspondiente a los mdividiios con
lesiones repales, ¥ B = W — 1, resulta g = 0446, p = 0674, += 3345, B =00950 v

®(BlX,, %, 5) = 5400]16, 9,203, 33,45) = N{6|16, 2,203)
de iorma aque

26> 0] =095

Los resultados correspondientes al cocente de medias, W = B/, son
mucho mds complicados. Bernarda ( 1977) obtiene la distribucidn final de
referencta de W en el caso patticular en que o1 = ¢3; Sendra {1979} obtiene
la distribucién final de referencia en el caso general y desarrolla téenscas de
integracién nemérica apropradas para su estudio,

7.6.2. Diagnostico

Un método de trabajo comintaente utilizado en la prictica médica con-
s1ste en diagnosicar una determinada enfermedad § entre ef conjunto de
enfermedades © que son compatibles con ei vector x &= X de wdicadores
fque caracterizan al pactente, basdndose en a comparacién de x con el banco
de datos 7= {(x, &), 2= 1. .... u} disponible. formado por los indicado-
1es % de # pacientes cuyas enfermedades 8 han sido finalmente establecidas.
Una vez diagnosticada Ia enfermedad el médico recomienda el tratamiento
ds adecuado para cutarla, E] vector & — t7. £) de mdicadores meluye tanto
las caracieristicas prapzas r del paciente {edad, SEX0, ...) como &l comjunto de
sintomas s producidos por ia enfermedad (hipertensién sangufnea, modifica-
ciones en la comiposicién de ta orma, ...).

Las técnicas de andlines discrimmante han side utilizadas con esiz abjeto,
Mediante este procedimento se determina cudl es ia enfermedad 0 mds vero-
simil una vez observados los indicadores x ¥ se acrda entonces asignando ¢l
tratamiento Sptuno cotrespondiente 2 esa enfermedaa coma 12 1o extsiese
duda gigura sobre la evactiud del diagndstico. En general, se trata de un
cuterio de decisidn wmeorrectn. Fn efecto, puede existir otro tratamiento #
que, aunque de eficacia algo menor que # s1 B es lg verdadera enfermeaad
que padece el pactente, sea mucho mejor que ¢ 51 la verdadera enfermedad #o
es 6.

Es comGnmente aceptado que rara vez se pueds garaniizar la certeza de
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un diagnéstico, Aparece sl la necesidad e que Ia solucién 2 un problema
de dzagné_stico_ adopte la forma de una disttibucidn de probabilidad p(B]x, z)
que describa Jas propabiiidades #signadas a las distintas enfermedades que

Lz construccién de la distribucidn diagnéstica es conceptualmente gep-
cilla, basdndose er el uso dej Teorema de Bayes y dat Teorema de la proba-
bilidad totai, Resulta, en efecto, que bajo ciertas hipétesis razonables {*1

PO, z)oc plslB, ) p(Blr)
20, 2) = [ ptsiB, ) pleoff. 2o
o

"

2wl8, z) cclIp(el8, o) plea0)

donder Pl8l#) %8 Ja probabilidad smeras de que o) Pactente padesca la enfer
medad § dadas sug caractetisticas propias r, p(sle. W) e vn modelo para-

Suele supenerse, trag las necesaryas transformaciones, que #s5]9, @) es ug
mgaelo Rormal multtvartante. Las férmulgs (Bernardo, 1978) parecen con-
plicadas pero el esfuerno resulta recompensado. Fn efecto, Dombal e7 4, (1972)
consiguen con métodoy semejantes un 92 % de diagndsticos correctos sobre
4 causa de dolores abdominales aghdos, mientras Knill-Jones er 4. (1973)
obtienen un 98 % de diagndsticos correctos sobre I2 causa de la wctericia,

7.63. Eleccién de tratariento "

Frec_uentemente. el cdleula de la distribucién diagnéstica p(Blx, D) estudia-
da en el apartade anterior no es mds que un pase 1ntermedio Para la eleccicn

- del tratamiento Sptmmo.

La eleccitn e tratamento es en efecta up problema de decsidn en el
que el espacio de decisiones eg el conrunts 7' de tratamientos posibles ¥

%) Ver, por erempio, Alrehison & Dunsmore {1970, cap, L1). Bernardo { 1978,



235 BIOESTADISTICA

donde, frecuentements, el confunte ® de los sucesos inciertos relevantes es
el de las posibles enfermedades que se consideta. posible que sufra el pa-
Clente,

Si#iz, 0) es Ja funcién de utilidad que mide en las unidades mds adecua-
das al problema-{afios de vida esperados,_ tierapo de permanencia en el hos-
pital, coste. ...} las consecuencias de aplicar el-iratamiento # cuando 1a+en-
fermedad que padece el paciente es @, entonees el tratamiento Sptimo £ es
obviamente el que maximuza ia utilidad esperada

u*(2) = Julz, 8 p(8)x, 2)d0

donde p(Blx. z) es Ia disttibucién diagnéstica: en efecta, esta distribuct_én es
precisamente la que recoge toda la wnformacién de que se dispone sobre 6
en el momento de tomar la decisién.

En aquellos problemas en {os que no exisie una clasificacidn clara en
enfermedades posibles, como pasa a menudo cuando se trata de trastornos
psiquidtricos, tesulta preferible describir los resultados ce los distintos tra-
tamuentos mediante una funcién de utilidaa de la forma wx, 3) que describa
Ia utlidad, en unidades adecuddss, de pasar dei vector de mdicadores x al
vector de indicadores ¥ como consecuencia del tratamiento. N_atur‘almc_:ute. el
vector de indicadotes final es una cantidad aleatorsa cuya distribucién de-
pendera del vector inictal % v del tratamiento elegido. Fn consecuencta, el tra-
tanuento Spiimo serd el que maxituee la utilidac esperada

(2] = Jelx, ) plo)x, 1)dy

La distribucion prognéstica plylx, £) que apatece en esta expresién put::r’ie
calcalarse mediante métodos patecidos & tos descritos para i distribucidn
diagnéstica {Bermudez, 19813.

7.7. Discusién v referencias

El tratamiento que hemos dado a los problemas de estmacidn puntual ¥
de contraste de hipStests difiere notablemente de su tratamiento como pro-
blema de inferencia en la metadoiogia clsica; en efecto, desde el punto de
vista adoptado en este fibro, sélo tiene sentido plantearse estos probl.emas
como problemas especfficos de decisidn: st se deses hacex _mferenaa:s sobre 0
debe describirse fodg la informacién de que se dispone sobre su vajor v esta
mformacibn dmcamente 1a recoge la correspondiente disttibucién finat,

Se ha argumentado = veces que la metodologia que se deduce de i_a teotia
de la decisidn podria set imapropiada para problemas de nferencia en los que,
apareniemente, no-hay que tomar decisidn alguna. Hemos demostrado sin
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embargo que iz inferencia estadistica puede ser desczita como wun problema
especifico de decisidn al que consecuentemente hay que aplicar Ia metodolo.
gla que se deduce de los brincipios de caberencia. La idea de utilizar la famifia
de distribuciones finales dei PATAMEIro como espacio de decistones resulta
notablemente fértil, puesto que no sdlo permite sitvar ia inferencia esta-
distica en el contexto de la teorfa de la. dectsién smo que, coma hemos visto,
proporciona adernds une mterpretacién naturas de lag cantidades de informa-
cibn en términos de utilidades correspondientes a problemas de inferencia,

La descripeidn analftica de Ja funcidn de utilidad de! dinera facilitz ia
especificacion de urifidades en numerosos problemas concretos. Su concavi
ded, permite por otra parte demostrar que gl maximear ia utilidad esperada
en un problema econdmico se tiene en cuenta 1plicitamente el riesgo de ta
inversidn. Asf, por eremplo, resulta genetalmente dptumo  diversificar una
cartera de valores ¥ no canalizar toda la mversién en aquellas gociones de las
que se espera mayor rentabilidad, como sucederfa st se utilizase una funcidn
fineal para describir las utilidades monetarzas.

El problema de disefic de un experimento precede cronolégicamente al
andfists de sus resultados. Resulta no obstante vecesarto estudiar este tema
en dltimo lugar debido a que no pucde decidirse cudl es el mejor expert-
mento hasta haber decidido lo que se barfa con sus eventuales resultadgs:
en efecto, la eleccidn det eFpetimento mds adecuado no es més que un caso
particular de un problems de decsiones Sucestvas y en estos problemas hay
Slempre que proceder por smduccidn myersa desde fos resultados finates hacia
las decisrones 1mciales.

La Teoria de ia Decision es una disciplina relativamente modetna, ¥1
texto de Raiffa & Schiaifer (1961) copstituye la primera exposicidn sistemd-
tica de los resultados a que conduee e principio de maxtmizacién de Ja weilidad
esperada; todavia hov sigue siendo un libre de consulta tiecesario debido a
I2 enorme cantidad ce materiai que contiene. La referencia modetna por ex-
celencia. 4 muvel de monografia, es ef libro de DeGroot (1970},

En los afios setenta aparecieron diversos textos que. 2 nivel més elemen-

-tal. desarrollaban las ideas bdsicas de teoria de la decisidn. Citatemos entre

ellos ios de Aitchison ( 1980), LaValle (1970), Lindley {1971b) v Wink-
ler (1972),

Uno de Jos aspectos m4s lmpotiantes de la modetna teorfa de la decisidn
€s que sus conceptos fundamentales pueder: ser comprendidos sm yna prepa-
racién matemitica elevada, lo que ba facilitado epormemente el desarrollo
de sus aplicaciones en los campos mds diversos. Aplicacsones especificas en
Medicina han sido descritas, entre otros, por Altchison & Dunsmore {1970),
Beraque & Gorry {1971), Ginsberg (1970), Ginsberg & Offensend (1968),
Gustaison e 4, {1969), Lusted (1968) v Savage (1970).
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PROBLEMAS

1.

En un estudio dietético se determinan en g de proteinss por 100 g de materia
comestible, el contenide proteimico ae 50 partidas de tudfas blancas, encontrandose
un valor medio nuestral de 22 can una desviacién uprea de 5. Suponrendo que se

trata de observactones normales. contrastar la hipotesis de que ei velor medio supera .

los 23 g, suponiendo que la funcidn de uiilidad es de fa forma w(H;, Hj) =1 s1
= f ¥ CEID €N Cas0 Conirario.

Experimentes anteriores mclinan a un equipo de cientificos 2 estimar en el 98 %
la proporcién de tumores que resultan destrujdes por un determmado tipo de ra-
dizcidn v les penmuten también asignar probabilidac 0,95 a la hipdrests de que
dicho porcentare es mavor del 95 %. Realivadas unas prhebas, resultan destruidos 162
de Jos 170 tumores tratados. Si la Bipotesis es cierta, iz utilidad de aceptaria es L,
v ia de rechazarla 0,3; s1 es falsa, ia utilidad de aceptarla <5 0,1 v la de rechazaria 0.6,
Determinar la decisién dptuma.

Un -deterrinado mérodo de andlisis produce resultados normales Nixju, ¢). Es ne-

¢esaro estumat un valor para @ v {8 funcidn de wrilidad resuita ser de ia forma
ffy, pp=9—5(f—p—(E—np

Determuinar el estumador optimo que s& deduce de 20 obsetvaciopes com valor
medic 8,5 v deswacida tipica 1.A.

Determunar ]a prima méxima que una persoha cuya funcidn de willidad monetarsa,
en roiles de pesetas, es wixti= L—exp | 0,003x}, debetia pagar para cubrr et

-riesgo de perder vn objeto valorado en 25.000 pesetas, st asigna a ese sucese una

probabilidad 0,1 v dispone de un caprtal total de 200.000 pesetas,

Determmar el vaior de la informacidn proporcionada sobre 1 por 10 observaciones
del modelo Nixiy, o) con media 15 v deswiactdn tipica 3, s1 se pretende estimar p,
la tuncidn ae urllidad es u{fi, wi= 10 —(f —pF, v ia distribucidn icial
Nipjiz. 3.

La esperanza de vida de un determupado pacients seguil se je admaumstre el trata-
miento s 0 el & v padezea las enfermedades 0, € o 6: viene dada por ia tabla Len
afios esperados de vida).

& 6 &

i
0 20 10 3

iz g 10 22

Determinar. en afios de vida, ef valor que tendifa para €| pactente conocet la enfer-
medad que padece s la informacidn de gue dispone puede ser descrita por lz dis-
tribucidn p(0) = {03, 0,3, 0.4}

La intormacidn micial de que dispone sobre la media (v de Iz cantidad en pg de
la tirosina liberada por ml de plasma sanguineo en pacientes idvenes gue suiren
una dlcera duodena!, puede describirse mediante la distribueidn N(p|833, 501. Bl
valor que tendria para up laboratorio tarmacéutico sabex st el verdadero valor de
en estos casos es supertor a 750 es de 100,000 pras. EL coste de anslizar el plasma

8.

0.
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de un conjumto de pacientes es de 20.000 pesetas filas mds mil pesetas .por paciente
analizado. Determimar el numero de pactentes que Je tesultatia optimo analizar al
laboratorso, st los resultados de dichos andlisls se suponen formales con ¢ = 45,

S¢ sospecha que existen diferencias significativas entre los resultados obtenidos por .
dos grupos de¢ alumhos en un examen parcial, Las ecalificeciones de ios 38 glumnog
del grupo A tienen unz mediz atttmética de 5,3 v una desviacidn tpica 1,5, mten-
tras que las de los 65 alumpos del grupo B tienen una mediz de 6,2 v una desvia-
¢idn tipiea 1.8. Si puede suponerse que las celificaciones de cada prupe constituyen
una tuestra de una peblacién normal, determunar Ja probabilidad. de que el grupo B
sea realmente mejor gue el grupo A

Para diagnosticar <ual de tas dos causas due se consideran posibles, 8 = adenoma
o 0. = carcinoma, produce el sindrome de Cushing a un determunade paciefite, se
analiza. el contenido en tetrahidrocortisona de Ja omna del paciente, obteniéndose
13 mg/24 h. Se dispone ademds de un banco de datos en ol que constan fos andlisls
correspondientes = 6 pacientes con adenoma (3,1, 3,0, 1.9, 38, 41 v 1.9 mg/24 h)
v los correspondientes 2 J pacientes con caranoma (10,2, 9,2, 9,6, 53,8 v 158 mg/
24 h). Se sabe que iz disttibucién de los togaramios de las cantidades de tertabido.
cortisona contenidas en la omnz tienen una distribucién apsoximadsmente normal.
Determunar ja distribucién diagnéstca del nuevo paciente, s1 la opmién nicial del

equipo médico, vista swu historra climica, es que tene uR carchoma con probabj-
lidad 0,7.

3% en el probleme anterior, se dispone de dos tratamientos s v s, la utilidad de
cuvas consscuencias puede medirse por la tuncidn de utilidad {en afios esperados
de vida)

[e o
£ I 20 2
i 16 10

Determinar ef tratamuents 6ptmo v &l valor en afios esperados de vida, que des-

. bués de realizado e} andlisis de orina v extraidas sus consecuencias, tendrfa todavia

para el paciente conocer la verdaders causa del sindreme que padece.
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Soluciones de los problemas

Capitulo 2

No ¢ = 25 hace el juego equilibrado.

Debe comercializarse ef nuevo Firmaco siempre que » > 1/3.

La crema 2. cuya vtilidad esperacs es 0.64,

Los comprendidos en el mtervaie 0 5 p < 0,3

Los comprendidos en el mtervaio 0 < p < 2/3.

Sip la decrsién dptitna es no amunciar.

la estratepta Sptima consiste en empezar extrayendo una bola de ia

utna It s1 sale blenca, extraeremos otta bola de la urna T, v st sale 1054
la extraeremos de lz urna I7. .

Debe apostatse siempre; en contra de fos laboristas st p < 0.6 V. en
contra de los conservadores st p > 0,6; s1 p = 0.6. dehe apostatse, pero
es indiferente hacetlo en une u otro senitdo.

La produccién éptima es la de tres méquinas menguales,: gue " propos-
cona un beneficro esperado de 10. .
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Bl tratamiento éptuno es el z: la estrategia optima s1 los tratamietitos
pueden ser aplicados consecutivamente consiste en aplicar # v, 51 no
resultase efectivo, aplicar 2: el coste esperado de tal estrategis es 2,

Capitulo 3

I. (2, %. P) donde 2 =14, B, C} es el conmumnto de jos candidatos.
T={0, A B C.AURB AUC BUC Q) e dlpebra asociada y
P Ia medida sobre ella que asigme respectivamente. las probabilidades
10,04, 0.4, 0.2, 0.8, 0,6, 0.6, i},

2. 1—099" 22095 y por tanto 7 = 299,

En el primer caso, p(8]10) = 1,861 X 10~ en el segundo, p(8/10) =
= {1,861 X 107°10,75 + (7,373 % 107025 = 3239 ¥ 10~

4. En prinapio, los sueesos son independientes; caso de existit dependencia
setia en sentido conttario: tres hijos verones pueden sugerir una ten-
dencra mayor de lo normal en esa parefa a tenet hijos varones, haciendo
mds aléa la probabilidad de un cuatto nifio.

3. plM U Fy = 3/4; L—p(M N B = 5/6.
6. p{Alterado) == 113/360; p{(Cara B|Alterador = 20/113.

7. Es faiso: con uta bataja de 40 cartas, scan A = {as de espadas},
B=lores} y C= {espadas } {extracciones sin reemplazamiento),

p(B) = 10/40 v p(BjA} = 10/39 luego A favorece n B
»(C) = 10/40 v p(C]B) = 10/39 Iuego B favorece a &
p(C) = 10740 v p(ClA) = 9/39 luego A no favorece a C

8. p(Exito) = 0.7, p(Fracasoi = 0,3,

9. Con p(Sanoltest positive) = 0,5, resulta que p(Sana) == 0,978: al estar
sana la mayoia de la poblacin, une impottante proporcién ae positivos
son talsos positivos, Si p(Sanol fuese, por eremplo. 0,6, entonces
p{Sano|test positivo) seria tan solo 0,032,

10. Tara que la probabilidad final sea 0,5 ka inictal deveria ser 0.918:

para gue fuese 0.5, wan solo 0,556.
Capitulo 4

L plX=25]=040; p[0 < X < 2] = 0,15; PO < X =21 = 0,50
pPlX>6] =0, p[X=i5]=0.

SOLUCIONES DE LOS PROBLEMAS 24

px) F{x}
1.00 —
N ——
.ao o a—
‘60 5. i——
40}
.20 ¢
| l 080 i,
0 i 2 4 5 6 4] : 2 3 1 5 [
X X
2. C=460/137, plX > i1 = 47/137 = 0,343, ]
Reptesentactones grificas semerantes a las del problema 1.
. O=2p[X =051 = 1/e = 0,368,
1.00[
B0 F Flx)
.GQ !
A :
i
X 20 : %
05 1.0 1.5 2.0 2.5 3.0 U°0.0. 05 .0 15 20 25 3.0
4@ plX < 6] = 0,0198; pl6 < X < 7] = 0,768;
pl6,034 < X « 74067 == 0,95,
5. DIX] = 5.612: p[X > 50 = 0,106.
6. pIDuracidn > 4 horas] = 0,367,
7. plX > 0,51 == 0.756.
8, X—Y | 2 EX—¥]=1
‘ DEX—¥1 =151
—3 0,02
— 0,22
1 0,49
300027
9. pl¥:> 661 = 0,251

Ppl20 < X7 < 22] = 0,472
plX2 > 66|X = 217 = 0,0311-
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10, p{X; > 800] = 0,324
PLX1 > 800X, = 500] == 0,933

Capitulo 5

L p0) = N(B]22,75, 8,60,

2, Buscando en las tablas de la Beta obtenemos Bef 08, 8.
Mediante la aproximacién a [a Normal se obtiene Be(07,54, 7.54).

00
3. 48]100) = (13 JBWl-ﬂ)”

Su representacién gréfica es:

0.2

15(01100)

(i) it S
B om0, 0) = [anOO/ AT EETE B

7.8E-7

P

170 209.75 250
5. plx) = Nixj22.75, 9.11).
6. plpfx) = N(1|208,88, 4,772).
7. p(Bx) = Betd|11,5, 123,5).

SOLUCIONES DE 1.0S PROBLEMAS 257
Plufx) = SHpj1.13, 0,067, 5.
Pz, s2) = Nlx[24,98, 3.57),

Dado que p(0]x) = N(6|741,39, 1,35) ei tratamiento dptimo es &, con
utilidad esperada 10.92 afios.

Capiluio §

1L

p[BIzi = Ga(8]3, 12,4); Tous(B) = [0,152, 0,8771.
I '

e == 0) = [ pix = 0[0)p(Bl2)d8 = | e®Gatt|38. 12)48 = 0,00021.
W o4

Gatxl3, 1}.
p(0lz) = Belb|142, 130); p(0 > 0.5)z) == 0,767,

p(lz) = Be(0]1856, 76); Tog(0) m [0.953, 0,968};
Tossl8) = [0,948, 0,9711; Tyue(8) = [0.944, 0,973].

pals) = Nlol22. 0.025); pe >2250) = 0,021,

W, &)= (2/3, 1/9)
n8. &z = (0,727, 0,273,

wllxt = N(9j2. 01789), 0 < 0 < 3,
POlx} = NB{1,967, 0,1633),

25 N(x|1.967,0.1633)

N(xIZ2.0,1789)

1 2 3

| 7(B)x) (8%

I
fns I (17057, 229431  [1.6984, 2.2356]
foss | 11,5392, 2.4608]  [1,5464, 2.3876]
Tosws | [14113, 258871  [14297 250437
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10. | pie) ) ple]%)

Distr, N(£{50, 12,1591} N(z|48.5, 4.4272) N(48,6756, 4,1600}

To, [29,599, 70.001] [41218, 55.782)  [417893, 55,518]
:E; [18,681, 81,3191 737,096, 59,9041  [37.960, 59,391]
[ 9.990, 90.010] [33.932, 63.068]  [34.987, 62.324]

i 0,999 i

Capitulo 7
I, Rechazamos 1z hipdtesss nula,.Ho, puesto que gy = plu > 231%, 1) =
= (42 < 05

2. Aceptamos la hipdtesis nuia Hy: 0 > 0,95, st plHe) > 0,417,
Se amusta p(0) = Be(8]85,75, 1,79), »(0]x) = Be(ﬂ|247,7’5, 9.75), )
Como p(Holx) = 0,851 > 0,417 la decisidn optima serd aceptat la hi-
pétests nula.

El estimador éptimo es i = {2B(p|%, st + 5}/2 = 1L
La pruma mégmma serfa 2.586 ptas,

El valor de la informacién proporcionada por el experimento es:
V(e 2} == 8,18.

6. El valor de ia informacién perfecta en ese momento es:
Vu'te ) = 3,6 afios de vida

1

plu > 750) = 0.9515, H(p)='0,1941, g = 515.603 y, por tanto, el
tamafio muestral dptimo &5 #* = 257,

B = pa—us, pl8zy = SHO— 0,9, 0,301, 117}, p( < 0) == 0,9986.

9. pllog %8 = Sxlog xjm:. sV {{m -+ L)/ — D)}, #—1)
pllog x[81) = Sxlog %|1.04, 0359, 5)
plog %8:) = Stlog x|2.71, 0,816, 41
p(81x) o¢ pllog x|8)p(0) = (0,01, 0.99)

10. El tratamiento Sptitmo es £, con una esperagza de vida de '10,06‘ zj.ﬁos.
El valor de la mformacién perfecta después de tealizado ef andlisis es
tan sdlo de 0,04 afios = 15 dfas.
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