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Resumen

El objetivo de este trabajo es la comparacion de técnicas numéricas y su posterior analisis frente
al método robusto propuesto por Hull & White en 1994, basado en el arbol trinomial, para la
valoracion de opciones sobre bonos cupén cero. Se supone que la estructura temporal de los tipos
de interés (etti) viene dada por el modelo de Hull & White (1990). Por un lado, se valora una
opciéon put europea mediante el arbol trinomial y diferencias finitas, por otro lado, se valora una
put americana utilizando el arbol trinomial y una técnica utilizada en otro campo de la ciencia
como es la fisica, conocida como front-firing. Este método permite transformar el problema de
frontera libre que presenta la valoraciéon numérica de opciones americanas, en otro de frontera
fija, donde la frontera libre pasa a ser una nueva variable del problema transformado. Finalmente,
se realizan experimentos numéricos para comparar los resultados de las diferentes técnicas y se
realizan pruebas de estabilidad y convergencia, de la soluciéon aproximada, de forma numérica.

Palabras clave: Tipos de interés, opciones sobre bonos cupo6n cero, derivados de renta fija, valo-
racion, técnicas numéricas, Hull & White, arbol trinomial, diferencias finitas, front-fizing.
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1 Introduccién

1. Introduccion

“Remember that all models are wrong; the practical question is how wrong do they have to be to
not be useful.”
George E. P. Box (1919 - 2013)

El presente trabajo de investigacion pretende comparar y analizar distintas técnicas numéricas para
valorar opciones europeas y americanas sobre bonos bajo el modelo Hull & White. Como cualquier
bono con cupoén puede ser replicado por una cartera de bonos cupén cero, solo se considerara el
caso de opciones sobre bonos cup6n cero.

Existen algunas diferencias entre los bonos y las acciones que hacen que modelar el precio
de un bono sea méas dificil que una accién. Los precios de las acciones son funciones de una sola
variable, el tiempo. Los precios de los bonos dependen del tiempo y de la fecha de vencimiento
del bono. El modelo de precios debe coincidir con los datos iniciales. Para una accién, este es solo
el precio actual. En el caso de los bonos, se da toda la estructura temporal de tipos de interés
inicial, es decir, con la etti inicial, lo que impone més restricciones al modelo. Ademés, los bonos
se vuelven no aleatorios al vencimiento, ya que un bono cupén cero a vencimiento paga el nominal,
lo que claramente no es el caso de las acciones.

Hay muchas formas de modelar la etti, muchos modelos de tipos de interés y muchas cla-
sificaciones de los mismos. Algunos modelos describen la evolucion de un tipo de interés dado
(generalmente el tipo a corto o short-term rate) y seran consistentes por construccion con el valor
actual de ese tipo de interés. Sin embargo, estos modelos, en general, no serdan consistentes con
el resto de la curva de rendimiento (yield curve) y por tanto, no valoraran derivados de tipos
de interés correctamente en relaciéon con el mercado. Es por ello, que desde la perspectiva de la
valoracion de derivados de tipos de interés parece mas conveniente el uso o desarrollo de modelos
coherentes con la curva de rencimiento del mercado. En este sentido, entre los mas comunes se
encuentran Black-Derman-Toy, Hull & White, Libor Market Model o SABR. Como se ha mencio-
nado anteriormente, esta investigacion se centraré en el modelo Hull & White, marco que tiene
gran popularidad principalmente por dos motivos:

= Dispone de féormulas cerradas para instrumentos sencillos, algo de gran utilidad a la hora de
la calibracién del modelo y de la valoracién de derivados.

= Permite tipos de interés negativos, lo que le otorga una gran ventaja frente a los otros
modelos debido a la existencia desde 2013 de tipos de interés negativos para la divisa euro.
Curiosamente, hasta ese momento esta caracteristica del modelo suponia la mayor fuente
de criticas para el Hull & White, ya que tradicionalmente se ha considerado a los tipos de
interés como una variable necesariamente positiva.

Uno de los enfoques estdandar para valorar derivados de tipos de interés es la resolucion de la
ecuacion en derivadas parciales (EDP). Ya que para esta ecuacion solo es posible encontrar una so-
lucion exacta en casos particulares y para derivados sencillos o vanilla, como es el caso de opciones
europeas bajo el modelo Hull & White. Sin embargo, para valorar derivados més complejos, como
pueden ser las opciones americanas, no se conoce una soluciéon exacta y se debe recurrir a métodos
numéricos para encontrar una aproximacion. Uno de los métodos numéricos que se utilizan habi-
tualmente son los métodos en diferencias finitas. Estos, que son los que se utilizan en este trabajo,
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se basan en la elecciéon de un esquema de discretizacion para asi resolver la EDP numéricamente.
En la construccion del esquema de diferencias finitas, se aproximan los operadores diferenciales
que gobiernan las ecuaciones diferenciales del modelo mediante operadores en diferencias finitas.

Sin embargo, la valoraciéon de opciones americanas es un problema de frontera libre, ya que para
cada instante de tiempo existe un valor de 7 (se denotara como 7*(t)) que senala la frontera entre
dos regiones, la de continuaciéon y la de ejercicio anticipado. A esta frontera, que es desconocida a
priori, se le denomina como optimal exercise boundary. De esta forma, mientras en las europeas se
conoce cuales son y donde se localizan las condiciones de contorno, en las americanas no se tiene
esa informacion en la frontera libre, pues es variable y desconocida. Es por ello, que esta proble-
mética en la valoracion de opciones americanas sera tratada en esta investigacion, proponiendo
una técnica denominada front-firing, que permite transformar el problema de frontera libre en otro
de frontera fija, donde la frontera libre pasa a ser una variable del problema transformado. Esta
técnica serda comparada con el arbol trinomial propuesto por Hull & White para valorar derivados
de tipos de interés.

Esta investigacion se organiza en dos partes. La primera, llamada Marco tedrico, esta dedi-
cada a los temas tedricos cubiertos a través de la investigacion. La Seccion 2 proporciona, de forma
breve y concisa, los marcos matematicos y de tipos de interés necesarios para comprender los argu-
mentos y desarrollos posteriores. La Seccion 3 introduce el modelo de la etti propuesto en [19] asi
como las expresiones analiticas que se obtienen sobre derivados de tipos de interés y la ecuacion
en derivadas parciales que debe cumplir cualquier derivado de renta fija bajo dicho modelo. En la
Seccién 4 se presentan los métodos numéricos objeto de comparacion y anélisis.

La segunda, titulada Andlisis empirico, incluye la aplicaciéon practica de los temas analizados
en la primera parte. La Seccion 5 caracteriza los datos de mercado utilizados en la investigacion.
La Seccién 6 proporciona un esquema metodologico que describe gradualmente las técnicas nu-
méricas utilizadas a lo largo del analisis empirico. Los resultados de los experimentos numéricos
se presentan y comentan en la Seccién 7. Finalmente, la Secciéon 8 incluye las conclusiones mas
importantes de la investigacion y sugiere posibles lineas de investigacion futuras que se prodrian
realizar.
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2 Preliminares

2.

Preliminares

Esta seccion incluye algunos conceptos preliminares importantes, basados principalmente en [
que serdn necesarios para los argumentos y desarrollos a lo largo de este trabajo de investigacion/T]

2.1.

Definiciones basicas

» Bono cupén cero (P(¢,T)). Un bono cupén cero con vencimiento en T' garantiza el pago

2.2.

de una unidad monetaria en tiempo 7' sin pagos intermedios. Su valor en el momento ¢t < T

esté definido por:
T
P(t,T) =E2 {exp (—/ r(u)du)] (2.1)
t

Donde Q es una medida martingala equivalente, medida neutral al riesgo, y r(u) es el tipo de
intrés libre de riesgo instantaneo. Evidentemente P(T,T) = 1. Ademés, téngase en cuenta

que si los tipos de interés r son deterministas, entonces el factor de descuento D(¢,T) también
es determinista y P(¢,T) = D(¢t,T).

Day-count convection(d(t,7")). El Day count convection 6(¢,T") se define como el intervalo
de tiempo de longitud [¢, T] a lo largo de un ano. Refleja la eleccion particular que se hace para
medir la cantidad de tiempo (en afios) entre dos fechas, i.e. tiempo a vencimiento definido
como 7 =T —1.

Tenor. El tenor o plazo de un derivado de renta fija es el tiempo hasta vencimiento del
activo subyacente. Por tanto, el “vencimiento” se entiende generalmente como el tiempo
hasta vencimiento del derivado y el “plazo/tenor”, como el tiempo hasta el vencimiento del
subyacente.

Tasas de interés

Tipo de interés al contado compuesto en tiempo continuo. El tipo de interés al
contado que prevalece en el instante ¢ hasta el vencimiento T, se denota por R(¢,T) y es la
tasa constante a la cual se acumula continuamente una inversion de P(t,T") unidades
en el instante ¢ para obtener una unidad monetaria en el vencimiento 7.

W P(t,T)

RT) = == 7

(2.2)
El tipo de interés compuesto continuo es, por lo tanto, un tipo constante que es consistente
con los precios de los bonos cupén cero.

eR(tuT)é(t7T) — 1 (23)

A partir de ([2.3) podemos expresar el precio del bono cupén cero (2.1)) en términos del tipo
continuo compuesto, R.
P(t,T) = ¢ BT (2.4)

1Los lectores experimentados pueden ignorar esta seccién si es inmediato para ellos.



Modelo HW de Derivados de Tipos de Interés: Solucion Numérica y Analisis

» Tipo de interés forward compuesto simple. El tipo forward compuesto que prevalece
hoy, en el instante t, para el periodo de inversion futura [1'1,72] viene definido por:

. 1 P(t,T1)
F(t;T1,T2) = STLTY) (P(t’TQ) - 1) (2.5)

= Tipo de interés forward instantaneo. El tipo forward instantaneo que prevalece hoy, en
el instante ¢, se define como:

F(6T1) = im P71, T2) = < 2BPGTD

T2T1+ oT'1 (2.6)

Intuitivamente, el tipo de interés forward instantaneo f(t,7'1) es un tipo de interés forward
en el instante ¢ cuyo vencimiento es muy cercano a 71, i.e. f(¢t,71) = F(t;T1,T1 + AT1)
con AT'1 pequeno.

Los tipos de interés interbancarios méas importantes para los mercados financieros europeos son el

LIBOR y el EURIBOR.

» LIBOR. El London Interbank Offered Rate (LIBOR) es el promedio de los tipos de interés
estimados por cada uno de los bancos lideres en el mercado interbancario de Londres, que se
cobraria si fuesen a pedir préstamos a otros bancos.

» EURIBOR. El Euro Interbank Offered Rate (EURIBOR) es el tipo de referencia diario
basado en el promedio de tipos a los que los bancos de la zona euro desean prestar fondos
no garantizados a otros bancos en el mercado interbancario europeo.

Otro tipo de interés importante, que realmente se usara en esta investigacion como un prozy del
tipo libre de riesgoﬂ para calcular los factores de descuento, es el tipo OIS.

» OIS. El Overnight index Swap (OIS) es un Swap de tipos de interés (o Interest Rate Swap,
IRS), en el que se intercambia un tipo de interés fijo por un tipo de interés flotante, que es la
media geométrica de un tipo de interés diario especifico. Los tipos a un dia para el mercado
en EUR, USD y GBP son el Furo Overnight Index Average (EONIA), el Federal Funds Rate
efectivo y el Sterling Overnight Index Average (SONIA), respectivamente.

La eleccion de un tipo de interés de mercado como proxy para el tipo libre de riesgo no es obvia.
De hecho, este tema sigue siendo fuente de discusion, ya que la crisis financiera cambi6 progresiva-
mente la tendencia de la préactica del mercado. Antes de la crisis crediticia, la elecciéon estandar de
descuento solia ser el LIBOR. Sin embargo, ha resultado ser una proxy deficiente para el tipo libre
de riesgo en condiciones de mercado estresadas durante los tltimos anos y, por lo tanto, ha sido
gradualmente sustituida por el tipo OIS. Hull & White en [16] examinan esta practica y concluyen
que la curva OIS es actualmente el proxy mas adecuado para la curva de descuento libre de riesgo.

2El tipo de interés libre de riesgo es un tipo teérico de una inversién con riesgo cero y su estructura es un input
clave para la valoracion de productos financieros.
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2 Preliminares

2.3. Curva fundamental de tipos de interés

» Curva cup6n cero. La curva cupén cero (yield curve) se conoce también como la “estructura
temporal de tipos de interés” en el instante t. La cual establece la relacion entre los tipos
de interés proporcionados por activos libres de riesgo y sus diferentes plazos. Se trata de un
grafico en el momento ¢ de tipos de interés compuesto simple para todos los vencimientos T’
hasta un ano y de tipos anuales compuestos para los vencimientos superiores a un aﬁoﬂ

2.4. Modelizacion de la ett:

La modelizacion de la etti es fundamental para entender el funcionamiento de una economia, dado
el importante papel que tienen los tipos de interés en la transmision de los movimientos del sector
monetario al sector real. En [23] se presentan y describen diferentes modelos en tiempo continuo
para modelizar la etti, a su vez, los clasifica en enddgenos y exdgenos.

Por un lado, los modelos endogenos suponen que una o varias variables de estado explican
la etti. Su ventaja es la tratabilidad analitica y simplicidad de su implementacién numérica. En
general, permiten obtener expresiones cerradas para el precio de bonos y opciones europeas sobre
bonos. Sin embargo, al no tener en cuenta la informacion contenida en los tipos de interés observa-
dos, no consiguen un buen ajuste a toda la estructura temporal observada e incluyen pardmetros
no observables como el precio de mercado del riesgo.

Por otro lado, los modelos exégenos destacan por tomar la estructura temporal como dada,
intentan conseguir un ajuste perfecto a los tipos de interés observados y no necesitan realizar
supuestos sobre el precio de mercado del riesgo. En contra, podemos senalar que la valoraciéon
analitica de los activos derivados suele ser compleja y, en general, esta valoracion debe realizarse
mediante técnicas numéricas i

2.5. Derivados de tipos de interés

= Opciones sobre bonos cupén cero. Las opciones sobre bonos cupén cero son instrumen-
tos financieros que se establecen en un contrato que da a su comprador el derecho, pero no
la obligacion, a comprar (call) o vender (put) un bono, que no paga cupones, a un precio
predeterminado, strike, en una fecha concreta, vencimiento. Dado que el bono depende del
tipo de interés r, la opcion sobre bono también dependeré del tipo de interés. Al igual que
ocurre en renta variable, por un lado, las opciones europeas, toman la decisiéon de ejercicio
solo a vencimiento de la opcién y para segiin que modelos existen féormulas analiticas. Por
otro lado, estan las opciones americanas, donde la decisiéon de ejercicio es posible durante
toda la vida de la opcion y, por ello, no existen formulas analiticas. La opcién americana, por
el hecho de dar més derechos de ejercicio a su poseedor, tendra un mayor precio o prima.

Destacar que la prima de una opcién estd compuesta por la suma de dos componentes.
El valor intrinseco, que es la diferencia entre el precio del subyacente en el mercado y el

3En esta investigacion se utilizara la curva OIS como prozy de la curva cupén cero.
4Como ya se ha comentado anteriormente, en este trabajo se va a tener en cuenta el modelo de Hull & White,
que forma parte de los modelos exégenos.
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strike (para una call y viceversa para una put), es decir, el payoff a vencimiento. Y el valor
temporal, que tiene que ver con la capacidad de especulacion de la opcion, por tanto, a mayor
tiempo hasta vencimiento, mayor sera el valor temporal.

Por otro lado, dada la relaciéon inversa que existe entre el subyacente de una opciéon so-
bre bono cupoén cero y los tipos de interés, una put sobre un bono cupén cero es un caplet y
por tanto, una call sobre tipos de interés.



3 Modelo Hull & White

3. Modelo Hull & White

El modelo originalmente propuesto por Hull & White en [I9] para modelizar el proceso del short
rate extiende el modelo de Vasicek[ﬂ al permitir que sus parametros dependan de manera determi-
nista del tiempo. Como se ha hecho con frecuencia en la literatura financiera (ver, por ejemplo,
[1]), aqui se analiza una version restringidaﬁ del modelo HW, que solo permite que el valor a largo
plazo 6 cambie con el tiempo. Por lo tanto, este modelo restringido establece que el instantaneous
short rate r; satisface la siguiente ecuacion diferencial estocéstica.

d?"t = [915 — CLTt]dt + O'th (31)

donde a y ¢ son constantes positivas, #; es una funcién dependiente del tiempo elegida para
ajustarse a la estructura de tipos de interés observada actualmente en el mercado y W; es un
movimiento browniano geométrico bajo la medida riesgo neutral Q.

En [I] se encuentra una expresion explicita para 6; en términos de los tipos forward instanta-
neos f(0,t), la cual se puede obtener desde la curva de descuento libre de riesgo obervada en el
instante .

o(t) = w +af(0,t) + g—au e (3.2)

Una de las ventajas del modelo HW, al igual que el de Vasicek, es su tratabilidad analitica
para derivados sencillos (bonos cupén cero, opciones sobre bonos, swaps y swaptions, entre otros).
Por ello, a continuacion se exponen las ecuaciones analiticas del precio del bono cup6n cero y de
opciones europeas sobre bonos cupén cero que se usaran en la segunda parte de este trabajo.

3.1. Ecuacién analitica del precio del bono cupén cero

Bajo el modelo de Hull & White es posible obtener una expresion analitica del precio P(t,T) a
fecha t de un bono cupoén cero con vencimiento en 7.

P(t,T) = A(t,T) e B&Dr (3.3)

donde: PO.T )
A, T) = % exp <B(t, T)f(0,t) — Z—a(l - e—M)B(t,T)?) (3.4)
B(t,T) = éa — 72T (3.5)

3.2. Ecuacién analitica para opciones europeas sobre bono cupén cero

El precio de una opcién europea, en el momento ¢, bajo el modelo HW viene dado por la siguiente
expresion.

V(t,S,T,K,B) = ¢|P(t, T)BN(d) — P(t,S)KN(6(d — v)] (3.6)

®Una de las principales criticas al modelo de Vasicek [28], dr = a[f — r]dt + odW;, es que al contar tinicamente
con tres parametros constantes, sélo era posible replicar de manera aproximada el comportamiento de la curva de
tipos de interés observada en el mercado.

5Obviamente, al trabajar con una versién restringida, se tendra un modelo que reproduce los precios de mercado
pero no describe bien la manera en la que realmente evoluciona la estructura temporal de tipos de interés.
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con:
d= 1 B(S,T) \/0—2(1 — e—2a0(t,9)) (3.7)
a ’ 2a
1 P(t, T)B 1
=—In|—=——— —d 3.8
Y= "(P(t,S)K) T3 (3:8)
Donde ¢ es una unidad binaria, con ¢ = 1 para calls y ¢ = —1 para puts. K es el strike de la

opcion. B es el nocional del bono y N(z) es la funcion de distribucion acumulada de una normal.

3.3. Ecuacién en derivadas parciales

Teniendo en cuenta que r(t) satisface (3.1]), bajo condiciones de no arbitraje el valor contingente de
cualquier derivado de tipo de interés V' (r, t) satisface la siguiente Ecuacion en Derivadas Parciales

(EDP)/[

v+ %ﬁvm O —ar)Vo— 1V =0,  (rt) eRx]0,S] (3.9)

siendo la condicién de contorno:

V(TJS):Q(T’S)v reR (310)

Para el precio del bono cupon cero g(r,S) = B. Las opciones europeas tienen un payoff igual
ag(r,S)=[p(P(S,T)B — K)]* en el momento de vencimiento de la opciéon S, con S < T.

3.4. Calibraciéon del modelo

La calibracion del modelo consiste en estimar los parametros del modelo que se ajustan a una
determinada informaciéon de mercado. Se realiza minimizando la suma de los cuadrados de las
diferencias entre los precios de los derivados que ofrece el modelo y los precios de mercado.

Min Z(Precio]\/[ercadoi — PrecioModelo;)? (3.11)

Calibrar un modelo es una tarea bastante compleja, donde se requiere el uso de algoritmos
de optimizacion, como por ejemplo, Quasi-Newton o Simulated Annealing, que producen la mejor
estimacion de los parametros que minimizan la funciéon objetivo (3.11)).

Dado que el objeto del presente trabajo de investigacion no es calibrar el modelo Hull & Whiteﬁ
se tomaran como valores para los parametros del modelo (a y ), los observados recientemente en
el mercado.

"El desarrollo de la EDP se puede consultar en [34]. V,, = %—Z es la derivada parcial de V' respecto a z.
8En [26] y [21] se detallan distintos métodos para calibrar el modelo de Hull & White de forma eficiente.
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4. Métodos Numeéricos

En este capitulo se introducen los métodos numéricos, que se utilizaran en la segunda parte, para
la valoraciéon de opciones europeas y americanas sobre bono cupén cero.

Como la mayoria de problemas de valoraciéon de derivados de tipo de interés se pueden for-
mular como la esperanza del valor descontado de un pago final, se podria llegar a pensar que el
método de Simulaciéon de Montecarloﬂ es apropiado para esta investigacion. No obstante, esto no
es conveniente debido a la posibilidad de ejecucién prematura permitida en la opcién americana
sobre bono cup6én cero.

Este método numeérico funciona mediante la propagacion hacia adelante en el tiempo de las
variables subyacentes, se puede decir que trabaja “desde atras hacia adelante” en el tiempo. Es por
ello que, no permite en un momento anterior a vencimiento determinar si el ejercicio prematuro
del derivado es 6ptimo o no, ya que se desconoce cémo se comportan estas variables entre este
instante y el vencimiento. Por tanto, el método de Montecarlo no sirve para valorar derivados que
se pueden ejercer antes de VencimientoETI En cambio, es adecuado para valorar derivados que tinica-
mente se pueden ejercer a vencimiento y cuyos payoffs son dependientes del camino seguido, como
por ejemplo, las opciones asiaticas o cuando nos encontramos con una EDP con muchas dimensio-
nes, que hacen inabordable la valoracion de los derivados mediante otro tipo de métodos numéricos.

Los éarboles trinomiales y los métodos de diferencias finitas, en cambio, son mas adecuados
para valorar productos financieros con ejecucion prematura, como puede ser una opcién america-
na, ya que trabajan “desde adelante hacia atras” en el tiempo. Esta misma propiedad hace que no
sean los métodos méas apropiados para valorar derivados cuyos payoffs dependen de la evolucion
temporal del activo subyacente.

4.1. Arbol trinomial

Un arbol es un método numérico que nos permite observar la distribuciéon discretizada de las va-
riables subyacentes a través del tiempo, que también es discretizado. Mediante este método se
pueden representar las diferentes posibles trayectorias seguidas por el subyacente durante la vida
del derivado. Es frecuentemente usado para la valoraciéon de opciones americanas y bermudas,
siendo el mas conocido el arbol binomial introducido por Cox, Ross y Rubinstein en 1979 (ver [7]).
A diferencia del arbol binomial, en el trinomial el subyacente puede evolucionar en tres posibles
estados desde cada nodo.

Dicho esto, el arbol de tipos de interés es una representacion en tiempo discreto del proce-
so estocastico que sigue el tipo instantéaneo, r(t). Si denotamos por At el paso temporal en el
arbol, los tipos de interés que van a aparecer en el arbol son los tipos vigentes en el intervalo
[t,t + At] bajo capitalizacion continua, R(t,t+ At). La hipotesis habitual para poder acometer la
construccion de estos arboles es que el tipo vigente en ese periodo de tiempo At, R(t), sigue el

9Consultar [12] si se quiere profundizar en el uso del método de Simulacién Montecarlo en finanzas.

10T ongtaff & Schwartz en 2001 adaptaron el método de Montecarlo para valorar derivados con ejecuciéon prema-
tura, denominado Least-Squares MonteCarlo (LSM). No entraremos en detalles sobre el método, pues no es objeto
de la investigacion. Si se desean mas detalles de LSM consultar [22].
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mismo proceso estocastico que el tipo instantéaneo, r(t).

La principal diferencia que hay entre los arboles para tipo de interés y arboles para el pre-
cio de las acciones radica en como se efectua el descuento para obtener el precio de un activo
derivado. Mientras que en los arboles para valorar derivados sobre acciones, como consecuencia
de la discretizacion de la ecuacion de Black-Scholes, la practica habitual es mantener constante el
factor de descuento en todos los nodos, en los érboles de tipos de interés, los tipos de descuento
varfan de nodo a nodo.

Hull & White desarrollaron en [I7] un algoritmo robusto mediante el uso del arbol trinomial
para valorar derivados de tipos de interés, como por ejemplo, bonos cupén cero y opciones sobre
estos bonos[M]

La construcciéon del arbol implica dos etapas. La primera, consiste en definir una nueva va-
riable z*(t), estableciendo tanto 6(t) como el valor inicial de z* igual a cero. El proceso para x* es
el siguiente

dz* = —az"dt + odW, (4.1)

Se construye un arbol trinomial para x*. La distancia vertical entre los nodos en el arbol se
establece igual a Az* = v/3V, donde V es la varianza del cambio en z* en el instante At. Las
probabilidades se eligen para coincidir con la media y la desviacion tipicaﬁ del cambio en z* para el
proceso . Los nodos del arbol se van a identificar por (i, j) donde i € [0, ..., N]| es el indice que
hace referencia al instante de tiempo ¢; en que se encuentra el nodo y j es el indice que identifica
a los distintos nodos en el tiempo ¢;. El valor de z* en el nodo (4, j) se expresa mediante z7 ;.

La segunda etapa implica trabajar hacia delante (forward induction), desde el instante de
tiempo cero hasta el final del arbol ajustando la ubicaciéon de los nodos en cada paso de tiempo
por a(t) de tal manera que la estructura de tipos inicial coincida. El objeto de esta etapa es pasar
del arbol de z* al del short rate r.

Para obtener los valores de «(7), se define otro pardmetro @); ;, conocido como precio Arrow
Debreu, como los valores en el nodo (0,0) de derivados que pagan una unidad monetaria si la tra-
yectoria seguida por el short rate en el arbol alcanza el nodo (i, j) y cero en caso contrario. Como
ya se ha indicado, los valores de (i) y @);; se obtienen por induccién hacia delante. Por tanto,
partiendo de Qoo = 1 y a(0) = short rate inicial para At, obtenemos el resto de forma recursiva
mediante las siguientes expresiones.

P0,i+1) =) Q; e "Wk (4.2)
J
, log > Q; ;e A —log P(0,i + 1)
a(i) = ] A7 (4.3)
k

1 Con el objetivo de no replicar la explicacion al completo del procedimiento de la construccion del arbol trinomial
de HW en este trabajo de investigacion, se realizard un pequeno resumen del mismo, si se quisiera indagar en dicho
método, consultar [I7].

LRE[dr*] = Ma* = (e7*At — 1)a*; V]dz*] = 0%(1 — e2941) /24
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Con k siendo el entero méas pequeno del cociente entre el valor esperado de z* y dx*.

En el anexo [B] se pueden apreciar dos figuras a modo de ejemplo de la representacion de las
dos etapas del arbol trinomial. En la primera etapa, donde se construye un arbol para z* (Figura
E[) y en la segunda etapa, que se pasa al arbol del tipo a corto o short rate r (Figura .

En la segunda parte de esta investigacion, el arbol trinomial se utiliza para la valoracion de
opciones europeas y americanas sobre bono cup6n cero.

4.2. Meétodo de diferencias finitas

El método de diferencias finitas se utiliza para calcular de manera numérica las soluciones de ecua-
ciones en derivadas parciales, usando cocientes incrementales finitos para aproximar derivadas.
Existen tres tipos principalmente, atrasada, adelantada y Central.E De forma habitual se utiliza la
central para la variable espacial, que tiene precision de segundo orden y backward o forward para
la variable temporal.

Como resultado de la aproximacion, la ecuacion diferencial parcial que describe el problema es
reemplazada por un ntimero finito de ecuaciones algebraicas, en términos de los valores de la varia-
ble dependiente en los puntos seleccionados. Los valores de la variable en los puntos seleccionados
se convierten en las incognitas. La solucion del sistema de ecuaciones algebraico permite obtener
la solucién aproximada en cada punto seleccionado de la malla.

Siguiendo [8], en primer lugar, se discretiza el problema, es decir, del dominio del proble-
ma continuo [(z,t) : —oo < x < 00| se construye su version discretizada lo suficientemente grande
[xmirw xmax] X [07 T]

Se comienza a construir esquemas en diferencias finitas definiendo una cuadricula de pun-
tos en el plano (mallado). Para enteros arbitrarios n y m, se denota con U(z,, t,) el valor de U (la
solucion aproximada) en el punto del mallado, que se puede escribir de forma reducida como U?,. El
mallado se construye para considerar valores de U cuando el tiempo es igual a [to, 1, o, ...L,, ..ty =
tmae = T] y cuando la variable x es igual a [, = X0, T1, T, ... T, - Tpr = Tinaz-

Se denomina a k y a h, como el paso del tiempo y el ancho del paso. Se obtienen de la si-

guiente forma k = % y h = 220 Los tamafios del paso temporal y espacial, también los

podemos encontrar en la literatura como k y h respectivamente.

El esquema general de diferencias finitas viene dado por las siguientes aproximaciones

(ou . Untl-Un,

L

ot k
n+1 n+1 n n
oU ~ Um+l_Um71 _ Um+l_Um71
e~ Oy 4 (1 - O) =gt (4.5)
22U @ Uath—2UsT +Us, fa- @)U%H—QU%—FU%_l
\ 022 h2 h2

13La expresion de estos tres tipos de aproximaciones a las derivadas parciales se pueden consultar en el Anexo
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Al introducir este esquema en la EDP del problema se pasa de una ecuacién diferencial a una
ecuacion algebraica. Donde © es una constante que puede tomar cualquier valor en el intervalo
[0, 1]. Los tres casos particulares mas importantes de esquemas en diferencias finitas son:

» Explicito (© = 0)
» Implicito (6 = 1)
» Crank-Nicolson (0 = 0,5)

Conociéndose la soluciéon en el instante ¢ = T]ﬂ (condicién inicial o terminal) y en los puntos
superior e inferior del mallado (condiciones de frontera), el esquema explicito permite conocer la
solucion en el punto (z,,t") si se conoce la solucion en los puntos vecinos, Uﬁ;jrll, Untl y oyt
(despejamos de la ecuacion algebraica en la que ha quedado la EDP el valor de U”,). Repitiendo

iterativamente este procedimiento hasta llegar a ¢ = 0, se consigue la solucién en todos los puntos
del mallado.

Para la solucién en los puntos no pertenecientes al mallado, se realizara una interpolacion
lineal de la solucion de los puntos vecinos. El error cometido en esta aproximacion es del mismo
orden que el cometido en la discretizacion de la ecuacion diferencial.

El método explicito tiene la desventaja que no necesariamente proporciona una solucién nu-
mérica al problema de valoraciéon que converja a la solucion exacta de la EDP que lo caracteriza a
medida que se haga tender a cero los pasos de discretizacion. Se requiere de una condicién sobre
estos pasos.

Para el esquema implicito y de Crank-Nicolson, la soluciéon en un punto no depende exclu-
sivamente de la solucién obtenida en el instante inmediatamente anterior, sino que depende tam-
bién de la solucién en otros puntos en el mismo instante. Esto hace que el calculo de la solucion
en un instante dado requiera de la resoluciéon de un sistema lineal de ecuaciones. En estos casos,
se utiliza un método de resolucion especifico para matrices tridiagonales, como por ejemplo el LU.E

De acuerdo con [5], los esquemas numéricos implicitos tienen ventajas e inconvenientes frente
a los explicitos. Las condiciones de estabilidad suelen ser menos restrictivas que la estabilidad
condicional requerida para los esquemas explicitos expresados en términos del tamano del paso
de las variables discretizadas. Sin embargo, los esquemas numéricos implicitos tienen importantes
inconvenientes practicos que deben verificarse antes de decidir el esquema més apropiado. Como
por ejemplo, como inicializar el enfoque iterativo, como los métodos de Newton. Otras cuestiones
importantes son como evaluar el coste computacional adicional que resulta de la aplicacion del
proceso iterativo en cada paso de tiempo y tener en cuenta las restricciones que aparecen para
garantizar las condiciones de convergencia de los métodos iterativos utilizados. Por tanto, no esta
claro que todo esquema implicito sea mejor que uno explicito.

En definitiva, en la segunda parte de la investigaciéon se va a utilizar el método numérico
de diferencias finitas explicito para la valoraciéon de opciones europeas sobre bonos cupén cero.

1En la literatura [32], se puede encontrar también con 7 = 0 a raiz del cambio de variable 7 =T — ¢.
15Viene de Lower-Upper y se trata de una forma de factorizacion de una matriz como el producto de una matriz
triangular inferior y una superior.
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4.3. Front-fixing

Una opcién americana tiene la caracteristica de que puede ser ejercida en cualquier momento a
lo largo de la vida de la opcién hasta su vencimiento, Es por ello que, la valoracion de opciones
americanas es un problema de frontera libre. Para cada instante ¢ existe un valor de r que senala la
frontera entre dos regiones: en una de ellas conviene continuar la opciéon (region de continuacion)
y en la otra ejercer la opcién (region de ejercicio anticipado). Denotaremos esta frontera (optimal
exercise boundary) por r*(t) pues esta frontera depende del tiempo ¢ y es desconocida a priori. De
esta forma, mientras en las opciones europeas se conoce cuales son y donde se localizan las con-
diciones de contorno, en las opciones americanas no se dispone de esta informacién en la frontera
libre, porque esta frontera es variable y desconocida. El problema de frontera libre de las opciones
americanas no tiene soluciéon analitica conocida por lo que es necesario el uso de métodos numéricos.

Formalmente el problema de la valoraciéon de las opciones americanas se puede escribir como
un problema diferencial de complementariedad lineal (LCP) o un problema de limite libre. Estas
dos formulaciones diferentes han conducido a diferentes métodos para resolver el problema de las
opciones americanas. El enfoque mas algebraico de LCP de americanas sobre subyacente de renta
variable se puede encontrar en [I0] y sus referencias. Por lo que respecta a renta fija, en concreto
la valoracion de opciones americanas sobre bono cupon cero bajo el modelo HW, en [9], utilizan
una descomposicion LU para resolver el LCP relacionado con la valoracion de opciones americanas.

Una técnica alternativa utilizada en la literatura financiera para obtener el precio de las op-
ciones americanas es el método del penalty (véase, [31] y [35]). La idea basica es sencilla, se trata
de anadir a la inecuacién en la que se ha quedado la EDP (se cumple con igualdad para opciones
europeas) de valoracion de la opcion americana, un término f(V'), llamado término de penalty,
que es una funcién no lineal de V. Una vez planteado el problema con la condiciéon inicial y de
contorno se plantean métodos de diferencias finitas explicitos, implicitos o semi-implicitos para la
obtencion de la soluciéon numérica.

Es de subrayar que el enfoque de LCP asi como el método del penalty evitan el céalculo de
la frontera movil 7*(¢) y la complejidad mateméatica que ello conlleva. Esta complejidad se reduce
transformando el problema de frontera libre en otro de frontera fija, donde la frontera libre pasa
a ser una nueva variable del problema transformado. Esta estrategia, llamada front-fixing, ha sido
usada antes en fisica e ingenieria, [20], [6], en problemas de cambio de fase, como solidificacion de
liquidos o fusién de solidos.

El método de front-fixing tiene la ventaja de que proporciona no solo el valor de la opcion
americana, sino también el valor de la frontera movil, dando pues el valor de r*(t) que separa las
dos regiones. Este método, combinado con el uso de un esquema de diferencias explicito evita los
inconvenientes de los enfoques algebraicos, ya que evita el uso de métodos iterativos y las difi-
cultades subyacentes, como la forma de iniciar el algoritmo, cuando detenerlo y cual es el error
de parada. Por tanto, en este trabajo se propone un método front-fixing junto a un esquema en
diferencias finitas explicito.

Realizandose una revision bibliografica, por lo que respecta a valoracion de opciones ameri-

canas, sobre subyacente de renta variable, los problemas de frontera libre se trataron inicialmente
alrededor de 1997 por Wu y Kwok en [33], posteriormente en [24] y mas recientemente en [3]. En
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[15] se plantea el problema de frontera libre para opciones americanas sobre bonos cupoén cero,
utilizando front-fizing junto a elementos finitos.

4.4. Convergencia y estabilidad

Para el caso de diferencias finitas y front fixing, al tratarse de métodos numeéricos que usan cocientes
incrementales para aproximar derivadas parciales, la solucion numéricamente obtenida se debe
aproximar convenientemente a la solucién del problema planteado. La conveniencia viene marcada
por los siguientes aspectos:

» Consistencia: El problema aproximador es tan cercano al problema inicialmente planteado
como se quiera.

= Convergencia: La solucion del problema aproximador tiende a la soluciéon del problema inicial.

» Estabilidad: Pequenas variaciones en los datos de partida no provocan grandes variaciones
en el resultado.

» Eficiencia: En términos de recursos necesarios: memoria, tiempo de ejecucion (se suele medir
en tiempo de CPU).

Estos aspectos, se estudiaran de forma numérica en la segunda parte del trabajo.
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5 Datos

5. Datos

Esta seccion esta dedicada a la descripcion de los datos utilizados, en el ejemplo 1 en esta segunda
parte del trabajo de investigacion, donde se realizan experimentos numéricos para analizar los
métodos numéricos propuestos en la primera parte del trabajo.

5.1. Descripciéon de datos

La curva cupoén cero utilizada para la valoracion de opciones sobre bono cupén cero es la curva
OIS EUR (EONIA), E] se han descargado los datos de cotizacion correspondientes al dia 24-Mayo-
2019, a través del terminal Thomson Reuters Fikon, con un conjunto de vencimientos de 1 dia a
50 anos. La curva se compone de manera continua y la convencion del recuento de dias (day-count
convenction) en la que cotiza la OIS EUR, es con la base Acual/Actuall|

A continuacién, se presentan los datos correspondientes a la curva de descuento OIS.

Tenor 0.25Y | 0.5Y 1Y 1.5Y 2Y 2.5Y 3Y 3.5Y 4Y

Zero Rate (%) | -0.374 | -0.380 | -0.395 | -0.399 | -0.390 | -0.375 | -0,351 | -0.324 | -0.293
Tenor 4.5Y oY 2.5Y 6Y 7Y 8Y 9Y 10Y 12Y
Zero Rate (%) | -0.256 | -0.216 | -0.173 | -0.129 | -0.038 | 0,056 | 0.149 | 0.240 | 0.409
Tenor 15Y 20Y 25Y 30Y 40Y 20Y

Zero Rate (%) | 0.612 | 0.808 | 0.886 | 0.910 | 0.908 | 0.892

Tabla 1: EUR OIS a 24-Mayo-2019 con tenors de 1 dia a 50 anos.

Curva de descuento OIS

Rate (%)

| I | I I | I | I
a 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50

Tenor (afios)

Figura 1: Curva de descuento EUR OIS a 24-Mayo-2019 con tenors de 1 dia a 50 anos.

Euro Overnight Index Average.
ITEsta convenciéon define que los meses y afios se computan por los dias reales que tienen.
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6. Metodologia

Esta seccion esta dedicada a analizar empiricamente los temas ya tratados en la parte tedrica, es
decir, la comparaciéon de métodos numéricos para valorar opciones europeas y americanas sobre
bonos cupoéon Cero.lﬂ

El arbol trinomial y las diferencias finitas serdan los métodos que se analizarédn en este tra-
bajo para la valoracién de opciones europeas, mientras que para la valoracion de americanas se
usaré el arbol trinomial y se comparara con un método denominado Front Fixing.

6.1. Valoracién de una put europea sobre bono cupén cero

Cuando se construye un éarbol trinomial para el modelo HW o se utiliza el método de diferen-
cias finitas, resultados analiticos, como ({3.3]) y (3.6)), son de extraordinaria utilidad para valorar
derivados de tipo europeo.

6.1.1. Arbol trinomial

Se denota por V; ; el valor de una opcion put europea sobre bono cupén cero en cada nodo j del
arbol en el instante de tiempo 7.

Para valorar esta opciéon (con vencimiento en Sy strike K) mediante el arbol trinomial de
HW, en primer lugar, se debe construir el arbol para r que ird desde el instante ¢ = 0 hasta ¢ = S E

Es importante no obviar el hecho de que los tipos de interés del arbol son a un plazo fini-
to, R(t,t+ At) y no se deben confundir con el tipo instantaneo r(t). Ademas, los tipos cupo6n cero
intermedios, necesarios para la construccciéon del drbol a medida que aumentamos el ntimero de
pasos, se han obtenido mediante interpolaciéon basada en funciones splines ctubicas de la funcién
de descuento asociada.

Sobre el arbol para r se construye el arbol para el valor de la opciéon put europea. Se parte
del instante i = S (vencimiento de la opcion) y para cada nodo del arbol 7, se calcula el payoﬁ@.
Seguidamente, se calcula para el periodo anterior i = S — At el valor de la opcién, teniendo en
cuenta las probabilidades de cada rama (las expresiones de P,, P,, y P, se pueden encontrar en
[18]) v el factor de descuento.

Vij =€ "% [PVis1ji1 + PuViserj + PaVisrj-1] - (6.1)

Se seguiria este proceso para calcular el valor de la opcién en todos los nodos j del arbol y
se pasaria a otro periodo anterior (i = S — 2At) y asi sucesivamente hasta el instante i = 0,
obteniendo asi el valor de la prima de la put@

18E] analisis empirico se realiza completamente con el software MATLAB, version R2018a.

19E] proceso de construccién del arbol trinomial de HW para r esta detallado en la seccién

WVi_s; = (K — Pj(S,T)B)]", calculando P;(S,T) con la expresion .

21En [18], Hull & White utilizan su algoritmo basado en el 4rbol trinomial para valorar una put europea. Es
por ello, que para comprobar la efectividad del drbol trinomial de esta investigacién se ha replicado dicho articulo,
siendo los resultados de la prima de la opcién practicamente idénticos.
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6.1.2. Meétodo de diferencias finitas explicito
De acuerdo con [27], para implementar el modelo HW via diferencias finitas, se necesita determinar

analiticamente 0(t), cuya expresion es (3.2)).

El forward rate puede ser aproximado por
—(log P(0,ty + At) — log P(0, At))
At

Mientras que la derivada respecto al tiempo del instantaneuos forward rate puede ser aproxi-
mada por

[0, 1) = : (6.2)

(9f(0, tk) - f(O, tr + At) — f(O, ty — At)
ot - 2At ' (6:3)

t=tg

V(r,t) es el valor (prima) de una opciéon put europea, con vencimiento en S y strike K, sobre
un bono cup6n cero, con vencimiento en T' (siendo S < T'), que satisface la siguiente EDP:

Vi + 102V + (0(t) — ar(t)V, —rV =0, (r,t) € Rx10,9]
(6.4)
V(T,S):g(T,S), relR

Sujeto a la condiciéon terminal (payoff).
g(r,8) = [(K = P(S,T)B)]" (6.5)

Para resolver (6.4) numéricamente, se construye una malla discreta para valores de r en el inter-
valo [Fomins Tmaz)- 2| Se supone que la malla tiene M puntos espaciados uniformemente 71, rs, ..., 75
expresando la distancia entre los puntos sucesivos por h, siendo h = mez—rmin "F] valor de V en el
punto espacial del mallado ¢ en el paso del tiempo n es V;".

Para determinar las condiciones frontera para la opcién vanilla put europea sobre bono cupéon
cero, hay varias maneras de determinarlas (ver [30]). Una forma popular y simple es la siguiente
[11]:

g(T = Tmin, t) =0 (6 6)
g(T = Tmaxat) = [KP(Tmaxath’) - P(rmal’at7T)]+ '

Vale la pena sefialar que se debe cumplir que S < Ty K > P(0,5,T), ya que de lo contrario,
la opcién nunca se ejerceria y serfa inutil.

En un esquema explicito, las derivadas parciales de (6.4]) pueden ser aproximadas por:

4 oV V;'n-&-l _‘/7;n

ot k

n+1 1
ov o VIV (6.7)
or ~ 2h )

p2v . Vidl-evitipydt
\ or2 h?2

22De acuerdo con [9], la eleccion de [Tpmin, "maz] Puede ser subjetiva, pero en la literatura se observa que en las
implementaciones de esquemas en diferencias finitas, se corresponden con :t5\/%.
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Donde k es la duracion del intervalo de tiempo entre n y n + 1 y se obtiene como k = % Es
comin en finanzas (ver [29]), aunque no es estandar en la literatura de PDE, usar r;V;" para el
término rV de (6.4]). Sustituyendo (6.7]) en (6.4) y reordenando términos, se tiene:

V(L +rk) = piH Vet + p Vit 4 vt (6.8)
con.

(o ntl— L | Pk (0" —ark
Pi1 = 3

n+l 1 o2k (07t —ar))k
L Pir1 = 3 [_ +

Una vez se tiene la soluciéon V" Vi en el instante n, se irfa al periodo anterior y se volve-
ria a calcular la solucion Vi y asi sucesivamente hasta ¢ = 0, completandose asi el mallado.

6.2. Valoracién de una put americana sobre bono cupén cero

Para la valoracion de la opcion put americana, a diferencia de la europea, no es posible contar con
formulas analiticas que agilicen la implementacion de las técnicas numéricas.

6.2.1. Arbol trinomial

Se define V; ; como el valor de una opcién put americana sobre bono cupén cero en cada nodo j
del arbol en el instante de tiempo 7.

Para valorar esta opciéon (con vencimiento en Sy strike K) mediante el arbol trinomial de
HW, al igual que para la europea, se debe construir primero el arbol para r que ird desde el ins-
tante ¢ = 0 hasta i = S.

Sobre el arbol para r se construye el arbol para el valor de la opcién put americana. Se parte
del instante ¢ = S (vencimiento de la opcién) y para cada nodo del arbol j, se calcula el payoﬁ‘@.
Seguidamente, se calcula para el periodo anterior © = S — At el valor de la opcioén, teniendo en
cuenta las probabilidades de cada rama (P,, P, y P;) y el factor de descuento. La diferencia con
la europea, es que ahora hay que considerar el hecho de que se puede ejercer de forma anticipada
la opcion. Con lo cual, el valor de la opcion en el instante ¢ en el nodo 7, es decir, V;; se calcula
utilizando la siguiente expresion.

Vij =max {e "% [PVis1 41 + PoVig1y + PaVigrj1], K — P;(i,T)B} (6.10)

Se seguiria este proceso para calcular el valor de la opcion en todos los nodos del arbol y se

2V,_g; = [(K — Pj(S,T)B)]*.
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pasaria a otro periodo y asi sucesivamente hasta el instante ¢ = 0, obteniendo asi el valor de la
prima de la put americana.

6.2.2. Front-fixing

Como se ha comentado, se utilizara la técnica de front fixing junto con un esquema explicito pa-
ra obtener la frontera movil r*(¢) y el valor de una opcién americana. Previamente se determina
analiticamente 6(t), de igual forma que en la seccién 6n [6.1.2]

Se denota V(r,t) al valor de una opcién put americana, con vencimiento en S y strike K,
sobre un bono cupén cero, con vencimiento en T (siendo S < T'), que satisface la siguiente EDP:

Vi+ 102V, + (0(t) — ar(t))V, =1V =0,  (r,t) e Rx]0,S]

(6.11)
V(r,t) > g(r,t), para r <r*(t), reR, 0<t<S<T
r* verifica las condiciones:
V(r*, t) = g(rs,t), 0<t<S
V(1) = g,(°, ), (6.12)
El payoﬁ@ y las condiciones frontera son:
g(r.t) = [(K — P(t,T)B)]" (6.13)
V(r,t) =g(r,t), r— 400
V(r,t) =0, r— —00 (6.14)
En linea con [15], sea L > 0, tal que, g(r,t) =0, para r < r* — L
Por tanto, se limita el dominio numérico a la regiéon acotada:
—L+r < r <7t (6.15)
Entonces, si se hace el cambio de variable x = r + L — r*, se tiene que:
r=r* = =1L
r=—-L+r"= x=0 (6.16)
Siendo el dominio fijo de la nueva variable: 0 < z < L
Con lo que, si se pasa ahora a tiempo a vencimiento, 7 = S — ¢, la EDP queda:
Ve =20V + (@(7) — ar(t)V, — 1V, (r,7) € [-L+r*,r*] x]0,95] (6.17)

Siendo (1) =0(S — 1) = 0(¢).

24Siendo P(t,T) el precio de un bono cupén 0 en el instante ¢, vencimiento en 7'y nocional de B.
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Se define r¢(7) = r*(t).

La nueva funcién incognita U(z, 7) de la EDP y sus derivadas parciales quedan:

V(r,t) =U(z,T) (6.18)
con:

‘/7" = Ux

Vir = Ups (6.19)

Vi=rU, —U:

Teniendose en cuenta todos los cambios, la EDP queda:

Ur = 350°Use + (@(1) —a(x — L+ 1) +7)Up — (x — L+714)U,  (2,7) €[0,L] x]0,S[ (6.20)

2
El payoff y las condiciones de contorno quedan:
G(a,7) = g(r,t) = [(K = P(t, T)B)|" (6.21)

Ulx,7)=G(z,7), ©—L
Uz, 7) =0, x—0 (6.22)

Para resolver ((6.20)) de forma numérica se discretiza el problema, construyendo una malla
discreta (se puede observar la representacion del mallado en el apéndice , donde los tamanos del
paso espacial y temporal son h y k, respectivamente.

h — Zmax

M
z; =1ih, i=0,1,..M
(6.23)

Z|w

k
n

-

n, n=0,1,..N

Se supone que la funcién U(x,T) es la solucién exacta y la soluciéon aproximada en el punto
(x;, ™") se denota como:

N~ n

Ui ~ U(ZB,’,T )

7”? ~ T'f(Tn) (624)

En un esquema explicito, las derivadas parciales de ((6.20)) pueden ser aproximadas por:

(U, Ut -uy

(6.25)

un . —=2U+U
~ +1 —1
\ 922 ('/I"iJTn) © — h21 *
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Entonces, la discretizacion de la EDP es:

YR (i — LU,

urtt-ur o2 U?+1_2UZL+UZL—1 n n T;H—I_T}L Uin+1_
ZTZZTT‘F(QO —a(:zci—L+rf)+ A )

2h
1<i<M-1, 0<n<N-1
(6.26)

Siendo la condicion inicial y la de contorno a la izquierda del mallado:

U° = G(z; — L+74(0),5)

(2

U — (6.27)

Por un lado, si se despeja U**! de (6.26)), se obtiene la solucién numérica en todos los puntos
interiores del mallado.

Urtt = arUP, + brUP + U, (6.28)
Donde:
( _ ko2 | k¢"
a; = % [W + ii i|
b =[1— (5 + k(z; — L+7r7)] (6.29)

Por otro lado, para calcular la frontera movil, se discretiza la EDP en el punto ¢ = M, apare-
ciendo con ello, un punto externo al dominio x,;,,. Para resolver esto, se utiliza la condiciéon de
contorno ([6.22)) de la derivada respecto de z. Si se discretiza la condicién de contorno se encuentra

1A n n .
una relacion entre Uy, vy Uy;_;:

Ui —Uir Ghr1—Ghra
2h 2h ’
n n J— n n J— n
Upr1 = U = G — Gy = AGY, (6.30)

Entonces,
n+1_Tn
Uyt =k [%Jr (go"—ary+ =L ) 5r | (Ui + AGH)
o2 n n ity n
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Donde:
AGf:g(TI—Fh,S—T)—g(T’{k—h,S—T) (6.32)
=P(r*=h,T—1")—=P(r*+h,T—1")
Se observa en la expresion 1) que para obtener el valor de U}(jl se necesita el valor de r?“,

que es desconocido. Por tanto, se debe encontrar también una expresiéon para T;}H (también servira

para (6.28))). Ademas, esto permitira obtener el Optimal Ezercise Boundary en cada paso temporal.

Por otra parte,

U(L,7)=V(r*(t),t) = g(r*,t) (6.33)
Uy =90, T—1")=K— P, t,T) (6.34)

La derivada parcial de U(z, ) respecto de T es:

oU (z, 1)

= P(r*,t,T) + P (r*,t,T) r'y(1) (6.35)
or  |,_.

Entonces, aproximando ((6.35)) por cocientes incrementales, se tiene:

n+l _ ..n

Ut — U, _ P*(r*) = PYt(r*) | PM(r* +h) — P*(r* — h) 1y "y
- _ - + o p (6.36)

Donde P"(r*) denota el valor aproximado del bono cupén cero en el instante t = S — 7™, es
decir, P"(r*) ~ P(r*,S — 1, T).

Si se despeja Uy,

P(r* +h) — P"(r* — h)

Uyttt = Uy, + P*(r*) — P (r*) + o (rftt =) (6.37)
Ahora, igualando y :
k(50 + H'3: ) (Usio + AGY) + k(g5 — B3 ) Uy
+ (1= k (G ) ) Upy 43 (U + AGY) — B (6.38)

_ U]T\L4 + P”(T*) _ P"'H(?“*) + Pn(r*+h)2—}LP"(r*_h) (/r,'rfl—‘rl - T;L)

n

Donde H" = @™ — ar} — %f
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Se va despejando de 1) 7"}”“1:

nt+1 (AGY  PP(r*+h)—P"(r*—h)
! 2h 2h

— _k (z_jUJ’\g_l + H"%AG’}) +k (Z—i + r}‘) Uns

2h
De aqui, la expresion explicita de r?“ es:
2 2 AGT
w1 K[(rr) U - (2208 +H 5 AGH) |+ P =Pt )+ 5L
'y = AGT/h

(6.39)

(6.40)

Notar que, P"(r*), P"*(r*), P"(r*+h)y P"(r*—h) al no ser puntos pertenecientes al mallado,

habra que interpolar con los datos de la solucién de r en el mallado.
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7. Resultados empiricos

7.1. Soluciéon numeérica

En esta subseccion se dan evidencias de lo expuesto en la parte tedrica con experimentos numéri-
cos que muestran las ventajas potenciales de las técnicas propuestas frente al arbol trinomial de
HW, comparando los resultados entre los distintos métodos en cuanto a aproximacion a la solucién
real y a eficiencial””] Como experimentos numéricos, en el ejemplo 1, se plantea la valoracion de
opciones sobre bonos cupén cero con los datos de la Seccion 5. En el ejemplo 2, se compara la
valoracién de una put americana sobre bono cupén 0, con los datos de [27], para comprobar si
el método propuesto de front-firing es adecuado teniéndose en cuenta otra curva de descuento y
otros parametros para el modelo Hull & White.

= Ejemplo 1

En este primer ejemplo numérico se valora por un lado, una opcién put europea con vencimiento
a b anos y strike de 97 sobre un bono cupén cero con vencimiento a 8 anos y nocional de 100. Por
otro lado, una opcién put americana con las mismas caracteristicas que la europea. Se asumen los
valores de a = 1% y o = 0,5 %, que son muy cercanos a los observados recientemente en el merca-
do. Para el método de diferencias finitas y de front-fizing se interpola la soluciéon en el mallado al
tipo de interés actual. Ademas, se incluye la solucién analitica para la opcion put europea bajo el
modelo HW (expresion . Para los esquemas en diferencias finitas, se considera la malla discreta
para r en el intervalo [—0.2,0. 2].

Por lo que respecta a la valoracion de la opcidén put europea sobre bono cupoén cero, en la
Tabla |2 se aprecia como al hacer cada vez mas pequeno el paso temporal, la solucién proporcio-
nada por los dos métodos numéricos va convergiendo a la solucion analitica, siendo la solucion del
método de diferencias finitas explicito algo més precisa que la proporcionada por el arbol trinomial
de HW. Se puede comprobar en la Figura [2| como en linea con lo anterior, los errores relativos
de ambos métodos disminuyen al tiempo que se hace mas pequeno el tamano del paso temporal,
siendo los errores relativos menores en el método de diferencias finitas explicito.

Se sabe que si bien al hacer més pequeno k la solucion numérica converge a la analitica,
esto es a costa de incrementar el tiempo CPU, es decir, el tiempo (medido en segundos) que tarda
el programa en darnos la solucién aproximada. Por tanto, un método numérico no solo debe dar
un precio lo mas proximo a su valor real, sino que también debe ser eficiente en este cometido.
Esto se puede ver claramente en la Tabla[3]y en la Figura[3] donde por un lado se aprecia como al
disminuir k£ aumenta el tiempo CPU y por otro lado, como el error relativo es cada vez menor a
costa de que el tiempo CPU sea mayor. A partir de esto, se puede decir que el método diferencias
finitas explicito es mas preciso y eficiente que el arbol trinomial.

En cuanto a la valoracion de la put americana sobre bono cupén cero mediante el adrbol tri-
nomial y front-fizing junto a esquema explicito, en la Tabla [2] se aprecia como al hacer cada vez
mas pequeno el paso temporal k, el valor de la opciéon put americana se va estabilizando, es decir,
va convergiendo a un determinado valor. Aunque ambos métodos convergen aproximadamente al

25Para los experimentos numéricos se ha utilizado un ordenador MacBook Pro con procesador 2,5 GHz Intel Core
i5, con la versién de Matlab 2018a.
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mismo valor, en la Tabla [3| se observa que el método front-fizing es mas eficiente que el arbol
trinomial propuesto por HW.

Put Europea | Put Americana
k AHW | DFE || AHW FF
0.5000 | 0.7240 | 0.7101 || 0.8814 | 0.9012
0.1000 | 0.7002 | 0.6994 | 0.8767 | 0.8990
0.0500 | 0.6892 | 0.6782 | 0.8459 | 0.8590
0.0250 | 0.6772 | 0.6692 | 0.8467 | 0.8489
0.0100 | 0.6609 | 0.6599 | 0.8464 | 0.8379
0.0050 | 0.6596 | 0.6596 | 0.8387 | 0.8339
0.0030 | 0.6594 | 0.6594 || 0.8381 | 0.8369
0.0025 | 0.6592 | 0.6591 || 0.8373 | 0.8371
0.0020 | 0.6593 | 0.6589 | 0.8371 | 0.8371
0.0010 | 0.6591 | 0.6590 | 0.8369 | 0.8371
Analitica 0.6589

Tabla 2: Precios para opciones put sobre bono cupén cero en funcion de k con h = 0,01. Recordar
que se trata de una opcién put europea y americana con vencimiento a 5 anos y strike de 97 sobre
bono cupén cero con vencimiento a 8 anos y nocional de 100. a = 1% y 0 = 0,5%. Nota: AHW
se refiere al Arbol Trinomial de HW, DFE al método de Diferencias Finitas Explicito y FF a la
técnica Front-Fixing.

Put Europea Put Americana
k AHW DFE AHW FF
0.5000 | 0.0609 | 0.0636 | 0.0433 | 0.0951
0.1000 | 0.0717 | 0.1661 | 0.0935 | 0.2286
0.0500 | 0.1337 | 0.3625 | 0.1865 | 0.7532
0.0250 | 0.1748 | 0.6325 | 0.2001 | 1.2825
0.0100 | 0.9870 | 1.4099 | 1.9470 | 2.5183
0.0050 | 5.8471 | 2.7960 | 5.9920 | 3.2447
0.0030 | 9.4146 | 4.1252 | 18.2159 | 6.7113
0.0025 | 27.9572 | 5.4957 || 39.7846 | 8.6183
0.0020 | 40.9829 | 6.7414 | 65.8110 | 12.9246
0.0010 | 80.4301 | 13.6610 || 93.7910 | 16.1918

Tabla 3: Tiempo CPU, medido en segundos. Opcién put a 5 anos sobre bono cupén cero con
vencimiento a 8 anos: a = 1%, o =0,5%, K = 97.

30



7 Resultados empiricos

relativo

€
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Figura 2: Errores de precios relativos para la
put europea a 5 anos sobre bono cupén cero
con vencimiento a 8 anos: a = 1%, o = 0,5%,
K = 97.
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Figura 3: Errores relativos en la valoracion ver-
sus tiempo CPU para la put europea a 5 anos
sobre bono cup6én cero con vencimiento a 8
anos: a =1%, 0 =0,5%, K = 97.

Por lo que respecta a la Frontera libre, en linea con [I5], en la Figura 4| podemos ver su
evolucion en funcién del tiempo hasta vencimiento.
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Figura 4: Frontera libre en funcién del tiempo hasta vencimiento cerca de la fecha de vencimiento

de la opcion.
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= Ejemplo 2

Para asegurar que el esquema ([6.28))-(6.40) propuesto en este trabajo funciona correctamente,
se realiza otro experimento numeérico con los datos de mercado que utiliza Sepp en [27]. Con lo
cual, se valora una opcién put americana a 5 anos y strike de 70, sobre un bono cupén cero con
vencimiento a 10 anos y nocional de 100. Los parametros del modelo HW son a = 35% y o = 35%.

En la Tabla [d] se muestran los resultados de la valoracion de la opciéon put americana. Se
aprecia que los resultados de los métodos numéricos de esta investigacion convergen a la misma
solucion que los métodos utilizados en la investigacion de Sepp en [27]. Estos resultados muestran
que el arbol trinomial y el método front-fixing junto a un esquema en diferencias explicito funcio-
nan correctamente para la valoracion de una opcién put americana sobre bono cupén cero.

Sepp Propio
k AHW DF AHW FF

0.1000 | 12.9613 | 11.9712 || 13.1081 | 12.8816
0.0500 | 12.0547 | 12.0093 || 12.4176 | 12.1029
0.0250 | 11.9372 | 11.9741 | 11.9921 | 12.0074
0.0125 | 11.9388 | 11.9569 | 11.9612 | 11.9688
0.0100 | 11.9439 | 11.9535 || 11.9588 | 11.9511
0.0050 | 11.9453 | 11.9467 || 11.9444 | 11.9477
0.0025 | 11.9468 | 11.9433 || 11.9429 | 11.9473

Tabla 4: Comparaciéon de resultados en la valoracién de una put americana a 5 anos sobre bono
cup6n 0 con vencimiento a 10 anos y nocional de 100: a = 35%, 0 = 35%, K = 70.
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7.2. Analisis numérico

En linea con [5], los calculos numéricos descuidados pueden desperdiciar el mejor modelo mate-
méatico y una vez se utiliza un método numérico, es necesario garantizar su fiabilidad mediante el
analisis numérico. Es por ello, que en esta subseccion se estudia numéricamente la estabilidad y la
convergencia de los esquemas en diferencias finitas y front-fizing.

s Estabilidad numérica

Dado que en la literatura se utilizan varios conceptos diferentes de estabilidad, se comienza con la
siguiente definicion.

Definicion 1. Se dice que un esquema numérico es ||.||-estable en el dominio [ryin, Fmaz] X
[0, S] si para cada particion con k = At, h = Ar, Nk =Sy (M + 1)h = 1o,

V" <D, 0<n<N, (7.1)

Donde D es independiente de hy ky n=0,....N ([4]).

Para estudiar de forma numérica la estabilidad de los esquemas en diferencias explicitos pro-
puestos en este trabajo, se considera la condicién de estabilidad, & < C h?. Entonces, se fijara h
y se ird aumentando k. La idea es obtener el mayor C' = h% posible para el que la solucion es estable.

Dicho esto, para el esquema utilizado para la valoracién de opciones put europeas so-
bre bonos cupédn cero, se fija h = 0,01 y se parte de £ = 0,0001, donde la constante es C' = 1,
con estos valores la solucion es estable. Si se sigue incrementando el valor de k en la Figura [5] se
puede ver como para k = 0,1599 la solucién es estable. Seguidamente, se sigue incrementando el
valor de k, llegando hasta & = 0,16, valor a partir del cual, la solucion deja de ser estable (ver
Figura |6, donde la solucion ya no estable). Por tanto, la constante C' = 8:(1)?8 = 1600 y la solucion
es condicionalmente estable hasta ese valor.

40 | 40t
w w
&30t 530¢f
-'5' -—
g c
o207 020+
3 3
D_ A
101 - 101
0 - ‘ 0 ‘ i .
-0.2 -0.1 0 0.1 0.2 -02 -0.1 0 0.1 0.2
Tipo de Interés al Contado Tipo de Interés al Contado

Figura 5: Estudio estabilidad numérica del  Figura 6: Estudio estabilidad numérica del

esquema en diferencias finitas explicito (6.8)  esquema en diferencias finitas explicito (6.8)
cona = 1%, 0 = 05%, h = 001, k = cona=1%,0c=05%, h=0,01, k=0,16 y
0,1597 y C' = 1597. C = 1600.
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En el estudio de la estabilidad numérica para el método de front-fizing junto a un esquema
explicito para valorar opciones americanas sobre bonos cupén cero, se va a realizar sobre la frontera
libre (expresion . Entonces, se fija h = 0,01 y se parte de £ = 0,0001, donde la constante es
C = 1. En la Figura [7] se aprecia que la solucion es estable para k = 0,048. Si se sigue incremen-
tando el valor de k, se llega hasta & = 0,05, valor a partir del cual, como se puede apreciar en la

Figura ﬁ la soluciéon deja de ser estable. Por tanto, la constante C' = 0060152 = 500 y la solucién es
condicionalmente estable hasta ese valor.
0.03 0.03
0.028 0.028
0.026 E 0.026
® 0024 ©0.024
T-IE 00221 /’ ; 0.022 r N N — NS T
B /,/ 2 -~ \7-_/
g 002-// S 0027
I [ I'
* 0018 0018 |
0016 ] 0.016 ff
0.014 0.014
0 05 1 15 0 05 1 1.5

Tiempo hasta vencimiento Tiempo hasta vencimiento

Figura 7: Estudio estabilidad numérica de  Figura 8: Estudio estabilidad numérica de la
la frontera libre con a = 1%, ¢ = 0,5%, frontera libre con a = 1%, 0 = 05%, h =

h =0,01, £ =0,0495 y C = 495. 0,01, £ = 0,05 y C' = 500.
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= Convergencia numérica

Para determinar el orden de convergencia de los esquemas numéricos, se elige una secuencia de
mallas generadas al dividir sucesivamente el tamano de la malla de la anterior a partir de un
valor dado. Se denota V_ . como la solucion exacta del precio de la prima de la opcién. Pa-
ra la put europea, Vi 4t €S la expresion analitica del modelo HW y para la put americana,
como no existe solucion analitica, se considera como V.. la solucion en la malla més fina posible.

Usando la solucion exacta, se calcula las siguientes proporciones de las soluciones numéricas
de las mallas consecutivas [35]. Para medir la exactitud del esquema se utiliza el root-mean-square
error (RMSE) y para ver su evolucion, se utiliza el Ratio.

€= ||th - ‘/ezacta”h,oo (72)
: Hvkh - ‘/;xacta|| €1
Ratio].n00) = _a (73)
HVZ;Q - ‘/exacta” €2

De la expresion anterior, se fijara primero h y se ird haciendo cada vez méas pequeno k, de la
forma k/2. Luego, se repetira el procedimiento pero fijando k y variando h.

El orden numérico de convergencia («) se define entonces por
a = logs Ratio (7.4)

En la Tabla |5 se muestran los resultados del estudio de la convergencia numérica para el es-
quema . Para ello se ha fijado h = 0,01 y se ha ido haciendo k cada vez mas pequeno, luego
se ha fijado £ = 0,00125 y se ha ido disminuyendo el valor de h.

k € Ratio | « | Tiempo-CPU | h € Ratio | «a | Tiempo-CPU
0.005000 | 0.0352 - - 2.60 0.01000 | 0.0099 - - 9.65
0.002500 | 0.0191 | 1.84 | 0.87 4.98 0.00500 | 0.0032 | 3.06 | 1.61 9.81
0.001250 | 0.0099 | 1.91 | 0.93 9.80 0.00250 | 0.0010 | 3.34 | 1.74 9.91
0.000625 | 0.0051 | 1.97 | 0.98 23.73 0.00125 | 0.0003 | 3.88 | 1.96 10.28

Tabla 5: Estudio convergencia numérica del esquema en diferencias finitas explicito (6.8)) para la
valoracion de una opcion put europea sobre bono cupén 0 con a = 1%, 0 = 0.5%,.

De los resultados de la Tabla [f] se pueden sacar algunas conclusiones deseables. En primer
lugar, como el error es cada vez mas pequeno, la soluciéon aproximada del esquema converge a
la exacta. En segundo lugar, el orden de convergencia del método de diferencias finitas explicito es
aproximadamente 1, en la norma maxima discreta de k y aproximadamente 2, en la norma méaxima
discreta de h. Este hecho concuerda con las aproximaciones de las derivadas parciales que se han
elegido en este trabajo, adelantadas en el tiempo y centradas en el espacio. Finalmente, se observa
como al hacer el mallado cada vez més fino, si bien se reducen los errores, el tiempo CPU cada
vez es mayor, restando con ello eficiencia. Se tendria que encontrar un equilibrio entre el minimo
error de aproximaciéon deseado y maximo tiempo CPU aceptado.
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En la Tabla 6] se pueden observar los resultados del estudio de la convergencia numérica para el
esquema . Para ello se ha fijado h = 0,01 y se ha ido haciendo k cada vez mas pequeno, luego
se ha fijado k£ = 0,00125 y se ha ido disminuyendo el valor de h. Dado que no existe expresion
cerrada para el valor de la opciéon americana en el modelo HW, se ha tomado como V_,4qq la
solucion en un mallado muy fino (h = 0,00125 y k& = 0,0003125).

k € Ratio | « | Tiempo-CPU | h € Ratio | « | Tiempo-CPU
0.005000 | 0.0181 - - 3.28 0.01000 | 0.0063 - - 13.51
0.002500 | 0.0100 | 1.81 | 0.85 8.62 0.00500 | 0.0019 | 3.26 | 1.71 14.96
0.001250 | 0.0053 | 1.88 | 0.91 13.48 0.00250 | 0.0005 | 3.78 | 1.92 16.71
0.000625 | 0.0027 | 1.95 | 0.96 28.71 0.00125 | 0.0001 | 3.92 | 1.98 17.55

Tabla 6: Estudio convergencia numérica para el método front-fixzing junto al esquema explicito
(6.28)) para la valoracion de una opcion americana sobre bono cupén 0 con a = 1%, o = 0,5 %,.

De la Tabla [0} también se pueden sacar algunas conclusiones deseables. Por un lado, como el
error es cada vez mas pequeno, la soluciéon aproximada del esquema @ converge a solucion que se
ha considerado como exacta. Por otro lado, el orden de convergencia del método front.fizing junto
al esquema explicito es aproximadamente 1, en la norma maxima discreta de k y aproximadamente
2, en la norma méxima discreta de h. Finalmente, al igual que en la Tabla [5| se observa como al
hacer el mallado cada vez mas fino, si bien se reducen los errores, el tiempo CPU cada vez es
mayor, restando con ello eficiencia.
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8 Conclusiéon

8. Conclusion

Para valorar derivados sobre tipos de interés es necesario resolver una PDE. Para esta ecuacion
solo es posible encontrar una solucién exacta en casos particulares, como el modelo Hull & White,
que permite obtener una solucion analitica para el precio del bono cupoén cero y opciones europeas
sobre dicho bono. Sin embargo, para derivados més sofisticados, como puede ser una opcién ame-
ricana, no se conoce una soluciéon exacta y se debe recurrir a métodos numéricos para encontrar
una aproximacion. Hull & White propusieron un método robusto basado en el arbol trinomial para
valorar derivados de tipos de interés.

En esta investigacion se propone, por un lado, para valorar una opcién put europea, un método
numérico en diferencias finitas como alternativa al arbol trinomial. Se comparan ambos métodos
y se observa que la solucion calculada con la aproximacion en diferencias finitas es mas precisa.
También se obtienen graficas de eficiencia para la valoracion de la opcion europea donde si se
conoce la solucion exacta. De este modo, se verifica que el método en diferencias finitas, en este
caso, es més eficiente que el arbol trinomial.

Por otro lado, como alternativa al arbol trinomial de HW para valorar una opciéon put ame-
ricana, en esta investigacion se propone el método front-fixing junto a un esquema explicito. En
la comparacion de ambos métodos, se puede observar que la aproximaciéon numérica del método
front-firing necesita menos tiempo-CPU para ser precisa. Es decir, el método propuesto es mas efi-
ciente. Finalmente, el utilizar el método front-fixing tiene la ventaja de que ademés de proporcionar
la solucion aproximada al valor de la opcion, permite obtener el valor del optimal exercise boundary.

Destacar que, a la realizacion de este trabajo de investigaciéon no se tiene constancia del uso de
la técnica front-fixing junto a un esquema en diferencias explicito en la literatura financiera. Tal
como se ha visto en los ejemplos numéricos, se trata de un método competitivo para la valoracion
de opciones americanas sobre bono cupén cero.

Como ya se ha comentado, el esquema en diferencias explicito, es condicionalmente estable, pero en
el analisis de estabilidad numérica que se ha realizado se observa que las condiciones de estabilidad
son apenas restrictivas, pues se alcanza un valor del paso temporal &k elevado donde la solucion del
esquema es estable. Dicho esto, en el método que se ha desarrollado en este trabajo permite realizar
un analisis numérico mediante simulaciones, el cual, alcanza las mismas conclusiones, en cuanto a
estabilidad y convergencia de los esquemas, que un anélisis mas analitico, donde se requiere unos
conocimientos mateméticos mas avanzados.

Como posibles lineas de investigacion futuras se pueden sugerir, por un lado, la técnica front-
fizing propuesta inicialmente por [33] para valorar opciones americanas sobre otro tipo de sub-
yacente de renta fija, como por ejemplo, un swaption. Por otro lado, una comparacion y analisis
mas extenso de técnicas numéricas para la valoracion de las opciones americanas sobre bono cu-
pén cero, como por ejemplo, comparar la técnica de front-fixing, no solo con el arbol trinomial,
si no, con el método de penalty (utilizado en [31] y [35]) o el uso de la descomposicion LU para
resolver el problema de complementariedad lineal (LCP) relacionado con la valoracion de opciones
americanas [9).
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A Diferenciacién numérica

A. Diferenciaciéon numérica

Este apéndice resume los métodos de diferencias finitas mas cominmente usados cuando se pro-
graman derivadas parciales de primer y segundo orden@

Dada la funcion f(z,y) € R", n € N, la derivada parcial de primer orden de esta funcion
con respecto a la variable z (sin pérdida de generalidad) se puede aproximar por las siguientes
expresiones.

» Método de Diferencias Adelantadas (Forward Diference Method)

) A .
(0, ) = Lot S0 ) = J00tb) | (A1)

» Método de Diferencias Atrasadas (Backward Diference Method)

of f(zo,y0) — f(wo — Azo, yo)

%(900, Yo) = Ay + O(Awo) (A.2)

» Método de Diferencias Centradas (Central Diference Method)

of f(zo + Az, yo) — f(ro — Azg, Yo)

7 — 2
ax (xoﬂ y()) 2Ax0 + O(AxO) (A3>

La derivada parcial de segundo orden de la funcién con respecto a la variable x (sin pérdida
de generalidad) puede ser aproximada por

8—f(3: ) = f(@o + Azo, yo) — 2f (w0, yo) + f (20 — Ao, yo)
B O Y0 Ax?

+0(Az2) (A.4)

26Para mas detalles sobre el tema vease [2].
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B Esquemas de mallado en diferencias finitas y arbol trinomial

B. Esquemas de mallado en diferencias finitas y arbol trino-
mial

En éste apéndice se muestran de forma grafica el esquema del mallado en diferencias finitas (se

utiliza en y [6.2.2) y el esquema del arbol trinomial del apartado (posteriormente se usa
en LTy G21).

= Esquema de mallado en diferencias finitas.

h
- »
A
U (x;,7%)
[xj, T
_i"‘—'r’r"'
..-f""‘j 8
t =
k
¥
- L
= Esquema de arbol trinomial.
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Figura 9: 1* etapa: Arbol trinomial para la Figura 10: 2* etapa: Arbol trinomial para el
variable z*. tipo de interés a corto r.
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