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Leccion 11. Ondas electromagnéticas en medios materiales.

Hallar las velocidades de fase y de grupo para: (a) un buen conductor y (b) un buen
dieléctrico. Comentar la frase: un dieléctrico con pérdidas presenta dispersion anémala.

Un medio material presenta dispersion andmala. Discutir las implicaciones de lo anterior
en la propagacién de: (a) una onda monocromatica y (b) un paquete o tren de ondas poco
dispersivo.

Determinar la longitud de penetracién piel de un buen conductor (J = o E, 0 > we). El
oro, ;es un buen conductor? Su resistividad a temperatura ambiente es de 2.271x107%
2-m y su permitividad dieléctrica relativa ¢ = 6.9. ;Cudanto penetraria una onda electro-
magnética de frecuencia v = 100 kHz?

Una onda electromagnética plana, armoénica y linealmente polarizada se propaga en el
vacio en la direccion del vector (1,2,3). La amplitud del campo eléctrico de dicha onda es
de 17 V/m y su frecuencia de 60 MHz. En el instante ¢ = 8 ns el campo eléctrico de dicha
onda vale (9,0, —3) V/m en el origen de coordenadas. Encontrar una expresion para el
campo eléctrico y el magnético en cualquier punto del espacio y en cualquier instante de
tiempo.

Demostrar las condiciones de contorno para los campos electromagnéticos en la superficie
de separacion de dos medios materiales.

Demostrar la denominada ley de Snell a partir de las condiciones de contorno del campo
electromagnético en la superficie de separacion entre dos dieléctricos.

Un submarino esta equipado con un receptor de OEM y se encuentra a 10 m de profundi-
dad. El agua del mar tiene en esa region una conductividad de 4.3 U/m y la permeabilidad
es la del vacio. ;Qué frecuencia debemos de utilizar para que llegue al submarino un sefial
al menos del 1% de la sefial emitida en la superficie?

Una onda plana arménica y linealmente polarizada en el eje y se propaga en la direccion x
en un medio sin pérdidas de caracteristicas ¢, yo. La frecuencia angular de dicha onda es
w. Se pide: (a) La expresion del campo eléctrico. (b) La expresion del campo magnético.
(c) (Existe una diferencia de fase entre el campo eléctrico y el campo magnético de dicha
onda? ;En qué situacion aparece un desfase?

Deducir, a partir de las ecuaciones de Maxwell en los medios materiales, las condiciones
de contorno que han de cumplir los campos E y D en la superficie de separacion entre
dos medios materiales.

Proponer la expresion del campo eléctrico de una onda electromagnética plana, armonica,
de frecuencia angular w = 3 x 10° rad/s, que se propaga en la direccién del vector (1,1, 1)
y su vector campo eléctrico tiene polarizacion lineal con direccidn paralela al plano zy;
el médulo del campo eléctrico es 10 V/m. Obtener la expresion del campo H asociado.
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El promediado espacial de las ecuaciones de Maxwell para los campos microscopicos en
un medio material nos conduce al siguiente resultado:
p—V.-P 0B

vV E="Y"  V.B=0, VxE=-""
€0 ot

V x B = pod + oV % M+M08—P+M0506—E

ot ot
(a) (Cuales son los términos nuevos que aparecen respecto a las ecuaciones de Maxwell
en el vacio? ;Qué significado fisico tienen? (b) Definir el vector desplazamiento D y el
vector excitacion magnética H transformando las anteriores ecuaciones en las ecuaciones
de Maxwell en los medios materiales. (c) Las ecuaciones de Maxwell en los medios

materiales deducidas en el apartado anterior, ;se modifican si el medio es no lineal?

La ecuacién de ondas del campo eléctrico fuera de las fuentes y en un medio material con
conductividad o es OB 2B
V?E — pjo— — = 0.
% — M op
A partir de dicha ecuacidn, define la permitividad dieléctrica compleja. Deduce el valor
de la parte real e imaginaria del niimero de ondas de una onda plana de frecuencia angular

w para el caso concreto de un medio poco conductor.

Una onda plana, arménica (de frecuencia angular w) y linealmente polarizada, incide so-
bre un buen conductor de conductividad o, con la direccién perpendicular a su superficie
(eje z). En la superficie del conductor y en el lado interior del mismo, la amplitud del
campo magnético es H,. Determinar el valor de la densidad de corriente generada en el
conductor en funcion de z y ¢.

Sea el prisma de lucita que se muestra en la figura, con n = 1, 5. Su seccidn es un cuarto
de circulo de radio a. Uno de sus lados planos estd situado horizontalmente sobre una
mesa y la luz incide por la otra cara normalmente a la superficie. La region de la mesa
entre P a () no estd iluminada. Demostrar que la posicién de () es 0Q = 3a / NG

O P Q

Como ejemplo de velocidad de grupo, considerar un pulso ondulatorio Gaussiano de una
cantidad que represente movimiento ondulatorio,

oo 1) = /+oo el (ha=wt) £(k) dk |

o 2
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donde f(k) = foe~(**0)*a* El rango de k estd comprendido entre —oo y +00 pero
el integrando estd “picado” en k = ky, siendo la anchura del pico es del orden de 1/a.
Suponer que en el pico, w(k) puede ser aproximado por

w(k) = w(ko) + (k — ko)w' (ko)

(a) Evaluar la integral y obtener explicitamente la funcion ¢(z,t) (Ayuda: Hacer k =
ko + q, cambiar la variable de integracion a ¢ y utilizar tablas de integrales o Mathematica
para resolverla). (b) Demostrar explicitamente que la velocidad de fase es w(kq)/ko y la
de grupo w’ (ko).

La relacion de dispersion de las ondas de gravitacion (no confundir con las ondas gravi-
tacionales) en aguas profundas es w = /gk. Demostrar que la velocidad de grupo es la
mitad de la de fase. Buscar en la bibliografia alguna consecuencia de este hecho.

(Cual es la reflectividad y transmisividad de ondas de radio AM (amplitud modulada), de
frecuencia 1 MHz, que inciden normalmente sobre la superficie de un lago? (suponer que
la permitividad dieléctrica del agua es £/¢y = 81 a esa frecuencia).

El criterio para definir un buen conductor depende de la frecuencia y la conductividad del
medio. Si la frecuencia es suficientemente baja, materia que intuitivamente consideramos
aislante puede comportarse como conductora. Siguiendo esta idea, (a) ;cudl es la longitud
de penetracion piel de una onda electromagnética de 10 KHz para: tierra seca (¢ = 3¢,
o = 107* S/m), tierra himeda (¢ = 10gy9, 0 = 1072 S/m) o agua del mar (¢ = 81,
o = 4 S/m). Frecuencias en este rango son utilizadas para comunicaciones navales. (b)
(Cudles son las reflectividades de estos materiales a 10 KHz?

La impedancia caracteristica de una onda se define como el cociente entre el campo E 'y el
H . Mas concretamente, a partir de la relacion ZyH = u x E, siendo u un vector unitario
en la direccion de propagacion de la onda. Hallar el médulo y la fase de la impedancia
JWi
o+ jwe

Demostrar que, en un buen conductor, « = § = \/wuo /2y Zy = \Jwp/o ej7/4.

La siguiente tabla nos muestra la longitud de penetracion piel del cobre en funcién de la
frecuencia. Determinar, a partir de un ajuste lineal, la conductividad del cobre.

caracteristica Zy = . Ayuda: trabajar con Z2.

fMHz) | 10 60 100 500 10 108 10%°
§(mm) | 20.8 8.6 6.6 299 0.66 6.6x107% 6.6x107*

El campo eléctrico de una onda que se propaga a través de un medio con ¢, = 8y p, = 2
es E — 0.5 /3 sin(108¢ — 3z)u, V/m. Determinar: (a) 3, (b) la tangente de pérdidas,
(c) la impedancia de la onda y (d) la velocidad de la onda.

Calcular la relacion entre las resistencias ac y dc para un hilo de aluminio (a) a 10 MHz
y (b) a2 GHz.
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En un dieléctrico con pérdidas conviene definir un indice de refraccién complejo 7, de

forma que la fase de la onda sea e/ w(t —nz/e), Suponiendo que 0 << we, determinar
la parte imaginaria (coeficiente de extincion k) de n y relacionarlo con el coeficiente de
atenuacion a.

Demostrar que, cuando una onda electromagnética plana incide normalmente sobre la
superficie de un conductor perfecto, 7 = —1. ;Es esto compatible con la continuidad de
las componentes tangenciales de los campos? Razonar la respuesta.

El dngulo de Brewster 0/ se define como el angulo de incidencia para el cual r, = 0.
Demostrar que a § = g los rayos reflejado y refractado son perpendiculares entre si.

Una onda plana con H paralelo a una interfase en z = 0 incide con el dngulo de Brewster
sobre un material plastico de €, = 4. Hallar el campo eléctrico incidente, el transmitido
y el reflejado.

Considérese una ldmina conductora limitada por los planos z = +d/2. Si el vector
H = Hyu, en la superficie de la ldmina, hallar H y J en su interior.

El campo eléctrico de una onda polarizada circularmente a derechas (sentido contrario a
las agujas del reloj mirando hacia la direccién de propagacion) es E = u,, cos(wt — kz) +
u, sin(wt — kz). Hallar H y el producto N = E x H que, como veremos, representa el
flujo de energia.

La constante dieléctrica de un vidrio no es realmente una constante, sino que depende
ligeramente de la frecuencia. Suponer que la dependencia puede expresarse en la forma
g, = (2+ 2 x 107'%/)?)? (ecuacion de Cauchy). Luz blanca, conteniendo el espectro
visible, incide sobre una lamina gruesa de dicho vidrio con un dngulo ; = 65°. Calcular
el angulo al que se transmite la onda para los colores rojo (f = 428.6 x 10'2 Hz) y violeta
(f = 750 x 10'2 Hz). Esta dispersion es el efecto prisma.

Hallar las velocidades de fase y de grupo para: (a) un buen conductor y (b) un buen
dieléctrico. Comentar la frase: un dieléctrico con pérdidas presenta dispersion anoOmala.

(a) Utilizando J = pv y F' = qE = ma, demostrar que

en una regién que contiene N electrones por metro cubico (con carga ¢ y masa m) si la
excitacion es sinusoidal en el tiempo y la dispersion de los electrones es despreciable. (b)
Reemplazando la corriente de conduccién por la dada en la parte (a), demostrar que una
solucion en ondas planas para esa region es




donde

V(W) = Ve Jwp — w?

Zo(w) = v/ p/ell = (wp/w)’] 72

2
2 Ngq
Wy
me

es la frecuencia de plasma al cuadrado.

313. Hallar los coeficientes de reflexion y transmision para una ldmina delgada de espesor d.
Suponer, por simplicidad, incidencia normal.
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