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PRACTICA N°3 , ,
VIBRACIONES DE UNA CADENA LINEAL: MODOSACUSTICOSY OPTICOS

1. INTRODUCCION

Las vibraciones de los &omos en una red crigdina pueden, en determinadas condiciones,
admilarse a las vibraciones de una serie de osciladores armonicos acoplados. Ello es debido a que,
en sus posciones de equilibrio, la energia de la red es minima, por lo que las variaciones de
energia frente a pequefios desplazamientos seran sempre cuadréticas respecto a desplazamiento y,
por tanto, fuerzas recuperadoras dependen linedmente ddl desplazamiento. Ad, para estudiar las
vibraciones de una red cristding, sudtituimos los @omos por masas puntuales unidas por resortes
caracterizados por una congtante dégtica. Es la que se llama la aproximaciéon dd cristal armonico.
Una cadena lineal de osciladores acoplados, con pardmetro de red a, seria d modelo maés sencillo
S se dternan dos tipos de aomos, de masas diferentes M y m, se podran observar modos
acugticos'y épticos.

En edta préctica, € sistema de osciladores aoplados sera una serie de varillas transversdes ligadas
a un ge dédico de acero. Se dternan varillas de bronce y aduminio, de la misma longitud y
didmetro. En las vibraciones que vamos a edudiar las varillas giran respecto d ge y la fuerza

recuperadora esta generada por la torsén del hilo. La coordenada serd € éangulo de giro de cada
vailla
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S llamamos t OO0 a la congtante de torsién del ge de acero, las ecuaciones del movimiento serian
formamente idénticas a las de una cadena de aomos unidos por resortes, savo que los momentos
de inercia gparecen en lugar delas masasy los angulos de giro en lugar de los desplazamientos:
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Dado que buscamos soluciones que se propaguen como ondas armonicas escribimos:
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donde k es € vector de ondas (2p/ 1)y jo , 0o las amplitudes de vibracion de ambos tipos de
vailla (na es, obviamente, la coordenada de la varilla n, medida a lo largo de la cadend).
Sudtituyendo en la ecuacion 1, obtenemos.
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Eliminando |as exponencia es que aparecen en ambos t&rminos 'y reagrupando:
ik
(2t - 1,w?)] 0-t(1+e'ika)e%qo =0 [3.4]
ika
t (1+e“‘a)e'l7j o- (2t - 1,w2)gy- =0
Dicho sistema homogéneo solo tiene solucidn s se anulad determinante;
(2t - Lw2)(2t - 1,w?)=t2[l+e ™ J1+e") [3.5]

Al reagrupar términos obtenemos una ecuacion de segundo grado en w?:

LW - 26(1, +1,)w? + 2 2(1- coska)= 0 [3.6]

cuya solucion indica como las frecuencias de vibracion dependen del vector de ondas a través de
las Sguientesr elaciones de disper sion:
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donde hemos definido un momento de inercia reducido de las dos vaillas |=l1l2/(11+l2). Los
posibles modos de vibracién de la cadena lined de @&omos se cladfican, pues, en dos grandes
grupas, correspondientes a los signos + y - en la solucion encontrada. La figura muestra la relacion

de dispersion para ambas soluciones.
w

/\ Para ver en que consige la diferencia entre dlos,
Rama 6ptica estuc_:liemos lo que ocurre para k ,® 0, es decir, para
longitudes de onda mucho més grandes que las
digtancias interatomicas.
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Vemos que la rama correspondiente a la solucidon w.  corresponde a un tipo de ondas cuya
frecuencia aumenta linedmente con € vector de ondas, para longitudes de onda largas, es decir,
esta solucién corresponde a las ondas sonoras, de ahi que se le llame rama acligtica . La velocidad
de propagacion de dichas ondas seria
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Hay que sefidar que exige una frecuencia maxima, por encima de la cud no exigen modos de
vibracion aclgticos. Esa frecuencia corresponde a k= p / a es decir, una longitud de onda 2a
Obviamente, la longitud de onda més corta que puede propagarse en la red corresponde a modo de
vibracion en que las varillas de dos celdas contiguas vibran en oposicion de fase.

La rama descrita por w, corresponde a ondas cuya frecuencia tiende a un vaor congtante para
longitudes de onda largas, valor que depende dd momento de inercia reducido y de la constante de
tordon del ge Seria la frecuencia de vibracidon de dos varillas de momentos h e |, unidas por un
ge de congtante 2 t . Es la rama equivaente a lo que en un sdlido se llama rama Optica, debido a
que estos modos de vibracion interactlan fuertemente con la radiacion infrarroja Igana. Es facil
ver que para k tendiendo a cero, todas las varillas de cada tipo vibran en fase y en cada celda, las
dos varillas vibrarian en contrafase, con amplitudes relativas dadas por | ¢ I1+ gol2 = 0. Entre
borde de la rama acldtica 'y € de la rama optica existe un intervalo de frecuencia en € que no hay
modas permitidos.

Los vaores posbles dd vector de ondas se determinan imponiendo una condicién de contorno.
Usuadmente, en fisca de los Sdlidos, se imponen las condiciones de contorno ciclicas, es decir, S
tenemos en total N &omos, imponemos Ww,=uU n+n 10 que equivden a suponer que la cadena se
cierra sobre i misma.  En ese caso, la ecuacion 1 conduce inmediatamentea k=2 pm/L =2 p
/18 (m/N), donde L=Na es la longitud de la cadena. En nuestro modelo los extremos estan fijos, por
lo que la condicion seria: exp (IkNa)=0 , es decir, k= ( /a)(2m+1)/N, o, en funcion de la longitud
de onda : (2m+1)(Cp /2)=L. La diferencia estd en que, en las condiciones ciclicas habria ondas que
S propagan mientras que, en las condiciones de contorno con extremos fijos, las ondas son
estacionarias.

Implicitamente, se han representado exclusicamente los valores de k correspondientes a la primera
zona de Brillouin. Se puede comprobar que la expreson para w(k) es periodica, con periodicidad
2p/a (es decir, las frecuencias w(k) y w(k+G) son las mismas, sendo G un vector de la red
reciproca):
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Oscilador forzado amortiguado:

El conjunto de osciladores puede consderarse como un sistema con distintos modos de vibracion.
S = obliga d ggema a oscilar con una determinada frecuencia, la amplitud de su movimiento
dependerd de la proximidad de dicha frecuencia a la de uno de los modos del sstema (respuesta
méxima en la frecuencia de resonancia). Recordemos la ecuacion de  oscilador armoénico
amortiguado, con una frecuencia wp Yy una condante de amortiguamiento g, sometido a una fuerza
armonica de amplitud Fp y frecuenciaw:
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S buscamos soluciones arménicas X(t)=xoexp(-iwt), es facil ver que laamplitud vendra dada por:
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Laexpreson complgadeterminad méduloy € desfase repecto alafuerza. El médulo sera:
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expreson que tiene un mMa&imo para w=wp , tanto més pronunciado cuanto menor es €
amortiguamiento g. En cuanto a desfase, se obtiene:

__ ov
tgf = R [3.13]

y esfé&cil ver que, d pasar por laresonancia, habra un cambio de fase de 180°.

2. MATERIAL DISPONIBLE

2.1 Un badtidor con 15 varillas de duminio y 15 de bronce, aternadas, ligadas a un ge de acero,
con una distancia media entre sus centros de 31 mm. La longitud de las varillas es 30 cm y su
didmetro 8 mm. Densidad del Al: 2.7 gr/cn. Densidad del bronce: 8.5 gr/cn.

2.2 Un sstema de excitacion de los modos de lared formado por:
- Un vibrador
- Un oscilador de bgja frecuencia
- Sistema de deteccion de vibraciones:
- Imanes que se pueden fijar en € extremo de las barras.
- Bobina de deteccion
- Ostiloscopio

Al acercar la bobina a un imén en vibracion se generard en ela una fuerza eectromotriz inducida
que puede observarse en @ osciloscopio, y compararla con la sefid de excitacion proveniente del
generador.
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3. MEDIDASA REALIZAR

El objetivo de la practica es ilusrar d modelo del crigd amoénico, mediante una red de
osciladores acoplados, buscando la relacion de disperson de los modos de vibracion. Para dlo,
hemos de buscar esos modos excitandolos mediante oscilaciones forzadas. La frecuencia de
excitacion viene dada por @ contador digital del oscilador.

3.1 Detecciéon de modos:

Parar detectar los modos hay que variando la frecuencia a partir de 1 Hz, procurando que la
amplitud de vibracion del vibrador sea pequefia. Los modos de bga frecuencia deben observarse a
smple vista, cuando se forme una onda estacionaria. Se anotara la frecuencia correspondiente y €
nimero de vientres N, observado en la onda estacionaria. La longitud de onda de modo serd
| =2L/N, , donde L eslalongitud del ge. (como los modos de una cuerda sujeta en sus extremaos)

Para frecuencias superiores a 10 Hz, puede ya utilizarse € osciloscopio para detectar los modos.
Los imanes y la bobina permiten tanto fijar con precisén la frecuencia dd modo (frecuencia a la
que se obtiene un Mé&ximo de la fem inducida), como la longitud de onda, d observar S vibran o
no en fase determinadas vaillas.

Veifica la exigencia de una frecuencia de corte, comprobando que, por encima de cierta
frecuencia s0lo se excitan modos evanescentes (es decir, modos que solo excitan las vaillas
proximas ala que et sendo forzada a vibrar), tanto en la rama actistica como en la rama dptica.

En d caso de la rama éptica, debido a la proximidad de los modos y su gran amortiguamiento, es
posible solo determinar las frecuencias correspondientes d centro y a extremo de la primera zona
de Brillouin.

3.2 Curvaderesonancia:

Para dguno de los modos que pueda observarse mediante la bobina, determina la amplitud de
vibracion en funcion de la frecuencia (curva de resonancia).



