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1.Introduccion

La "estimacion por intervalo” consiste en determinar un par de valores ay b, tales que
constituidos en intervalo [a ,b]; y para una probabilidad 1-o prefijada (nivel de
confianza) se verifique en relacion al pardmetro 6 a estimar se cumpla :

P(H‘ E[a,b]) =1-

6 enotros términos ~ Fla S 858 =1-a

Podemos considerar el nivel de confianza (1-a ) que hemos prefijado para la expresion
anterior como la probabilidad que existe (antes de tomar la muestra) de que el intervalo
a construir a partir de la muestra incluya el verdadero valor del parametro a estimar
.Refleja la "confianza" en la "construccion™ del intervalo y de que éste tras concretar la
muestra contendra el valor a estimar. De ahi que en términos numéricos dicho nivel o
probabilidad haya de tomar un valor alto (0.9,0.95,0.99).
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Evidentemente el complementario al nivel de confianza; es decir o , nivel de
significacion supondra las probabilidades de cometer el error de no dar por incluido el
verdadero valor del parametro a estimar en un intervalo en el que realmente si esta. De
ahi y dado que se trata de un error posible a cometer, su cuantificacion en términos de
probabilidad sea muy pequefia (0.1,0.05,0.005,..).

En relacion a lo anterior .Obviamente ,cuanto mayor sea el nivel de confianza prefijado
la amplitud del intervalo de estimacion sera también mayor y por tanto la estimacion
Sera menos precisa.

Existen para cualquier distribucion una infinidad de intervalos a los cuales les
corresponde la misma probabilidad y por tanto habra una infinidad de intervalos , IN ,

que verifiquen que Pled)=1-a I6gicamente nosotros buscamos una
estimacion lo mas precisa posible; es decir ,de todos los intervalos que verifican la

anterior expresion PlEeN)=1-a ¢ de menor amplitud .En este sentido, es sencillo
ver que si la distribucién es simétrica y unimodal ,de todos los intervalos isoprobables,
el de menor amplitud (que coincidira con el de mayor densidad media de probabilidad)
es el intervalo centrado en la media .De acuerdo con esto ,si la distribucion que
consideramos es simetrica la determinacion del intervalo de estimacion es relativamente
sencilla.

La construccion de intervalos especificos depende de las caracteristicas de la poblacion
(normal o no ,etc.) ,de los parametros o combinaciones de parametros a los que se les
construye (media , varianza , proporcion , coeficiente de correlacion , diferencias de
medias , ....) , tamafio muestral y parametros poblacionales conocidos . De ello se
deduce que segun dichas circunstancias la construccion de intervalos variara , si bien es
cierto que el patrén de trabajo para su construccion permanece invariable.

2.- Construccion deintervalos

2.1. Intervalo de confianza para la media de una poblacion cualquiera, conocida la
varianza.

Las circunstancias especificas para la construccion de este intervalo son las siguientes :

Intervalo para p

Conocida o (0 la varianza )

Distribucion poblacional desconocida.

Nivel de confianza dado 1-a

Tamarfio muestral desconocido luego nos colocamos en el peor de los casos , es decir
pequefio.

E|g(x)]

Partiendo del conocido teorema de Markov : P(E( x) iﬂ-‘) 21- c

donde g(x) es una funcion cualquiera de la variable aleatoria x , y dicha

funcién g esta definida NO negativa,
siendo ¢ una constante cualquiera. Asi :
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2
definiendo a(x)= @
& /
M
es , evidentemente , no negativa

ytomando c=H? tendremos en aplicacion de Markov :

P %ghﬁ u—%é
& dado que :
B[] = &

tendremos que g (‘f_”’:()z - El(.f—,ﬂ.’)] Dz ,:;.r/

2 - 2
g / g / g / g /
H e
transponiendo este resultado al enunciado general :

(_ 2< >
H 1‘§

%

tomando la raiz cuadrada tendremos
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si queremos establecer un nivel de confianza 1-a. igualaremos éste a
1-—3
T de maneraque g _ %f_
o

por lo que en funcidn del nivel de confianza el intervalo quedaria :

Ple-—2 ¢ ore 2|31
x - oA Z 1=
AR ey

0 hien :

PN i

eF v
—x+
MY A M

con mas de 1-a de confianza

gemplo 1

En poblacion cuya distribucion se desconoce se obtiene una muestra (m.a.s.) de 2000
valores de la que resulta una media de 225 y una desviacion tipica de 10 . Suponiendo
que la varianza muestral coincide con la poblacional , estimar un intervalo para la media
de la poblacién con un nivel de confianza del 95%.

Tendriamos 1-o0 =0.95  luego « =0.05;  S=10=c ; n=2000;
con T=225

aplicando

¥ T

Fia | dne|= we[224:206]

AENX -

con mas de 0.95 de confianza.

2.2-Intervalo de confianza para la media de una poblacién normal con varianza
conocida.

Las circunstancias especificas para la construccion de este intervalo son las siguientes :
Intervalo para p
Conocida o (0 la varianza)

Distribucion poblacional normal.
Nivel de confianza dado 1-a

lejarza & lejarza 4



Tamarfio muestral desconocido luego nos colocamos en el peor de los casos , es decir
pequefio. Conocemos que la media muestral se distribuye
T= N [,ﬂ; 7 ]
-

luego tipificando L[ .

/:; = Mo:1]

Como se ha comentado ,al ser la normal
reducida una distribucién simétrica y
unimodal, el intervalo de menor
amplitud y de probabilidad
1 - o sera el intervalo centrado en la
media ,es decir:

el intervalo . [_,qﬂé,jﬂé]

Donde ﬂﬂé

es el valor de la tabla de la N[O ;1] que

Es decir el valor de la normal reducida que deje a su derecha una cola de probabilidad

de o /2 Asi el valor —20% serd el valor simétrico de /107 (con signo negativo) y
2 2
dejara a su izquierda una cola de o /2 . De esta forma entre , —/10% y /10% queda
2 2

encerrada una probabilidad de 1 - o :

seria asi el intervalo de menor amplitud :

Pl Aoy < f;—“g Aoy =1- =
75
despejando la media poblacional tendriamos :

P[f_/q%%iﬂ'if‘*/i%%] =1-

nota : si el muestreo fuera sin reposicion , por lo tanto no m.a.s. y si irrestricto ; el
intervalo se veria afectado por el factor corrector de poblaciones finitas .Resultando , y
sirva este ejemplo para comprobar lo que ocurriria en otros intervalos de otras
caracteristicas, de la siguiente forma :
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F

7 AN -»n 7 N -»n
T - — L aiT+ - =1-.
* ’qﬂé,\fg -1 ’qﬂe‘ﬁﬂﬁuw—l] i

siendo N el tamafio de la poblacion.
nota :Aungue no se conozca o (desviacion poblacional) si la muestra es bastante grande

, N >30 es habitual considerar la desviacion tipica muestral , S , como si fuera la
poblacional y aplicar el intervalo de estimacion obtenido arriba.

giemplo 2

Realizar la estimacion de p del ejemplo 1 considerando ahora que la poblacion es
normal

Tendriamos 1-o =0.95 luego o =0.05 ; S=10=c (muestra grande n>30); n=2000 ;
X = 445 : poblacion normal.

Aplicando el intervalo anterior :

el resultado seria : 1 € [224'56 , 225'44] con el 95 % de confianza.

2.3-.Intervalo de Confianza parala Media de una Poblacién Normal de Varianza
desconocida (muestr as pequefias)

Las circunstancias especificas para la construccion de este intervalo son las siguientes :

Intervalo para p

desconocida o ( 0 la varianza )dado que n es pequefia no podemos tomar S como ¢
Distribucion poblacional normal.

Nivel de confianza dado 1-a

Tamarfio muestral desconocido luego nos colocamos en el peor de los casos , es decir
pequefio.

Del estudio de las distribuciones muestrales conocemos que :

L[ “4—1] =t

Ry
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Como la distribucidn de t de student es una distribucion simétrica , unimodal y centrada
en 0, de todos los intervalos que verifiquen que : PitelIN)=1-aelde
menor amplitud sera:

fNE[—rag;f%] donde

L’ﬁﬁ es el correspondiente valor de la
variable t para n - 1 grados de libertad y
nivel de significacion o . Dicho intervalo
guedaria :

&

P_;%sfgf Stog| =1-w
Jn-1 -toy2

para un nivel de confianza prefijado y despejando tendriamos como intervalo

/2

— S L = S =1
Px—f%ﬁﬁ.aix+f%ﬁ]—l frg

recuérdese que en el caso de muestreo irrestricto seria de aplicacion el antes nombrado
factor corrector de poblaciones finitas.

gemplo 3

Las ventas diarias de cierta oficina comercial se supone que siguen una distribucion
normal. Para estimar el volumen medio de ventas por dia se realiza una muestra de 10
dias escogidos al azar ,resultando que la media de las ventas de esos 10 dias es 100 u.m.
con una desviacion tipica de 4 u.m. Dar un intervalo de estimacion para el volumen
medio de ventas por dia con una confianza del 95 % .

conocemos que segun la informacion que poseemos, estamos ante:

normal ; n=10 (muestra pequefia) ; S=4(poblacional desconocida) ; media
muestral=100 ;

1-a.=0.95 luego a =0.05 con loque:
Fefisesy ™ 2,26

y dado que el intervalo a utilizar (nada dicen de irrestricto ; luego m.a.s)
sera
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N Y
p[f—;z =< ulT+f, —f—] =l-a
/fﬂa';z—l % n-1 resultando :

M e [96'99;103'01] con el 95 % de confianza

2.4-Intervalo de confianza para la diferencia de medias con poblaciones normalesy
varianzas conocidas .

Las circunstancias especificas para la construccion de este intervalo son las siguientes :
Intervalo para

KK,

Conocidas
a,.{,
6 desconocidas con tamafios muestrales grandes

Distribuciones poblacionales normales.

Nivel de confianza dado 1-a

Tamafios muestrales desconocidos %
luego nos colocamos en el peor de los casos , es decir pequefio.

Conocemos que

L(x-5)— V|4 - 4«

luego la tipificando tendremos :

(x9) (4] = o]

para un nivel de confianza dado 1-a que genera los valores extremos iﬂ,y de un
2

intervalo centrado en dicha N[O ;1] ; como ya vimos tendriamos :
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Evidentemente y como en los casos anteriores se ha supuesto m.a.s. , en caso de
irrestricto se aplicaria el f.c.p.f..

Si la varianza no fuera conocida pero la muestra fuera grande (superior a treinta ,
cada una) tomariamos como varianza poblacional su homonima muestral.

2.5-.Intervalo de Confianza para la propor cion de una car acteristica.

Deseamos estimar la proporcion con la que se da una caracteristica en una determinada
poblacion , esta caracteristica es dicotomica por lo que o bien se posee o bien no . El
intervalo se plantea , como todos con un nivel de confianza 1-a prefijado. Realizando ,
claro esta, un muestreo de tamafio n, que en principio consideramos aleatorio simple.

Del estudio de las distribuciones conocemos el comportamiento de la proporcion con la
gue una caracteristica ( p) se da en la muestra : asi

L) = N[p;E]

siendo p la proporcion con la que la caracteristica aparece en la poblacion ;
"g" logicamente su complementarioy n el tamafio muestral .

F_2 = noj]
rg
Tipificando obtendriamos : ¥ #

Como en los casos anteriores y dado que utilizamos la N[0,1] ; para un nivel de
confianza dado ,1-a , los valores de dicha normal que generan un intervalo centrado
corresponderian a ixigy por lo que quedaria el siguiente intervalo :

2
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P-r _
P—/%éiﬁﬁ/%g —1_.'.'}"
M

despejando la proporcién poblacional :

i /ié{;i ip é{;=1_ﬁ

que es intervalo que estabamos buscando .

En el caso de que el muestreo fuera irrestricto su expresion seria , tras aplicar el f.c.p.f.,
la siguiente :

\E{P_ﬁ? N-n \@ N-n
s- A S ipipr A I T,
Al p /%5”'.; o SPiPt /i%& e Ik

Como se ha podido comprobar en ambas expresiones de intervalo esta contenida y por
tanto es necesaria para su construccién la proporcion poblacional "p" .Parece ildgico
que si queremos estimar dicha proporcion la conozcamos y por tanto la podamos utilizar
. El problema puede resolverse de varias formas segun el caso :

o Si el tamafio muestral es muy grande podriamos utilizar como proporciones

poblacionales las obtenidas por la muestra ; es decir tomar Ba en lugar de pq .

Evidentemente si el intervalo se pre-construye antes de que se realice la muestra
(por ejemplo para calcular el tamafio muestral necesario para un determinado
error , como veremos después) este no sera el método aconsejable .

o En el caso de poseer informacion "fiable" de la proporcion de la poblacion , bien
por estimaciones anteriores recientes , bien por pre-muestreos (piloto)
podriamos utilizar dichas estimaciones como los valores reales de p y por tanto
de g=1-p.

o Lo mas habitual , para resolver este problema , consiste en “colocarse” en la
situacion mas desfavorable posible en cuanto a los valores de dicha proporcion
poblacional. Dicha situacion no es otra que valorar p=0g=0.5 ,con lo que se
consigue establecer como cierta la maxima varianza en la poblacion (es facil
demostrar que dadas las caracteristicas de p y g el maximo de p-q se obtiene
precisamente con p=q=0.5). Adoptando esta medida ,en la construcciéon del
intervalo, se consigue que la amplitud de éste sea mayor, menos precisa, y por
tanto para una misma amplitud necesitard un mayor tamafio de la muestra que el
realizado con otra p , pero resuelve el problema del desconocimiento de p y
augura , al darse mayor amplitud , mas "fiabilidad". (obsérvese que en casi-todas
las encuestas de opinion la ficha técnica incluye el mencionado p=g=0.5) .
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gemplo 4

En una investigacion comercial se muestrea a 100 individuos resultando que 25 de ellos
han comprado nuestro producto .Dar un intervalo para la proporcién de penetracion en
el mercado con una probabilidad (nivel de confianza) del 95 % .

conocemos :
1-a = 0.95 ; n=100 (grande) proporcion muestral = B =0,25

el intervalo seria :

@£p£ﬁ+/§,% =1-
!

~J#

Pﬁ‘/%g

donde el valor de /10% = 1.96 segun tabla N[0,1] y 0.95 de confianza.
2

Desconocemos la proporcidn poblacional p ; dos opciones

a. p= Bz 0,25 dado que la muestra es grande ; que aplicada en el intervalo daria

que : la proporcién de penetracion en el mercado esta entre el 16'51 % y el 33'48
% con una confianza del 95 %

b. p=0g=0.5 poniéndonos en el caso de varianza maxima ; en el caso por tanto méas
desfavorable. En este caso la proporcion de penetracion en el mercado estaria
entre el 15.2% y el 34.8 con una confianza del 95% ; como se puede apreciar el
intervalo tiene més holgura que el realizado por el método anterior.

2.6-Intervalo de confianza para el cociente de varianzas en poblaciones normales.
Las circunstancias especificas para la construccion de este intervalo son las siguientes :

Intervalo para el cociente de dos varianzas poblacionales
2
O,
2
a,

Realizamos dos muestras aleatorias simples de tamafios n y m

De dichas muestras se extraen las varianza maestrales

S S

Conocemos que las poblaciones 1y 2 para cuya razon de varianzas queremos construir
el intervalo son Normales.

Logicamente prefijamos un nivel de confianza de 1-a .
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Conocemos segun vimos cuando estudiamos las distribuciones muestrales de normales
que :

por el lema de Fisher - Cochran

P
Y 2
— = ¥
{_?E "l.;—l

para las dos poblaciones que tenemos se dara

H 2 Fiee! j 2
iZm—l 2 izm—l

a, a;

2
1
2

notese que el tamafio muestral de la muestrade 12esny lade 22 esm

dado que nos interesa la razon de varianzas y en aplicacion de la expresion
de la F de Snedecor:

tendremos

2L p - D - 1)

arreglando el cociente

1Sy arylm=1)
mSaa(n-1)

dado que nos interesa el cociente inverso
2
a

2
O,

tendriamos que:

mSern-1)
nSha,m=1)

= F(m-Dn-Dgl
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donde esta incluida la razon de varianzas para la cual
gueremos crear un intervalo .

- - Si hemos establecido un nivel de

I 1 confianza de 1-a. el intervalo para una
F(m-1)(n-1) vendria dado por las
constantes L y L, , adoptandose el

1 criterio simplificador ,proximo al de

F
(m-1)(n-1) mayor longitud , de considerar:

AL <Fm-Dm-1< L)=1-a

\}'Z\ 1 de manera que
o e —— ey frg

e P[F{m—l}(n—l}2L1]=1—w+5=1—§

y por otra parte :
AlEGm-p-12 [,)= S

una vez determinados los valores de L, y L, tendriamos el intervalo

P[L mSe 1)

=1_.'.
2§ Alm-1) I’g] ‘

despejando la razén que nos interesa tendriamos :
A0S A, a8
F Ll D Lz =1-w
il 1)§ & min -1 S,

Evidentemente si plantemos medir la diferencia entre las varianzas , cuanto mas
proximo se la razén a la unidad menor diferencia habra entre las varianzas y
I6gicamente cuando la razn entre estas difiera mucho de 1 ,la diferencia entre varianzas
sera mas ostensible.
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2.7-Otrosintervalosdeinterés.

Evidentemente es posible la realizacion o construccion de otros intervalos que pueden
revestir interés . Dado que algunos son consecuencias de los ya estudiados o bien, otros,
en los que su utilidad es muy ocasional , no los analizamos en profundizar . No obstante
cabe destacar :

« -Intervalo para la diferencia de proporciones . Su formulacion es idéntica a la del
de diferencia de medias teniendo la precaucion de considerar como media
muestral a la proporcion muestral y como desviacion al producto de p por q .

e -Intervalo para la diferencia de medias con misma varianza poblacional
.Evidentemente si bien tiene una formulacion propia ,su resolucion solo requiere
de la utilizacion del antes mencionado de diferencia de medias con la precaucion
de que ambas desviaciones que se utilizan son l6gicamente iguales.

o -Intervalo para diferencia de medias con varianzas desconocidas y muestras
pequefas. En este caso su construccion acarrearia la utilizacion de la t de student
como en el caso del de la media con varianza desconocida . Su utilidad es
minima pues pensemos que entre ambos valores muestrales han de sumar menos
de , aproximadamente, 30 lo que parece que sea un valor facilmente superable
para cualquier muestreo serio .  Si la muestra o muestras fueran grandes
( més de 30 ; lo habitual ) el intervalo pasa a ser el de varianza conocida que es
,evidentemente, el méas utilizado y por ello lo hemos desarrollado .
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2.8.Esquema de actuacion paralosintervalos parala media

A modo de resumen se plantean los diversos intervalos para la media de la poblacion
segun las caracteristicas que se den para su construccion: asi

tipo de ; varianza | tamafio
poblacion| conocida ? | muestral intervalo con . s.
o o
P(f— — =z uEIT+ —]:1—51
= W ey,
51 cualguiera
F a2
n=30 P[f— — S u<I+ —]:l—zx
2@5& L )LR/‘{,\,I{;
totnar come 5.5
norm no n=30
Ry Ry
P[f— = ST+ fa ]:1_&;
I n—1 a Lo At —1
& &
n=2 P[f— — = u=IT+ —]=1—ﬂ¢
Ax/‘{ = H ‘2’1/5,\;{;_3
no noyrmal si
a2 a2
n=20 P[f— LR ]21—&
RO 3 R
=50 P[— e T J] 1
- — = u=%X -
e ol G
no totnar comeo &, =
ﬁ‘ sin solucion
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3. Célculo del Tamafio muestral para obtener un error de estimacion prefijado

Dado un nivel de confianza 1 - o, el intervalo de confianza para la media
de una distribucion normal
con varianza conocida es :

Ao A s wsnn apg) e

Podemos establecer el error "e" como la amplitud del intervalo es
decir :

e=2Ax- 2 = 2[’}%@%

determinar , por tanto, el tamafio muestral consistira en:
una vez establecido el error que se quiere cometer ,despejar "n
anteriormente hemos establecido :

asi

n" de la expresion que

2 LT 4 it‘?
fﬂ%i_ff

=

Hemos indicado que el error e , es la amplitud del intervalo ; en muchos manuales se
especifica como e=* el semi-intervalo 6 la semi-holgura . Que no es mas que lo mismo,
pues dos veces la semi-holgura es , evidentemente , la holgura total , por tanto su
amplitud. En otros se trata al error e como simplemente la semi-holgura; la semi-
amplitud. Ldogicamente todos los planteamientos son correctos ; solo hemos de poner
cuidado a la hora de concluir la expresion correcta del tamafio muestral .

Asi : un error de e=% 4 supone un error=amplitud del intervalo=8 y el error medido
como semi-amplitud seria de 4.

Para todos los intervalos que hemos visto es posible el calculo del tamafio muestral si
prefija el error admisible ; no vamos a realizar el desarrollo de todos .Nos centramos por
su importancia en el tamafio muestral necesario para la construccion de un intervalo de
confianza para la proporcién de una caracteristica con un determinado error prefijado ,
asi

Si establecemos construir un intervalo de confianza para la p de una caracteristica con

un determinado nivel de confianza 1-a. ; y un determinado error "e" de un tanto por
uno ; y con muestreo aleatorio simple .
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Tendremos que :
dado que el intervalo es

Pﬁ—/i%%ipiﬁ+/§, % —1- o

y dado que el error es e = a mplitud del intervalo = 2 /1%, }ﬂ
M

despejando n
obtendriamos

4/%.5'.2?"@'
=T

&

M

_2/%.,5@

Como es habitual el célculo de n se realiza previamente al muestreo y precisamente se
realiza el muestreo para conseguir informacion sobre la proporcion p con la que se da
una caracteristica en una poblacion , por lo que parece dificil que se conozca dicha p
necesaria para conseguir el tamafio muestral para estimar precisamente p , de ahi que
poniéndonos en el caso mas desfavorable (varianza poblacional mé&xima) tomemos
p=0=0.5 ; habitual precision que se hace en las fichas técnicas de las encuestas.

Recurrentemente y por facilidad operativa suele plantearse, para este tipo de calculos de
tamafnos muestrales , el nivel de confianza en el 95,5 % , la razon es que los valores de

/i?,ﬁ:/imzzsgz;

por lo que para una semi-holgura determinada de error la expresion seria la

4+05+05 1
e
2] €,

siendo ,recordemos , €1 la semi-amplitud en tanto por uno.
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gemplo 5

Calcular el tamafio muestral necesario para llevar a cabo un m.a.s. para determinar un
intervalo para la proporcion de personas vegetarianas si el error que estamos dispuestos
a admitir es del mas menos 3%. A) nivel de confianza 90%. B) nivel de confianza
95.5%.

A) e=£ 3% =2003=006  amplitud del intervalo
nivel de confianza 1-a. =0.9  por lo que

Aey= An~ 1645
luego tomando p=g=0.5

4/%5‘?'{? 40270620505
n= 3 =

o 0.0036

=752

B) la semi-holgura seria 0.03 semi-amplitud
nivel de confianza 1-a =0.995

por lo que
/’1%32
asi
_4-05.05 1 1
g g 00009

Si el intervalo a construir parte de un muestreo irrestricto (sin reemplazamiento) el
calculo del tamafio muestral partiria de la expresion:

P[ﬁ‘/@éﬁ ik \,-{p_g N—_]=1—¢?

- |— L
N N—l_p_er/i’/fﬁ -1

conocido el error "e" que estamos dispuestos a conocer y conocida también la poblacién
(su tamario), N, asi como el nivel de confianza . Tendriamos que

N-n
£=2[/§,(£q’f?—fﬁllw_l]

de donde despejariamos n para conseguir el tamafio muestral. Es evidente que es mucho
mas comodo despejar n para cada caso especifico que plantear una expresion general ,
por lo que recomendamos que asi se haga . Las afirmaciones que se vertieron sobre "p"
y su valor en el caso de m.a.s. son de aplicacion , también ,en este caso.
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