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1. NOCIONS BASIQUES DE TEORIA DE LA PROBABILITAT

Nocions de teoria de conjunts

Espai mostral: es refereix al conjunt de tots els resultats possibles
d’un procés aleatori 1 ’anomenarem 2 (omega).
Ex.: en el llangament d’un dau de sis cares, 2 ={1, 2, 3, 4, 5, 6}.

Esdeveniment: es tracta de qualsevol subconjunt de possibles
resultats de €2, 1 el representem per A. Diem que AcQ.

Dos esdeveniments possibles son: el conjunt buit (&) i €2.

En I’exemple anterior, uns altres esdeveniments serien: A =que isca
un nre. parell, A={2,4,6}, o B =que 1sca un nre. senar, B={1,3,5}.

Per a les operacions entre esdeveniments, tamb¢ s’exigeix que siguen
esdeveniments o subconjunts de €2. Aquestes son:

a) Esdeveniment contrari o complementari: donat un esdeveniment A,
es tracta de I’esdeveniment que conté tots els resultats de 2 que no
pertanyen a A. L’anomenarem A°,

En I’exemple anterior, B seria I’esdeveniment complementari de A, B
=AC,




D) Esdeveniment unid: donats dos esdeveniments A 1 B de Q, es
defineix com I’esdeveniment que conte tots els resultats que pertanyen
a A oaB o atots dos. Notacio: AUB.

En el nostre exemple, AUB=(2, atcs que son esdeveniments
complementaris.

c) Esdeveniment interseccio: donats dos esdeveniments A1 B de Q, es
defineix com I’esdeveniment que conte tots els resultats que pertanyen
alhora a A1a B. Notacio: AnB.

Exemple: siguen els esdeveniments A=nre. parell, 1 C=nre. menor que
4, ANC={2}

d) Esdeveniments disjunts o incompatibles: dos esdeveniments A1 B
de €2 sén disjunts si no tenen resultats en comu, €s a dir, que ANB=C.
En el nostre exemple, ANB=J; per tant, son disjunts, ¢s a dir, que

ANAL=. A B A B A B
a b C d
AC QA /, II // ,, !i Q Q
ANAC=Q disjunts ANB A~B=Z disjunts




PROBABILITAT

La probabilitat que ocorrega un esdeveniment A, p(A), €s un nombre que ha de
complir tres axiomes:
Axioma 1: 0 <p(A) <I

Axioma 2: p(QQ)=1
Axioma 3: la probabilitat de la uni6 d’esdeveniments disjunts entre si €s igual a la
suma de les probabilitats d’aquests esdeveniments: p(UB) =) p(A.)

Propietats:

Per a qualsevol esdeveniment A, p(A“)=1 - p(A) A
P(J)=0
Donats dos esdeveniments A1 B, siAc B = p(A) <p(B) B

Donats dos esdeveniments A1 B, p(AUB) =p(A) + p(B) - p(AnB)
Probabilitat condicionada. Donats dos esdeveniments A 1 B, es tracta de la
probabilitat de A, ja que se sap que B ha ocorregut 1 es defineix com a:

p(ANB) .
p(A/B)= se exije que p(B) >0
p(B)
Exemple, en el llangament d’un dau, siga I’esdeveniment A= que isca un 5, p(A)=1/6, si a més se sap que
I’esdeveniment B (que isca un nre. senar) ha ocorregut, aleshores
p(AnB) 1/6

p(B)  3/6

N L=

1/3 saber que ha ocorregut B ha modificat p(A)

p(A/B) =



6. Esdeveniments independents. Dos esdeveniments A1 B son
independents si: p(ANB) = p(A)-p(B)

En conseqiiencia, si A 1 B son independents, aleshores,

_p(ANB) _ pA)-pB) _
P e T ey T

la probabilitat de A no varia pel fet
que se sapia que ha ocorregut B.

7. Teorema de la interseccio

Si p(AB)=PAB) o pa=PANB)

p(ANB)=p(A/B)-p(B) = p(B/A)-p(A)

8. Teorema de la probabilitat total
Donats els esdeveniments A,,..,A.,..,A , disjunts entre si. Tenim que:

AN A =10 A;=Q. Siga B un altre esdeveniment. Aleshores, els esdeveniments
A NB,.., A;"B son disjunts 1 WA NB= B. Es verifica
que:

, entonces:

A

p(B)=> p(A, "B)=> p(B/A,)-p(A,) <

fam

>_B

W

AinB



8. Teorema de Bayes

Donats els esdeveniments A ,..,A.,..,A , disjunts entre si, 1 UAiZQ,

tals que p(A,)>0, 1 donat un altre esdeveniment B, amb p(B)>0,
aleshores es verificara que:

p(A;,"B) _ p(B/A;)-p(A;) —  Teorema Interseccio
p(B) Z p(B/A.)-p(A,) > Teorema Probabilitat total

EXERCICI

Un hotel classifica les seues factures en dos tipus. Hi ha tres empleats que es dediquen a
facturar, de forma que 1’empleat A s’encarrega del 20% de la facturacio, I’empleat B del
40% 1 el C, de la resta. A partir d’un control realitzat per la direccio, es va obtenir la
informaci6 segiient: de la facturacio que realitza I’empleat A, el 80% correspon al tipus I; el
50% de la facturacio realitzada per ’empleat B correspon al tipus II, 1 per ultim, el 30% de
la facturacid de I’empleat C ¢s del tipus 1.

P(A;/B)=

a) Quina ¢s la probabilitat que la factura ’haja realitzada I’empleat C i siga de tipus I1?
b) Si se selecciona una factura a 1’atzar, quina €s la probabilitat que siga del tipus 1?

c) S’ha rebut una queixa d’un client per un error que ha trobat en una factura de tipus I.
Quina ¢€s la probabilitat que aquesta factura no la realitzara I’empleat C?



2. VARIABLE ALEATORIA UNIDIMENSIONAL

* De vegades ens interessa estudiar alguna caracteristica del
resultat d’un fenomen o experiment aleatori que pot ser
representada per una quantitat numerica.

* En aquests casos apareix la nocid de variable aleatoria (va)
— Funci6 que assigna a cada resultat un nombre.

* Les variables aleatories poden ser discretes o continues.

« Variable discreta: pot prendre un nombre (petit o gran) de
valors aillats o solts.

« Variable continua: pot prendre qualsevol valor en un o en
diversos intervals (ingressos, temps o durada).



Variables discretes: funcid de probabilitat P(x)

* Assigna a cada possible valor d’una 0%

variable discreta la seua probabilitat. 55

* Exemple 30%:

— Nombre d’encerts en un test, que 2504
responem a ’atzar, amb tres preguntes

20%-
amb resposta vertader o fals.

— Possibles valors de X=0,1,2,3 15%

— Les probabilitats P(0), P(1), P(2), P(3), 10%

les podreu calcular quan recordem la 5%-
distribucid binomial.

0%+




Variables continues: funcio de densitat f(x)

e Definicid

— Es una funcié no negativa la integral de la qual (area
total) ¢és 1.

» Considereu-la com la generalitzacid de I’histograma
amb freqiiencies relatives per a variables agrupades e
intervals.

* Per a que la farem servir?
— No la fareu servir mai directament.

— Els seus valors no representen probabilitats.



Per a que serveix la funcio de densitat f(x)?

Molts fenomens aleatoris es representen amb variables, de forma que
interessa calcular les probabilitats d’intervals.

La integral definida de la funci6 de densitat en aquests intervals coincideix
amb la seua probabilitat.

Es a dir, identifiquem la probabilitat d’un interval amb 1’area sota la
funci6 de densitat.




Funci6 de distribucio: F(x)
o de probabilitat acumulada

o Es la funcié que calcula per a cada valor d’una
variable la probabilitat acumulada fins als

valors menors o iguals que aquest valor. F(x)=P(X<Xx)

— Considereu-la com la generalitzacio de les
freqiiencies acumulades.

 Als valors extremament baixos corresponen
valors de la funci6 de distribucio propers a
Zero.

» Als valors extremament alts corresponen
valors de la funcio6 de distribucio propers a u.

Per a que serveix la funcio de distribucio?
Es fonamental per a calcular probabilitats en el cas de variables
continues.



Principals caracteristiques d’una variable aleatoria X:
mitjana 1 variancia
= Mitjana o valor esperat
— Es representa per u o E[ X]
" Variancia
« Esrepresenta per 6 0 VAR[X]

* Mesura la dispersi6 o allunyament dels possibles valors de X
respecte a la mitjana p. Sempre pren valors positius.

* Es diu desviacid estandard o, la seua arrel quadrada. c=./c*
» Transformacions lineals:

Hy=a L D
Y=aX+b 0\2(232(7)2(

o, =a 0,



Alguns models especifics de distribucions de probabilitat

« Hi ha models de probabilitat que serveixen per a representar fenomens
economics 1 turistics.

* Experiments dicotomics (amb dos resultats possibles).
* Bernoulli

— Comptar exits en experiments dicotomics repetits:
* Binomial

— I en moltes ocasions...
e Distribucio normal

« Les transparencies segiients estan dedicades a estudiar aquestes distribucions
de probabilitat especifiques.



3. DISTRIBUCIONS BERNOULLI I BINOMIAL

a) Distribucio de Bernoull

 Tenim un fenomen de Bernoulli si en analitzar-lo només son possibles dos
resultats:

X=1 exit amb probabilita p
X=0 fracas amb probabilitat 1-p =q

 a) Si s’encerta o no en respondre a 1’atzar una pregunta de tipus test
amb dos resultats possibles (vertader o fals).

P(encertar)= P(X=1) =p = 0,5 P(no encertar)= P(X=0)=1-p=0,5
* b) Segons dades de I'lET, el 40% dels turistes elegeixen una

determinada destinacié turistica per a les vacances. Seleccioneu un
turista a I’atzar 1 que elegisca o no aquesta destinacio turistica.

P(elegir destinacio)= P(X=1)=p=0,4
P(no elegir destinacio)= P(X=0) = 1-p = 0,6

« En ambdos exemples la mitjana i la variancia o” de la variable
aleatoria X son:

n=E[X]=2x p(x) = 1.p +0. (I-p)=p

0°= Zx* p(x) —p*= 12.p +0° (1-p) — p*>=p -p* = p(1-p)
a) u=0,5 62 =0,5.0,5=0,25
b) = 0.4 62 = 0,4.0,6=0,24
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Distribucio de Bernoulli

Funci6 de probabilitat:

S
v
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PIX =x]=p*(1-p)'™, X=106X=0| E==

Mitjana: u =p
Variancia: 62 =p (1-p)
Com s’h1 aprecia, en experiments en que el resultat s

dicotomic, la variable queda perfectament determinada
coneixent el parametre p.

X ~ Be(p), que es llegeix aixi: la va X segueix una distribucio
Bernoulli de parametre p.



b) Distribuci6 binomial

« Sies repeteix un nombre fix de vegades, n, 1 de forma
independent cada vegada, un fenomen de Bernoulli amb
parametre p, la va que representa el nombre d’exits
obtinguts en les n repeticions segueix una distribucio

binomial de parametres (n,p).

« X=nombre d’encerts en un test, que es respon a |’atzar, amb tres
preguntes de dues respostes possibles (vertader o fals).
Distribuci6 de X: binomial(n=3,p=0,5) possibles valors de
X=0,1,2,3

« Segons dades de I'IET, el 40% dels turistes elegeix una determinada
destinacio turistica per a les vacances. Per a un total de cinc turistes
seleccionats a I’atzar, la variable aleatoria X representaria el nombre
de turistes d’aquests cinc que elegirien aquesta destinacio turistica.

Distribuci6 de X: binomial(n=5,p=0,4) possibles valors de
X=0,1,2,3,4,5



N aSETEER
PERO, ¢ DONDE
ESTA LA SALSA

Distribuci6 binomial BINOMIAL?

* Funci6 de probabilitat: N

es un n° combinatorio

x) x!(n-x)!

P[X=x]=(2]p"<l—p)“, X=0,1,2,....,n U n

= (Calculeu la probabilitat d’obtenir x exits 1 n-x fracassos.
= Problemes de calcul sin és gran 1/o p proper de 0 o 1.

10—

Br(2%:0.8—
861

* Mifjana: p =np
 Variancia: 6> =np (1-p) .

004 -

ozt
L | |
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4. DISTRIBUCIO NORMAL

Es apropiada per a modelitzar:

— Alcada, pes, coeficient d’intel-ligeéncia...

. Bbeuknoty

. DEUTSCHE BUNDESBANK

: . : . F A
— Modelitza fenomens socioeconomics, com A

ara els ingressos, les vendes, els beneficis, etc.

— Exemple: siga X una variable aleatoria que expressa la despesa anual en
turisme 1 viatges, en euros, de les families valencianes. Se suposa que el
comportament d’aquesta variable es pot modelitzar mitjangant una distribucio

normal amb una mitjana de 1.700 € 1 una desviaci6 estandard de 200€.

Esta caracteritzada per dos parametres: la mitjana, , i la desviacio
estandard, o (també pot ser la variancia 6?).

[La seua funcié de densitat és: 1 1(X—,uj2

f(X) =
(%) Aon




N(u, 6): 1nterpretacio
geometrica

* Es pot interpretar la
mitjana com un factor
de translacio.

I la desviacio
estandard com un
factor d’escala, grau
de dispersio...
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N(u, o): interpretacio probabilista

* Entre la mitjana 1 una
desviaci6 estandard
tenim sempre la

mateixa probabilitat:
aprox. 68%

* Entre la mitjana 1 dues
desviacions estandard

tipiques: aprox. 95% < & 5 0



UNA FORMA
Algunes caracteristiques de la normal

La funci6 de densitat €s simetrica respecte a la mitjana L.
= Mitjana, mediana i moda coincideixen.

No ¢s possible calcular la probabilitat d’un interval integrant

simplement la funcid de densitat, ja que no té primitiva

expressable en termes de funcions ‘comunes’. Per aixo
utilitzarem unes taules.

Totes les distribucions normals N(u, 6%) poden transformar-se
mitjancant una transformacio lineal especial que s’ anomena
tipificacio. De la distribucig resultant de tipificar, se’n diu
normal tipificada N(0,1). Es una normal, perd amb mitjana 0
1 variancia 1.

S1 considerem intervals centrats en p, els extrems dels quals
estan...

= adistancia 2 o, =» tenim probabilitat 95%

= adistancia o, =» tenim probabilitat 68%

= adistancia 2,5 6, = tenim probabilitat 99%



Tipificaci6

* Donada una variable X normal de mitjana p 1 desviacio tipica
o, es denomina variable tipificada, Z, d’una observacio x, la
transformacio de X segiient:

X— U

O

7 —

* De la distribuci0 resultant de tipificar, se’n diu normal
tipificada N(0,1). Es una altra normal, perd amb mitjana 0 1
variancia 1.

* En el cas de variable X normal, la interpretacio €s clara:
assigna a tot valor de N(u, 6%) un valor de N(0,1), que deixa
exactament la mateix probabilitat per davall.



f(x)

f(z)

FIGURA 5.3 Correspondencia entre las probabilidades de X y de Z



Propietat de la distribucio normal de les
transformacions lineals

Siga X una variable aleatoria amb distribucié normal X ~ N(u, 6?).
Siga Y una transformacio lineal de X: Y =a X + b.

Aquesta propietat diu que tota variable aleatoria que siga una
transformacio lineal d’una variable aleatoria amb distribucié normal,
també t¢ una distribucid normal.

Esadir, Y=aX+b~N(uy=ap+b,c,2=a2c?)

Z, la variable X tipificada que t€ una distribucid N(0,1), €s un cas
particular d’una transformacio6 lineal de X, per aixo també¢ té una
distribucié normal.



http://www.uv.es/ceaces/base/probabilidad/simple.htm

http://www.uv.es/ceaces/base/variable%20aleatoria/simple.htm
ECE. http://www.uv.es/ceaces/base/modelos%20de%20probabilidad/simple.htm
S http://www.uv.es/ceaces/tex1t/1%20normal/simple.htm




