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Capitol 1

Introduccid

La teoria de categories va naixer en 1945. Els seus pares foren Samuel Eilenberg i Saunders
Mac Lane. El seu objectiu original era formalitzar de manera sistematica les relacions
entre diverses construccions matematiques que apareixien en la teoria d’homologia. El que
inicialment va sorgir com una eina auxiliar va acabar convertint-se, amb el temps, en un
marc conceptual profund que permet descriure i analitzar estructures matematiques de
forma unificada i altament abstracta.

Actualment, la teoria de categories s’ha convertit en una eina central dins les mate-
matiques pures, gracies a la seua capacitat d’unificar conceptes i estructures procedents
de camps molt diversos. Aquesta visié abstracta es va vore profundament enriquida pel
treball d’Alexandre Grothendieck en geometria algebraica, aixi com pel desenvolupament
de la logica categorica i la teoria dels topoi. Aquests avancos van establir les bases d’un
llenguatge universal que avui continua tenint un paper fonamental en arees com ’algebra
homologica, la geometria, la teoria de la demostracié i els fonaments de les matematiques.

Des d’una perspectiva purament matematica, la teoria de categories ofereix un canvi de
punt de vista: en lloc d’estudiar els objectes en si mateixos, posa ’émfasi en les relacions
entre ells, és a dir, en els morfismes. Aquest punt de vista relacional i estructural ha resultat
ser no sols elegant, sind també extremadament eficag per a detectar patrons comuns entre
diferents teories i per a construir noves nocions a partir de principis generals.

El present treball de fi de grau té com a objectiu proporcionar una introduccid rigorosa
als conceptes fonamentals de la teoria de categories, amb especial atencié a les situacions
d’adjuncié entre dues categories. Es presentaran les nocions basiques de categoria, funtor
i transformacié natural, i s’exploraran construccions essencials com les adjuncions i les
monades.

Per a 'elaboracié d’aquest treball, he comptat principalment amb tres fonts de referen-
cia. D’una banda, el classic Categories for the Working Mathematician de Saunders Mac
Lane [Mac98|, que ha servit com a base per a les definicions i resultats formals. D’altra
banda, el text Category Theory in Context d’Emily Riehl [Riel7] m’ha resultat especi-



alment 1til per a comprendre millor els conceptes gracies a la seua exposicié més clara
i contextualitzada. Finalment, I’obra Introduction to Higher Order Categorial Logic de
Lambek i Scott [LS88] ha proporcionat una perspectiva més lligada a la logica i m’ha estat
especialment til en ’elaboracié de les demostracions del capitol dedicat a les monades.

Vull destacar la tasca d’Enric Cosme, director d’aquest treball, per la seua guia i de-
dicacié al llarg del procés, aixi com per ’ajuda que m’ha brindat a I’hora d’entendre les
lligons i aprofundir en els conceptes claus de la teoria.

El treball s’organitza com segueix: en el Capitol 2 s’introdueixen les definicions ba-
siques de categories, funtors i transformacions naturals. El Capitol 3 aprofundeix en les
adjuncions. En el Capitol 4 vorem alguns exemples claus on les adjuncions ens ajuden a
deduir propietats molt importants, amb un exemple imprescindible en teoria de 'ordre i
un altra adjuncié entre monoides i conjunts, amb la descripcié dels monoides lliures, que
és facilment extensible a qualsevol situacié algebraica. El Capitol 5 tracta sobre la forta
relacié que mantenen les monades amb les adjuncions. Finalment, el Capitol 6 presenta les
conclusions més importants de tot el document, aixi com possibles direccions per a estudis
posteriors.



Capitol 2

Definicions fonamentals

Aquest primer capitol té com a objectiu introduir els conceptes fonamentals de la teoria de
categories: les nocions de categoria, funtor i transformacié natural. A cadascuna de les tres
seccions del capitol ens centrarem en un d’aquests conceptes, presentant-ne les definicions
i proposicions més rellevants per al desenvolupament de la resta del document.

2.1 Categories

Informalment, una categoria és una estructura formada per objectes i fletxes entre aquests
objectes, que anomenarem morfismes, i que satisfan certes propietats. L’objectiu d’aquesta
definicié és ser tan general com calga per a incloure una gran varietat de mons matema-
tics, tot preservant les caracteristiques comunes que ens permeten parlar d’ells de manera
unificada.

Definicié 2.1 (Categoria). Una categoria C esta composada per una col - leccié d’objectes,
que denotarem per Ob(C) i, per a cada z, y, objectes en Ob(C), una col - leccié de morfismes
d’z en y, que denotarem per Homc(z,y), satisfent que

e Els morfismes es poden composar i la composicié és associativa.
Si z,y,z € Ob(C), f € Homc(z,y) i ¢ € Homc(y, z), aleshores existeix (g o f) €
Homc(x, z). A més, si z,y,z,t € Ob(C) i f € Homc(x,y), g € Homc(y,z) i h €
Homc(z,t), aleshores
(hog)of=hol(gof)

o Existencia de morfisme identitat que actua d’element neutre per a la composicio.

Per a cada objecte x € Ob(C), existeix un morfisme id, € Homc(z, ) satisfent que és
element neutre per a la composicié de morfismes. Es a dir, per a tot f € Homc(z,y)
es té que

foid, = f=idyo f.
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Notem que aquesta definicié és prou general per englobar els exemples d’estructures
algebraiques. Per exemple, podem considerar Set, la categoria dels conjunts, on els ob-
jectes son conjunts i els morfismes sén aplicacions entre conjunts. De manera analoga,
podem considerar categories com Mon (monoides), Grp (grups), Fld (cossos), Vect (espais
vectorials), totes elles amb els respectius homomorfismes, entre moltes altres.

Ara bé, és important remarcar que el concepte de categoria va molt més enlla d’aquest
tipus d’estructures. Els objectes no han de ser necessariament conjunts, ni els morfismes
han de correspondre a funcions entre ells. Aquesta flexibilitat la veurem reflectida més
endavant amb exemples concrets, pero ja podem avancar-ne un de senzill: considerem
una categoria on els objectes sén els nombres naturals, i els morfismes de n a m (quan
n < m) son els subconjunts del conjunt n,n + 1,...,m. Si n > m, no hi ha morfismes. La
composicié es defineix com la unié de subconjunts. Es convida el lector a comprovar que
aquesta construccié defineix efectivament una categoria.

Nota 2.1. En la Definicio @ hem emprat el terme “col - leccio”. Tot i que no entrarem
en una exposicio més formal d’aquest concepte, cal remarcar que, en el contert d’aquest
document, és suficient adoptar una visié intuitiva segons la qual una col - leccié es pot
entendre com una generalitzacié del concepte de conjunt. A diferéncia dels conjunts en
sentit estricte, les col - leccions ens permeten considerar categories com Set. Bastard prendre
un univers de discurs que ens permeta limitar la cardinalitat de les col - leccions d’objectes
1 morfismes sota consideracid.

A continuacid, presentem algunes definicions fonamentals en el marc de la teoria de
categories.

Definicié 2.2 (Localment petita). Una categoria C és localment petita si per a tots z,y €
Ob(C) es té que Home(z,y) és un conjunt.

Definicié 2.3 (Petita). Una categoria C és petita si és localment petita i Ob(C) també és
un conjunt.

Definicié 2.4 (Subcategoria). Si Ci D categories, D és una subcategoria de C si Ob(D) C
Ob(C), per a tots =,y € Ob(D), Homp(z,y) € Homc(x,y) i la composicié de morfismes en
D és la mateixa que la composicié de morfismes en C.

A continuaci6 introduim el concepte de la categoria oposada.

Definicié 2.5 (Categoria oposada). Siga C una categoria, definim la categoria oposada a
C com la categoria C°P tal que Ob(C°?) = Ob(C) i per a tots x,y € Ob(C),

Homcor (2, y) = Homc(y, x).

On la composici6 es defineix com segueix, si x,y,z € Ob(C°P), f € Homcor(z,y) i g €
Homcer (y, 2), llavors,

g o f = fog e Homc(z,r) = Homcos(z, 2)
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On o°P denota la composicié en la categoria C°P i o la composicié en C.

A continuacié definirem alguns objectes especials, que es distingeixen perque hi ha (com
a molt) un tnic morfisme entre ells i qualsevol altre objecte de la categoria.

Definicié 2.6 (Objecte inicial, objecte final i objecte zero).

Siga C una categoria, diem que ¢ € Ob(C) és un objecte inicial si per a tot z € Ob(C)
existeix un unic f € Homc (7, z).

També diem que t € Ob(C) és un objecte final si per a tot z € Ob(C) existeix un dnic
f € Homc(z,t).

Un objecte és objecte zero si és final i inicial alhora.

A continuacié introduim el concepte d’isomorfisme.

Definicié 2.7 (Isomorfimes). Siga C una categoria, x,y € Ob(C) objectes de C i f €
Homc¢(z,y) un morfisme de = en y. Direm que f és un isomorfisme si existeix g €
Homc(y, x) tal que

gof=id, i fog=idy

En aquest cas denotarem a g com f~! i ’'anomenarem l'invers d’f.

Ara veurem que, com en qualsevol altra estructura algebraica, els isomorfismes tenen
un tnic invers. Per aix0, la notacié f~! té sentit i és consistent.

Proposicié 2.1 (Unicitat d’invers). Siga C una categoria, z,y € Ob(C) objectes de C @
f € Homc(x,y) un isomorfisme, llavors hi ha un unic morfisme g € Homc(y,x) que siga
Uinvers d’f. A més, g també serd isomorfisme i g~ = f.

Demostracié. Siguen g1, g2 € Homc(y, z) tals que per a tot ¢ € {1,2},
giof =id, 1 fog =id,
llavors, notem que
g1=g10idy =g10(fogs)=(g10f)ogs=1idz0g2 = go

I, per tant, tenim la unicitat com voliem vore, el que fa que la notacié f~! tinga sentit.
Si denotem g = f~!, g és isomorfisme i g7! = f de forma directa per la definici6
d’isomorfisme. O

Ara que ja hem vist la unicitat, veurem una altra propietat tipica de les estructures
algebraiques: l’invers d’una composicié és la composicié dels inversos, perd en l'ordre
contrari.



Proposicié 2.2 (La composicié d’isomorfismes és isomorfisme). Siga C una categoria,
x,y,z € Ob(C) objectes de C, f € Homc(x,y) i g € Homc(y, z) dos isomorfismes, llavors
go f és isomorfisme i

(gof) ' =flog™".

Demostracio. Sols hem de comprovar que
-1_ -1 . . -1 -1 _ .
f7eg T o(gef)=1idy i (gof)ofTogT =id;
Fem primer ’equacié de ’esquerra. Per I'associativitat de o, tenim que,
floglo(gof)=flo(glog)of=fToidyof=f"of=id,

Ja que id, és neutre per a la composicié.
Fem l'altra equacié de manera analoga,

(gof)oftogl=go(fof ')og'=goidjog'=gog ' =id,

Aix{, queda provat que g o f és isomorfisme i (go f)~' = f~tog~l. O

2.2 Funtors

Els funtors sén aplicacions estructurades que permeten establir una correspondencia entre
categories. De manera analoga a com un morfisme relaciona objectes dins d’una categoria
preservant-ne ’estructura, un funtor pot considerar-se com una correspondeéncia entre ca-
tegories, ja que assigna a cada objecte i morfisme d’una categoria un objecte i un morfisme
d’una altra, tot preservant la composici6 i les identitats.

Definici6é 2.8 (Funtors). Siguen Ci D categories, un funtor F' : C — D és una assignacié
que envia objectes x de C en objectes F(z) de D i morfismes f € Homc(z,y) de C en
morfismes F(f) € Homp(F(x), F(y)) de D de tal forma que

o F respecta identitats.

Per a tot x € Ob(C), es té que

F(idy) = idp)-

e F respecta composicions.

Per a tot x,y,z € Ob(C), f € Homc(z,y) i ¢ € Homc(y, 2), es té que
F(go© f) = F(g) o® F(f),

on o¢ denota la composicié en la categoria C i oP la composicié en D.
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Notacié 2.1. A partir d’ara, simplificarem la notacié i denotarem amb o totes les compo-
sicions de totes les categories sempre que no puga donar lloc a confusié.

A continuacié comprovem que la composicié de funtors és funtor.

Proposicié 2.3 (La composicié de funtors és funtor). Siguen C, D i E categories i F :
C — D, G: D — E funtors, llavors Go F : C — E és funtor.

Notacié 2.2. En aquest punt és clau fer la distincié de la composicié de morfismes en una
categoria i la composicié de funtors. La composicié de funtors sempre 'entendrem com
aplicar primer un i després laltre, és a dir, si z € Ob(C) i f un morfisme en C, llavors,

(GoF)(z) =G(F(x)) i (GoF)(f)=GF(f)).

Demostracio. Sabem que G o F' és una assignacié d’objectes de C en objectes de E i també
amb els morfismes. Ara sols hem de comprovar les propietats dels funtors. Siguen i
x,y,z € Ob(C), f € Hom¢(z,y) i g € Homc(y, 2).

En primer lloc, volem vore que G(F(f)) € Homg(G(F(x)),G(F(y))). Perd com F
és funtor tenim que F(f) € Homp(F(z), F(y)) i ara com G és funtor, al actuar sobre el
morfisme F(f) arribem a G(F(f)) € Homg(G(F(z)), G(F(y))) que era el que voliem.

A continuacié vorem que G(F(id;)) = idg(p(z))- Ara, sabem que com F' és funtor,
F(id) = idp(y), i ara, com G és funtor G(idp(y)) = idg(p(e))- Aixi, tot junt ens queda que

G(F(idy)) = G(idp)) = idep@)-

Que és el que voliem vore.

Finalment, volem vore que G(F(g o f)) = G(F(g)) o G(F(f)). Pero com que F és
funtor, tenim que F(go f) = F(g) o F(f) i com G és funtor i F(f) i F(g) sén morfismes
en D, tenim que G(F(g) o F(f)) = G(F(g)) o G(F(f)). Ara, tot junt arribem a que

G(F(go f)) = G(F(g) o F(f)) = G(F(g9)) o G(F(f))-

Com voliem vore.
Vistes totes les propietats, queda demostrat que G o F' és funtor. O

Vejam ara que la composicié de funtors és associativa.

Proposicié 2.4 (La composicié de funtors és associativa). Siguen C, D, E i F categories,
F:C—D,G:D—EiH:E—F funtors, llavors

(HoG)oF =Ho (GoF).
Demostracié. Notem que si 2 € Ob(C) i f un morfisme en C, llavors
(HoG)oF(x)=H(G(F(x))) = Ho (Go F(x)).
(HoG)o F(f) = H(G(F(f))) = Ho (G o F(f)).

Com que aquests funtors fan les mateixes assignacions, sén el mateix funtor. O
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Ara vorem que podem definir una identitat funtorial per a cada categoria. Com és
d’esperar, aquesta identitat és neutre per a la composicio.

Proposicié 2.5. Per a tota categoria existeix un funtor identitat i aquest funtor és neutre
per a la composicio de funtors, és a dir, si C és una categoria, definim Idc per assignar a
tot x € Ob(C) 7 f un morfisme en C

Mde(w) =2 i Ide(f) = f.

Demostracié. Primer demostrem que és un funtor, clarament Id¢ és una assignacié d’objectes
de C en objectes de C i també de morfismes, vejam que satisfa les propietats dels funtors.
Siguen z,y, z € Ob(C), f € Homc(z,y) i g € Homc(y, 2).

En primer lloc, volem vore que Idc(f) € Homc(Idc(x),Idc(y)), aplicant la definicié de
Idc tenim que aix0 és equivalent a qué f € Homc(x,y) que és d’on partim.

A continuaci6 volem vore que Idc(id;) = idyg. (), de nou, aplicant la definicié de Idc
tenim que aixo és equivalent a id, = id, que és cert.

Finalment, volem vore que Idc(g o f) = Idc(g) o Idc(f), una vegada més, aplicant la
definicié de Id¢ tenim que aixo és equivalent a (g o f) = g o f que també és cert.

Vistes totes les propietats podem concloure que Id¢ és un funtor.

A continuacié vorem que és neutre per a la composicio.

Si D una categoria, F': C — D i G : D — C funtors, anem a vore que Idc o G = G i
també que Floldc = F. Siz € Ob(C) i f un morfisme de C, y € Ob(D) i g un morfisme
de D, llavors,

(Foldc)(z) = F(Idc(x)) = F(x).
(F oIdc)(f) = F(Idc(f)) = F(f).
(Idc o G)(y) =1dc(G(y)) = G(y).
(Idc o G)(9) = 1dc(G(g)) = G(9)-

Com que els funtors fan les mateixes assignacions, concloem que sén els mateixos funtors,

és a dir, [dc oG = G i també F oldc = F. ]

Notacié 2.3. Farem una distincié notacional entre les identitats d’una categoria com a
morfismes d’objectes i com a funtors de tota la categoria. Els funtors identitat sempre els
escriurem amb majascula i els morfismes identitat amb mintscula.

A continuacié vorem que els funtors respecten els isomorfismes i els seus inversos.

Proposicié 2.6 (La imatge per un funtor d’un isomorfisme és un isomorfisme). Siguen
C, D categories, F' : C — D un funtor, z,y € Ob(C) i f € Homc(z,y) un isomorfisme,
llavors, F(f) és isomorfisme i



Demostracio. Sols hem de comprovar que

F(fYoF(f)=idpy i F(f)oF(f") =idpy)-

Fem primer ’equacié de ’esquerra. Com F és funtor, respecta composicions i identitats,
per tant,
F(f™) o F(f)=F(f o f) = F(idy) = idp(y).

Fem ara l'altra equacié de manera analoga,
F(f)oF(f™Y) =F(fof') = F(idy) = idp(,).
Aixi, queda provat que F(f) és isomorfisme i F(f)~! = F(f™1). O

2.3 Transformacions naturals

Ara que hem definit les categories i els funtors, i n’hem vist les propietats basiques, podem
continuar avancant en I’abstraccié. Hem introduit els funtors com a analegs dels morfismes
entre categories. Seguint aquesta analogia, pensarem ara les transformacions naturals com
a morfismes entre funtors.

Si ho representem en un diagrama, podem pensar en un diagrama com aquest

Aci queda representat que, C i D sén categories, F' i G sén funtors de C en D i la
transformacié natural « és una transformacié de F' en G. L’abstraccié queda reflectida en
la doble fletxa.

Definicié 2.9 (Transformaci6 natural). Siguen C i D categories i F, G : C — D funtors.
Una transformacié natural o de F' a G és una col - leccié indexada sobre els objectes de C
a = (az)zeob(c) de tal forma que, per a cada x € Ob(C), o, € Homp (F(z), G(z)) satisfent
'anomenada condicié de naturalitat. Es a dir, per a cada f € Homc(z,y), es té que

G(f)oaz =ayo F(f).
En aquest cas, escriurem o : F' = G.

La condicié de naturalitat sorgeix de considerar, per a cada morfisme f, el segiient
diagrama, i exigir que siga commutatiu; és a dir, que el resultat siga el mateix indepen-
dentment del cami que seguim per recérrer-lo.



Ara donarem un nom a la situacié en que totes les components d’una transformacié
natural sén isomorfismes: en direm isomorfisme natural.

Definicié 2.10 (Isomorfisme natural). Siguen C i D categories i F,G : C — D funtors,
i a: F = G transformacié natural. Direm que « és un isomorfisme natural si o, és un
isomorfisme per a tot z € Ob(C).

Si C i D son categories i F,G : C — D funtors per als que existeix a : F = G
isomorfisme natural, llavors escriurem F' = (G i direm que F' i G sén naturalment isomorfs.

Ara vorem que, per a qualsevol funtor, sempre podem considerar la transformacio
natural identitat del funtor en ell mateixa, on totes les seues components sén els morfismes
identitat corresponents.

Proposicié 2.7. Siguen C i D categories i F : C —> D funtor. Aleshores la col - leccio
definida per idp = (idp(s))zeon(c) €s un isomorfisme natural idp : F' = F.

Demostracio. Que idp és una col - leccié indexada sobre els objectes de C ho tenim per
definicio, i que si x € Ob(C), llavors idp(,) € Homc(F(z), F(x)) també ho tenim. Aixi,
sols falta comprovar 1'altima propietat de les transformacions naturals. Siguen z,y € Ob(C)
i f € Homc(z,y), volem vore que

F(f) oidp(g) = idpg) o F(f),

pero com la identitat és neutre per a la composicié, aixo és equivalent a que F(f) = F(f),
que és cert.

Aixi, hem vist que idp és transformaci6é natural. Vist aixo, sols queda notar que per a
tot z € Ob(C) tenim que id, = (id;)~!, ja que la identitat és neutre per a la composicio, i
per tant totes les id, sén isomorfismes.

Concloem, doncs, que idg és un isomorfisme natural. O
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A continuacié vorem que, donat un isomorfisme natural, podem invertir-lo per obtenir
una transformacié natural que vaja en sentit contrari i que també sera un isomorfisme
natural.

Proposicié 2.8. Siguen C i D categories i F,G : C — D funtors, i « : F —= G

isomorfisme natural, llavors

ot = (0 ") zeon(o)

és isomorfisme natural de G en F, és a dir, o' : G = F ¢és isomorfisme natural.

Demostracié. Que a~! és una col - leccié indexada sobre els objectes de C ho tenim per

definici6, i si # € Ob(C), llavors a;! € Homp(G(x), F(x)) també ho tenim, ja que com
a és transformaci6é natural de F' a G, tenim que a, € Homp(F(z),G(x)) i per tant,
a;! € Homp(G(x), F(x)).

Aixi, sols falta comprovar 1'tltima propietat de les transformacions naturals. Siguen
z,y € Ob(C) i f € Homc(x,y), volem vore que

-1 -1
F(f)oa;" = ay' o G(f).
Ara bé, com « transfromacié natural de F' a G tenim que

G(f)oaz =ayo F(f).
Composant per la dreta amb o, ! i per 'esquerra amb a, I obtenim la segiient igualtat,

aytoG(f)oazoa,! =a

5 JloayoF(f)oaz?

Yy T

Per tant,

F(f)oaz' =a; o G(f).

Just com voliem vore, aixi, hem provat que o' és transformacié natural.
Vist aixo, sols queda notar que, per a tot x € Ob(C) tenim que (a;')~! = ay, ja que
fer inverses sobre morfismes és una involucié, i per tant o ! isomorfisme.

1

Concloem doncs que o™+ és un isomorfisme natural. O

2.3.1 Composicions de transformacions naturals

Ara que hem vist les propietats basiques de les transformacions naturals, analitzarem com
podem composar-les per obtenir una nova transformacié natural. EI que vorem en aquesta
subseccio és que la composicié es pot fer de dues maneres diferents: composicié vertical i
composicié horitzontal.
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Composicié vertical de transformacions naturals

Comencem introduint la composicié vertical de transformacions naturals i comprovant que
aquesta composicié ens retorna una transformacié natural. La situacié en la que podem
donar una composicié vertical ve representada en el segiient diagrama; on volem que la
composici6 vertical d’a en § vaja des de F fins a H. En el diagrama s’aprecia que el funtor
G és el lloc intermedi per fer la composicié i també justifica el nom de composicié vertical.

Definicié 2.11 (Composicié vertical de transformacions naturals). Siguen Ci D categories
i FG,H : C — D funtors i o : FF = G, on @ = (az)zecob(c), i B : G = H, on
B = (Bz)zecob(c), transformacions naturals. Denotem a la composicié vertical d’a i 8 com

Boa=(Bsoaz)conc)-

En la situacié que acabem d’introduir, podem demostrar que 8o« : F —> H és una
transformaci6 natural d’F en H.

Proposicié 2.9. La composicié vertical de transformacions naturals esta ben definida, és
a dir, en la situacio de la Definicio |2.11, Bo o : F => H és una transformacio natural
d’F en H.

Demostracié. Notem que o a és una col - leccié indexada sobre els objectes de C. Ara, si
x € Ob(C) hem de vore que S, 0, € Homp(F(z), H(z)). Com « és transformaci6 natural
o € Homp (F(z),G(x)) i com B és transformacié natural 5, € Homp(G(z), H(x)). Aixi,
Bz © ay € Homp (F(z), H(x)) com voliem vore.

Sols falta comprovar I'tltima propietat de les transformacions naturals, siguen z,y €
Ob(C) i f € Homc¢(z,y), volem vore que

H(f) o (Broaz) = (Byoay)o F(f).

Pero ara, com « i 8 sén transformacions naturals, tenim que
G(f) oz :O‘yOF(f)-
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H(f)oﬁx:ﬁyoG(f)'

Component amb 3, la primera igualtat per I’esquerra obtenim que

By o G(f) ooz =PByoay,oF(f).

I ara aplicant la segona igualtat obtenim
H(f)oﬁa:oaa: :ﬁyoayoF(f)-

Que és el que voliem vore. Aixi hem provat que 5 o « és transformacié natural de F a
H. O

Composicié horitzontal de transformacions naturals

Continuem ara amb la composicié horitzontal de transformacions naturals i comprovant
que aquesta composicié ens retorna una transformacié natural. Fins ara hem considerat
com a punt intermedi un funtor, perd també té sentit considerar com a punt intermedi
una categoria. Aix0 ens permetra introduir la definicié de la composicié horitzontal. A
continuacid, representarem amb un diagrama la situacié que necessitem per formalitzar
aquesta definicio.

F il
C/Q\AD/?AE
\é/ \7/

En aquesta situacié volem que la composicié horitzontal d’a amb g vaja des d’H o F' en
JoG. En el diagrama s’aprecia que la categoria D és el lloc intermedi per fer la composicid
i també justifica el nom de composicié horitzontal.

Definicié 2.12 (Composicié horitzontal de transformacions naturals). Siguen C, D i E
categories i F,G : C — D, H,J : D — E funtors i a : F' == G, on @ = (az)zcob(c);
ipB:H=J,onpB = (8y)yconp), transformacions naturals. Denotem a la composicié
horitzontal d’a i 8 com

Bxa=(J(az) o Br())zcon(c)-

En la situacié que acabem d’introduir, podem demostrar que Sx«: Ho F — Jo G
és una transformacié natural d’H o F' en J o G.

Proposicié 2.10. La composicié horitzontal de transformacions naturals estd ben definida,
és a dir, en la situacio de la Definicio , Bra:HoF = JoG és una transformacio
natural d’H o F en J o G.
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Demostracié. Notem que 8 * « és una col - leccié indexada sobre els objectes de C. Ara,
si z € Ob(C) hem de vore que J(ay) o Bp(y) € Home(H (F(z)), J(G(x))). Ara, com « és
transformaci6 natural entre F' i G,
o, € Homp (F(x), G(x)).

Aixi, ara com J és funtor entre D i E,

J(az) € Home(J(F(2)), J(G(x)))-
D’altra banda, com [ és transformacié natural,

Br(z) € Home(H (F(x)), J(F(x))).
Per tltim, podem composar, i la composicié pertany on volem, és a dir,

J(0g) 0 Bp(z) € Home(H (F(2)), J(G(x))).

Sols falta vore 'iltima propietat de les transformacions naturals, siguen z,y € Ob(C) i
f € Homc¢(z,y), volem vore que

(JoG(f)) o (J(az) © Br)) = (J(ay) © Bry)) o (H o F(f)).

En primer lloc, com que F' és funtor tenim que F(f) € Homp(F(x), F(y)), aixi, com S és
transformaci6é natural, tenim que

J(F(f)) o Br@) = Bry) o H(F(f)).

Ara, composant en la igualtat anterior amb J(ay,) per I'esquerra arribem a

J(ay) o J(F(f)) o Bre) = J(ay) o Bre) o H(F(f)).
Com J és funtor, J(oy) o J(F(f)) = J(ay o F(f)) i com « és transformacié natural,
G(f)oay :ayOF(f).
Posant-ho tot junt tenim que

J(ay) o J(F(f)) = J(ay o F(f)) = J(G(f) 0 au) = J(G(f)) o ().

Substituint aquesta igualtat en ’anterior arribem a que

J(G(f)) o J(az) o Br(xy = J(ay) o Br(y) o H(F(f)).
Que és exactament el que voliem vore i, per tant, queda demostrat que S« és transformacio

natural de H o ' en J o GG. O

Nota 2.1. En la situacié de la Definicié , notem que, tot i que definim (5 * a), =
J(az) o Br(z), també tenim la segiient igualtat
(B*a)e = J(az) 0 Bra) = Ba) © H(aw).

Esta igualtat es deu al fet que a, € Homp(F(x),G(z)) i § és transformacié natural d’H
en J. Aixi, la definicié de 8 * a es pot donar, independentment, en funcié de F'i J o en
funcié de G i H.
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Propietats de les composicions

Ara que hem vist com composar transformacions naturals, vorem com interactuen aquestes
composicions amb les transformacions identitats d’algun funtor. Vejam-ho primer amb la
composicié vertical.

Proposicié 2.11 (Composici6 vertical i identitats). Siguen C ¢ D categories, F,G : C — D
funtors i a1 F = G una transformacio natural. Llavors,

aZidFoa:aoidg.
Demostracio. Avaluem en cada x € Ob(C),
(CV o 1dF)$ = Qg O (1dF)$ = Oy O ldF(x) = Olg.

(idG o Oz)x = (idg)x oQy, = idG(m) 0y = Quy.

Aixi, com per a tot z € Ob(C) les transformacions naturals «, idp o a, v 0 idg tenen les
mateixes components, deduim que sén la mateixa transformacié natural. ]

Vejam-ho ara amb composicié horitzontal.

Proposicié 2.12 (Composici6 horitzontal i identitats). Siguen C, D i E categories, F,G :
C — D funtors i a : FF = G una transformacio natural. Siga tambe H : E — C ¢
J : D — E. Llavors, per a tot x € Ob(C) i per a tot z € Ob(E)

(a*idy). = ag()-
(idy * )y = J(ag).
Demostracio. Vejam primer la primera igualtat.
axidg: FoH —=GoH
Avaluant en cada z € Ob(E) ens queda que
(a*idg). = G((idy)2) o apy = G(du(2)) © ap) = dam(z) © VH) = QH(2)-

Ara vejam la segona.
dyxa:JoF = JoG

Avaluant en cada z € Ob(C) ens queda que

(idJ * Od)x = J(Ozx) ¢} (ldJ)F(w) = J(O&m) o ldJ(F(x)) = J(Oém)
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Corol - lari 2.1. Siga C una categoria. La transformacié natural idig. €s neutre per a la
composicio vertical i per a la composicio horitzontal de transformacions naturals.

A continuacié, vorem una forta relacié entre la composicié horitzontal i la vertical de
transformacions naturals. Més especificament, en la situacié del diagrama segiient

F I

C > D ~E

A

H K

Comprovarem a continuacio que sera el mateix composar verticalment o amb iy amb
6 i després composar el resultat horitzontalment, que fer primer la composicié horitzontal
d’a amb v i 8 amb § i després composar el resultat verticalment. En forma d’equacié tenim
la segiient igualtat

(0o7)x(Boa)=(6%5)o(yx*a)
Aquesta és 'anomenada llei d’intercanvi.
Proposicié 2.13 (Llei d’intercanvi). Siguen C, D ¢ E categories i F,G,H : C — D,

I,JK : D —E funtorsia: F =G, :GCG=H,v: 1 =J,d0:J =K
transformacions naturals, llavors,

(6oy)*(Boa)=(d*p)o(y*a).

Demostracié. Primer vorem que aquestes dues expressions sén transformacions naturals
de I o F en K o H, agd és perque ¢ o~y és transformacié natural entre I i K, §o « és
transformacié natural entre F'i H, § *x 8 és transformacié natural entre Jo G i K o H i
~ % « és transformaci6é natural entre I o F'i J o G.

Ara sols falta comprovar que sobre el mateix objecte z € Ob(C) porten al mateix
morfisme en Homg (I (F(x)), K(H(z))).
Tot el que hem de fer és anar a poc a poc. D’una banda,

((Goy)*(Boa))e =K((Boa))o(d0Y)r@) = K(B) o K(az) 0 p@) ©Vr(a)-

En l’altra banda obtenim que
((6xB)o(y*a))e=(6%p)zo(v*a)s =K(Bz) o dg)© J () 0 Vr()-
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Aixi notem que sols falta verificar la segiient igualtat
K(az) 0 6p() = 0g(a) © J ().

Pero aquesta igualtat és certa, ja que o, € Homp (F'(z), G(z)) 1 6 és transformaci6 natural
de J a K. n
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Capitol 3

Adjuncions

En aquest capitol vorem formes de comparar dues categories, anirem de més restrictives a
menys i acabarem amb la nocié que més ens interessa, la nocié d’adjuncié.

Definicié 3.1 (Igualtat). Direm que una categoria C és igual a una altra D, i escriurem
C =D, si Ob(C) = Ob(D), per a tots =,y € Ob(C) tenim que Homc(z,y) = Homp(z,y), i
tenen la mateixa composicié de morfismes i les identitats per a cada objecte.

Equivalentment, C és igual a D si, i sols si, C és una subcategoria de D i D és una
subcategoria de C. L’exemple canonic d’igualtat el tenim en considerar C una categoria
qualsevol. Llavors trobem la igualtat

C = (CoP)°°.

Aquesta forma de comparar categories és clarament molt restrictiva, anem a relaxar-la
una mica amb la nocié d’isomorfisme entre categories.

Definicié 3.2 (Isomorfes). Direm que una categoria C és isomorfa a una altra D, i escriu-
rem C 2 D, si existeixen funtors F': C — D i G : D — C tals que

FoG=1d¢ i GoF =Idp.

Primer, remarquem que si dues categories sén iguals, llavors sén isomorfes prenent
els funtors identitats. Ara tornem a relaxar aquesta definicié amb la nocié de categories
equivalents.

Definicié 3.3 (Equivalents). Direm que una categoria C és equivalent a una altra D, i
escriurem C ~ D, si existeixen funtors F': C — D i G : D — C tals que

FoGZ=ZIdec i GoF ZIdp.
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De nou, tornem a remarcar la implicacié clara; si dues categories sén isomorfes, llavors
son equivalents. En aquest cas, sols hem de prendre la transformacié natural identitat.
Finalment, tornem a relaxar aquesta definicié amb la nocié d’adjuncio.

Definicié 3.4 (Adjuncié). Una adjuncié és una 6-tupla (C,D,F,G,n,e) on C i D sén
categories, F: C — DiG: D — Cfuntorsin :Ildc = GoFicec: Fo(G = Idp
transformacions naturals de tal forma que satisfan les segiients relacions que anomenarem
identitats triangulars,

(exidp)o(idp*xn) =idp 1 (idgxe)o (nxidg) =idg.

En aquesta situacié direm tenim una adjuncio de C en D, que G és adjunt per la dreta de F
i que F és adjunt per l’esquerra de G. La transformacié natural 1 s’anomena la unitat de
I’adjuncié i € s’anomena la counitat de ’adjuncié. Quan no hi haja possibilitat a confusié,
escriurem F' 4 GG per a denotar la situacié d’adjuncio.

Vejam en detall les conseqiiéncies de les identitats triangulars.

Interpretacié 3.1. Suposant que tenim una situacié d’adjuncié com la de la Definicié @,
el primer que farem és explicitar les transformacions naturals que ens apareixen enmig de
les identitats triangulars per notar que efectivament es poden composar aixi.

exidp: FoGoF = F idpxn: F = FoGokF
idg*e:GoFoG =G nxidg:G=GoFoG

Ara prenim un objecte x € Ob(C) i vejam amb detall la primera identitat triangular. Per
la proposicié que ens diu com es componen les identitats horitzontalment tenim que

idp@) = €r@) © F(n:)

Vejam la segona, siga y € Ob(D), per la mateixa proposicé que abans tenim que

idg(y) = G(ey) © Na)

Per tal d’afirmar que la situacié d’adjuncié és realment una generalitzacié de la d’equivaléncia,

a continuacié mostrarem que es compleix la implicacié corresponent. Cal destacar que
aquesta implicacié no és tan trivial com les altres que hem vist fins ara, ja que, per
demostrar-la, hem de verificar les identitats triangulars.

Proposicié 3.1. Siguen C >~ D categories equivalents, llavors existeiz una adjuncic de C
en D 7 altra adjuncié de D en C.
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Demostracié. En primer lloc, com que C ~ D és equivalent a que D ~ C, sera prou en vore
que existeix sols una d’aquestes adjuncions.
Com C ~ D, sabem que existeixen F': C — D i G : D — C funtors tals que

GOFgldc i FOGgldD.

Per tant, podem trobar n: Idc = G o F'i a: F o G = Idp isomorfismes naturals.

Ara hem d’anar amb compte, ja que (C,D, G, F, n, ) no té per que satisfer les identitats
triangulars. Es per aixd que definirem ¢ a partir d’aquesta a i d’n. Per a tot y € Ob(D),
definim,

ey = oy o F(G(ay) o TZG(y))71~

Ara anem a comprovar que € : F o G = Idp és transformacié natural. Simple-
ment cal adonar-se que €, és isomorfisme, en ser composicions i actuacions per funtors
d’isomorfismes. Siguen doncs y, z € Ob(D) i g € Homp(y, z). Volem vore que

goey =¢e,0F(G(g)).
Substituint les €, aix0 és equivalent a que

goQyo F(G(ay) o nG(y))il =0z 0 F(G(az) © nG(z))il o F(G(Q))

Per vore aquesta igualtat farem servir tot el temps les proposicions que ens diuen qui
és la inversa de la composicié de dos isomorfismes i la proposicié que ens diu qui és la
inversa de ’actuacié per un funtor d’un isomorfisme. Ens detindrem amb més detall en les
igualtats degudes a les transformacions naturals.

Com « : F o G = Idp és una transformacié natural, tenim que

goay =a; o F(G(g)).

Aixi, composant amb F(G(ay) 0 1¢(,)) " tenim que,

goay o F(Glay) onay)) ™" = a0 F(G(g)) o F((G(ay) o na) ™)

=a, 0 F(G(g)) o F(U&(ly) o G(ay)_l)

= a; 0 F(G(g) o115, © Glay) ™).

1. Go F = Idc és una transformaci6 natural i G(g) € Homc(G(y), G(2)).

Ara, n~
Aixi,
G(g) oG, = Mg © G(F(G(9))).

Tornant on estavem tenim que



Ara, fent servir que ! : Idp = F o G és una transformacié natural, tenim que
-1 -1
F(G(g))oa,” =a; og.

Aixi, tornant on estavem tenim que
g0, 0 F(G(a,) ona) ™" = as 0 Flngl, o G(F(G(g)) 0 "))
— a0 Figl,, 0 Glaz" 0 9))
—aso F(nG( JoGlaz") 0 Gl(g))
= a; 0 F(ng, o Glaz) ™) o F(G(g))
=z o F((G (az) °1G(z) ) o F(G(g))
= a, 0 F(G(a) ong(z)) ' o F(G(g)).

Aixi, e és transformacié natural i, per tant, isomorfisme natural.
Vejam_ara que se satisfan les identitats triangulars. Concretament, gracies a la Inter-
pretacié B.1l, volem vore que per a tots 2z € Ob(C) i y € Ob(D),

idp@) = ep@ o F(n:) 1 idgq) = Gley) o ng(y)-
Vejam primer la segona equacio,
Gley) 0 na(y) = Glay 0 F(Glay) o n6(,)) ™) o na(y)
— Glay) o G(F(ng ) o GF(G(ay")) e nly).
Ara com 7 : Idc = GoF és una transformacié natural i G(a; ') € Homc(G(y), G(F(G(y)))),
tenim que
G(F(G(a; ")) o na(y) = narcy))) © Gloy ).
Tornant on estavem,
G(ey) o ey = Glay) 0 GIF(ngh)) o GF(Glay ) o 16 (y)
= G(ay) o G(F(115,) © Naraw)) © Glag )

Ara, fent servir que 7 és una transformacié natural i com né(ly) € Homc(G(F(G(y))), G(y)),
tenim que,
G(E(1154,) © Na(r©w) = 16() © oy
Aplicant aix0 a on estavem tenim que
Gley) o nay) = Glay) 0 G(F(ng,, ))) o G(r(aw)) © Glag ™)
= G(ay) ong(y) © nG(y) o G(a *1)
Glay) o ldG(F(G<y>>> ° Glay")
= G(ay) 0 G(ay ")
= ldg):
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Com voliem vore.
Ara per a la primera equacid, hem de fer abans una observacié que ens servira més
endavant. Vorem que

Fligiewy) = FIGFm ).

Per vore aix0, comencarem per la igualtat coneguda

e 0Ny = ida(r(a)),

i aplicarem que 7! : Go F = Id¢ és una transformaci6 natural i n, € Homc (z, G(F(z)).
Aixi,
Nz © 7];1 = UE;(lF(x)) o G(F(n:)) = idG(F(z))'

Composant ara amb G(F(n,))~! per la dreta, obtenim que

776'(1}7(95)) = G(F(nx))_1~

Finalment, deixant actuar F' a banda i banda arribem al resultat desitjat.
Amb aquesta igualtat vista, podem vore més facilment la primera identitat triangular.
Fent servir aquesta observacié en aquesta ultima igualtat tenim que

) © F(Nz) = ap@) o F(G(ap@w) © Nare)) ' 0 F(n:)

= QF(z) © F(né(lp(z))) o F(G(O‘;ﬂ%@)) o F(nz)

= o 0 F(GF(; V) 0 F(Glagh,y)) o F(n.).

Ara farem servir que o : F o G = Idp és una transformacié natural i que F(n;!) €
Homp (F(G(F(z))), F(x)). Aleshores tenim que

F(n;') o ar@r@) = arE) © FIGF (1))
Ara, tornant per on anavem,
ey © F1) = ey 0 FG(F(5 1)) 0 F(Glagl,)) o F(1a)
= F(n; ") o ap(r)) © F(G(a}%x))) o F(ny).

Flz) ©

Finalment, fent servir de nou que «a és una transformacié natural i que «
Homp(F(x), F(G(F(z)))), tenim que

(e © OF(x) = AR(G(FG)) © F(G(ag,)).
Aplicant aixo a on estavem tenim que
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Amb aix0 queden provades les dues identitats triangulars, i per tant hem vist que
(C,D, G, F,n,¢) és una adjuncio. O
3.1 Propietat universal

En aquesta seccié vorem la propietat principal que tenen les adjuncions i algunes de les
seues conseqiiéncies. A aquesta propietat I’anomenarem propietat universal. Aquesta és
una forma alternativa de caracteritzar una situacié d’adjuncié.

Proposicié 3.2 (Propietat Universal). Siguen C ¢ D categories. Son equivalents:
1. Ezxisteix una adjuncié (C,D, F,G,n,¢).

2. Ezisteizen F: C — D i G : D — C funtors, ¢ una transformacié naturaln : idc =
G o F tal que, per a cada v € Ob(C), y € Ob(D) ¢ f € Homc(x,G(y)), existeiz un
tnic morfisme f* € Homp(F(z),y) de forma que

f: G(fﬂ)onac

Demostracié. [1) = 2)] Vejam primer existéncia.
Siguen x € Ob(C), y € Ob(D) i f € Homc¢(z, G(y)). Definim

fF=e, 0 F(f).
Anem a vore que aquesta f* satisfa la igualtat de 2)
G(f*) one = Gley o F(f)) one = Gley) 0 G(F(f))) 0 n = Gley) o ngyy © f = f-

On la igualtat G(F(f))) o ne = ng) © f ve del fet que 7 és transformacié natural i f €
Homc (7, G(y)). Iaigualtat G(ey)ong(,) = idg(y) ve de la Interpretacié B.1 de les identitats
triangulars.

Vejam ara la unicitat.
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Siga f' € Homc(F(z),y) tal que f = G(f') o1z, hem de vore que f' = f¥ Per la
identitat triangular tenim que,

fr=floidp(y (1)
= f'oep() o F(n:) (2)
=¢ey 0 F(G(f")) o F(n:) (3)
=¢ey 0 F(G(f') onx) (4)
=¢eyo F(f) (5)
= fh. (6)

On la tercera igualtat es té perque € és una transformaci6 natural i f € Home (F(z),y),
mentre que la pentltima igualtat ve d’aplicar la hipotesi sobre f’. L’tiltima igualtat és la
definicié de f1.

Aixi, ja hem demostrat 2).

[2) = 1)] El primer que farem sera definir ¢ = (gy)ycobp)- Siga y € Ob(D), consi-
derem G(y) € Ob(C) i la identitat idg(,) € Homc(G(y), G(y)). Per 2) sabem que existeix
un tnic idﬁG(y) € Homp(F(G(y)),y). Definim ¢, = idﬁG(y). Ara hem de vore que ¢ és
transformacié natural i que se satisfan les identitats triangulars.

Vejam primer una de les identitats triangulars.

La primera és directa, ja que per 2) tenim que

idgy) = Glid%,) o na) = Gley) o Nag):
Vejam ara que ¢ : F'o G = Idp és transformacié natural. Siguen y,y’ € Ob(D) i
f € Homp(y,y'). Volem vore que
foey, =2y 0 F(G(f).

Ara, G(f) € Homc(G(y), G(y')). Per 2) tenim que existeix un tnic G(f)* € Homp (F(G(y)),v')
tal que

G(G(f)") o na) = G(f).

Pero ara notem que

G(foey)ongy) = G(f) o G(ey) ongu) = G(f),

on hem fet servir la identitat triangular que ja hem demostrat. Per tant, per unicitat tenim

que G(f) = fos,

Pero també tenim que

G(ey o F(G(f))) o nawy) = Gley) o G(F(G(f))) © nay) (1)
= G(ey) ongy o G(f) (2)
= G(f). (3)



On la segona igualtat es té pel fet que n és una transformacié natural i G(f) €
Homc(G(y), G(y')). Laltima igualtat ve de nou de la identitat triangular que hem de-
mostrat.

Concloem que G(f)* = ¢, o F(G(f)), per tant

foey=G(f) =gy o F(G(f)).

Per tant, € és una transformacié natural.

Vejam ara la segona identitat triangular.

Abans, vorem que en general, si f € Homc(z, G(y)), llavors f# = g, 0 F(f). Ago es té
pel fet que

Gley o F(f)) o ne = Gley) 0 G(F(f))) 0w = Gley) o nagyy o f = [

Perque n és transformacié natural i ja hem demostrat la primera identitat triangular.
Prenem ara f =7, € Homc(z, G(F(z))), llavors tenim que

nh = epe) o F(f).

Pero ara notem que
Ne = G(Ufc) Oy 1 Mg = G(idF(:p)) O Ng-

Aixi, per unicitat de les f# tenim que

idp(y) =0k = epg) o F(f).

I, per tant, tenim la segona identitat triangular.
Aixi, ja hem vist totes les propietat i podem afirmar que (C,D, G, F,n,¢) és una adjun-
cio, el que prova 1). O

Ara vorem una conseqiieéncia de la propietat univeral. Si F 4 G, llavors I’ esta deter-
minada per G tret d’isomorfismes natural. D’igual forma G esta determinada per F' tret
d’isomorfisme natural.

Corol - lari 3.1. Siguen C i D categories i siguen (C,D, F,G,n,e) i (C,D,F',G,n',&")
dues adjuncions, és a dir, G és adjunta per la dreta de F i de F'. Llavors, ewisteiz un
isomorfisme natural o : F = F’.

Demostracio. Anem a definir a. Sabem que ha de satisfer que, per a tot z € Ob(C),
a, € Homp(F(x), F'(x)). Ara, com n, € Homp(z, G(F'(z))) farem servir la propietat
universal en 'adjuncié F' 4 G per definir per a tot x € Ob(C),

Qg = (U;)ﬁ S HOHID(F(J}),F/(.@))
A més, sabem que «, és I'inic morfisme que satisfa I'equacié G(ay) o ny = 1.
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Ara comprovarem que « és transformacié natural de F' a F’. Siguen z,y € Ob(C) i
f € Homc¢(z,y). Volem vore que

F/(f)oaac:ayoF(f)‘

Pero, com que F'(f)oay, ayoF(f) € Homp(F(z), F'(y)), podem aplicar de nou la propietat
universal en 'adjuncié F' 4 G i, per unicitat, tenim que és prou en vore que

G(F/<f) © ax) OMlz = G(ay o F(f)) O M-
Desenvolupant la banda de I'esquerra i fent servir I'equacié G(a) o, = 1., arribem a que
G(F'(f) o ag) oy = G(F'(f)) 0 G(ag) o np = G(F'(f)) 0115

Amb un poc més de feina, vorem el mateix per a la banda de la dreta. Pero abans, anem a
recordar que com 7 i 7’ s6n transformacions naturals satisfan que per a tot h € Homc (z, ),

G(F(h))ong =mnyoh, G(F'(h)) om = njy 0 h.
Aquestes dues igualtats les aplicarem a la nostra f a continuacié.
G(Ozy o F(f))ons = G(ay) oG(F(f))on. = G(ay) omnyo f

=nyof
= G(F'(f)) ol

Aixi, hem demostrat que G(F'(f)oay)on, = G(ay o F(f))ong i, per tant, per unicitat
que ens dona la propietat universal, tenim que

F’(f)oocz:ayoF(f).

Per tant, hem vist que « és una transformacié natural.
Per vore que és un isomorfisme, definirem la inversa de «, com segueix. Per a tot

x € Ob(C) definim, /
Bz = (n.)" € Homp(F'(z), F(x)),

on la notacié ¥ ve de la propietat universal per a 'adjuncié F’ 4 G. Aixi, sabem que
Bz és inic morfisme que satisfa 'equacié G(5;) o nl, = ny.
I per vore que 3, = a;; ' sols hem de comprovar que

Qg 0 By = ldF’(a:) 1 froay= ldF(CE)

Fem primer ’equacié de ’esquerra. Podem aplicar la propietat universal en I’adjunci
F’ 4 G i, per unicitat, tenim que és prou vore que

G(az 0 fBy) 0 77; = 77;-
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Desenvolupant la part de I’esquerra ens ix facilment que
G(aa: © B$) © 77; = G(aw) 0 G(Bw) © 77/1 = G(adi) O Ny = 77;~

Per tant, hem vist la primera igualtat que voliem vore, vejam la segona. Analogament,
podem aplicar propietat universal en ’adjuncié F -4 G i, per unicitat, és prou vore que

G(Ba: 0 Qz) 0 Ny = M.
Desenvolupant de nou la part de 'esquerra ens ix facilment que,
G(Be 0 az) one = G(Br) 0 Glag) omy = G(Bz) o 1y = N

Comprovades ambdues igualtats, podem concloure que per a tot z € Ob(C), 5, = a,,
i en particular, o, és un isomorfisme i, per tant, a és un isomorfisme natural. O

1

El segiient corol - lari i la seua demostracié sén analegs a I'anterior.

Corol - lari 3.2. Siguen C i D categories i siguen (C,D,F,G,n,e) i (C,D,F,G',n,&")
dues adjuncions, és a dir, F és adjunta per l'esquerra de G i de G'. Llavors, existeix un
isomorfisme natural o : G = G'.

A continuacié vorem que, donada una adjuncié de C en D, podem definir unes subca-
tegories concretes de C i D que siguen equivalents.

Proposicié 3.3. Siguen C i D categories i siga (C,D, F,G,n,e) una adjuncié, llavors,
podem definir unes subcategories, CO i DV on,

Ob(C% = {2 € Ob(C) : 1, és un isomorfisme}

Ob(D?) = {y € Ob(D) : ¢, és un isomorfisme}

I els morfismes entre objectes i les composicions entre morfismes son els mateixos que en
C i en D respectivament. A més, C0 ~ D°, és a dir, son categories equivalents.

Demostracié. Primer, C° i D sén categories, ja que estan formats per una col - leccié
d’objectes i de morfismes i els morfismes satisfan les quatre propietats que han de satisfer
en ser els morfismes d’altra categoria.

Ara, definim n° = (ng)IGOb(CO) on 7Y =1, i també ¥ = (Sg)yeob(DO) on 52 = &y.

Per la definici6 de CY i de D° tenim que cada 12 i cada 52 s6n isomorfismes.

Ara considerem FU la restriccié d’F a C°, aixi com GV la restriccié de G a DY. Clara-
ment, aquestes assignacions sén funtors, ja que continuen respectant dominis i codominis,
identitats i composicions.

A més, com (C,D, F,G,n,¢) és una adjuncio, tenim que n : Ildc = GoFie: FoG =
Idp sén transformacions naturals i aixo ens ajudara a vore que n° : idco = G° o FY i
€0 FY o G¥ = idpo s6én transformacions naturals.
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Comencem per 7°. Siguen z,y € Ob(C°) i f € Homeo(x,y). Volem vore que
GU(FO(f)) ong =nyo f.

Aix0 és equivalent a que
G(F(f)) ome =nyo f.

Que ja sabem que és cert, ja que 7 és transformacié natural. El cas de ¥ és completament
analeg. Aixi, ja tenim que 7% i € sén transformacions naturals, perd també tenim que

cada 12 i cada 52 s6n isomorfismes. Per tant, de fet n° i ¥ sén isomorfismes naturals i per
tant,

ideo 2GYo FO 1 idpo = FY 0 GO.
Aixi, hem vist que C° ~ D sén equivalents. O

3.2 Composicié d’adjuncions
En aquesta seccié vorem com podem composar dues adjuncions.

Definicié 3.5 (Composicié d’adjuncions). Siguen C, D i E categories i F' : C — D,
G:D—CH:D—EiJ:E— Dfuntors, n : ldc = Go F,e: FoG = Idp,
0:1dp = JoH, A\: HoJ = idg transformacions naturals tals que (C,D, F,G,n,¢) i
(D,E, H, J,§,\) s6n adjuncions. Definim la composicié d’aquestes dues adjuncions com la
tupla

(C,E,Ho F,Go J,«,3)

On a=(dg*dxidp)onif=No(idyg xexidy).
Vejam que efectivament, en aquestes condicions, aquesta tupla és una adjuncio.

Proposicié 3.4. La composicié d’adjuncions estd ben definida, és a dir, en una situacié
com la de la definicié, (C,E,H o F,G o J,«, B) és una adjuncid.

Demostracié. Ja sabem que H o F' és un funtor de C en E en ser composicié de funtors.
Analogament, G o J és un funtor de E en C en ser composicié de funtors.

Vejam ara que « i 8 sén transformacions naturals. Comencem amb «. Sabem que
6 :Idp = J o H, per tant,

idg*d*idp:GoF = GoJoHokF.
I com també tenim que 7 : Idc = G o F', llavors,
a=(idg*dx*xidp)on:Ildc=GoJoHoF =(GoJ)o(HoF).

Com voliem vore.
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Fem ara 3. Sabem que ¢ : F'o G = Idp, per tant,

idg*exidj: HoFoGoJ=— HolJ.

I com també tenim que A : H o J = idg, llavors,
B=MAo(idg*exidj): HoFoGoJ=(HoF)o(GolJ) = idg.

Com voliem vore.
Ara sols ens falta per vore que se satisfan les identitats triangulars. Abans de comprovar-
les, vorem 'expressi6 de a, i 3, per a x € Ob(C) i y € Ob(E).

Ay = ((idG * 0 % idp) o 77)96 = G((Sp(x)) O Mg
By = ()\ o] (ldH * € % idJ))y = )‘y o H(EJ(y)).

Vejam primer la primera igualtat. Gracies a la Interpretacié @, sols hem de vore que,
donat x € Ob(C),

dy(re) = Ba(F@) © H(F(az)).

Desenvolupant « i 3 en el costat de la dreta, tenim que,

BH(F(z)) © H(F(az)) = Aa(r(2)) © H(Ej(H(F(2)) © H(F(G(0p@) ©n2))
= Aa(F@) © H(Es(H(F @) © F(G(0p)))) o H(F ().

Ara, com que ¢ : F'oG = Idp és una transformacié natural i p(,) € Homp (F'(x), J(H (F(x)))),
llavors

EJ(H(F(=))) © F(G(0p@))) = 0p(z) © €F(z)-

Substituint aixo en I'expressié de dalt, tenim que

Br(F(2)) © H(F () = Ax(r2)) © H(Es(H(F (@) © F(G0p(@)))) © H(F ()
= Aa(F(x)) © H(0F(2) © €F(z)) © H(F(n2))
= A (F(z)) © H(0p@)) © H(ep(z) © F(nz))
= id g (F(2)) © H(idp) = dpr@)-
On en la penultima igualtat hem fet servir la primera identitat triangular de les adjun-
cions H 4 J i F' 4G, la primera en I'objecte F'(z) i la segona en x.

Vejam ara la segona igualtat. De nou, per la Interpretacio sols hem de vore que,

donat y € Ob(E),
idas) = G(J(By)) © agri(y))-

Desenvolupant « i 3 en la dreta, tenim que,

G(J(By)) © agiy)) = G(J(Ayo H(ey)))) o GOr@cIw)) © N6w))
G(J(Ay)) o G(J(H (g sy))) © Sr(c(i)) © NG (w))-
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Ara, com que ¢ : Idp = JoH és una transformacié natural i ¢ 5,y € Homp (F(G(J(y))), J(v)),
llavors,

J(H(g () © OrG(Iw) = 0(y) © Eay)-

Substituint aixo en I'expressié de dalt, tenim que

G(J(By)) ° agi)) = G(J(Ay)) o G(J(H (g 11))) © Sr(c(ity))) © NG(I(v))
= G(J(\y)) o G010 © €1y)) © NG (I(w))
= G(J(\y) 0 d5y)) 0 Ges) © Naiw))

el

id;(y)) 0 1da(s(y) = Mde((y))-

On en la penultima igualtat hem fet servir la segona identitat triangular de les adjun-
cions H 4 J i F' 4G, la primera en l'objecte y i la segona en J(z).

Ara, ja hem vist totes les propietats, i podem afirmar que (C,E,H o F,G o J,«, ) és
una adjuncio. O

3.3 Morfisme d’adjuncions

En aquesta seccié vorem que podem definir una nocié de morfisme entre adjuncions. També
vorem que les adjuncions amb aquesta definicié de morfisme d’adjuncions, formen una
categoria.

Definicié 3.6 (Morfisme d’adjuncions). Siguen (C,D, F,G,n,e) i (C',D', F',G',n/, ") dues
adjuncions. Un morfisme de 'adjuncié F' 4 G en 'adjuncié F’ 4 G’ és un parell (L, K) on
L:C— CiK:D— D sén funtors tals que,

e LoG=G'0oK,KoF =F'olL.
° idL*n:n/*idL-
o &/ xidg =idg * €.

Proposicié 3.5. les adjuncions amb els morfismes d’adjuncions, formen una categoria
que denotem per Adj.

Demostracié. El primer que hem de comprovar és que els morfismes es poden composar, és
a dir, siguen (C,D, F,G,n,¢), (C',D', F',G',n/,&") i (C", D", F" G" 1", &") tres adjuncions,
(L, K) un morfisme de F 4G en F/ 4G’ i (L', K') un morfisme de F/ 4G’ en F" 4 G".
Volem vore que podem definir (L' o L, K’ o K) com a la composici6 (L, K)o (L', K’) en la
categoria Adj.

Notem que L' o L : C — C" i K’ o K : D — D” sén funtors, en ser composicié de
funtors. Vejam que satisfan les propietats per a ser morfisme d’adjuncions.
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La primera és facil, el que volem vore és que
(L'oL)oG=G"o(K'oK) i (K'oK)oF=F"o(L'oL).

Desenvolupant-les i fent servir que (L, K) i (L', K') sén morfismes d’adjuncions arribem
rapidament a que

LoLoG=L0GoK=G"oK oK.
KoKoF=KoFoL=F"oLolL.

Per a la segona hem de vore que,
idpor *n=n"*idp,L.
Avaluant en els objectes x € Ob(C), aix0 és equivalent a que,
LN(L(n2)) = 0 (1))-

Pero ara, com (L, K) i (L', K') sén morfismes d’adjuncions, avaluant la segona condici6 en
x i en L(x) respectivament tenim que,

Lnz) =y 1 L) =00 0w)-
Tot junt, arribem a que
L(L(n2)) = L' () = Mr(nia)-
La tercera sera molt pareguda a la segona, hem de vore que,
e’ xidgrog = idgrox * €.
Avaluant en els objectes y € Ob(D), aix0 és equivalent a que,
E}Q’(K(y)) = K/(K(Ey))

Perd ara, com (L, K) i (L', K') sén morfismes d’adjuncions, avaluant la tercera condici6 en
y ien K(y) respectivament tenim que,

ek = K(Ey) 1 Fhoyy = K (Ekqy))-

Tot junt, arribem a que

i) = K (k) = K'(K(ey)).

Per tant, els morfismes d’adjuncions es poden composar.

Ara, que la composici6 és associativa la tenim gracies al fet que la composicié de funtors
ho és. Per a vore que la identitat és morfisme d’adjuncions hem de vore que satisfa les
propietats, és a dir, siga (C,D, F, G, n, ) una adjuncid, considerem (Idc,Idp), hem de vore
que és morfisme d’adjuncions de F 4 G en F - G. Les propietats es reduixen a que
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° IdCOG:GOIdD, IdDOF:FOIdc.

o idIdc X1 =1 % idIdc-

o & xidyq, = idyq, * €.
La primera és evident, ja que les identitats funtorials sén neutres per a la composicio. Les
altres dues les tenim del corol - lari , que ens diu que idq. és neutre per a les dues
composicions de transformacions naturals.

Sols ens faltaria vore que la identitat en Adj és neutre per a la composicié en Adj, pero

és directe gracies al fet que els funtors identitats sén neutres per a la composicié de funtors.
Vistes totes les propietats, hem demostrat que Adj és una categoria. ]
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Capitol 4

Exemples d’adjuncions

En aquest capitol veurem un parell d’exemples rellevants on apareix una situacié d’adjuncié.
En la primera part estudiem la situacié d’adjuncié en conjunts preordenats i en la segona
part estudiem una situacié d’adjuncié entre la categoria de conjunts i la de monoides, amb
la construccié del monoide lliure.

4.1 Adjuncions en conjunts preordenats

En aquesta secci6 estudiarem el concepte d’adjuncié en el context especific dels conjunts
preordenats, una estructura fonamental en teoria de I'ordre. Els conjunts preordenats sén
conjunts dotats d’una relacié binaria reflexiva i transitiva que permet comparar elements,
encara que sense garantir I’antisimetria propia dels ordres parcials.

A continuaci6 vorem definicions, propietats i exemples que il - lustren com funciona una
adjuncié entre conjunts preordenats vistos com a categories.

Definicié 4.1. Recordem que un conjunt preordenat és un parell (P, <) on P és un conjunt
i < és una relacié binaria en P satisfent les segiient propietats

1. Per a tot a € P, a < a (Reflexiva).
2. Per a tot a,b,c € P,sia<bib<e, llavors a < c¢. (Transitiva).

Donat un conjunt preordenat (P, <) definim la categoria P, que tindra com a objectes els
elements de P i sols tindra un tnic morfisme d’un objecte a un altre si el primer és menor
que el segon en relacié a <, és a dir,

Ob(P)=P
I, si a,b € Ob(P) = P, llavors,

Homp(a,b) = {{@(a,b)} sia<b

en altre cas
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Definim la composicié dels morfismes de la segiient manera. Siguen a,b,c € P, f €
Homp(a,b) i g € Homp (b, ¢), sabem que com a molt hi ha 1 morfisme d’un element a altre,
necessariament

f=(a,b) i g=(bc).

Definirem (b, ¢) o (a,b) = (a,c). La composici6 esta ben definida per la transitivitat de la
relacié.

Demostrem rapidament que efectivament P és una categoria.

Que la composicié és associativa és evident, ja que si a, b, c,d € P s6n tals que

a<b<c<d,
aleshores
((¢,d) o (b,c)) o (a,b) = (b,d) o (a,b) = (a,d) = (¢,d) o (¢,a) = (¢,d) o ((b,¢c) o (a,b)).

Aixi tenim l’associativitat de la composicié.
Per a l'existéncia d’identitat és prou en notar que, com a < a per a tot a € P, sols
tenim una opcié, definir

id, = (a,a).

Que la identitat és neutre per a la composicié també és evident. Siguen a,b,c € P tals
que a < b < ¢, llavors

idy o (a,b) = (b,b) o (a,b) = (a,b) i (b,c)oidy = (b,c)o (b,b) = (b,c).

Aixi ja hem vist que P és una categoria.

Notem també que la condicié que P siga un conjunt preordenat no era arbitraria, ens ix
de manera natural si volem una categoria on com a molt hi haja un morfisme de qualsevol
objecte a qualsevol altre.

Ara vorem una caracteritzacié que ens ajudara a comprendre com son els funtors entre
dues categories associades a conjunts preordenats.

Proposicié 4.1. Siguen (P,<p) i (Q,<g) dos conjunts preordenats. Els funtors F :
P — Q sdn, precisament, les aplicacions monotones de P a @), és a dir, les aplicacions
F: P — Q@ tals que, per a tot p1,ps € P,

si p1 <p p2, llavors F(p1) <g F(p2).

Demostracio. Primer, recordem que si F': P — Q és un funtor, llavors és una assignacié
que envia objectes de P en objectes de Q i també morfismes de P en morfismes de Q
respectant dominis i codominis. Aixi, si (p1,p2) és un morfisme de P, llavors F'((p1,p2))
és un morfisme de Q de F'(p1) en F(p2) i, per tant, F'((p1,p2)) = (F(p1), F(p2)), és a dir,
F(p1) <q F(p2). Aixi, F' és una aplicacié monotona. O
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Vejam ara que hauria de passar i les conseqiiencies que tindria ’existencia d’una ad-
junci6 entre dues categories d’aquest tipus.

Proposicié 4.2. Siguen (P,<p) i (Q,<q) dos conjunts preordenats. Siguen F': P — Q
i G : Q — P funtors, és a dir, aplicacions monotones. Siguen n : idp = Go F 1
€ : F oG = idq transformacions naturals. Llavors, per a tot p € P i per a tot ¢ € Q

p<pG(F(p) i F(G(q)<qa
I es compleizen les identitats triangulars.

Demostracié. Primer vejam la primera desigualtat. Com 7 és una transformacié natural,
tenim que 7 = (1)p)pep On per a cada p € P, 1, € Homp(p, G(F(p))). Aixi, en particular,
Homp(p, G(F(p))) # @ i, per tant, p <p G(F(p)).

La segona desigualtat és analoga fent servir l'existencia de €. Com e és una transfor-
macié natural, tenim que € = (g4)qe@ On, per a cada g € Q, ¢4 € Homq(F(G(q)), q). Aixi,
en particular, Homp (F(G(q)),q) # @ i, per tant, F(G(q)) <q q.

Aixi, ja hem vist les dues desigualtats que voliem.

A més, per la unicitat dels morfismes d’un objecte a altre en estes categories tenim que
peratotspe PigeQ,

=G ({p) i g =(F(G)q).

Vejam ara les identitats triangulars i comencem per la primera. Volem vore que per a
tot pe P

idp() = ep@) © F(p)-

Pel que hem vist abans, aix0 és equivalent a que

(F'(p), F(p)) = (F(G(F(p))), F(p)) o (F(p), F(G(F(p))))-

Que sabem que és cert. La segona igualtat també sera semblant. Volem vore que per a tot

g€
idG(q) = G(€q) °NG(q)-
De nou, pel que hem vist abans, aixo és equivalent a que
(G(q),G(a)) = (G(F(G(q))),G(a) o (G(q), G(F(G(q))))-
Que també sabem que és cert. Aixi, hem demostrat les identitats triangulars. ]

La conclusié d’aquesta proposicié és que si tenim (P, <p) i (Q,<g) dos conjunts pre-
ordenats, existira una adjuncié entre les categories P i Q si, i sols si, existeixen aplicacions
monotones F': P — Qi G: Q — P tals que,

p<pG(F(p) 1 F(G(9)) <qq
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Esta és, precisament, la definicié d’una connexié de Galois entre els dos conjunts preor-
denats. Es a dir, donar una adjuncié entre les categories associades a conjunts preordenats
és equivalent a establir una connexié de Galois entre els conjunts preordenats. De fet, a
conitnuacié vorem ’equivalencia d’aquesta tltima condicié amb la definicié de la connexid
de Galois (punt 2 de la Proposicié @)

Proposicié 4.3. Siguen (P,<p) i (Q,<q) dos conjunts preordenats. Siguen F': P — Q
1 G : Q — P funtors, és a dir, aplicacions monodtones. Llavors, sén equivalents

1. Peratotpe P, p<p G(F(p)) i per a tot g € Q, F(G(q)) <¢ q.
2. Per a totsp € P iqeQ tenim que F(p) <g q < p <p G(q).

Demostracid. [1. = 2.]. Siguen p € P i g € Q. Suposem que F(p) <g q. Com G és
monotona tenim que G(F(p)) <p G(q). A més, per 1, també tenim que p <p G(F(p)).
Per transitivitat de <p tenim que,

p <p G(F(p)) <p G(q) i, per tant, p <p G(q).

Ara suposarem que p <p G(g). Com F és monotona tenim que F(p) <g F(G(q)). A
més, per 1, també sabem que F(G(q)) <g ¢. Per transitivitat de <p tenim que,

F(p) <q (F(G(q))) <@ q i, per tant, F(p) <q q¢.

Aixi, ja hem vist 2.
[2. = 1.]. Siga p € P. Prenim g = F(p). Aleshores, per la reflexivitat de <g, tenim
que F(p) <q ¢ i per 2 tenim que

p <p G(q) = G(F(p)).

Per a l'altra desigualtat procedim igual. Siga ¢ € @, prenim p = G(g). Aleshores, per
la reflexivitat de <p tenim que p <g G(q) i per 2 tenim que

F(G(q)) = F(p) <q ¢

Aixi, ja hem vist 1. O

4.1.1 Un exemple concret

Vejam ara un cas particular d’aquest exemple. Aquest és el cas en el que considerem les
parts d’un conjunt A amb la inclusié de conjunts, és a dir, (P(A),C). Construim ara una
F iuna G de tal forma que formen una adjuncio.
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Proposicié 4.4. Siga A un conjunt. Considerem el conjunt preordenat (P(A),C). Siga
també X C A un subconjunt firat. Podem considerar les segiients aplicacions,

B—BNnX

Gx : (P(A),S) — (P(A), <)
B— BU(A\ X)

Estes dues aplicacions donen una connexié de Galois en (P(A), C).

Demostracid. Per vore que Fx és monotona sols hem de recordar que si B, C' C A sén tals
que B C C, llavors BN X C CNX, ja que, d’'una banda, BNX C B C C'i, d’altra banda,
BNX CX. Aixi, Fx és monotona.

Per vore que Gx és monotona sols hem de recordar que si B,C' C A sén tals que B C C,
llavors BU (A\ X) C CU (A\ X), ja que, d'una banda, BC C C CU(A\ X) i, d’altra
banda, (A\ X) CCU(A\ X). Aixi, Gx és monotona.

Vejam ara la condicié 1 de la Proposicié #1.3. Siga B C A, hem de vore que

BCGx(Fx(B)) i Fx(Gx(B)) CB.
Calculem qui sén aquests conjunts,
Gx(Fx(B)=Gx(BNnX)=(BNX)U(A\X)=BU(A\ X).
Aixi, clarament tenim la primera desigualtat. Per altra banda,
Fx(Gx(B))=Fx(BU(A\X))=(BU(A\X))NnX=BnX.

I, per tant, també tenim la segona desigualtat. O

4.2 Monoides lliures

En aquesta subseccié estudiarem el concepte de monoide lliure, una construccié fonamental
en algebra i teoria de categories que ens permet generar monoides a partir d’un conjunt
donat sense imposar més relacions que les estrictament necessaries per a satisfer les propi-
etats d’'un monoide. El monoide lliure sobre un conjunt A és, essencialment, el conjunt de
totes les cadenes finites (o paraules) formades pels elements d’A, equipat amb 'operacié
de concatenacié i la paraula buida com a element neutre. Aquesta construccio és un exem-
ple classic d’objecte lliure en teoria de categories, i la seua propietat universal ens permet
entendre i treballar un exemple concret d’adjuncions en un context algebraic.
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Definicié 4.2. Siga A un conjunt. Una paraula de longitud n € N sobre A és una
aplicacié v : n — A, on entenem n com el conjunt n = {0,...,n — 1}, i en particular,
0 = @. Denotem per Hom(n, A) com el conjunt de totes les paraules de longitud n sobre
A. Finalment, definim
A% = U Hom(n, A).
neN
Aquest és el conjunt de totes les paraules sobre A.

El conjunt A* té una estructura interessant. Primer, cal mencionar que Hom(0, A) sols
té un element que anomenarem la paraula buida i la denotarem per A\. També podem definir
la concatenacio de paraules. Aquesta sera una operacié binaria interna que denotarem per
A ique la definirem formalment a continuacié. Siguenn,m e Niv:n — Aiw:m — A
dues paraules sobre A, definim la seua concatenacid, denotada per v A w, com la paraula

vAw:(n+m)— A

v(k) sik<n
k —
wk—n) sik>n

Abans que res, notem que A és neutre per a A, o en altres paraules, la paraula buida
és neutre per a la composicié de paraules. Notem també que A no és commutativa, és a
dir, en general no es té perque satisfer la igualtat v A w = w A v. Tot i aixo, també hem
d’observar que A si que és associativa, més concretament, si n,m,h € N, v : n — A,
w:m — Aiu:h— A son tres paraules sobre A, llavors

v(k) sik<n
vA(wAu)(k)=(vAw)Luk) =< wk—n) sin+m>k>n
ulk—n—m) sik>n+m

Aixi, en particular, A* = (A* A, \) té estructura de monoide, que anomenarem mo-
notde lliure sobre A.

Notacié 4.1. Siga A un conjunt, 0 #n € Ni v :n — A una paraula no buida sobre A,
també la podem escriure com a concatenacié de lletres on cada lletra és 'avaluacié de v en
algun natural on estiga definit. Concretament escriurem,

v = vV1...0n—1 on v; = v(i) sén les lletres de v.

A banda, a les paraules de longitud 1, per diferenciar-les dels elements d’ A, els posarem
entre paréntesi. Es a dir, si a € A, la paraula de longitud 1 que té com a tnica lletra a a
la denotarem per (a).

A continuacié introduim I’aplicacié d’insercié de generadors.
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Definicié 4.3. Siga A un conjunt. Definim Daplicacié d’insercié de gemeradors com
I’aplicacié
na(a) : 1 — A
0—a

Es a dir, n4 pren elements d’A i els interpreta com la paraula (a), de longitud 1, on 'inica
lletra que té és precisament a.

A continuacié introduim el resultat més important dels monoides lliures, la seua pro-
pietat universal.

Proposicié 4.5 (Propietat universal dels monoides lliures). Siga A un conjunt ¢ M =
(M, -pr,1p7) un monoide. Siga f : A — M wuna aplicacié. Llavors, existeix un tunic
homomorfisme de monoides f*: A* — M tal que,

ffona=f.

Demostracid. Siga v = vgvy...vn_1 € A*, definim la imatge de f* sobre v com,

fﬁ(’u) _ {f(vo) o F1) 0t oar flon1)  siv# A

I8 siv=A\

Comprovem ara que aquesta definicié satisfa tot el que volem.
Primer, f* és un homomorfisme de monoides, ja que

PN =1y 1 fiorw)=f ) fHw).

Aquestes dues propietats ixen directament de la definicié de f*.
Comprovem ara que fons = f. Siga a € A, aleshores

fFonala) = f#((a)) = f(a).

També de la definicié de f*.

Comprovem ara la unicitat, és a dir, suposem que f’: A* — M és un homomorfisme
de monoides tal que f' ona = f. Llavors, en ser f’ homomorfisme de monoides ha de
satisfer que

'\ = 1p.

A més, com f'ons = f, sabem que f’ sobre les paraules de longitud 1 s’ha de comportar
com f. Es a dir, si (a) és una paraula de longitud 1 sobre A que té com a tunica lletra
a € A llavors,

f'((a)) = f" oma(a) = f(a).
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Finalment, si v és una paraula sobre A de longitud 2 o més, escrivim v = vgv1...Un_1,
és a dir, v = (vg) A (v1) A ... A (vp—1). Aixi, com f’ és homomorfisme de monoides, ha de
respectar I'operacié interna dels monoides, i, per tant,

)= f((vo) A (V1) A oo A (V1))
= f'((v0)) ar f'((v0)) “ar +-nar f'((vn—1))
= f(vo) -m f(v1) “ar o -nr fon—1)
= f*(v).

Aixi, necessariament f’ = f¥, i tenim la unicitat. O

Vista la propietat universal dels monoides lliures, ja podem afirmar que existeix una
adjuncié de Set a Mon. A continuacidé, vorem explicitament com és aquesta adjuncio i
demostrarem que ho és de forma explicita.

Corol - lari 4.1. Siguen A, B conjunts i f : A — B una aplicacié. Llavors existeix un
tinic homomorfisme de monoides que denotarem per f€ : A* —s B* tal que,

19 =(npo )

Intuitivament, el que fa aquest homomorfisme de monoides, f©, és prendre una paraula
en A, separar-la per lletres, aplicar f a cada lletra, i finalment ajuntar-ho tot per formar
una paraula de la mateixa longitud sobre B.

Proposicié 4.6. Considerem ara les categories Set, que té per objectes els conjunts i
per morfismes les aplicacions entre conjunts, i la categoria Mon, que té per objectes els
monotides i per morfismes els homomorfismes de monoides. Tenim les segiients propietats,

1. Ezisteix un funtor d’oblit, U : Mon — Set tal que, si M = (M, -, 1p7) @ N =
(N, N, 1n) dos monoides i f un homomorfisme de monoides entre ells,

Es a dir, U s’oblida de l'estructura que tenen els monoides i els veu com a conjunts.

2. Existeiz un funtor F : Set — Mon tal que, si A, B conjunts i f : A — B una
aplicacio de A fins a B, llavors,

F(A) = (A*, ) =A* i F(f)=f°

3. FExisteir una adjuncio del tipus F 4 U.
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Demostracio. 1. Que U assigna objectes 1 morfismes de Mon en objectes i morfismes de Set
és evident. Vejam ara que satisfa les propietats per a ser funtor. Siguen M = (M, -ps, 1as) i
N = (N, -n,1xn) dos monoides i f un homomorfisme de monoides entre ells. En particular,
f és una aplicacié de M en N i, per tant,

U(f) = f € Homsee(M, N) = Homser (U (M), U(N)).

A continuacid, siga M = (M, s, 157) un monoide i idyg ’homomorfisme identitat de
monoides. Notem que, per a cada x € M, idp(z) = z. Aixi,

U(idy) = idy = idyy.

Ja que també porta a tot x € M en si mateixa. Aixi, U preserva identitats.
Finalment, siguen M = (M, 77, 10), N = (N,-n,1x) i H = (H, -, 1y) monoides i
f:M— Nig: N — H dos homomorfismes de monoides, llavors

U(fog)=Tfog.

Per definicié de U, pero aixo és exactament el que voliem vore. Aixi, U preserva composi-
cions.

Vistes totes les propietats, hem demostrat que U és un funtor.

2. Que F assigna objectes i morfismes de Set en objectes i morfismes de Mon és evident.
Vejam ara que satisfa les propietats per a ser funtor. Siguen A, B conjuntsi f: A — B
una aplicacié d’A en B. Pel Corol - lari sabem que,

F(f) = f® € Hompon(A*, B*) = Homon (F(A4), F(B)).

A continuacié, siga A un conjunt i idy laplicaci6 identitat en A en Set. Es a dir,
Paplicacié d’A en A que envia cada a € A en si mateixa. Tenim les segiients igualtats

F(ida) = id} = ida~ = idp(a).

On la segona igualtat la tenim d’observar que ambdues aplicacions envien cada paraula
sobre A en si mateixa, ida+ en ser la identitat en A*, i id% en enviar cada lletra a si
mateixa. Aixi, F' preserva identitats.

Finalment, siguen A, B, C conjuntsi f: A — Big: B — C dues aplicacions.

Volem comprovar que,

F(go f)=F(g) o F(f).
O equivalentment, que,
(go f)®=g%0f

Vejam que actuen igual en les paraules. Ambdues porten la paraula buida d’A* en la
paraula buida de C* en ser homomorfismes de monoides. Siga v = vgv1...v,_1 € A® una
paraula no buida llavors,

(g0 f)%(v) = g(f(v0))g(f(v1)).--g(f (vn-1)).
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9% 0 f4(v) = g°(f(0) f(01). f(vn-1)) = 9(f(20))g(f (v1)).--g(f (vn-1))-

Com que (go f)® i g® o f© fan les mateixes assignacions, deduim que sén el mateix
homomorfisme, i per tant hem vist que F' preserva composicions.

Vistes totes les propietats, deduim que F' és un funtor.

3. Per definir ’adjuncié hem de definir la unitat i la counitat. La unitat sera n =
(n4) Acob(set) les insercions de generadors introduides a la Definicié @ La counitat sera

€ = (EM)MeOb(Mon), O1
EM = idg\/l.

Vejam ara que efectivament, sén transformacions naturals. Comencem per 1. Volem
que 71 : idset = U o F. Per tant, ha de satisfer que n4 € Homget(A, U(F(A))). Pero
U(F(A)) = A" i naHomset (A, A*). Aixi, hem vist la primera condicié. Vejam ara que
satisfa la condici6é de naturalitat. Siguen A, B conjuntsi f : A — B una aplicaci6, volem
vore que

U(F(f))ona=nso f.
Desenvolupant la banda de I'esquerra obtenim que,

UF(f))ona=fona=(npof)fons=mngof.

On I'altima igualtat la tenim gracies al fet que ja hem demostrat propietat universal per a
monoides. Aixi, n és transformacié natural d’idse; en U o F.

Considerem ara el cas d’e. Volem que € : F o U = idpmon. Per tant, ha de satisfer que
em € Hompon (F'(U(M)), M). Pero recordem que,

em = id}, € Hompon (M*, M) = Hompon (F/(M), M) = Hompion (F(U (M), M).

Aixi, hem vist la primera condicié. Vejam ara la condicié de naturalitat. Siguen M, N
monoides i f: M — N un homomorfisme de monoides. Volem vore que

foem =enxo F(U(f)).

Vejam que se satisfa la igualtat mirant que fan les mateixes assignacions. Siga Ay la
paraula buida en M*, aleshores

foem(An) = f(1m) = 1N,

EN © F(U(f))()\M) = EN()\N) = 1]\/.

Siga ara v = vgv1...v,—1 € M* una paraula no buida, llavors
f (o] EM(U) = f(v() ‘MU "M "M Un—l) = f(’l)o) ‘N f(vl) ‘N -+ N f(vn_l).
eno F(U(f))(v) = en(f(vo)f(v1)...f(va—1)) = f(vo) ‘N f(v1) "N oo *N f(Vn—1).
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On hem fet servir que f és homomorfisme de monoides per afirmar que porta 1,7 en
1y i per dir que respecta els productes dels monoides.

Vist aixo, ja tenim que € és transformacié natural de F o U en idpen.

Vejam ara que se satisfan les igualtats triangulars.

Per a la primera, siga A un conjunt, volem vore que,

idp(a) = era) © F(na).

Vejam que actuen igual sobre les paraules en A. Siga v = vgv;...v,—1 € A* una paraula
no buida sobre A. Parlarem un poc abans de notacid, ja que ng : A — A* i, per tant,
F(na) : A* — (A*)*. El conjunt (A*)* sén les paraules sobre A*, és a dir, sén paraules
que tenen com a lletres paraules en A. Ara no podem fer servir la juxtaposicié com a A
per concatenar lletres, ja que podria donar lloc a ambigiitats, farem servir claudators per
a denotar la separacié de les lletres en (A*)* mentre que en A* farem servir juxtaposicié.
Amb aixo aclarit, vejam la igualtat.

er(a) © F(na)(v) = ea-([na(vo)][nav)]...[na(vn-1)])
ea+([(vo)][(ve)]---[(vn-1)])

(vo) -a* (v1) “A* o Ax (Vn-1)

= (vg) A (V1) A oo A (Vp—1)

= 0.

On hem fet servir que -ao» = A per la definici6 d’A* = (A*, A, \). Si denotem també
A4+ com la paraula buida en (A*)*, llavors,

era) © F(na)(N) = ea-(Mas) = A

Aixi, ja tenim la primera igualtat.
Vejam ara la segona. Siga M = (M, -5, 157) un monoide, volem vore que,

idyay = Ulem) © nuav-
O equivalentment, simplificant les U, volem vore que,
idy =em o nug-
I substituint ep = idg\/l obtenim,
idy = id%w oNM-

Que és precisament ’equacié que ens dona la propietat universal per a monoides lliures. Per
tant, ja hem vist les dues identitats triangulars i podem afirmar que (Set,Mon, F, U, n,¢)
és una adjuncio. 0
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Nota 4.1. Tot i que el monoide lliure és el concepte d’objecte lliure més senzill, amb les
mateixes tecniques que les d’aquest exemple, es pot extendre facilment la construccié d’una
algebra lliure per a qualsevol signatura (conjunt d’operacions) i comprovar que aquest
objecte té la propietat universal. Es a dir, seguint la construccié de 'exemple vist en
aquesta seccid, es pot aconseguir una adjuncié entre Set i una categoria d’algebres Alg(X),
per a una signatura X donada.
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Capitol 5

Monades

En teoria de categories, les monades apareixen sovint com una estructura algebraica que
encapsula una nocié de computacié amb context o efectes, des de punts de vista tan diversos
com la programacié funcional, la logica i la geometria algebraica. Pero més enlla de la seua
definici6 formal com un endofunctor amb dues transformacions naturals, analegs a la nocié
de composicié i unitat en un monoide, que satisfan certes lleis, les monades tenen una arrel
estructural profunda: tota monada pot veure’s com el fruit d’una adjuncié. Aquest capitol
explora aquesta connexié fonamental entre adjuncions i monades.

Definicié 5.1 (Monada). Siga C una categoria. Una monada sobre C és una 3-tupla
T = (T,n,u), on T és un endofuntor en C, és a dir, T : C — C,in : ldc = T i
T oT =T sén transformacions naturals satisfent que

po (pxidp) =po (idpxp) i idp=po (n*idy)=po (idr*n).
Vejam en detall les conseqiiencies de les identitats de les monades.

Interpretacié 5.1. Suposant que tenim una monada com la de la Definicio @ Desen-
voluparem primer la igualtat de I’esquerra,

pwridp:ToT oT = ToT.
idr*xpu:ToTolT = ToT.
Ara prenim un objecte z € Ob(C) i considerem les segiients igualtats,
(:U' * ldT)J: = (1dT)T(ac) © T(Mx) = T(:U’$)

(idp * p)e = (T((id1)z) © (br(z)) = Br(a)-
Per tant, la igualtat po (u*idy) = po (idy * p) ens diu que, per a tot € Ob(C), tenim
que

fo © Pr(z) = Ha © T'(Ha).-
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Fem ara l'altra igualtat.
nxidp : T =T oT.

idrsn:T=ToT.

De nou, prenim un objecte x € Ob(C) i considerem la segiient igualtat
(n*id7)z = T(nz) o (1d7)ia@) = T(12)-

(id7 *n)e = (T((id7)2) © (7)) = M1(2)-

Per tant, la igualtat idr = p o (g *idr) = po (idg * n) ens diu que, per a tot x € Ob(C),
tenim que

(id7)z = idp@) = pa 0 T(Nz) = pa © N7 (a)-

Monada associada a una adjuncié

En aquest punt, podem vore que hi ha una forma natural de definir una monada a partir
d’una adjuncié. Vejam com fer-ho i comprovem que efectivament, aquesta definicié és una
monada.

Definicié 5.2 (Monada induida per una adjuncid). Siga (C,D, F,G,n,e) una adjuncié.
Podem definir una monada sobre C induida per I'adjunci6é com Tpyg = (T, 7, 1) on,

T=GoF, p=idgx*ex*idp.
Comprovem que aquesta definicié és, efectivament, una monada.

Proposicié 5.1. La monada induida per una adjuncid esta ben definida, és a dir, en una
situacid com la de la Definicié , Tpag = (T,n,p) és una monada.

Demostracio. Primer, com F': C — D i G : D — C s6n funtors, tenim que 7T és un
endofuntor en C. A més, n: Idc = G o F =T és una transformacié natural del tipus que
volemipu:GoFoGoF =ToT = GoF =T és una transformacié natural també del
tipus desitjat. Aixi sols ens cal comprovar les igualtats de les monades.

Ara, posarem en detall les dues igualtats en funci6 dels elements de ’adjuncié. Volem
vore que, per a tot x € Ob(C)

fo © Py = Ha 0 T(pz) 1 1dp) = pe 0 T(N2) = fia © N7(2)-

O equivalentment, substituint 7" i u per la seua definicié i tenint en compte que com
p=idg x € *idp, llavors p, = G(ep(y)),

G(er@)) © Ger@G(F2) = G(Er@)) © GIF(G(erw))) i
dg(r(2) = GEr@) c G(F (1)) = G(ep)) © N6(F(2))-

48



Vejam primer la segona igualtat, que és més facil. Per les identitats triangulars tenim que,
si x € Ob(C) i y € Ob(D), llavors
ldp(x) = €F(x) o F(nx) i idg(y) = G(Ey) o nG(y)'

Composant amb G en la primera igualtat i considerant 'objecte y = F'(z) en la segona
arribem a que

G(idpe)) = dgr@) = Glep@) 0 F(ne)) = Glepw)) o G(F(n:)) i
idg(r(z)) = G(Er()) © Na(F ()
Que sén exactament les igualtats que voliem vore.
Fem ara la primera igualtat. Aquesta és conseqiiéncia del fet que, per a tot y € Ob(D),
tenim que
€y O ER(G(y)) = &y © F(G(gy)).

Anem a demostrar aquesta igualtat, per fer aixo farem servir la llei d’intercanvi aixi que
primer ens hem d’escriure el que volem com una igualtat entre transformacions naturals.
Per a fer aixo notem que la igualtat que volem vore és I'avaluacié en tot y € Ob(D) de la
igualtat

eo(exidpoi) = €0 (idpog * €).

Anem a vore una per una que aquestes dues transformacions naturals sén iguals a ¢ * .
Notem ara que,

eo (exidpog) = (idia, * €) o (€ *idpoi).
I aci es pot aplicar la llei d’intercanvi, aixi,

eo (exidpoq) = (idia, * €) 0 (€ xidpog) = (idig, 0€) * (e 0idpoc) = € * €.

On I'tltima igualtat la tenim per la proposicié que ens diu que les identitats sén neutres
per a la composicié vertical de transformacions naturals.
Fem ara l'altra igualtat de manera analoga,

g0 (idFoG * 6) = (E * ididD> o (idFoG * 6).
On també podem aplicar la llei d’intercanvi i concloure que,
g0 (idFoG * 6) = (8 * ididD) o (idFoG * E) = (6 o idpog) * (ididD o 6) =€Ex*xe.

Per tant, ja hem demostrat la igualtat que voliem.
Una vegada demostrada l'anterior igualtat, sols hem de composar amb G i considerar
l'objecte y = F(x) i arribem a que

G(er@) © GlerG () = GEr(r)) © G(F(G(erw)))-

Just com voliem vore. Concloem, doncs, que T pog és una monada sobre C. O
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5.1 Categoria de Kleisli d’'una monada

Hem vist que, a partir d’'una adjuncié, podem construir una monada de manera natural.
Ara volem recérrer el cami invers: donada una monada, podem recuperar una adjuncié
que la genera? I no qualsevol adjuncid, siné una que reproduisca exactament la monada
original. Per a construir una adjuncié necessitem dues categories. Com que la monada
esta definida sobre una categoria donada, volem que la segona categoria estiga estretament
relacionada amb aquesta. Una opcid natural és la categoria de Kleisli: una construccié que
conserva els mateixos objectes que la categoria original, perd modifica els morfismes i la
seua composicié per reflectir I’estructura de la monada.
A continuaci6 definirem la categoria de Kleisli associada a una monada.

Definicié 5.3 (Categoria de Kleisli d’'una monada). Siguen C una categoria i T = (T, 7, u)
una monada sobre C. Anem a definir la categoria KI(T). Els objectes seran els mateixos
que els de C, és a dir,

Ob(KK(T)) = Ob(C).

Ara, donats x,y € Ob(C), un morfisme en la categoria KI(T) és un morfisme de = en T'(y)
en la categoria C, és a dir, per a tots x,y € Ob(C)
Homyr) (7, y) = Homc(z, T(y)).
Definim per a cada = € Ob(C) el morfisme identitat en KI(T) com
id¥D =y, € Homc (z, T(x)).

També hem de definir la composicié de morfismes. Siguen z,y,z € Ob(C) i f € Homgy)(z,y),
g € Homgy(1)(y, 2), definim

g f=p.0T(g)o f.
Comprovem que aquesta definicié és una categoria.

Proposicié 5.2. Siguen C una categoria i T = (T,n,u) una monada sobre C. Llavors
KI(T) és una categoria.

Demostracio. Primer, anem a comprovar que aquesta composicié esta ben definida. f €
Homc(z,T(y)) i g € Homc(y,T(2)), aixi, T(g) € Homc(T'(y),T 0oT(z)). Per tant, T(g) o f
té sentit i, a més, T'(g) o f € Homc(z,T o T'(2)). Ara recordem que p: T oT = T és
una transformacié natural, i per tant p, € Homc (7T o T'(2),T(z)). Aixi, p, o T'(g) o f té
sentit i a més p, o T'(g) o f € Homc(z,T(z)) = Homgyry(7, ). Per tant, concloem que la
composicié té sentit.

Ara comprovarem que la composicié en KI(T) és associativa. Siguen z,y, z,t € Ob(C),
f € Hom¢(z,T(y)), g € Homc(y,T(z)) i h € Homc(z,T'(t)), volem vore que,

(h OKI(T) g) OKI(T) f —h OK](T) (g OK](T) f)
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Desenvolupem a banda i banda,

(h oM™ ) MUD f = (11, 0 T(h) 0 g) KD ¢
=moT(oT(h)og)of
= pz 0 T(ue) o T(T(h)) o T(g) o f.

h oM (g oMU ) = 1 oM (u, 0 T(g) 0 f)
— o T(h) o iz 0 T(g) o f.
Notem que aquestes dues expressions son iguals si verifiquem la segiient
o T(ug) o T(T'(h)) = o T(h) o .

Pero ara recordem que p : T'o T = T transformaci6é natural i que h € Homc(z,T'(t)).
Aixi, per la condicié de naturalitat,

T(h) o piz = pry o T(T(h)).

Per tant, I'tinic que queda per fer és vore que

pre 0 T(pue) = i © pir(ry-

Pero aixo és exactament el que ens diu la Interpretacio EI Ac¢o demostra 'associativitat
de la composicié en KI(T).

Sols ens faltaria vore que la identitat és neutre per a la composicid, és a dir, siguen
z,y € Ob(C) i f € Homc(x,T(y)), hem de vore que,

f OK](T) ldI;l(T) — f — ld:i{l('ﬂ‘) OK](T) f
Desenvolupant aquestes expressions arribem a que

MyOT(f)OanfZMyOT(TIy)Of-

Per la Interpretacio @, tenim la segona igualtat. Anem a treballar la primera. Recordem
que 1 : Idc = T és una transformacié natural i que f € Homc(x,T(y)). Aixi

T(f)one =npy) o f
Substituint en la primera igualtat, el que volem vore és
ty o Ny o f=f.

Que és exactament el que ens diu la Interpretacio @ Vistes totes les propietats, hem
demostrat que KI(T) és una categoria. O
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Ara que ja hem definit la categoria de Klesisli, definirem els funtors que formaran part
de ’adjuncié i vorem que sén adjunts.

Proposicié 5.3. Siguen C una categoria ¢ T = (T,n,u) una monada sobre C, llavors,
existeizen funtors Fr : C — KI(T) ¢ Gp : KI(T) — C tals que Fr és adjunt per l’esquerra
de Gr.

Demostracio. Primer, anem a definir qui seran Fr i G, després comprovarem que sén
funtors i que Fr és adjunt per I'esquerra de G.
Siguen x,y € Ob(C), f € Hom¢(z,y). Definim

Fr(z) =z i Fp(f)=mnyof.

Siguen z,y € Ob(C), f € Homgyr)(z,y). Definim

Gr(z) =T(z) i Gr(f) =pyoT(f)

Ara vorem que sén funtors, vejam la primera propietat,

F'JT(f) =Tyo f.
Com que f € Homc(z,y) i ny € Home(y,T(y)), tenim que ny o f € Homc(z,T(y)) =
HOII]KI(T) (F']T(aj), FT(y) . Ara amb la GT,
Gr(f) = ny o T(f)-

Com que T'(f) € Homc(T(x), T(T(y))) i py € Homc(T'(T(y)), T (y)), lavors p, o T(f) €
Homc(T'(x), T(y)) = Homc(Gr(z), Gr(y))-
Vista la primera propietat, vejam la segona. Siga x € Ob(C)

KI(T)

Gr(id¥' ™) = Gr(n,) = po 0 T(ns) = idy(e) = idgy ()

On la pentiltima igualtat la tenim gracies a la Interpretacié @ Ara vejam la tercera
propietat. Siguen z,y,z € Ob(C), f € Homc¢(z,y) i g € Homc(y, z), volem vore que

Fr(go f) = Fr(g) '™ Fr(f).
Desenvolupem el costat de la dreta,
Fr(g) o8 Fr(f) = w2y o T(Fr(g)) o Fr(f)
=pzo0T(nz0g)omyof

:MZOT(nZ)OT(g)OUyOf
=T(g)omnyo f.
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On hem fet servir de nou la Interpretacié @ per fer fora i, o T'(n,) = idp(y).
Ara, com 7 és transformacié natural, tenim que 7'(g) ony =17, o g, i per tant

Fr(g) o™ Fr(f) =T(g) omyo f=n.0g0 f = Fr(gof).

Com voliem vore. Fem el mateix ara amb la Gt. Siguen z,y, z € Ob(C), f € Homc(z,T(y))
i g € Homc(y,T(z)), volem vore que

Gr(g oM™ f) = Gr(g) o Gr(f).

Desenvolupem ara el costat de I'esquerra,

Gr(g o™ f) = Gr(p: 0 T(g) o f)
= piz 0T (0 T(g) o f)
= pz 0 T(pz) o T(T(g)) o T(f)
=z 0 pip(z) 0 T(T(g)) o T(f).

On hem fet servir de nou la Interpretacio @ en "iltima igualtat. Ara, com que p és
transformaci6 natural, tenim que T'(g) o py, = pp(.y 0 T(T(g)), i, per tant,

Gr(g o™ ) = . o pp(sy 0 T(T(g)) o T(f)
= pz0T(g) o py o T(f)
= Gr(g) o Gr(f).

D’on podem concloure que tant Fp com Gt sén funtors. Ara vorem que existeix la situacio
d’adjuncié de I’enunciat.

Per definir ’adjuncié, primer dir que prendrem 7 com a la unitat. Per altra banda,
anem a definir les components de ¢, la counitat de I'adjuncié. Siga = € Ob(C), definim

Exr = ldT(:E)
Anem a vore que la definici6 és consistent. Com volem que (C,KI(T), Fr,Gr,n,€) siga una
adjuncid, necessitem que 71 : Idc = Gt o Fr siga una transformacié natural, i per a aixo
notem que, si prenim z € Ob(C)
Nz € HOHIC(Q?,T(-T)) = HOl'Ilc({L‘, Gro FT(‘T))
I també, si prenim z,y € Ob(C) i f € Homc(z,y), llavors volem vore que

Gr(Fr(f))one =mnyo f.
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Desenvolupant la part de I’esquerra de la igualtat arribem a que

Gr(Fr(f)) one = Gr(nyo f) o ns
= pyoT(nyo f)ony
= iy 0 T(ny) o T(f) © 12
=T(f)one
=mnyof.
On hem fet servir la Interpretacié @ per a dir que p, 0T'(n,) = idp(y) i en I'iltima igualtat
hem fet servir que 7 és una transformacié natural de Idc en T'.
Aixi, n és una transformacié natural de Idc en Gt o Fr.

Ara hem de vore que € és una transformaci6 natural de F o Gt en idkj(t). Siga doncs
xz € Ob(C)

&z = idp(y) € Home(T'(z), T(z)) = Homgy () (7' (7), x) = Homg (1) (Fr o Gr(2), ).

I també, si prenim z,y € Ob(C) i f € Homgyr)(7,y) = Homc(z,T(y)), llavors volem vore
que
FoRIM gy =g, KM Fr(Gr(f)).

Desenvolupant la part de la dreta de la igualtat arribem a que

ey oD Fp(Gr(f)) = idpyy o™ Pr(py o T(f))
oMU (ny(y) © iy 0 T(f))
= py © T(id7(y)) © nr(y) © py © T(f)
= Ky 011 (y) © By © T(f)
= py o T(f).

On en 'dltima igualtat hem fet servir la Interpretacié EI de les igualtats de les monades.
D’altra banda, desenvolupant la part de I’esquerra,

FMM ey = iy o T(f) 0 ep = py 0 T(f) 0 idy(yy = py 0 T(f).

Aixi, hem comprovat que € és transformacié natural de Fr o G en idkyr).
Per tindre I’adjuncié sols ens falta vore que se satisfan les identitats triangulars, anem
a explicitar-les, siga z € Ob(C)

= idp(y)

Fota) = EFe) O Fr(ne) 1 idgye) = Gr(es) © N6a()-
Fem primer la primera, simplifiquem un poc a banda i banda de la igualtat,

1dKID _ jqKIm _

Fr(z) Nz

54



erp(z) O Pr(ng) = idg o (7 0 1a)
= pz 0 T(id7(z)) © N7(2) © N
= g © 7 (T(2)) © N7 (x) © NMa
= iz © N7(z) © N
= TNz-

On hem fet servir que i, © Np(,) = idp(;) que ho tenim gracies a la Interpretaci6 @
Fem ara la segona. De nou, simplifiquem a banda i banda,

G1(ex) © NGp(z) = Gr(idr()) © N7(2)
= pz o T(id7(a)) © N7 (a)
= Hz © idT(T(l‘)) O N7 (x)
= Kz © N7 (2)
= idp(y)-
On I'dltima igualtat és gracies a la Interpretacio EI

Comprovades totes les condicions, hem demostrat que la 6-tupla (C, KI(T), Fr, G, n, )
és una adjuncio. O

En la proposicié segiient veurem que l'adjuncié que hem construit no és una qualse-
vol: és especial en el sentit que, si considerem la monada induida per aquesta adjuncio,
recuperem exactament la monada original.

Proposicié 5.4. Siguen C una categoria, T = (T,n, n) una monada sobre C. Siga
(C7 KI(T)7 Fr, G, m, 5)

ladjuncio de la Proposicio . Llavors, la monada induida per aquesta adjuncio és preci-
sament T, és a dir,

T = Trcy-

Demostracidé. Recordem que Tp g, = (Gt o Fr,n,idg, * € *idp,). Hem de vore que aixo
és igual a T component a component.

Primer, hem de vore que T' = G o Fr, per fer aixo vejam que fan les mateixes assigna-
cions als objectes i als morfismes. Siga x € Ob(C)

Gt o Fr(x) = Gp(x) = T(x).
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Aixi, sobre els objectes actuen igual, vegem-ho ara per als morfismes, siguen z,y € Ob(C)
i / € Home(x, 1)

G’]TOFT(f):G'JT(nyOf):MyoT(nyof):MyOT<77y)OT(f):T(f)-

On hem fet servir que
Hy © T(ny) = idT(t)

gracies a la Interpretacio @
Vist aixo, hem demostrat que T' = Gt o Fr. A més, com 1 = n sols falta vore que,

p=idg; * € * idp;.
O equivalentment, avaluant a tot € Ob(C),

te = GT(Epy(a))-

Desenvolupem el costat de la dreta,

Gr(epy(2)) = Gr(es) = Gr(idr(z)) = pz 0 T(id7(2)) = po © Mdp(1(2)) = Ha-

Aixi, ja hem vist que en totes les components T = Tp.4q, i, per tant, sén la mateixa
monada. Just com voliem vore. O

5.2 Categoria d’algebres d’Eilenberg-Moore d’una monada

Ara veurem laltra construccié per a obtindre una adjuncié a partir d’'una monada. Si
la categoria de Kleisli mantenia els objectes originals i modificava els morfismes i la com-
posicié per incorporar l'efecte de la monada, la construccié d’Eilenberg i Moore segueix
una estrategia oposada. En aquest cas, mantindrem els morfismes originals intactes, pero
enriquirem els objectes, que ara seran parells (x,v), on x és un objecte de la categoria de
partida i v és una estructura addicional que fa que x respecte la monada, és a dir, que
satisfa certes propietats de compatibilitat amb 'estructura de la monada.

Aquesta perspectiva ens permet definir una nova categoria, anomenada categoria d’al-
gebres d’Eilenberg—Moore, on els objectes tenen una estructura algebraica associada a
la monada, pero els morfismes sén simplement els de la categoria original que preserven
aquesta estructura.

Definim la categoria d’algebres d’Eilenberg-Moore associada a una monada.

Definicié 5.4 (Categoria d’algebres d’Eilenberg-Moore d’una monada). Siguen C una
categoria i T = (7,7, ;) una monada sobre C. Anem a definir la categoria Alg(T). Els
objectes seran totes les possibles parelles (z,v) tals que z € Ob(C) i v € Hom¢(T'(z), x)
que satisfan dues propietats,

voT(v)=vou, i 2)von, =id,.
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(Notacié, al morfisme li posem v en comptes d’f, ja que en aquests contextos diem que
v és una valoraci6). A un parell (z,v) 'anomenarem algebra d’Eilenberg-Moore. Els
morfismes entre (z,v"), (y,vY) dues algebres d’Eilenberg-Moore en Alg(T) sén tots els
possibles morfismes f € Homc(z,y) tals que,

fou® = o T(f).

A aquests morfismes en Alg(T) els anomenarem T-homomorfismes, i els composarem igual
que ho feiem en C.

Comprovem que aquesta definicié és una categoria.

Proposicié 5.5. Siguen C una categoria i T = (T,n, ) una monada sobre C. Llavors
Alg(T) és una categoria.

Demostracié. Primer, definim per a cada algebra d’Eilenberg-Moore (x,v) el morfisme
identitat en Alg(T) com id,. A continuacié vorem que satisfa la condicié per ser un T-
homomorfisme de (z,v) a (x,v), ja que

idy o v® = 0" 0 T'(idy).

Ara anem a vore que es poden composar els T-homomorfismes igual que ho fem en C.
Siguen (z,v%), (y,vY), (2,v%) algebres d’Eilenberg-Moore, f € Homjgr((z,v"), (y,vY)) i
g € Homype()((y,vY), (2,v7)), és a dir, f € Homc(z,y) i g € Homc(y, 2) tals que,

fov® =voT(f) 1 gov’y=0v"0T(g).

Tot el que hem de vore és que (go f)ov® =v*oT(go f). Ago ix immediat en substituir,
ja que
gofou” = gou! o T(f) = v* 0 T(g) o T(f) = v* 0 T(go f).

Que la composicié és associativa ho tenim perque la composicié en C ho és.
Que la identitat és neutre per a la composicié també ve heretat de que ho és en C.
Per tant, vistes totes les propietats, hem demostrat que Alg(T) és una categoria.  [J

Ara que ja hem definit la categoria Alg(T), definirem els funtors que formaran part de
I’adjuncié i vorem que sén adjunts.

Proposicié 5.6. Siguen C una categoria i T = (T,n, p) una monada sobre C.

1. Existeix un funtor d’oblit, U : Alg(T) — C tal que, si (z,v") i (y,vY) son dlgebres
d’Filenberg-Moore i f un T-homomorfisme entre elles, aleshores

U((z,v)) =z @ U(f) =
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2. Existeiz un funtor F : C — Alg(T) tal que, si z,y € Ob(C) i f € Homc(z,y),
llavors,

Fz) = (T(x),pe) @ F(f)=T(f).
3. FExisteixr una adjuncié tal que FF 4 U.

Demostracio. 1. Per vore que U és funtor vejam que satisfa les propietats dels funtors.
Notem que U esta ben definit, ja que si f és un T-homomorfisme entre (z,v") i (y,vY), en
particular,

U(f) = f € Homc(z,y) = Homc (U ((z,v")), U((y, v"))).
per la definicié de T-homomorfisme.
Notem ara que, ja que el T-homomorfisme identitat de (z,v") és id,, i per tant

U(idy) = idy = idp((ae))-

Es a dir U preserva identitats.

Finalment, hem de vore que U respecta composicions. Siguen (z,v%), (y,vY), (z,v?)
algebres d’Eilenberg-Moore, f € Hom(m((2,0%), (y,0Y)) i g € Hompjer)((y,vY), (2,07)).
Volem vore que,

Ulgo f) = Ulg) o U(f).

Pero desenvolupant per la definicié d’U a banda i banda aixo és equivalent a

gof=golf,

que és cert. Vistes totes les propietats, podem afirmar que U és funtor.

2. Abans de vore que F' és un funtor, hem de vore que esta ben definit, és a dir, que per
a tots z,y € Ob(C), (T(x), s) és una algebra d’Eilenberg-Moore i que si f € Homc(z,y),
llavors T'(f) és un T-homomorfisme de (T'(x), ito) a (T'(y), pty). Recordem que les condicions
per tal que (T'(z), uy) siga una algebra d’Eilenberg-Moore son,

1) po 0 T(pa) = pz 0 fir(z) 1 2) fz 0 Np(e) = idp(e)-

Que les tenim les dues gracies a la Interpretacio EI
Ara, per vore que T'(f) és un T-homomorfisme, hem de comprovar que,

T(f) o pr(zy = prw) o T(T(f)).

Que és certa, ja que u és una transformacié natural i T(f) € Homc(7'(x),T(y)). Vejam
ara que F' és funtor.
Vejam que T' preserva identitats. Si z € Ob(C), llavors T'(id;) = idp(,. Per tant,
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On tenim la ultima igualtat ja que idp(,) és un T-homomorfisme.
Finalment, comprovem que F' respecta composicions. Siguen z,y,z € Ob(C), f €
Homc¢(z,y) i ¢ € Homc(y, z). Volem vore que,

F(go f) = F(g) o F(f).
Pero desenvolupant per la definicié d’F a banda i banda aix0 és equivalent a

T(go f)=T(g) o T(f)-

Que és cert, ja que T' és funtor. Vistes totes les propietats, podem afirmar que F' és funtor.

3. De nou, per a definir 'adjuncié, primer prendrem 7 com a la unitat. Anem ara a
definir les components de ¢, la counitat de 'adjuncié. Siga (z,v) una algebra d’Eilenberg-
Moore, definim,

5(x,v) = .

Anem a vore que la definicié és consistent. Com volem que (C, Alg(T), F, U, n,¢) siga una
adjuncié, necessitem que 7 : [dc = U o F siga una transformacié natural i per a aixo
notem que, si prenim z € Ob(C),

Ne € Home(z, T(z)) = Homc(z, U o F(z)).
I també, si prenim z,y € Ob(C) i f € Homc(z,y), llavors volem vore que
U(F(f))one =mnyo f.
Desenvolupant la part de I’esquerra de la igualtat arribem a que
UF(f)) ene =U(T(f)) one =T(f) one =myo f.

On I"iltima igualtat es deu al fet que 1 és una transformacié natural de Idc en 7.

Ara vejam que € és transformacié natural de F' o U en id(t). Siga doncs (z,v) €
Ob(Alg(T)),
E(a,w) = v € Homc(T'(z), ).

I el que volem vore és que

Exw) € HomAlg('H‘)(F(U(('x: ’U))), (ZC, U)) = HomAlg(T)((T(x)> ,Ua:)a (1'7 U))

Que £, € Homc¢ (7' (), z) ja ho tenim, sols ens falta vore que v satisfa la propietat de
ser T-homomorfisme de (T'(x), pz) a (z,v) que és,

vo py =voT(v).
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Pero aixo és exactament la primera igualtat que satisfa v per tal que (z,v) siga una algebra
d’Eilenberg-Moore. Ara també, si prenim (z,v%), (y,vY) dues algebres d’Eilenberg-Moore
i f un T-homomorfisme de la primera en la segona hem de vore que,

f O E(z,w®) = E(y,wv) © F(U(f))

Desenvolupem el costat de la dreta,

E(y,v) OF(U(f)) :UyOF<f) :UyOT(f) = fO'Ux :fog(x,vz)'

On la peniltima igualtat la tenim pel fet que f és un T-homomorfisme.

Aixi hem comprovat que ¢ és una transformaci6 natural de F'o U en idg(T)-

Per tindre ’adjuncié sols ens falta vore que se satisfan les identitats triangulars, anem
a explicitar la primera, siga x € Ob(C), aleshores s’ha de satisfer que

idp@) = €p@) © F ().

Desenvolupem la banda de la dreta,

€r@) © F'(N2) = (T (a) ) © T (M) = iz 0 T(N) = idp(a).

On I'ultima igualtat es deu a la Interpretacio EI de les monades.

Ara en recordar la definici6 d’identitat en Alg(T) tenim que,

idp@) =1d@@).um) = 1dr@):

Aixi ja hem vist la primera identitat triangular. Vejam ara la segona. Siga (x,v) una

algebra d’Eilenberg-Moore, hem de vore que,
1y ((z0) = U(E@0) © MU((20))-
Desenvolupem a banda i banda,
idU((z,v)) = id,.
U(E(x,v)> ONU((z,0) = U(U) 0 My =V oM, =idy.

On I'dltima igualtat es deu al fet que (z,v) és una algebra d’Eilenberg-Moore.
Aixi, ja hem vist les dues identitats triangulars i amb aix0 hem acabat la demostraci6
de que (C, Alg(T), F,U,n,¢) és una adjuncio. O

En la proposicié segiient veurem que, igual com passava amb la construccié de Kleisli,
I’adjuncié que hem definit a partir de la categoria d’Eilenberg—Moore també és especial:
si considerem la monada induida per aquesta adjuncid, recuperem exactament la monada
original.
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Proposicié 5.7. Siguen C una categoria i T = (T, n, ) una monada sobre C. Siga
(C7 A]‘g(T)7 F? U’ /'77 5)

ladjuncio de la Proposicié . Llavors, la monada induida per aquesta adjuncio és preci-
sament T, és a dir,
T=Trw

Demostracio. Recordem que Tpoy = (U o F,n,idy * € xidp). Anem a vore que aixo és
igual a T component a component.

Primer, hem de vore que T' = Uo F', per fer aixo vejam que fan les mateixes assignacions
als objectes i als morfismes. Siga x € Ob(C)

UoF(x) =U((T(2), pz)) = T(x).
Aixi, sobre els objectes actuen igual, vegem-ho ara per als morfismes, siguen z,y € Ob(C)
i f € Homc(x,y)
UoF(f)=U(T(f))=T(f).

Vist aixo, hem demostrat que T'= U o F.. A més, com 71 = 1 sols falta vore que,
p=1idy * € x idp.
O equivalentment, avaluant a tot x € Ob(C),

Desenvolupem el costat de la dreta,

Uler@) = Ule@(@) ) = Ulla) = pa-

Aixi, ja hem vist que en totes les components T = T gy i, per tant, sén la mateixa monada.
Just com voliem vore. O

5.3 La categoria d’adjuncions

En aquesta seccié vorem que les adjuncions de Kleisli i d’Eilenberg—Moore —dues formes
de construir una adjuncié que recupera una monada donada— sén especials. De fet,
mostrarem que les adjuncions que indueixen una monada concreta poden organitzar-se
dins d’una categoria, i que les construccions de Kleisli i d’Eilenberg—Moore corresponen,
respectivament, als objectes inicial i final, respectivament, d’aquesta categoria.

Aixo vol dir que la categoria de Kleisli és, en un cert sentit, la manera més xicoteta de
generar la monada mitjancant una adjuncié, mentre que la categoria d’Eilenberg—Moore
és la manera més rica o completa, ja que recull tota ’estructura possible compatible amb
la monada.

Vejam primer que les adjuncions que induixen una monada concreta formen una cate-
goria que sera una subcategoria de la categoria de totes les adjuncions, Adj.
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Definicié 5.5 (La categoria Adjy). Siguen C una categoria i T = (7,7, ) una monada
sobre C. Les adjuncions que tenen com a primera categoria C i tals que la seua monada
induida és precisament T junt amb els morfismes d’adjuncions que tenen en la seua primera
component Id¢ forma una subcategoria d’Adj que anomenarem Adjrp.

Explicitem un poc més com és Adjy i després demostrarem que Adjp és una categoria.

Un objecte en Adjp és una adjunci6é (C,D', F',G',n/,&’) de forma que, Tp4g = T. Si
(C,D,F',G",n/,¢)i(C,D", F",G",n",&") sén dos objectes d’Adj, un morfisme del primer
al segon en Adjy és un morfisme d’adjuncions de la forma (Idc, K).

Anem a vore ara que Adjy és una categoria, és a dir, hem de comprovar que Adjy satisfa
els quatre requisits per ser una categoria.

Que els morfismes es poden composar ja ho vam demostrar quan vam vore que Adj és una
categoria. Ara, siguen (C,”, F' G',n,¢"), (C,D",F",G",n",&") i (C,D”,F" G" n" ")
tres objectes d’Adjy, (Idc, K) un morfisme en Adjy de F/ 4 G' en F” 4 G"” i (Id¢c, K') un
morfisme en Adjr de F” 4G” en F"" 4 G".

La composici6 (Idc, K) o (Idc, K') la vam definir per ser,

(Idc o Idc, K’ o K)

que és un morfisme en Adjy, ja que la seua primera component continua sent Idc.

La composicié dels morfismes en Adjp és associativa, ja que vam demostrar que la
composicié dels morfismes d’adjuncions és associativa.

Que existeix el morfisme identitat també ho tenim perque (Idc,Idp) és un morfisme
en Adjy. Finalment, que els morfismes identitats sén neutres per a la composicié ens ve
heretat de la categoria Adj.

Vistes totes les propietats, hem demostrat que Adjy és una categoria.

Vejam en detall les conseqiiéncies de les condicions dels objectes i morfismes d’Adjr.
Interpretacié 5.2. Suposant que tenim una situacié com la de la Definicid @, explicita-
rem primer que vol dir que una adjuncié siga un objecte d’Adjy. Siga (C,D', F',G',n/,€') €
Ob(Adjr), llavors,

T = (Tana M) = (G, © F,777,7idG’ g % ldF’) = rEF/4G’-

I, per tant, han de ser iguals component a component, aixi tenim tres condicions. Avaluant
la tercera en tot z € Ob(C) ens queda que,

1. T=G oF'.
2. n=1.
3. :G/(S/F,(x)).
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Ara, siguen (C,D’, F',G',n,&') 1 (C,D", F",G",n,&") € Ob(Adjy) On a les unitats ja les
hem identificades amb 7 per la condici6é 2 de ser un objecte d’Adjy. Siga també (Idc, K)
un morfisme de F' 4 G’ en F” 4 G”, mirem en detall les condicions que ha de complir,

o IdcoG'=G"oK, Ko F'=F"oldc
° idldc*n:n*idldc-
o &’ xidyg =idg * €.

Simplificant i avaluant en la tercera condici6 en els objectes de D', aix0 és equivalent a que
per a tot y € Ob(D’)

1. G'=G"oK, Ko F' = F".

" _ /
2. €y = K(ey).
Ara que ja hem fet la interpretacio, estem a punt per vore que les adjuncions de Kleisli
i de Eilenberg-Moore s6n objectes inicial i final respectivament.

Proposicié 5.8. Siguen C una categoria i T = (T,n, u) una monada sobre C. En Adjr,
la monada (C,KI(T), Fr,Gr,n,¢) és un objecte inicial i (C, Alg(T), F,U,n,e) és un objecte
final.

Demostracié. Primer, per tots els resultats de les seccions anteriors, podem dir que les
adjuncions (C,KI(T), Fr, Gt,n,¢) i (C, Alg(T), F,U, n,€) sén objectes de la categoria Adjr,
ja que hem demostrat que en ambdds casos, la monada associada a 1’adjuncié és T. Vist
que aquestes adjuncions sén objectes d’Adjr. Anem a vore ara que I'adjuncié de Kleisli és
objecte inicial.

Per vore que (C,KI(T), Fr, G, 7, €) és un objecte inicial en Adjy, hem de vore que per a
tot objecte (C,D’, F',G’,n,e") € Ob(Adjt) existeix un tinic morfisme d’adjuncions (Idc, K')
de (C,KI(T), Fr,Gr,n,¢) fins a (C,D’', F',G',n,&).

Comencem per lexisténcia, per fer aixd, hem de definir el funtor K : KI|(T) — D/,
per fer aixo, hem de definir com actua sobre els objectes i els morfismes de KI(T). Siguen
z,y € Ob(C) i f € Homg(t)(z,y) = Homc(z,T(y)), definim,

K(2) = F'(x) i K(f) =0 F(f):

Vejam que K és un funtor i que (Idc, K) és un morfisme d’adjuncions. Comencem per
vore que K és un funtor. Siguen x,y € Ob(C) i f € Homyr)(z,y) = Homc(z,T(y)). Com
F' funtor i ¢’ transformacié natural tenim que,

F'(f) € Homp/ (F'(x), F'(T(y))) i e},(y) € Homp (F'(G'(F'(x))), F'(y)).
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Pero, com (C,D', F',G',n,e") € Ob(Adjy), tenim que T = G’ o F’, aixi aquests morfismes
es poden composar i tenim,

K(f) = 53«“’(;;) o F'(f) € Homp/ (F'(x), F'(y)) = Homp/ (K (z), K (y)).

Que és el primer que voliem vore. Vejam ara que K respecta identitats, per fer aixo,

recordem que per a tot z € Ob(C), a5 = Mg Aixi,

K@M)= K(n.) = Eprzy © F' () = idp(z) = 1dg (2)-

On la pentltima igualtat és conseqiiencia de la primera igualtat triangular de ’adjuncié
4@

Vejam ara que K respecta composicions. Siguen z,y,z € Ob(C), f € Homyyr)(z,y) =
Homc (z,T(y)) i g € Homg(t)(y, 2) = Homc(y, T(2)). Volem vore que,

K(g o™ f) = K(g) o K(f).
Desenvolupem la banda de ’esquerra,
K(g oM™ f) = K(p. o T(g) o f)
= ez 0 F'(uz0T(g) o f)
= () © F (G (€ i) 0 G'(F'(9)) © f)
— Sy 0 F/ (G (Elpy)) o F/ (G (F(9))) o F'(f).

En aquest punt, recordem que al llarg de la demostracié on vam vore que la monada
induida per una adjuncié és una monada, vam demostrar la igualtat &’ o (¢’ * idpoqr) =
g o (idprocr x€’). T aquesta igualtat la farem servir ara en objecte F’(z) per concloure que

€z © F (G (€12) = €pr(2) © Eprar (7 (2)))-
Per acabar, sols ens falta un detall. Recordem que ¢’ : F' oG’ = idp/ és una transformacié
natural i que com g € Homc(y, T(z)) i F’ funtor, tenim que F’(g) € Homp/ (F'(y), F'(T(2))) =
Homp/ (F'(y), F'(G'(F'(2)))). Aix{,
Epnarri(zy) © F(G'(F'(9) = F'(9) o epry)-
Posant-ho tot junt ara tenim que
K(g oM™ f) =y 0 ey © F(G (F'(9))) o F'(f)
— oy 0 PG (Epy) 0 F(G(F'(9))) 0 F'(f)
= €1z 0 F'(g) 0 epr(y) o F'(f)

= K(g) o K(f).
D’on concloem que K és un funtor. Vejam ara que satisfa les propietats per tal que
(Idc, K) siga un morfisme d’adjuncions. Gracies a la Interpretacié sols hem de com-

provar que se satisfan els segiients dos punts.
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1. G’[:G,OK, KOFT:F/.
2. a’K(x) = K(e;), per a tot z € Ob(C).
Vejam primer el primer punt. Sigen x,y € Ob(C) i f € Homc(z,y), aixi,
Ko Fr(z) = K(x) = F'(z)

Ko Pr(f) = K(nyo f) = €py o F'(ny) o F'(f) = F'(f).

Ja que ja hem vist que EIF,(y) o F'(ny) = idpi(y). I per tant tenim K o Fp = F’. Vejam
laltra. Sigen z,y € Ob(C) i f € Homyr(7,y) = Homc(z, T(y)), aixi,

G'oK(z) =G o F'(z) =T(z) = Gp(x).

G o K(f) = G'(epiy o F'(f)) = G'(fpy)) o G'(F'(f)) = py o T(f) = Gr (/)
On tenim la igualtat G’ (5};,(1/)) = p, gracies a la Interpretacié @ de qu¢ F/ 4 G’ €
Ob(Adjy).
Vejam ara el segon punt. Recordem abans que la counitat de 'adjuncié de Kleisli té la
forma e, = idp(,) € Homc(T'(z), T(z)) = Homgy ) (T(2), x). Aixi,

On hem fet servir la definicié de K i que F’ : C — D’ respecta identitats en ser un
funtor.

Vist tot aixo, ja tenim l’existéncia, vejam ara la unicitat. Suposem que K’ : KI(T) —
D’ és un funtor tal que (Idc, K’) és un morfisme d’adjuncions. Vejam primer que K’ actua
igual que K sobre els objectes. Com (Idc, K') és un morfisme d’adjuncions, tenim que
K' o Fr = F’, en particular, per a tot z € Ob(C)

K'(z) = K' o Fr(x) = F'(z) = K(x).

Ja que Fr(x) = x per a tot objecte de C. Vejam ara que K’ actua igual que K en els
morfismes. Aquesta tasca és més delicada i requereix alguns passos, els farem a poc a poc.
Siguen ,y € Ob(C), f € Homgyr)(7,y) = Homc(z, T(y)).

Primer, com tenim que K'(e;) = €, (2)’ si fem servir que e, = idp(,) i que ja hem vist
que K'(z) = K(x). Podem concloure que

K'(idr)) = K'(ex) = €xr(a) = €k (a) = EF/(a)-
D’altra banda, com tenim que K’ o F'r = F’, en particular,
K'o Fr(f) = K'(nrey) o f) = F'(f).
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Amb aix0 sols no en_tenim prou, vejam que més podem fer i com combinar el que tenim.
Per la Interpretaci @ de les monades tenim que

J=wyonpyolf.

En aquest punt, com les identitats son neure per a la composicid, podem inserir una enmig
de I'equacié, aixi,
f = my o idrer(y)) Ny © f-

Ara, com T és un funtor, respecta identitats, aixi,

f =y o T(idp(y)) o nrey) o f.

I ara el que podem vore és que podem expressar aquestes composicions, com una composicié
en KI(T) de la seglient manera,

SKI(T) (

[ =1dr() nr@y) © f)-

Finalment, com K’ : KI(T) — D’ és un funtor, respecta les composicions, aixi, si ho
ajuntem tot ens queda que,

K'(f) = K'(idg(y) o™ (nr(y) o f))
= K'(idp()) o K'(np() © f)
= () © F'(f)
= K(f).

I, per tant, hem comprovat que K’ actua igual que K sobre els morfismes i podem
afirmar la unicitat.

Vistes existéncia i unicitat, podem concloure que (C,KI(T), Fr, G, n,€) és un objecte
inicial en Adjy.

Vejam ara que (C, Alg(T), F,U,n,e) és un objecte final en Adjy, per fer aixo, hem
de vore que, per a tot objecte (C,D’, F',G',n,e’) € Ob(Adjy) existeix un tnic morfisme
d’adjuncions (Id¢, K) de (C,D', F',G',n,¢’) fins a (C, Alg(T), F,U,n, ).

Comencem per l'existéncia. Per fer aixo, hem de definir el funtor K : D’ — Alg(T),
per fer aixd, hem de definir com actua sobre els objectes i els morfismes de D’. Siguen
z,y € Ob(D') i f € Homp/ (z,y), definim,

K(z) = (G'(z),G'()) 1 K(f) =G'(f)

Vejam que K és un funtor i que (Idc, K) és un morfisme d’adjuncions. Pero abans hem
de vore que K esta ben definit, és a dir, que per a tot z € D', (G'(x), G'(gl,)) és una algebra
d’Eilenberg-Moore.
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Per fer aixo recordem que ¢’ : F/ o G’ = idp/ és una transformacié natural, per tant,
el € Hompy (F'(G'(x)), z). Aixi,

G'(e},) € Homp (G'(F'(G'(2))), ' (x)) = Homp (T(G'(2)), G'(x)).-

Com voliem vore. Ara vejam que se satisfan les dues propietats de les algebres d’Eilenberg-
Moore. Aquestes son,

G'(e5) o T(G' (7)) = G'(ep) o pigray 1 G'(7) @ Ny = i (a)-

Per vore la primera, hem de recordar de nou que €’ o (¢’ * idprocr) = €’ o (idprogr * €),
igualtat que vam demostrar quan vam vore que la monada induida per una adjuncié és
una monada. Amb axio i recordant que T'= G’ o F' i p, = G’(e’F,(y)) per a tot y € Ob(C)
en tenim prou. Comencem desenvolupant la banda de ’esquerra,

G'(e}) o T(G'(e})) = G'(e},) 0 G'(F'(G'(e3,)))
= G'(e; 0 F'(G'(e},)))

= G'(e; ° €p (cr(a))

= G'(e3) 0 G'(Eprcr(ay)
= G'(}) 0 g (a)-

La segona la tenim directament de la segona identitat triangular de (C,D’, F',G’, n,&).

Aixi, ja hem vist que K esta ben definit.

A continuacid, vejam que K és un funtor. Siguen z,y € Ob(D') i f € Homp (z,v),
volem vore que K (f) € Homy,r)(K(7), K(y)). Aixi que el primer que hem de vore és que
K(f) € Homc(G'(z),G'(y)). Perod aixo ho tenim, ja que K(f) = G'(f) i G’ funtor. Aixi,
sols ens falta vore que

K(f)oG'(e}) = G'(g,) o T(K(f)).

Substituint les K ila T, aix0 és equivalent a vore que
G'(f) o G'(e;) = G'(e,) o G'(F'(G'(f)))-
I ara, com €' : ' o G’ = idps és una transformacié natural, tenim que,
foe, =¢,0F(G'(f)).

Deixant actuar a G’ en aquesta ultima igualtat i recordant que G’ respecta composicions,
tenim el que volem.
Vejam ara que K respecta identitats. Siga x € Ob(D’).
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La segona igualtat la tenim gracies al fet que G’ és un funtor i, per tant, respecta
identitats.

Finalment, vejam que K respecta composicions. Siguen z,y, z € Ob(D’), f € Homp/(z,y)
i g € Homp/(y, z). Volem vore que

K(go f) = K(g) o K(f).

O equivalentment, si substituim les K,

G'(go f)=G'(9) o G'(f).

El que sabem que és cert, ja que G’ és un funtor i, per tant, respecta composicions.

Aixi, ja hem vist que K és un funtor. Ara anem a vore que (Idc, K) és un morfisme
d’adjuncions. Gracies a la Interpretaci sols hem de comprovar que se satisfan els
segiients dos punts.

1. G,:UOK7KOF/:F_
2. ex(y) = K(ey), per a tot y € Ob(D').

Vejam primer el primer punt. Sigen z,y € Ob(D’) i f € Homp/(z,y).

Uo K(x) = U((G'(2), ")) = € (a).
Us K(f) = UE(f) = G'():

Ja tenim la primera, vejam la segona. Sigen x,y € Ob(C) i f € Homc(x,y).
Ko F'(z) = (G'(F'(2)),G (epr(y))) = (T(2), ha) = F(2).

Ko F'(f)=G'(F'(f)) =T(f) = F(f).
On hem fet servir que T'= G’ o F' i G' (e, (z)) = Uz, que les tenim gracies a la Interpreta-
cié de que (C,D, F',G’,n,e") € Ob(Adjy).
Vejam ara el segon punt. Per fer aix0, recordem que en ’adjuncié d’Eilenberg-Moore
tenim que €, ,) = v. Amb aix0 present, tenim que,

EK(y) = €' ()6 = G'(gy) = K(ey).

Per tant, vistos tots els punts, ja hem vist I’existéncia. Vejam ara la unicitat. Suposem
que K’ : D" — Alg(T) és un funtor tal que (Idc, K') és un morfisme d’adjuncions. Vejam
primer que K’ actua igual que K sobre els objectes. Com K’ va a parar a Alg(T) farem
servir la segiient notaci6, K'(z) = (Ki(z), K)(x)) per a tot € Ob(D’). Ara, com (Idc, K')
és un morfisme d’adjuncions, tenim que G’ = U o K’ i en particular, G'(z) = U o K'(z) =
K{(x) per a tot z € Ob(D’). Aix, per vore que K i K actuen igual sobre els objectes, sols
ens falta vore que porten a la mateixa valoracié.
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Abans de vore aix0, vorem que coincideixen en els morfismes. De nou fent servir que
G’ = U o K', tenim que en particular, K(f) = G'(f) = U o K'(f) = K'(f). Aixi, K i K’
actuen igual sobre els morfismes.

Per acabar, recordem que també tenim que, per a tot z € Ob(D’),

EK!(z) = K’(é‘;)'
Pero per la definicié d’e, aixo és equivalent a que
Ky(x) = K'(e,)-
I ara que sabem que K i K’ actuen igual sobre els morfismes, tenim que,
K@) = K'(e}) = G'(e;,)-

Que era precisament el que voliem vore i, per tant, queda provada la unicitat.
Vistes existéncia i unicitat, podem concloure que (C, Alg(T), F,U,n,&) és un objecte
final en Adjy. O

Nota 5.1. El motiu pel qual podem considerar “canonica” la forma de construir una
adjuncié a partir d’una monada, com fan Kleisli o Eilenberg—Moore, és precisament aquesta
ultima propietat: el fet que aquestes adjuncions ocupen posicions extremes (inicial i final)
dins de la categoria de totes les adjuncions que indueixen una monada donada. Aquesta
universalitat les distingeix de qualsevol altra adjuncié que recupere la monada inicial, i
justifica el seu caracter privilegiat dins d’este context.
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Capitol 6

Conclusions

En aquest document ens hem endinsat en la teoria de categories, presentant els seus con-
ceptes fonamentals tot centrant-nos especialment en la nocié d’adjuncié. Hem destacat
com aquestes situacions poden expressar-se mitjancant la propietat universal i hem ana-
litzat algunes de les seues conseqiiéncies més rellevants. A més, hem examinat exemples
concrets d’adjuncions, tant en el context de la teoria de I’ordre com en el cas dels monoides
lliures. Finalment, hem explorat la connexié profunda entre adjuncions i monades.

Aquest treball m’ha permés prendre una nova perspectiva a ’hora d’entendre les mate-
matiques. Ha estat una experiéncia enriquidora que m’ha ajudat a desenvolupar una visi6
més abstracta i coherent de diferents conceptes matematics.

Tot i aix0, per raons de temps i de claredat expositiva, s’han deixat fora conceptes
rellevants dins de la teoria de categories que constitueixen una continuacié natural per
a qualsevol lector que vulga aprofundir en aquest camp i que tinc intencié d’explorar
en un futur proper, com ara els limits i colimits, les categories de funcions, les categories
completes i cocompletes, les categories abelianes o el famds lema de Yoneda. Aquests temes
poden abordar-se a partir de fonts introductories com els textos de Mac Lane [Mac9§] i
Riehl [Riel7], aixi com també I'obra de Lambek i Scott [LS88], que han estat també
referéncies fonamentals en I’elaboracié d’aquest treball.

Agraiments

Voldria agrair de tot cor a la meua familia pel seu suport constant al llarg dels meus estudis.
En especial, els agraisc, entre moltes altres coses, haver-me criat en valencia, la llengua
amb que pense, estime i escric les matematiques.

També vull expressar el meu agraiment al meu tutor, Enric Cosme, i a la Universitat
de Valéncia per haver-me donat 'oportunitat d’estudiar aquest grau i fer aquest treball en
la llengua que m’estime: el valencia.

71



72



Bibliografia

[LS88] J. Lambek i P. J. Scott. Introduction to higher-order categorical logic. Vol. 7.
Cambridge University Press, 1988.

[Mac98] S. Mac Lane. Categories for the working mathematician. Vol. 5. Springer Science
& Business Media, 1998.

[Riel7]  E. Riehl. Category theory in context. Courier Dover Publications, 2017.

73



	Introducció
	Definicions fonamentals
	Categories
	Funtors
	Transformacions naturals
	Composicions de transformacions naturals


	Adjuncions
	Propietat universal
	Composició d'adjuncions
	Morfisme d'adjuncions

	Exemples d'adjuncions
	Adjuncions en conjunts preordenats
	Un exemple concret

	Monoides lliures

	Mònades
	Categoria de Kleisli d'una mònada
	Categoria d'àlgebres d'Eilenberg-Moore d'una mònada
	La categoria d'adjuncions

	Conclusions

