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Capitol 1

Introduccio

En logica, a més de determinar si una proposicié és vertadera o falsa, podem analitzar de
quina manera ho és. Per exemple, si considerem ’afirmacié “Hi ha neu a la muntanya”,
hi ha diferents maneres d’interpretar la seua veritat o falsedat. Podem preguntar-nos si és
necessariament certa, si se sap amb seguretat, si algi creu que és vertadera, si ho ha sigut
en el passat o si ho sera en el futur, o si continuara havent-hi neu si el clima canvia.

Aquestes variacions son el que es coneix com a “modalitats”, ja que indiquen diferents
maneres en que una proposicié pot ser vertadera. Les modalitats no es poden tractar
facilment amb les taules de veritat i les variables proposicionals del calcul proposicional.
Per aquest motiu, es va desenvolupar la logica modal. Aquesta és una extensié de la logica
classica que incorpora operadors modals per a expressar aquests conceptes (necessitats,
possibilitats, coneixement i altres conceptes fonamentals). La logica modal ens propor-
ciona la semantica necessaria per a permetre fer demostracions rigoroses que impliquen
modalitats, la qual cosa fins fa poc es considerava dificil o innecessari.

L’interes per la logica modal no és nou. Igual que amb la logica proposicional classica,
Aristotil ja intenta formalitzar la relacié entre entre allo que és vertader, allo que és necessari
i allo que és possible, és a dir, entre necessitat i possibilitat. Pero el seu enfocament
presentava inconsistencies, per tant, la logica modal va ser descartada com un fracas.

Més tard, Kant i Frege defensaren que les modalitats no afegien res essencial al co-
neixement logic, siné que simplement suggerien per que podem creure que una proposicié
determinada és vertadera. Segons ells, afegir una modalitat (com “necessariament”o “pos-
siblement”) a una proposicié P, no proporciona més informacié ni permet demostrar res
més del que ja es podia demostrar sobre P sense la modalitat. Es a dir, la modalitat no
afegeix ni lleva res a la capacitat de demostrar la veritat o falsedat de P. Pero aquesta
afirmacié ha resultat ser completament falsa. Es a dir, sembla raonable dir que si P és
certa, aleshores P ha de ser una combinaci6 de coses possibles, ja que allo que és vertader
no pot ser impossible. No obstant aix0, és molt menys evident afirmar que pel fet que P
siga possible, P siga realment cert. Aix0 suggereix que la modalitat té més contingut del



que Kant i Frege pensaven, és a dir, les afirmacions modals no sén equivalents a les seues
corresponents afirmacions no modals.

No obstant aixo0, al segle XX es va demostrar que aquestes modalitats tenen implicacions
logiques importants, fet que va dur a un renaixement de la disciplina. Actualment, la logica
modal s’'utilitza en multiples branques de la filosofia, les matematiques i la informatica.

Els dos operadors fonamentals de la logica modal sén [ (necessitat) i ¢ (possibilitat).
Aixi, Op significa “p és necessariament vertader”, mentre que Op significa “p és possi-
blement vertader”. Aquest enfocament permet la formalitzacié de conceptes metafisics i
epistémics, com ara “si p és necessari, aleshores és vertader” (Cp — p) o “si p és possible,
aleshores és necessariament possible” (Op — OOp).

Per altra banda, els operadors modals [J i { sén intensionals, la qual cosa significa
que el fet que Cp o Op siguen certes no depén tnicament de si la proposicié p ho és, sind
també del seu significat. Per a interpretar correctament aquests operadors, es requereix
una semantica diferent de la veritativo-funcional usada en la logica classica, que és la
semantica relacional o de mons possibles (desenvolupada per Saul Kripke [3]). Segons
aquest enfocament, en lloc d’assignar valors de veritat directament a les proposicions, es
defineixen conjunts de mons possibles on aquestes poden ser vertaderes o falses, és a dir,
una proposicié no és simplement vertadera o falsa, siné que pot ser vertadera en alguns
mons i falsa en altres. Per exemple, el concepte de necessitat (Cp) es formalitza aixi: una
proposicié és necessariament vertadera en un moén si ho és en tots els mons accessibles
des d’eixe mén. Aquesta idea es basa en el principi de Leibniz, que diu que alldo que és
necessariament cert és el que és cert en tots els mons possibles.

Aquest treball proporciona una introduccié a la sintaxi, la semantica i la teoria de la
demostracié de la logica modal, tot ago dividit en sis capitols. Al capitol 2, de preliminars,
s'introdueixen algunes idees i resultats fonamentals de la logica proposicional classica, per
poder entendre els conceptes que introduirem al llarg del treball més facilment.

En el tercer capitol, comencarem introduint les definicions i els conceptes per a poder
fer una argumentacio solida del tema en les seglients seccions. Parlarem de mons i models,
i farem algun exemple per a aclarir els conceptes que definim.

A continuacid, en el quart introduirem el concepte de marc, que ens aporta una relacié
directa entre la validesa d’una férmula en un marc, i la relacié d’accessibilitat d’aquest.

El quint capitol tracta les logiques modals normals, que sén logiques amb els operadors
01 ¢. Es discuteix la seua sintaxi, els models relacionals i les nocions semantiques basa-
des en ells (com la validesa i la consisténcia), aixi com els sistemes de demostracié (tant
demostracions sintactiques com taules de veritat).

En el capitol 6 es mostrara que aquests sistemes es comporten de manera coherent, és
a dir, que el conjunt de proposicions demostrables i el conjunt de proposicions vertaderes
sén identics. Es a dir, estudiarem alguns resultats fonamentals de les logiques modals, com
la correccié i la completesa dels sistemes de demostracié considerats.

En resum, el resultat important al que volem arribar en aquest treball és a que si una
féormula modal és vertadera aleshores és demostrable (completesa), i si una férmula modal



és demostrable aleshores és vertadera (correccid). Finalitzem el treball amb un capitol de
conclusions on sintetitzarem els punts més importants del nostre estudi.






Capitol 2

Preliminars

Abans d’entrar en el nucli d’aquest treball, anem a introduir alguns conceptes que serviran
per a entendre millor la logica modal i facilitar el desenvolupament dels proxims apartats.
En aquest capitol, presentarem alguns elements essencials de la logica proposicional, com
la seua sintaxi, semantica i alguns resultats basics. Aquests preliminars ens proporcionaran
la base necessaria per a comprendre i analitzar en profunditat els temes que tractarem en
els capitols segiients.

2.1 Logica proposicional classica

Definicié 2.1.1. (Variables proposicionals). Les variables proposicionals sén un conjunt
infinit numerable, que denotarem per V, de variables que denotaran proposicions. Aquest
conjunt ve donat per

V:{pn”HEN}

Definicio 2.1.2. El llenguatge basic de la logica proposicional classica inclou els segiients
elements:

1. La constant proposicional per al fals, denotada per L.

2. Un conjunt V infinit numerable de variables proposicionals.

3. El connector proposicional unari de negacid, que denotarem per —.

4. Els connectors proposicionals binaris A (conjuncid), V (disjuncié), — (condicional).

Definicié 2.1.3. (Férmules). Les formules del llenguatge proposicional basic es defineixen
recursivament de la segiient manera:

1. L1 és una férmula atomica.

2. Tota variable proposicional és una férmula atomica.



3. Si A és una férmula, aleshores = A també és una férmula.
4. Si A1 B sén férmules, aleshores (A A B) és una férmula.
5. Si A1 B sé6n férmules, aleshores (A V B) és una férmula.
6. Si Ai B sén féormules, aleshores (A — B) és una férmula.
7. Res més és una férmula.
Denotem per Form al conjunt de totes les férmules de la logica proposicional classica.

A continuacié enunciem la propietat universal del conjunt de férmules proposicionals,
que diu que si tenim una algebra on estiguen definides les operacions logiques classiques
i una assignacié del conjunt de variables proposicionals en ’algebra, aleshores 1’assignacié
sempre es pot estendre a un homomorfisme, o el que és el mateix, Form és ’algebra lliure
per a les operacions logiques definida sobre el conjunt de variables proposicionals.

Teorema 2.1.1. (Propietat Universal). Siga A un conjunt on tenim definides les opera-
cions en X = {L, - A\, V,—,<}. Siga f 'V — A una aplicacid. Aleshores existeir un
tinic X-homomorfisme f*: Form — A tal que f*oiny = f.

Definicié 2.1.4. (Taula de veritat). El conjunt 2 = {0, 1} té estructura de X-algebra.
Aquestes operacions es poden representar en la segilient taula:

LY | 2P| Ny | VY |99 | 9 Y
0|01 1 0 0 1 1
0|11 0 1 1 0
17010 0 1 0 0
111 0 1 1 1 1
Una valoracié és una aplicacié
v:V — 2.

Si v(pn) = 1, direm que p,, és vertadera per a v. Pel contrari, si v(p,) = 0, direm que p,
és falsa per a v.

A més, per la Propietat Universal sabem que esta valoracié es pot estendre a un X-
homomorfisme

o' Form — 2.

Aquesta valoracié permet estendre el valor de veritat a tota férmula simplement conei-
xent el valor de veritat de les proposicions en la formula.



Exemple 2.1.1. A continuacié vegem la taula de veritat de la férmula (PAQ)V R — R.

PIQIR[PAQ|(PANQVR|(PAQVR—R
0l0]0] o0 0 1
001 0 1 1
0/1]0]| 0 0 1
0l1]1] o0 1 1
1[o[o0] o 0 1
1{ol1] o 1 1
110 1 1 0
11 1] 1 1 1

Definicié 2.1.5. (Tautologia). Siga ¢ una férmula en Form, direm que ¢ és una tautologia
si per a tota valoracié v : V — 2, es té que v*(¢) = 1.

Definicié 2.1.6. (Contradiccid). Siga ¢ una férmula en Form, direm que ¢ és una contra-
diccié si per a tota valoracié v : V. — 2, es té que v#(¢) = 0.

Exemple 2.1.2. A continuacié vorem un exemple basic de tautologia i altre de contradic-
cid, mitjancant taules de veritat.

1. PV =P és una tatulogia.

P |-P|PVvV-P

o
| =
—_

2. P A =P és una contradiccio.

P|-P|PA-P

o
—_
o

Nota 2.1.1. Observem que, quan estudiem les tautologies mitjancant taules de veritat,
totes les files de la tdltima columna de la taula han de ser 1. Aco ens sera ttil al llarg del
treball per demostrar que una férmula és una tautologia.

2.2 Lema de Zorn-Kuratowski

El Lema de Zorn-Kuratowski és una eina fonamental que permet establir I'existéncia d’e-
lements maximals en conjunts parcialment ordenats, i que necessitarem més endavant per
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demostrar el Lema de Lindenbaum. Presentem primer unes definicions que ens faran falta
per poder entendre’l.

Definicié 2.2.1. (Conjunt parcialment ordenat). Un ordre parcial sobre un conjunt X és
una relacié binaria < en X que compleix les segiients condicions:

1. (Reflexivitat): Vo € X, (z < z).
2. (Antisimetria): Vz,y € X, ((z <yAy <z) =z =1y).
3. (Transitivitat): Vz,y,z € X, (z <yAy<z) >z < z).

Un conjunt parcialment ordenat és una tupla (X, <), on X és un conjunt i < un ordre
parcial sobre X.

Definicié 2.2.2. (Cadena). Una cadena, o conjunt totalment ordenat, és un conjunt C
amb una relacié d’ordre parcial < en la qual tota parella d’elements esta relacionada, és a
dir, compleix la seglient propietat:

Ve,ye C, (x <yVz>y).

Definicié 2.2.3. (Fita superior). Siga (X, <) un conjunt parcialment ordenat i ¥ C X.
Un element s de X és una fita superior de Y si satisfa la segiient condicio:

VyeY, (y<s).
Denotem per Fsupy (Y) el conjunt de totes les fites superiors d’Y en X.

Definicié 2.2.4. (Suprem). Siga (X, <) un conjunt parcialment ordenat i Y C X. Diem
que s € X és un suprem d’Y en X si compleix les segiients condicions:

1. s és fita superior de Y en X, és a dir, s € Fsupy(Y).
2. Per a cada x € Fsupy(Y), s < x.

Definicié 2.2.5. (Element maximal). Siga (X, <) un conjunt parcialment ordenat. Diem
que m és un element maximal de X si compleix la segilient propietat:

Vee X, (im<z—m=uz).
Ara si, estem en condicions d’enunciar el Lema de Zorn-Kuratowski.

Lema 2.2.1. (Zorn-Kuratowski). Siga (X, <) un conjunt parcialment ordenat no buit per
al qué tota cadena no buida en X té suprem, aleshores existiz un element mazrimal en X.

Nota 2.2.1. El lema de Zorn-Kuratowski és equivalent a I’Axioma d’Eleccié.



Capitol 3

Sintaxi 1 semantica

La logica modal estudia les proposicions modals i les relacions d’implicacié entre elles.
Els operadors modals, com la necessitat ((J) i la possibilitat (), permeten formalitzar
expressions com “és necessari que”’o “és possible que”.

Aquest capitol serveix com a introduccio als conceptes basics de la sintaxi i la semantica
de la logica modal, establint les bases per als capitols posteriors, que desenvoluparan for-
malment aquests conceptes i exploraran les seues aplicacions en diferents sistemes logics.

3.1 Foérmules modals

En aquesta seccié es presenta el llenguatge formal de la logica modal. Es defineixen les
férmules ben formades a partir dels simbols proposicionals i els connectius logics, aixi com
els operadors modals.

Definicié 3.1.1. El llenguatge basic de la logica modal inclou el llenguatge basic de la
logica proposicional, i també

1. L’operador modal (unari) de necessitat .
2. L’operador modal (unari) de possibilitat ¢.

Definicié 3.1.2. (Férmules modals). Les férmules del llenguatge modal basic es defineixen
recursivament de la segilient manera:

1. L és una féormula modal atomica.
2. Tota variable proposicional és una formula modal atomica.
3. Si A és una férmula modal, aleshores = A també és una férmula modal.

4. Si Ai B s6n férmules modals, aleshores (A A B) és una férmula modal.



5. Si A1 B sé6n férmules modals, aleshores (A V B) és una férmula modal.
6. Si A1 B sé6n férmules modals, aleshores (A — B) és una férmula modal.
7. Si A és una férmula modal, aleshores [JA també és una férmula modal.
8. Si A és una férmula modal, aleshores ¢ A també és una férmula modal.
9. Res més és una férmula modal.

Denotem per FormMod al conjunt de totes les formules modals.

Definicié 3.1.3. Les férmules construides utilitzant els operadors definits s’han d’inter-
pretar de la seglient manera:

1. Definim la veritat, denotada per T, com —L.
2. Definim la doble implicacié, denotada per A <» B, com (A — B) A (B — A) .

Nota 3.1.1. Si una férmula no conté els operadors modals (i ¢) diem que és no modal
o classica.

3.2 Instancies de substitucid

Una instancia d’una férmula A és el resultat de substituir totes les aparicions d’una variable
proposicional en A per altra férmula. Aquest concepte és fonamental per a I'analisi de la
validesa i la demostrabilitat en la logica modal. A continuacid, definim aquest concepte de
manera més precisa.

Definicié 3.2.1. (Instancia de substitucid). Siga A una férmula modal en la qual totes les
seues variables proposicionals son py,...,p,. Siguen Dy, ..., D, férmules modals. Definim
Al[D1/p1,...,Dy/pn] com el resultat de substituir simultaniament cada D; per p; en A.
Notem que és una definicié recursiva sobre A:

1. Si A= 1, aleshores A[Di/p1,...,Dpn/pn] és L.

2. Si A = q, aleshores A[D1/p1,...,Dn/pn] és q, sempre que q Zp; perai=1,...,n.
3. Si A = p;, aleshores A[D1/p1,...,Dy/py] és D;.

4. Si A = =B, aleshores A[D1/p1,...,Dyn/pyn] és =B[D1/p1,...,Dyn/pn).

5. Si A= (B A (), aleshores
A[D1/p1; ..., Dn/pa] = (BID1/p1, ..., Dn/pn] A CID1/p1, ..., Dn/pn]).
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6. Si A= (B Vv (), aleshores

A[D1/py, ..., Du/pal = (B[D1/p1, ..., Dn/pa] V C[D1/p1,..., Du/pyl).
7. Si A= (B — C), aleshores

A[D1/p1, ..., Dn/pn] = (B[D1/p1, ..., Dn/pn] = C[D1/p1, ..., Dn/pyl).
8. Si A = (B > (), aleshores

A[D1/p1; ..., Dn/pn] = (B[D1/p1; - .., Dn/pn] <> C[D1/p1, ..., Dn/pnl).

9. Si A =0B, aleshores A[D1/p1,...,Dy/pn] = OB[D1/p1, ..., Dn/pnl.
10. Si A = OB, aleshores A[D1/p1,...,Dyn/pn] = OB[D1/p1,. .., Dn/pn].

La férmula A[D1/p1,..., Dy /py] s’Tanomena una instancia de substitucié d’A.

3.3 Models relacionals

El concepte basic de semantica per a la logica modal normal és el de model. Consisteix
en un conjunt de mons, els quals estan relacionats mitjancant una relacié d’accessibilitat
binaria, junt amb una assignacié que determina quines variables proposicionals es conside-
ren “vertaderes” en cada moén.

Definicié 3.3.1. (Model) Un model és una tupla M = (W, R, V), on
e W és un conjunt els elements del qual s’anomenen mons.
e RC W x W és una relacié binaria, anomenada relacié d’accessibilitat.

e v:V — P(W) és una aplicacié, anomenada valoracid, que assigna a cada variable
proposicional aquells mons on “és vertadera”.

A més, si (w,w') € R diem que w’ és accessible desde w. I si w € W satisfa que
w € v(p) diem que p és vertadera en w.

Exemple 3.3.1. Considerem el model M = (W, R,V),on W ={1,2,3}, R ={(1,2),(1,3)}
i laplicacié v esta definida com segueix:

v:V. — PW)

p — {1,2}
g — 0
r — {1}

11



Hem representat en la Figura [3.1] aquest model amb un diagrama senzill.
Cal notar que els mons es representen per nodes, i el mén w’ és accessible des de w quan
hi ha una fletxa de w a w’. A més, etiquetem un node (mén w) amb p quan w € V(p).

()
©)

Figura 3.1: El model de 'Exemple [3.3.1]

3.4 Veritat, validesa i tautologies

Cada model determina quines férmules modals es consideren vertaderes en cada mén dins
del model. La relacié “el model M fa que la férmula A siga vertadera en el mén w” és un
concepte fonamental de la semantica relacional.

Aquesta relacio es defineix recursivament i coincideix amb la caracteritzacié habitual
mitjancant taules de veritat per als operadors no modals. A continuacid, definim el concepte
de veritat, que estableix quan una férmula és vertadera en un mén determinat.

Definici6é 3.4.1. (Férmula vertadera en un moén). Siga A una férmula, M = (W, R, V)
un model, i w € W un mén. Anem a definir recursivament que A és vertadera en el mén
w del model M, i escriurem M, w I A. Aixi, M,w - A si

1. Si A =1, aleshores mai es té que M, w I-_L.

2. M,w Ik p si, i només si, w € V(p).

3. Si A =-B, aleshores M, w IF A si, i només si, M, w I B.

4. Si A= (BAC), aleshores M, w IF A si, i només si, M,w - Bi M,w - C.
5. Si A= (BVC(C), aleshores M, w IF A si, i només si, M,wlF B o M,wl-C.
6. Si A= (B — (), aleshores M, w I- A si, i només si, M,w |} Bo M,w - C.

7. Si A = OB, aleshores M,w I+ A si, i només si, M,w’ |F B per a cada w' €
W amb (w,w’) € R.

8. Si A = OB, aleshores M,w IF A si, i només si, M,w" I+ B, per a algun v’ €
W amb (w,w’) € R.
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Exemple 3.4.1. Siga A = O((pAq) — 7). Anem a vore que en el model de la Figura
tenim M, 1IF A.

Per la defincié anterior, sabem que M, 1 IF A, és a dir, M, 11F O((pAq) — r) si existeix
al menys un w’ € W amb (1,w’') € R tal que M,w’ IF ((pAq) — 7).

Notem que M,2 Ik ((p A q) — r) si, i només si, M,2 If (p Aq) o M,2IF r. No tenim
M,2 I+ r, vejam si tenim laltra. Notem que M,2 If (p A q) si, i només si, M,2 | p o
M,21f q. Com M,2f q, ja ho tenim. Per tant, M, 21 ((p A q) — r), i aixi, M,1IF A.

També resulta 1til expressar la relacié entre els operadors modals de necessitat i pos-
sibilitat. En concret, a continuacié es mostra que una férmula és necessaria si, i només si,
és impossible que la seua negacid siga possible, i, de manera analoga, que una férmula és
possible si, i només si, no és necessari que la seua negacié siga vertadera.

Proposicié 3.4.1. M,w IF OA si, i només si, M,w IF =0—A.

Demostracid. Suposem que
M,w - OA.

Aix{, per a tot mén w’ € W amb (w,w’) € R es té que M,w' I A.
Per reduccié a 'absurd, suposem que

M, w - O—A.

Aleshores existeix un w' € W per al que (w,w') € R i tal que M,w’ I+ —A, és a dir,
M,w' I A, que és una contradiccié perque estavem suposant que M,w’ |- A, per a tot
w' € W amb (w,w’) € R. Per tant, M, w | 0—A, és a dir, M, w IF =0 A.
Suposem ara que
M, wlF =O—A.

Aixi, M,w | O—A, per aw € W. Ara, que M, w If $—A vol dir que M, w’ If =A per a tot
w' € W amb (w,w’) € R, per tant, M,w’ IF A, per a tot w' € W amb (w,w’) € R. 1 per
definicid, a¢o vol dir que M, w I+ A . O

Proposicié 3.4.2. M,w I+ QA si, i només si, M,w IF -[0-A.

Demostracio. Suposem que
M,wlF QA.

Aixi, existeix un w’ € W amb (w,w’) € R tal que M,w’ I- A.
Suposem per reduccié a ’absurd que

M,w IF O-A.

Aixi, per a tot w' € W amb (w,w') € R, M,w' IF =A. Es a dir, M,w’ | A, per a tot
w' € W amb (w,w’) € R, que contradiu que existeix un w’ € W amb (w,w’) € R tal que
M,w' I+ A. Per tant, M, w IF =[0-A.
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Suposem ara que

M, wIF -O-A.

Aixi, M,w If O-A. Es a dir, existeix al menys un v’ € W amb (w,w’) € R tal que
M,w'" I A, iaco ho tenim si, i només si, M, w’ I A per a algun w’ € W amb (w,w’) € R.
Per definicié, aco significa que M, w IF QA. O

De vegades ens interessa saber quines formules sén vertaderes en tots els mons d’un
model donat. Introduim ara una defincié per a aquest concepte.

Definicié 3.4.2. (Férmula vertadera en un model). Una férmula A és vertadera en M =
(W, R, V), escrit M IF A, si, i només si, M,w IF A per a tot w € W.

A continuacié es presenten dues propietats generals sobre la validesa de férmules en els
models modals.

Proposicié 3.4.3. 1. §i M I+ A, aleshores M | = A, pero no a l'inrevés.
2. Si M+ A— B, aleshores si M I+ A llavors M |+ B, pero no a l’inrevés.

Demostracio. 1. Suposem que M I+ A, aleshores M, w IF A per a tot w € W. Suposem
per reduccié a ’absurd que M IF —A, aleshores per a tot w € W, M,w I+ =A, que
contradeix al fet que M, w IF A per a tot w € W. Per tant, M, w Iff —A.

Suposem ara que M If = A, per tant existeix w € W per al que M,w I A. Agd no
obliga a que M,w I- A per a tot w € W. Vejam un contraexemple en la Figura (3.2
on M Iff =pi M Iff p.

b, q
p,—q
P, g
Figura 3.2: M If —=pi M If p.

2. Suposem que M I+ A — Bi M IF A. Aleshores, M,wlF A — B i M,w |- A per a
tot mon w € W, aixi, M,w IF B , i com que ho tenim per a tot w € W, també tenim
MIF B.

Per a vore que no es dona l’'altra implicacid, vejam un contraexemple. En la Figura
tenim que M Iff p. Aixi, si M I+ p aleshores M I q. Perd M | p — q, perque en
el moén 1, p és vertader i ¢ fals.

O
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D’igual manera que hem dit que de vegades ens interessen les féormules que sén verta-
deres en tots els mons d’un model, les férmules que sén vertaderes en tots els models, és
a dir, vertaderes en cada moén de tots els models, sén també interessants. Anomenem a
aquestes férmules valides.

Notem que no totes les formules que podriem esperar que foren valides segons la in-
terpretacié de O ho sén. Alguns models, com per exemple els reflexius (on cada mén és
accessible des de si mateix), fan que la férmula A = Op — p siga valida, pero A no és
sempre valida.

A continuacié, definim aquest concepte de manera precisa.

Definicié 3.4.3. (Férmula valida) Una férmula és valida en una classe C de models, escrit
C = A, si és vertadera en cada model de C. Escriurem = A si A és valida en qualsevol
model.

Vegem un exemple de formula valida.

Exemple 3.4.2. Anem a vore que
IFp—p.

Siga M = (W, R, V') un model, volem vore que M I p — p. Siga w € W, volem demostrar
que M,w Ik p— p. Agd es té si M,w If p (si, i només si, w ¢ V(p)) osi M,w |- p (si, i
només si, w € V(p)). Com necessariament ha de passar w € V(p) o w € V(p), es té que
M,wlFp. Aixi, Ik p — p.

Exemple 3.4.3. Siga C la classe de tots els models per als que la relacié d’accessibilitat
és reflexiva. Aleshores,

CEOp—p.
Anem a vore-ho. Siga M = (W, R, V') un model en C, volem vore que M IF Op — p. Siga
w € W, volem vore que M,w IF Op — p. Ago es té si M,w Iff Op o M, w IF p. Suposem
que M,w |f p. Aleshores, com R és reflexiva, (w,w) € R, aixi, M,w | Op. Per tant,
M, w IFOp — p, aixi M I Op — p, com voliem.

Presentem ara una proposicié que descriu com es conserva la validesa d’una féormula
quan es considera un subconjunt d’'una classe de models en que ja era valida.

Proposicié 3.4.4. SiC' CC i C = A, aleshores C' = A.

Ara es mostra com la validesa absoluta d’una férmula implica també la validesa de la
seua necessitat.

Proposicié 3.4.5. Si A és valida, aleshores A també. Es a dir, si = A, aleshores = A.

Demostracid. Suposem | A. Siga M = (W,R,V) un model. Siga w € W un mén
qualsevol. Com estem suposant que = A, tenim M,w’ = A per a tot w' € W amb
(w,w’) € R. Aixi, es te que M, w = OA. Per tant, = OA. O
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Una férmula sense modalitats és una tautologia si és vertadera en totes les assignacions
de valors de veritat. Tota tautologia és vertadera en tots els mons de tots els models. Pero
per a férmules modals (amb O i ), no esta definit el concepte de tautologia.

El concepte d’instancia tautologica (una férmula que és una instancia d’una tautologia
no modal), que introduirem ara, ajuda a resoldre aquest buit. També demostrarem que
totes les instancies tautologiques sén valides.

Definicié 3.4.4. (Instancia tautologica). Una férmula modal B és una instancia tau-
tologica si, i només si, existeix una tautologia lliure de modalitats A amb variables propo-
sicionals p1,...,p, 1 férmules Dy,..., D, tal que B = A[D1/p1,...,Dyn/pn].

En el segiient lema es mostra que una férmula proposicional classica conserva la seua
veritat quan es substitueixen les seues variables per férmules modals. Es tracta d’una
correspondeéncia entre valoracions classiques i models modals, que permet garantir la co-
herencia entre ambdds contextos sota certes condicions.

Lema 3.4.1. Suposem que A és una formula lliure de modalitats, és a dir, una férmula pro-
posicional classica sobre les variables proposicionals p1, . .., pn @ siguen D1, ..., Dy, formules
modals. Aleshores, per a tota valoracié v : {p1,...,pn} — 2, per a tot model M = (W, R, V)
i per a tot w € W tal que per a tot 1 < i < n, satisfa que v(p;) = 1 si, i només si,
M,w - Dy, tenim que v¥(A) =1 si, i només si, M,w - A[D1/p1, ..., Dn/pn].

Demostracid. Per induccié sobre la férmula A.

Casl: A= 1.

Per una banda, v*(_L) = 1, i per altra banda, M, w I L. Per tant, v*(L) = 1 si, i només
si, M,w I+ L.

Cas2: A=gq,onqZp;, peratot 1 <i<n.

Si vf(q) = 1, aleshores M,w IF ¢q. Per altra part, com A[D1/p1,...,Dn/pa] = ¢,
es té que M,w I A[D1/p1,...,Dn/pn]. Per tant, vi(q) = 1 si, i només si, M,w IF
Al[D1/p1,...,Dy/pn], com voliem vore.

Cas 3: A = p;, volem demostrar v#(A) = 1 si, i només si, M, w |- A[Dy/p1, ..., Dyn/pp).
Suposem que v#(A) = 1, acd és cert si v(p;) = 1. Com w satisfa la hipotesi del le-
ma es té que M,w I D;. Notem que D; = A[Dy/p1,...,Dn/pn]. Per tant, M, w I+
A[Dl/pl, e ,Dn/pn].

Per altra banda, suposem que M, w Ik A[D1/p1, ..., Dn/pn]. Com A[D1/p1,...,Dn/pn] =
D;, es té que M, w I+ D;. Com w satisfa la hipotesi del lema, aleshores v(p;) = 1. Per tant,
vH(A) = v(p) = 1.

Hipotesi inductiva. Suposem ’enunciat cert per a les féormules lliures de modalitats B i
C. Demostrem-ho per als seglients casos.
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Cas 4: A= -B. Tenim que

v (A) = 1 si, i només si, v¥(B) =0
si, i només si, M,w Iff B[D1/p1,...,Dn/pn]
si, i només si, M,w IF =B[D1/p1, ..., Dyn/py]
si, i només si, M,w IF =(B[D1/p1,...,Dn/pn]) = (=B)[D1/p1,- .., Dn/pn)
si, i només si, M,w Ik A[D1/p1,..., Dn/pn].

Cas 5: A= BAC. Tenim que

v (A) =1 si, i només si, v*(B) = v*(C) =1
si, i només si, M,w IF B[D1/p1,...,Dpn/pn] i M,w - C[D1/p1,...,Dpn/pn]
si, i només si, M,w IF (B AC)[D1/p1,...,Dn/pn]
si, i només si, M,w IF A[D1/p1, ..., Dn/pn)].

Cas 6: A= BV (C. Tenim que

v*(A) =1 si, i només si, v¥(B) =1 0 *(C) =1
si, i només si, M,w |- B[D1/p1,...,Dpn/pn) 0o M,w - C[D1/p1,...,Dpn/pn)
si, i només si, M,w IF (BV C)[D1/p1,...,Dn/pn]
si, i només si, M,w IF A[D1/p1,..., Dn/pn).

Cas 7: A= B — C. Tenim que

v (A) =1 si, i només si, v¥(B) = 0 0 v*(C) =1
si, i només si, M,w I B[D1/pi,...,Dn/pn) 0 M,w - C[D1/p1,...,Dpn/pn)
si, i només si, M,w I (B — C)[D1/p1,- .., Dn/pn)
si, i només si, M,w IF A[D1/p1, ..., Dn/pn).

Corol-lari 3.4.1. Totes les tautologies proposicionals son valides.

Demostracido. Fem la demostracid per reducci6 a I’absurd. Siga A una tautologia. Suposem
que A no és valida. Aleshores existeix un model M = (W, R, V) i un mén w € W de
forma que M,w | A. Siguen {pi,...,pn} les variables proposicionals que ocorren en A.
Considerem la segiient valoracié

vi{p1,...,pn} — 2
NN 1, si M,w IF p;
pi 0, en altre cas
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Aleshores com el mén w satisfa la condicié v(p;) = 1 si, i només si, M,w I+ p;. Pel
Lema tecnic M,w - Alp1/p1,...pn/pa] si, i només si, v¥(4A) = 1. Notem que
Alp1/p1,...,pn/pn] = A. Com que M,w | A, aleshores, pel Lema tenim que v#(A) # 1.
Per tant, v#(A) = 0, contradient que A és una tautologia. O

3.5 Esquemes de validesa

Definicié 3.5.1. (Esquema). Donada una férmula modal C' sobre les variables py, ..., pn,
I’esquema de C' és el conjunt de totes les formules modals que resulten de fer substitucions
en C, és a dir,

{C[D1/p1,...,Dn/px]) | D1,..., D, son férmules modals}.

La férmula C' s’anomena férmula caracteristica de I'esquema, i és unica (excepte per
un canvi de nom de les variables proposicionals). Una férmula A és una instancia d’un
esquema si és un membre del conjunt anterior.

A més, diem que un esquema és vertader en un model si, i només si, totes les seues
instancies ho sén. Per altra part, un esquema és valid si, i només si, és vertader en tot
model.

A continuacié presentem alguns esquemes i propietats basiques que resulten essencials
per al desenvolupament de la logica modal. Aquestes propietats reflecteixen la manera en
que es relacionen els conceptes de necessitat, possibilitat i implicacié dins del sistema, i
constitueixen la base per a moltes demostracions i resultats posteriors.

Proposicié 3.5.1. El segiient esquema, que anomenarem K, és valid.
04— B) - (DA — OB) (K)
Demostracid. Siga M = (W, R, V) un model i w € W, hem de demostrar que
M,wl-O(A— B) - M,wl- (A — OB).

Suposem que
M,wl-O(A — B),

hem de demostrar que
M,w+0A — OB.

Aixi, suposem que M,w |- 0JA. Hem de vore que M,w |- OOB. Siga w’ € W tal que
(w,w") € R. Hem de demostrar que M,w’ IF B. Com M,w I O(A — B) i (w,w') € R,
aleshores, M,w' I A — B, és a dir, M,w' If A o M,w' I B. Ara, com M,w |- OA i
(w,w') € R, aleshores, M,w’ |- A. Aix{, necessariament M, w’ |- B. Per tant, M, w I+ OB,
com voliem. O
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Proposicié 3.5.2. El segiient esquema, que anomenarem DUAL, €és valid.
Q0A « —[-A (DUAL)

Demostracid. Siga M = (W, R,V) un model i w € W. Hem de vore que M,w IF 0A +
M, w Ik ~O0-A.
Per una part, suposem que
M,wl- OA,

hem de demostrar que

M,w IF=[O-A.

Es a dir, M, w Iff 0-A. Sigaw’ € W tal que (w,w’) € R. Hem de vore que existeix w’ € W
tal que M,w' If —A, és a dir, M,w’ |- A. Per hipotesi, sabem que M,w I+ QA, és a dir,
existeix w’ € W amb (w,w’) € R tal que M,w’ I A. Per tant, ja hem trobat el w’ que
voliem. Aixi, M, w IF =[0—-A.

Per altra part, suposem ara que

M, w - —O-A.

Hem de demostrar que

M,w - QA.

Com M,w Ik =0-A4, es t¢ M,w If O=A, és a dir, existeix w’ € W amb (w,w’) € R tal que
M,w' |f —=A. Aco es té si, i només si, M,w’ |- A. Per tant, com hem trobat un w’ € W
amb (w,w’) € R tal que M,w’ IF A, tenim que M, w I+ QA. O

Proposicié 3.5.3. 5i A i A — B sén formules vertaderes en un model, aleshores B també
ho és.

Demostracio. Per definicid, sabem que A és vertadera en M = (W, R, V) si, i només si,
M,w IF A, per a tot w € W. Analogament, A — B és vertadera en M si, i només si,
M,w - (A — B), per a tot mén w € W. Volem vore que M IF B, és a dir,

M,wl B,

per a tot w € W. Tenim que M,wlF A — B. Aco és, M,w ) Ao M,w I B. Com no
tenim que M, w I A, ja que per hipotesi M, w I+ A, tindrem M, w I+ B. Per tant, M |- B,
com voliem. O

Nota 3.5.1. La Proposici6[3.5.3|ens permet afirmar que les férmules valides estan tancades
per modus ponens.

A continuacid, presentem diversos exemples d’esquemes valids i no valids, amb la fina-
litat d’analitzar aquest concepte amb més profunditat.
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Proposicié 3.5.4. L’esquema (A — B) — (0A — OB) és valid.
Demostracid. Siga el model M = (W, R,V)iw € W. Hem de vore que
M,wlF 0A — OB o M,w | J(A — B).

Suposem que M, w |- O(A — B), agd és, per a tot w’ € W tal que (w,w') € R, M,w' IF
(A — B). Es a dir, M,w' It Ao M,w' - B, per a tot w' € W tal que (w,w’) € R.

Ara, volem vore que M,w IF QA — OB, aco és, M,w Iff 0A o M,w IF $B. Perd com
tenfem M,w' I A o M,w' Ik B, per a tot w’ € W tal que (w,w’) € R, necessariament
tindrem que M, w Iff A o M,w - {B. Per tant, M,w - 0 A — OB. O

Proposicié 3.5.5. L’esquema O(A — B) — (DA — OB) és valid.
Demostracid. Siga el model M = (W, R, V) iel mén w € W. Hem de vore que
M,wlF (OA — 0B) o M,w I O(A — B).

Suposem que M,w |- O(A — B), agd és, existeix w' € W amb (w,w’) € R tal que
M,w' I+ A— B. Es a dir, M,w' If Ao M,w' |- B.

Ara, volem vore que M, w I+ (A — OB), és a dir, M,w If A o M,w |- O0B. Aixi, si
tenim M, w’ If A, aleshores M, w If OJA. 1si tenim, M,w’ I+ B, aleshores M, w I+ B, com
voliem. Per tant, M, w IF (A — OB). O

Proposicié 3.5.6. L’esquema (A A B) + (DA AOB) és valid.

Demostracio. Siga M = (W, R, V) un model i w € W un moén.
Per una banda, suposem que

M,w - O(AA B).

Volem demostrar que
M,w - (OAAOB).

Com M,w I+ O(A A B), per a tot w' € W amb (w,uw') € R, es té M,w’ I+ AAB. Es
a dir, M,w' |- Ai M,w I+ B. Per tant, com ho tenim per a tot w’ € W, significa que
M,wlFOAi1 M,w OB, és a dir, M,w |- (JA AOB), com voliem vore.

Per altra banda, si suposem

M,w I+ (OAAOB),

tenim M, w - OA i M,w I+ OB. Es a dir, per a tot w’ € W amb (w,w’) € R, M,w' I+ A i
M,w' I+ B, equivalentment, M,w’ I A A B. Aixi, com ho tenim per a cada w’ € W amb
(w,w'") € R, tenim que M, w |- O(A A B), com voliem demostrar. O

Proposicié 3.5.7. L’esquema OA — O(B — A) és valid.
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Demostracio. Siga M = (W, R, V) un model i w € W un mén. Suposem que
M, w - OA.
Es a dir, per a tot w’ € W amb (w,w') € R, tenim que M, w’ IF A. Volem vore que
M,w - O(B — A),

és a dir, per a tot w’ € W amb (w,w’) € R es té que M,w' |- B — A. Ago és, M,w' | B o
M,w" I+ A. Aquesta ultima la tenim per hipotesi. Per tant, es té M, w I O(B — A). O

Proposicié 3.5.8. L’esquema -0A — (A — B) és valid.
Demostracid. Siga M = (W, R, V) un model i w € W un mén. Suposem que
M,wlF-0A,

és a dir, M,w If QA. En altres paraules, per a tot w' € W amb (w,w’) € R, tenim que
M,w' I A. Ara volem vore que

M,w - O(A — B),
és a dir, per a tot w' € W amb (w,w’) € R es té que M,w' IF A — B. Agd és, M,w' I} Ao

M, w'" I B. Com hem vist que M,w’ | A, per a tot w’' € W amb (w,w’) € R, ja ho tenim.
Per tant, M, w IF J(A — B). O

Proposicié 3.5.9. L’esquema O(AV B) < (0AV OB) és valid.

Demostracid. Siga M = (W, R, V) un model i w € W un mén. Anem a demostrar la doble
implicacid, és a dir, anem a vore que

M,w Ik (A V B) si, i només si, M,w - (0AV OB).
Suposem que M, w I O(AV B). Per definicid, existeix un mén w’ € W amb (w,w’) € R
tal que M,w' IF AV B si, i només si, M,w' I A o M,w' |- B si, i només si, M,w IF QA o
M,w I $B si, i només si, M,w - QA V OB. O

Proposicié 3.5.10. L’esquema O(AV B) — (OA VvV OB) no és valid.

Demostracio. Volem vore que J(AV B) 4 (0OA vV OB).

Siga M = (W, R, V), amb w;,ws, w3 € W. En la segiient figura veiem un contraexem-
ple.
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(1)
OL

Figura 3.3: Contraexemple de l'esquema (A V B) — (OA v OB).

Observem que tenim [(J(A V B) perque per a tot w’ € W, amb (w,w') € R, M,w' I-
Ao M,w' Ik B, pero no tenim AV OB. Ac¢o ho tindriem si M, w, IF OA o M, w, I+ OB,
perd notem que, per una part, (wy,ws) € R 1 M,ws |f B, per tant M, w; Iff OB, i per altra
part, (w1, ws) € Ri M,ws lf A, per tant M,w; If OA. Es a dir, M,w ¥ OA v OB. O

Proposicié 3.5.11. L’esquema (0A N OB) — O(A A B) no és valid.

Demostracid. Vejam un contraexemple. Siga el segilient model.

O
OL

Figura 3.4: Contraexemple de l'esquema (0A A OB) — O(A A B).

Es té QA A OB perque (wy,ws2) € R, (w1,ws) € Ri M,wy IF A, M,ws |- B. Pero no
es té O(A A B) perque M,ws I AANB i M,wslf AN B. Per tant, queda demostrat que
aquest esquema no és valid. O

Proposicié 3.5.12. L’esquema A — [JA no és valid.

Demostracio. Vejam un contraexemple. Siga el segiient model.

Figura 3.5: Contraexemple de 'esquema A — [1A.

()
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Es té M,w; IF A perd no M,w; IF OA perque (w1, wz) € R1i M,wy I A, per tant,
M, wy I OA. O

Proposicié 3.5.13. L’esquema OOA — B no és valid.

Demostracio. Vejam un contraexemple. Siga el segiient model.

Figura 3.6: Contraexemple de 'esquema [(J0A — B.

Notem que tenim M, w; IF O A, ja que per a tot mén al que es pot accedir a partir de
w1, que és soles wa, es té M, ws IF QA. Perd no tenim M, w; I+ B. O

Proposicié 3.5.14. L’esquema JJA — A no és valid.

Demostracié. Vejam un contraexemple. Siga el segilient model.

Figura 3.7: Contraexemple de ’esquema [JJA — [JA.

Notem que tenim M, w; IF CJOA, ja que per a tot mén al que es pot accedir a partir
de w1, que és soles wy, es té M,wy IF A, ja que ws I- A, i (w2, w3) € R. Perd no tenim
M,w IFOA, ja que M, ws I A. O

Proposicié 3.5.15. L’esquema OOO0A — QLA no és valid.

Demostracio. Vejam un contraexemple. Siga el segiient model.

()4

Figura 3.8: Contraexemple de 'esquema (10 A — QIA.

Observem que es té M, w1 IF OQA, ja que per a tot mén al queé es pot accedir a partir
de wy, que és soles wy, es té M, wq IF QA, perque M, ws I- A, i (wa,ws) € R. Perd també
podem vore que no es té M,w; I+ QUA, perquée M, ws | LA, per no tindre M, w4 I+ A,
amb (wg,wy) € R. O
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En resum, agrupem aquestes tltimes proposicions en la Taula [3.1]

Esquemes valids Esquemes no valids
OA—B)— (0A—90B) | O(AVB) — (0DAVvOB)
O0(A— B)— (HOA—0B) | (CANOB) — O(ANB)
OAAB)« (OAANOB) | A—-DA

OA - OB — A) O00A — B

-0A — 0O(A — B) 0O0A —-DOA

O(AV B) + (0AV OB) 00A — oA

Taula 3.1: Exemples d’esquemes valids i esquemes no valids.

Proposicié 3.5.16. Una férmula A €és valida si, i només si, totes les seues instancies de
substitucio ho son. Aixi, un esquema €s valid si, 1 només si, la seua formula caracteristica
ho és.

Demostracio. La implicacié d’esquerra a dreta és immediata, en ser A una instancia de
substitucié de si mateixa.

Vejam l'altra implicacié. Suposem que A té com a variables p1, ..., py.
Siga M = (W, R, V) un model i

B :A[Dl/p1)7Dn/pn]

una instancia de substitucié sobre A, amb D1,..., D, férmules modals. Definim un nou
model M’ = (W, R, V') emprant el mén i les relacions del model M perd amb la valoracié
V' sobre les variables p1, ..., p, segiient

V'(pi)) ={weW: M,wl-D;}iV'(q) =V(q) amb q # p;, peral <i<mn.

Anem a demostrar que M, w I+ B si, i només si, M’,w I A, per a tot w € W, per induccid
sobre la formula A.

Cas1l: A= 1, aix{, B= 1. Notem que M, wlf Ai M,wlf B

Cas 2: A=gq, amb q # p;, per atot 1 <i <mn. Aixi, B = q. Es té la segiient cadena
d’equivaléncies.

M, w Ik ¢ si, i només si, w € V(q) si, i només si, w € V'(q) si, i només si, M’,w IF q.
Cas 3: A=p;,amb 1 <i<n. Aixi, B= D;. Es té la segiient cadena d’equivaléncies.
M, w I D; si, i només si, w € V(p;) si, i només si, w € V' (p;) si, i només si, M’ w IF p;.

Hipotesi inductiva. Suposem l'enunciat cert per a les férmules lliures de modalitats B
i C. Es adir, si BiC sén valides, aleshores les seues instancies de substitucié també ho
sén. Demostrem-ho per als segiients casos.
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Cas 4: A=-B.
Sabem que M,w IF =B si, i només si, M,w If B. Ara, per hipotesi inductiva, tenim

que
M,w Ik B si, i només si, M',w I B[D1/p1,. .., Dn/pn).

Per tant, M,w IF =B si, i només si, M',w I B[D1/p1,..., Dn/pn]- Es a dir, tenim

M’ ,wl+F=B[Dy/p1,...,Dyn/ppn], com voliem.
Casb: A=BAC.
Volem demostrar que

M,w Ik BAC si, i només si, M',w I B[D1/p1,...,Dn/pn) AC[D1/p1,- -, Dyn/pn).

Per una banda, sabem que M, w IF B A C si, i només si, M,w - Bi M,w - C. Per
altra banda, per hipotesi inductiva sabem que

M,w I+ B si, i només si, M',w I~ B[Dy/p1,...,Dn/py] i

M,w - C si, i només si, M, w - C[D1/p1, ..., Dyn/pnl.

Per tant, M, w |- BAC'si, inomés si, M’ w I+ B[D1/p1, ..., Dn/pa]ANC[D1/p1, ..., Dn/Dn)-

Cas6: A=BVC.
Volem demostrar que

M,wl+ BV C si, i només si, M',w - B[D1/p1,...,Dn/pn] V C[D1/p1,. -, Dn/pn)-

Per una banda, sabem que M,w I+ BV C si, i només si, M,w - B o M,w I+ C. Per
altra banda, per hipotesi inductiva sabem que

M,w I+ B si, i només si, M',w I B[D1/p1,...,Dn/pn] i
M,w - C si, i només si, M, w I+ C[D1/p1, ..., Dyn/pn].

Per tant, es té que M,w |+ BV C si, i només si, M',w I+ B[D1/p1,...,Dn/pn] V

C[D1/p1s- - Dn/pnl.
Cas7: A=B —C.

Volem demostrar que
M,w - B — C si, i només si, M',w I B[D1/p1, ..., Dn/pn] = C|D1/p1, ..., Dn/pal.

Per una banda, sabem que M,w I+ B — C si, i només si, M,w If B o M,w IF C. Per
altra banda, per hipotesi inductiva sabem que

M,w Ik B si, i només si, M',w I B[D1/p1,...,Dn/pn] i

M,w Ik C si, i només si, M',w I+ C[D1/p1,...,Dn/pn]-
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Aixi, si estem en el cas en qué M, w I B, tindrem també M’ , w | B[D1/p1, ..., Dn/pnl,
i si estem en el cas en qué M, w I+ C, tindrem M’ ,w I+ C[D1/p1,...,Dn/pnl.

Per tant, es té que M,w IF B — C si, i només si, M',w |+ B[D1/p1,...,Dn/pn] —
C[D1/p1,- .., Dyn/pn], com voliem.

Cas 8: A=0B

Volem demostrar que

M, w - OB si, i només si, M',w |- OB[Dy/p1, ..., Dn/pn)-
Per una part sabem que M, w Ik OB si, i només si, per a tot w’ € W tal que (w,w’) €
R, es té M,w' I+ B.
I per hipotesi inductiva, per a tot mén w’ tenim que
M,w' |k B si, i només si, M',w' |- B[D1/p1, ..., Dn/pnl-
Aixi,

M, w I OB si, i només si, per a tot w' € W amb (w,w’) € R es té que M,w’ I B

si, i només si, per a tot w’ € W amb (w,w’) € R es té que M’ w' I+ B[Dy/p1, ..., Dyn/py)
si, i només si, M',w |- OB[D1/p1, ..., Dn/pnl.
Cas9: A=0B
Volem demostrar que
M,w - OB si, i només si, M',w |- OB[D1/p1, ..., Dn/pal.
Per una part, sabem que M,w |- OB si, i només si, existeix w’ € W amb (w,w’) €
R tal que M,w’ I+ B.
Per hipotesi inductiva, per a qualsevol mén w’ tal que (w,w’) € R, tenim que
M,w' |k B si, i només si, M',w' |- B[D1/p1, ..., Dp/pnl-
Aleshores,
M,w - OB si, i només si, existeix w’ € W amb (w,w’) € R tal que M,w' I B
si, i només si, existeix un mén w' € W amb (w,w’) € R tal que M’ ,w’ IF B[D1/p1, ..., Dyn/pn]

si, i només si, M’ w I- OB[D1/p1, ..., Dn/pn)-
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3.6 Conseqiiencia semantica

Amb el concepte de veritat en un mén, podem definir una relacié d’implicacié entre
férmules. Es a dir, una férmula B implica A si en tots els models i tots els mons, sempre
que B siga vertadera, A també ho és.

Definicié 3.6.1. (Conseqiiéncia semantica). Siga I' un conjunt de férmules modals i A
una férmula modal. Direm que A és conseqiiéncia semantica de I, escrit I' = A, si, i només
si, per a tot model M = (W, R, V) i tot mén w € W, si es té M, w IF B per a tota férmula
B €T, aleshores es té M, w I+ A.

Vegem dos exemples de conseqiiencia semantica.
Exemple 3.6.1. Siguen I' = {p,q} 1 A=pAq. Tenim p,q =pAg.

Exemple 3.6.2. Anem a vore

(p — Op) E (O(=p)) — —p.

Siga M = (W, R, V) un model i w € W un mén tal que M, w IF p — Op. Aixi, M,w If p
o M,w I+ Op. Raonem per casos.
Per una banda, sabem que M, w Iff p si, i només si, p ¢ V(w). Volem vore que

M, w - (O(-p)) — —p.

Notem que si p ¢ V(w), aleshores M, w IF —p. Ago és suficient per a tindre que M, w I+
O(-p) = p.

Per altra banda, si M, w Ik Op, existeix w’ € W tal que (w,w’) € Ri M,w' Ik p. Volem
demostrar que M, w I+ (O(=p)) — —p. Suposem per reduccié a 'absurd que

M, w IF O—p,

en particular M, w' IF —p, és a dir, M, w’ I p, que és una contradiccié.
Per tant, tindrem que M, w Iff O—-p, i aixi, M, w I (O(-p)) — —p, com voliem.
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Capitol 4

Definibilitat en el marc

La logica modal analitza la relacié entre la relacié d’accessibilitat i la veritat de certes
férmules en certs models. Per exemple, si la relacié és reflexiva (cada moén és accessible des
de si mateix), aleshores la férmula [JA — A sera certa en tots els mons. No obstant aixo,
el contrari no sempre es compleix, ja que podem construir models no reflexius on aquesta
férmula siga certa. Per garantir que A — A implica reflexivitat, cal eliminar la funcié de
valoraci6é V i considerar només els marcs (estructures (W, R) sense assignacié de valors).
Aixi, una férmula és valida en un marc si ho és en tots els models basats en ell, establint
una correspondencia entre férmules i classes de marcs. En aquest capitol estudiarem la
relacio entre les propietats de la relacié d’accessibilitat i la validesa de certes férmules en
logica modal.

4.1 Relacions d’accessibilitat

Moltes férmules modals sén caracteristiques de propietats senzilles de la relacié d’accessi-
bilitat. Aix0 vol dir que qualsevol model que complisca una propietat determinada fara
vertadera una férmula concreta i totes les seues instancies per substitucié. A continu-
acid, presentarem cinc exemples de tipus de relacions d’accessibilitat i les férmules que
garanteixen la seua veritat.

Proposicié 4.1.1. Suposem que M = (W, R, V') és un model, on R és una relacid serial, és
a dir, per a tot mén u € W, existeiz almenys un moén v € W tal que (u,v) € R. Aleshores
M- Op — Op.

Demostracid. Siga M = (W, R, V) un model amb R una relacié serial, i considerem un
mén w € W. Hem de vore
M,w I-Op — Op,

és a dir, es té
M,wlfOp o M,wlF Op.
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Suposem que M, w I- Op, volem vore que M, w I+ Op. Com R és serial, per a cada mén w
existeix almenys un mén v tal que (w,v) € R.

Ara, com estem suposant M, w I Op, per a tot mén w’ € W amb (w,w’) € R, es té M, w' I+
p. Per tant, necessariament tenim que existeix un mén w’, amb (w, w’) € R tal que M, w’ I+
p, és a dir, M, w IF Op. Aleshores, M I+ [p — Op, com voliem. O

Proposicié 4.1.2. Suposem que M = (W, R, V') és un model, on R és una relacio reflexiva,
és a dir, per a tot w € W es té (w,w) € R. Aleshores M |- Op — p.

Demostracié. Siga M = (W, R, V) un model amb R una relacié reflexiva, i considerem un
moén w € W. Hem de vore que

M, wIFOp — p,

és a dir,
M,wlfOp o M,wl p.

Per a fer-ho, suposem que M,w I Up i anem a demostrar que M,w IF p. Com estem
suposant M, w |- Op, aleshores per a tot w' € W complint (w,w’) € R, es té M,w’ IF p.
Pero com R és reflexiva sabem que (w,w) € R, per tant, M, w |- p, com voliem. ]

Proposicié 4.1.3. Suposem que M = (W, R, V') és un model, on R és una relacid simetrica,
és a dir, per a tot u € W i per a tot v € W, si es té (u,v) € R, aleshores (v,u) € R. Ales-
hores, M I+ p — OOp.

Demostracio. Siga M = (W, R, V) un model amb R una relaci6 simétrica, i considerem un
mén w € W. Hem de vore

M,w - p— OOp.

Esadir,
M,wlfp o M,wlFOOp.

Per a fer-ho, suposem que M, w I+ p i demostrem que M, w I+ OOp. Es a dir, volem vore
que per a tot w' € W tal que (w,w’) € R, es compleix M,w’ |- Op. Agd és, existeix
w” € W amb (w',w”) € R tal que M, w" IF p.

Ara bé, com R és simetrica, sabem que si (w,w’) € R, aleshores (w’,w) € R. Per tant,
com tenfem (w,w') € R, també es té (w',w) € R.

Per ultim, com estavem suposant M,w I+ p, agafant w” = w ja tenim el que voliem,
que M, w IFOOp. O

Proposicié 4.1.4. Suposem que M = (W, R, V) és un model, on R és una relacid tran-
sitiva, és a dir, per a tot u,v,w € W, si (u,v) € R i (v,w) € R, aleshores (u,w) € R.

Aleshores, M I+ Op — OOp.
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Demostracio. Siga M = (W, R,V) un model amb R una relacié transitiva, i considerem
un mén w € W. Hem de vore que

M,wlfOp o M,wl-OOp.

Suposem que M, w I+ Op, volem vore que M, w IF OOp. Com estem suposant M, w I+ Op,
per a tot w’ € W amb (w,w’) € R, es té M,w' IF p.

Siga ara altre mén w” € W, que compleix (w',w”) € R. Com R és transitiva, sabem
que si es compleix (w,w') € R1i (w',w") € R, aleshores també (w,w”) € R. Per tant, com
haviem vist que M, w’ I p, per a tot w’ € W amb (w,w’) € R, aleshores es té M, w" I+ p,
en tindre (w,w”) € R.

Per tant, es té que M, w IF OOp, com voliem vore. ]

Proposicié 4.1.5. Suposem que M = (W, R, V') és un model, on R és una relacid eucli-
diana, és a dir, per a tot u,v,w € W amb (u,v) € R i (u,w) € R, es compleiz (v,w) € R.
Aleshores, M I+ Op — OOp.

Demostracio. Siga M = (W, R, V) un model amb R una relacié euclidiana, i considerem
un mén w € W. Hem de vore que

M,wlfOp o M,wlIFOOp.

Suposem que M, w I Op, volem vore que M, w I O0p. Com M, w I+ Op, existeix w’ € W
amb (w,w’) € R tal que M, w' I p.

Ara, el que volem vore és que per a tot w € W amb (w,u) € R, es compleix M, u I Op.
Es a dir, existeix v € W amb (u,v) € R tal que M,v IF p.

Per tltim, com R és euclidiana, i tenim que (w,u) € R i (w,w’) € R, aleshores es té
que (u,w’) € R. Per tant, com tenfem que M,w’ IF p, agafant v = w’, ja tenim assegurat
que existeix v € W amb (u,v) € R satisfent M, v I p, com voliem. O

En resum, agrupem aquests ultims teoremes, junt al nom que rep cada correspondeéncia,
en la Taula [4.1]

Si R és una relaci6 ..., | aleshores ...és vertadera en M.
serial Op — Op (D)
reflexiva Op—p (T)
simetrica p — OO0p (B)
transitiva Op — O0p (4)
euclidiana Op — OOp (5)

Taula 4.1: Exemples de relacions amb la seua férmula vertadera corresponent.
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Nota 4.1.1. Cal remarcar que les implicacions de dreta a esquerra d’aquests teoremes
no es tenen, és a dir, no és cert que si un model verifica un esquema, aleshores la relacié
d’accessibilitat d’aquest model té la propietat corresponent.

Per exemple, busquem un contraexemple per a T i per a la relaci6 reflexiva. Considerem
el model M = (W, R, V), on W ={w}, R=101V(p) = {w}. Aleshores, com M,w I p, es
té que M, w IF Op — p perd R no és reflexiva.

No obstant aix0, aci només hi ha una instancia de T que falla en M, pero altres
instancies sén certes. Cal notar que és més dificil donar exemples on totes les instancies
de substitucié de T siguen certes en M, pero M no siga reflexiu. Tot i aix0, la proxima
proposicié mostra que també existeixen models d’aquest tipus.

Proposicié 4.1.6. Siga M = (W, R, V) un model tal que W = {u,v}, on els mons u i v
estan relacionats per R, és a dir, tenim (u,v) € R i (v,u) € R. Suposem que per a tot p,
u € V(p) si, i només si, v € V(p). Aleshores:

1. Per a tota formula A, es compleiz M,u - A si, i només si, M,v Ik A.
2. Tota instancia de T és certa en M.

Nota 4.1.2. Com M no és reflexiu (de fet, és irreflexiu, és a dir, cap element esta relacionat
en si mateix), l’altra implicacié dels teoremes de la Taula falla en el cas de T'. Es poden
donar arguments similars per a alguns dels esquemes mencionats en els teoremes de la

Taula [42]

A continuacié presentem diferents propietats que pot complir una relacié d’accessibi-
litat, junt amb les formules modals que sén valides en tots els models construits sobre
relacions amb aquestes propietats.

Proposicié 4.1.7. Siga el model M = (W, R, V), on R és una relacid parcialment funci-
onal, és a dir, per a tot mon u,v,w € W tal que (u,v) € R i (u,w) € R, es té que v = w.
Aleshores, M I+ Op — Op.

Demostracid. Siga M = (W, R,V) un model on R és una relacié parcialment funcional.
Volem demostrar que
M+ Op — Op

Siga v € W un mén. Suposem que M, u IF Op. Aixo significa que existeix un moén v
amb (u,v) € R tal que M, v Ik p. Volem demostrar que M, u I Op, és a dir, que per a tot
mén w tal que (u,w) € R, es compleix M, w I p.

Com que R és parcialment funcional, si existeix un altre mén w tal que (u,w) € R,
aleshores es té w = v. Per tant, I'inic moén accessible des d’u és v, i com que ja sabem que
M,v IF p, es compleix també que M, w IF p per a qualsevol w amb (u,w) € R. Per tant,
M, u I+ Op, com voliem. O
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Proposicié 4.1.8. Siga el model M = (W, R, V), on R és una relacid funcional, és a dir,
per a tot mon u € W, existeix un mon v € W tal que per a tot w € W, es té (u,w) € R si,
1 només si, v = w. Aleshores, M I+ Op <> Op.

Demostracid. Siga M = (W, R, V) un model, on R és una relacié funcional. Volem demos-
trar que
M IF Op < Op.

Siga v € W un moén. Suposem primer que
M, u - Op.

Aixo significa que existeix un mén v € W amb (u,v) € R tal que M,v |- p. Raonem
igual que abans. Com que R és funcional, aquest mén v és I'inic moén accessible des d’u,
és a dir, per a qualsevol altre mén w, si (u,w) € R aleshores w = v. Per tant, com que
M, v IF p, també es compleix M, w I p per a tot mén w tal que (u,w) € R, i aixi obtenim
que M, u IF Op. Aco demostra que M I+ Op — Op.

Per a ’altra implicacié, suposem que

M, u - UOp.

Aixo significa que per a tot mén w amb (u,w) € R, es compleix M,w |F p. Com que
R és funcional, només hi ha un tnic mén v tal que (u,v) € R. Aleshores, pel fet que
M,u |- Op, es té que M,v IF p, i com que aquest és un mén (I'inic) accessible des d'u,
també es compleix M, u IF Op. Aixi obtenim que M IF Op — Op.

Per tant, es té que M I Op < Op, com voliem vore. O

Proposicié 4.1.9. Siga el model M = (W, R, V), on R és una relacié feblement densa,
és a dir, per a tot mon u,v € W tal que (u,v) € R, existeiz un w € W tal que (u,w) €
R i (w,v) € R. Aleshores M I+ O0p — Op.

Demostracié. Siga un model M = (W, R, V), on R és una relaci6 feblement densa. Volem
demostrar que
M |- OOp — Op.

Siga u un moén tal que M, w IF OOp. Com R és una relacié feblement densa, es té que per a
tot mén u,v € W tal que (u,v) € R, existeix un mén w € W tal que (u,w) € Ri (w,v) €
R.

Com u compleix M,wu IF OOp, tenim que M,w IF Op, ja que (u,w) € R i per tant
M, vl p, ja que (w,v) € R.

Aixi, hem vist que per a tot v amb (u,v) € R, es té M,v Ik p, és a dir, M, I Op, i
per tant

M, u - OOp — Op.

Per tant, es té que M I OCp — Op. O
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Proposicié 4.1.10. Siga el model M = (W, R, V'), on R és una relacid feblement connecta-
da, és a dir, per a tot mén u,v,w € W tal que (w,u) € R i (w,v) € R, aleshores es té (u,v) €
Rou=wv o (v,u) € R. Aleshores M I+ O((p AOp) = q) VO((¢g AOq) — p).

Demostracio. Siga un model M = (W, R, V), on R és una relacié feblement connectada.
Volem demostrar que

M IFB((pABp) = ¢) vO((g ABq) = p).

Suposem per reduccié a 'absurd que aquesta férmula no és valida. Aixo significa que
existeix un model M i un mén w € W tal que

M,w I O((p ADp) = q) VDO((g ADg) = p).
Aco implica que
M,wl O((pADp) —q) 1 M,wlyf O((g ADg) — p).
Es a dir, existeixen mons u,v € W tals que (w,u) € R, (w,v) € R i
M,ulf (pAOp) = q, M,vlf (¢gADOq) — p.
Aco significa que
M,ul-pAQp 1 M,ulfq,

M,vlFgAOq 1 M,vlfp.

Ara, com tenim M,u I+ Op, en conseqiiéncia, per a tot v/ amb (u,u’) € R, es té
M, Ik p. De manera analoga, M,v |F Og implica que per tot v' amb (v,v") € R, es té
M,V | q.

Per altra banda, com la relacié R és feblement connectada, tenim que (u,v) € R, o bé
u=wv, 0 bé (v,u) € R. Notem a continuacié que en cada cas arribem a una contradiccio.

1. Si (u,v) € R, aleshores, com que M, u |- Op, s’obté M, v I p. Perd estavem suposant
que M, v If p, per tant tenim una contradiccié.

2. Siu = v, aleshores tenim M, v IF pi M, u - q. Ago contradiu que M, u If ¢i M, v Iff p.

3. Si (v,u) € R, aleshores, com que M, v IF (g, s’obté M,u |- q. Pero estavem suposat
que M, u lff q, per tant és una contradiccié.

Com en qualsevol cas arribem a una contradiccié, podem afirmar que la féormula és
valida. 0
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Proposicié 4.1.11. Siga el model M = (W,R,V), on R és una relacié feblement diri-
gida, és a dir, per a tot mon u,v,w € W tal que (w,u) € R i (w,v) € R, eristeixt €
W tal que (u,t) € R i (v,t) € R. Aleshores M - OOp — OOp.

Demostracid. Siga un model M = (W, R, V'), on R és una relacié feblement dirigida. Volem
demostrar que

M 1= O0Op — OOp.

Es a dir, hem de provar que per a qualsevol model M i per a qualsevol mén w € W,
M, wlf O0p o M, w IFOOp.

Suposem que M, w I- OOp, és a dir, existeix un mén v € W amb (w,u) € R tal que M, u |-
Op. Agd vol dir que per a tot mén v’ € W amb (u,u’) € R, es compleix M, IF p.

Volem demostrar que M, w IF OOp, és a dir, que per a tot mén v € W tal que (w,v) € R,
existeix un moén t € W tal que (v,t) € Ri M,t Ik p.

Considerem un mén v € W tal que (w,v) € R. Com R és feblement dirigida, i com
tenim (w,u) € R 1 (w,v) € R, sabem que existeix un mén ¢ € W tal que

(u,t) € R i (v,t) € R.

Haviem vist que M, u IF Op implica que per a tot mén v’ tal que (u,u’) € R, es compleix
M, |k p. Aplicant-ho a ¢, ja que (u,t) € R, obtenim M, ¢ I p.

Aixi, hem trobat un mén ¢ tal que (v,t) € R i M,t IF p, la qual cosa demostra que
M, v IF Op.

Com v era arbitrari, ja tenim provat que M, w IF OOp, i per tant tenim que

M I+ O0p — OOp.

En resum, agrupem aquests tdltims teoremes en la Taula [£.2]

Si R és una relacié ..., | aleshores ...és vertadera en M.
parcialment funcional Op — Op

funcional Op < Op

feblement densa Op — Op

feblement connectada | O((p AOp) — ¢q) VO((¢ AOq) — p) (L)
feblement dirigida O0p — O0p (GQ)

Taula 4.2: Més exemples de relacions amb la seua férmula vertadera corresponent.
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4.2 Marcs

En aquesta seccié introduim el concepte fonamental de marc en la semantica de la logica
modal. Els marcs proporcionen I'estructura subjacent sobre la qual es defineixen els models,
i ens permeten caracteritzar la validesa de les formules modals segons les propietats de la
relacié d’accessibilitat.

Definicié 4.2.1. (Marc). Un marc és un parell F = (W, R), on W # () és un conjunt no
buit de mons, i R C W x W una relacié en W.

Un model M esta basat en un marc F' = (W, R) si M = (W, R, V) per a alguna valoracié
V.

Definicié 4.2.2. (Férmula valida en un marc). Siga F' = (W, R) un marc. Direm que una
féormula modal A és valida en F, denotat F' = A, si es té M |- A per a tot model M basat
en F.

Si F és una classe de marcs, direm que A és valida en F, denotat F |= A, si es té
F = A per a tot marc F' en F.

Els marcs sén interessants perque la relacié entre esquemes i propietats de la relacid
d’accessibilitat R es troba a nivell de marcs, no de models. Per exemple, encara que T
siga vertadera en tots els models reflexius, no tots els models en queé T és vertadera sén
reflexius. No obstant aixo, és cert que no només T és valida en tots els marcs reflexius,
siné que també cada marc en que T' és valida, és reflexiu.

En altres paraules, encara que les implicacions contraries de la Taula fallen, es
mantenen si substituim “model” per “marc”. Es a dir, per a les propietats considerades
en la columna esquerra de la Taula és cert que si una férmula és valida en un marc,
aleshores la relacié d’accessibilitat R d’eixe marc té la propietat corresponent. Definim
aquest concepte.

Definicié 4.2.3. Siga F una classe de marcs i A una férmula modal. Direm que A defineix
F si, i només si, F' = A per a tots i inicament per a tots els marcs F' de F.

A continuacid, establim els resultats de definibilitat completa per a marcs.

Proposicié 4.2.1. Si la férmula (D) Op — Op és valida en un marc F, aleshores F és
serial.

Demostracid. Suposem que un marc F' = (W, R) satisfa (D), és a dir,
F =0Op — Op.

Aixi, per a tota valoracié V, si considerem M = (W, R, V), tindrem que M I- Op — Op.
Volem vore que R és serial, és a dir, siga w € W, existeix v € W tal que (w,v) € R.
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Per reduccié a 'absurd, suposem que no existeix v € W tal que (w,v) € R. Siga A un
férmula qualsevol. Per una part tenim que

M, wlF OA,

perque es compleix que per a tot w’ € W amb (w,w’) € R, M,w’ I A (ja que, com estem
suposant, no existeix w’ € W tal que (w,w’) € R). I per altra part, tenim que

M, wlf OA,

perque no existeix w’ € W amb (w,w’) € R.

Com aco ho tenim per a tota férmula A, en particular es té per a A = p. Es a dir, tenim
M, w Ik Op perdo M, w I Op, que és una contradicci6 ja que estem suposant F' = Op — Op.
Per tant, per a tot w € W existeix v € W amb (w,v) € R, és a dir, R és serial. ]

Proposicié 4.2.2. Si la formula (T') Op — p és valida en un marc F, aleshores F és
reflexiu.

Demostracid. Suposem que un marc F' = (W, R) satisfa (T"), és a dir,
F=Op—p.

Aixi, per a tota valoracié V, si considerem el model M = (W, R, V), s’ha de tindre que
M |- Op — p. Volem vore que R és reflexiva.

Considerem un mén w € W, volem vore que (w,w) € R. Per reduccié a 'absurd,
suposem que (w,w) ¢ R. Considerem la valoracié V tal que

V(p) ={w € W: (w,w") € R}.

Considerem el model M = (W, R, V). Aixi, M |+ Op — p, en particular, en el mén w € W,
es té M,w IF Op — p. Notem que M,w Ik Op, ja que V(p) = {w' € W : (w,w’) € R} perd
M,w If p. Aco contradiu que M, w IF Op — p. Aquesta contradiccié ve de suposar que
(w,w) ¢ R. Per tant, concloem que (w,w) € R. O

Proposicié 4.2.3. Si la féormula (B) p — OO0p és valida en un marc F, aleshores F és
simetric.

Demostracid. Ho demostrem per contrarreciproc. Suposem que un marc F' = (W, R) no
és simetric, volem vore que p — [0p no és valida en F. Com F no és simetric, existeixen
u,v € W tal que (u,v) € R perd (v,u) ¢ R. Considerem la valoracié V tal que

V(p) = {w € W tal que (v,w) ¢ R}.

Considerem el model M = (W, R, V). Aixi, M,w IF p per a tot w tal que (v,w) ¢ R, en
particular,
M, u - p,
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ja que (v,u) ¢ R. A més, com (v,w) € R si, i només si, w ¢ V(p), no existeix w amb
(v,w) € R tal que M, w Ik p. Per tant, M, v | Op. Ara, com (u,v) € R, tenim

M, lF OOp.
Per tant, M, u I p — OOp, i aixi, p — OOp no és valida en F'. O

Proposicié 4.2.4. Si la férmula (4) Op — OOp és valida en un marc F, aleshores F és
transitiu.

Demostracid. Suposem que (4) és valid en el marc F' = (W, R), és a dir, que
F = Op — OOp,

i considerem mons arbitraris u,v,w € W tals que (u,v) € R1i (v,w) € R. Volem demostrar
que (u,w) € R.
Definim la valoracié V' com segueix.

V(p) = {z € W tal que (u, z) € R}.

Siga el model M = (W, R, V). Per definici6é de V, es té que M, z I p per a tot z tal que
(u,z) € R, iper tant, M,u |- Op. Per altra part, com estem suposant F' = Op — OOp, la
férmula Up — Olp és certa en u, la qual cosa implica que M, w I- OCp.

Per 1ltim, com tenim (u,v) € R, es compleix M,v IF Op i com tenim (v,w) € R,
aleshores M, w |- p. Perd per definicié de V, agd només és possible si (u,w) € R, com
voliem demostrar. Per tant, R és transitiva. ]

Proposicié 4.2.5. Si la formula (5) Op — OOp és valida en un marc F, aleshores F' és
euclidia.
Demostracio. Fem la demostracié per contrarreciproc.

Suposem que el marc F' = (W, R) no és euclidia, és a dir, que hi ha mons u,v,w € W
tals que (w,u) € R1i (w,v) € R, perd no es compleix (u,v) € R. Volem provar que F' no
satisfa (5), és a dir, que

F |~ Op — O0p.

Definim la valoracié V' de la seglient manera
V(p) = {z € W tal que (u,z) ¢ R}

Siga el model M = (W, R, V). Com estem suposant que (u,v) ¢ R, tenim que M, v |- p,
i com que (w,v) € R, també es compleix M, w I- Op.

Per altra banda, no existeix cap mén v’ € W tal que (u,u’) € Ri M, IF p, per la qual
cosa M, u lff Op.

Finalment, com tenim que (w,u) € R, es dedueix que M,w W¥ OOp, i per tant, la
formula (5), Op — OOp, no és certa en w, com voliem demostrar. Aixi, R ha de ser
euclidiana. O
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Aquests dltims teoremes es poden resumir com segueix.

Proposicié 4.2.6. Si la formula de la segona columna de la Taula és valida en un
marc F', aleshores F té la propietat de la primera columna de la taula.

Cal destacar la diferéncia entre la demostracié per a (D) i la dels altres casos, ja que
en (D) no s’ha mencionat la valoracié V. En la Proposicié hem demostrat que si
M I+ (D), aleshores M és serial. Aixi, podem concloure que (D) defineix la classe dels
models serials, no només dels marcs.

Corol-lari 4.2.1. Tot model on (D) siga vertader és serial.

Corol-lari 4.2.2. Cada férmula de la segona columna de la Taula[{.1] defineix la classe de
marcs que tenen la propietat de la primera columna.

A continuacid, vorem diverses equivaléncies i implicacions entre propietats de relacions
binaries sobre un conjunt. Aquestes connexions sén especialment rellevants en la logica
modal, ja que ajuden a comprendre millor com es comporten les relacions d’accessibilitat
en diferents marcs semantics.

Proposicié 4.2.7. Siga R una relacio binaria en un conjunt W. Aleshores,
1. Si R és reflexiva, aleshores R és serial.
Si R és simetrica, aleshores R és transitiva si, 1 només si, R és euclidiana.
Si R és simetrica o R és euclidiana i antisimétrica, aleshores R és feblement dirigida.

Si R és euclidiana, aleshores R és feblement connectada.

Svod o e

Si R és funcional, aleshores R és serial.

Demostracio. 1. Com R és reflexiva, per a tot w € W es té (w,w) € R. Volem vore que
per a tot mén u € W, existeix un v € W tal que (u,v) € R. Perd com R és reflexiva,
sempre tindrem (u,u) € R. Per tant, ja ho tenim.

2. Suposem que R és simetrica, és a dir, per a cada u,v € W tal que (u,v) € R, es té
(v,u) € R.
Suposem primer que R és transitiva, és a dir, per a cada u,v,w € W, si (u,v) € R i
(v,w) € R, tenim que (u,w) € R. Volem vore que si (u,v) € Ri (u,w) € R, aleshores
(v,w) € R. Suposem que (u,v) € Ri (u,w) € R. Com R és simetrica, (v,u) € R.
Per tant, en ser R transitiva tenim que (v, w) € R, com voliem.

Suposem ara que que R és euclidiana. Suposem (u,v) € R i (v,w) € R. Volem vore
que R és transitiva, és a dir, (u,w) € R. Com R és simetrica, es té (v,u) € R. I com
R és euclidiana, (u,w) € R, com voliem.
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3. Suposem primer que R és simetrica, és a dir, per a cada u,v € W, si (u,v) € R,
aleshores (v,u) € R. Volem vore que R és feblement dirigida, és a dir, per a cada
u,v,w € W amb (u,v) € R1i (u,w) € R, existeix un t € W tal que (v,t) € R i
(w,t) € R. Perd notem que en ser R simetrica, tenim que (v,u) € R i (w,u) € R.
Fent ¢t = u, ja ho tenim.

Suposem ara que R és euclidiana, és a dir, si (u,v) € R i (u,w) € R, aleshores
(v,w) € R. A més, suposem que R és antisimetrica, és a dir, per a tot v,w € W tal
que (v,w) € Ri (w,v) € R, aleshores v = w. Siguen u,v,w € W tal que (u,v) € R i
(u,w) € R. En ser R euclidiana tenim (v,w) € R i (w,v) € R, i per la antisimetria
tenim v = w. Per tant, amb tot agd concloem que el ¢ € W que estem buscant és
precisament aquest mén v = w. Es a dir, es compleix que (v,v) € Ri (w,v) € R.
Per tant, R és feblement dirigida, com voliem vore.

4. Immediata. Volem vore que per a cada u,v,w € W amb (u,v) € R1i (u,w) € R, es
té (v,w) € Rov=w o (w,v) € R. Pero en ser R euclidiana, sabem que si (u,v) € R
i(u,w) € R, esté (v,w) € R, 1ja esta demostrat.

5. Suposem que R és funcional, és a dir, per a cada u € W existeix un v € W tal que
per a tot w € W es té (u,w) € R si, i només si, w = v. Volem vore que R és serial,
és a dir, per a tot u € W, existeix un v € W tal que (u,v) € R.

Aquesta demostracié també és immediata. Com tenim (u,w) € R si, i només si,
w = v, ja podem afirmar que existeix un v € W tal que (u,v) € R, per a cada
u € W. Per tant, tenim que R és serial.

O

4.3 Relacions d’equivaléncia i (S5)

En aquesta secci6 analitzarem la logica modal (S5) a partir de les seues caracteritzacions
semantiques. Concretament, veurem com es pot definir mitjancant la validesa de les seues
férmules en marcs universals, on tots els mons sén accessibles entre si. A més, mostrarem
que (S5) també pot ser caracteritzada mitjangant marcs en que la relacié d’accessibilitat
és una relacié d’equivalencia, és a dir, reflexiva, simetrica i transitiva.

Definicié 4.3.1. (Sistema (S5)). (S5) és el conjunt de totes les féormules valides en tots

els marcs reflexius, simetrics i euclidians, és a dir, aquells on (T'), (B) i (5) sén valids.

Nota 4.3.1. Cal remarcar que aquesta definicié és equivalent a dir que els marcs sén
reflexius, simeétrics i transitius, és a dir, tenen una relacié d’equivalencia. Aquest resultat
el vorem posteriorment.

Definicié 4.3.2. (Relacié total). Una relacié R sobre un conjunt W es diu que és total si
per a cada parell d’elements u,v € W, es compleix que o bé (u,v) € R, o bé (v,u) € R. Es
a dir, qualsevol parella de mons esta relacionada en almenys una direccié.
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Considerem els marcs universals F' = (W, Vy), on W és un conjunt i Viy = W x W la
relacio total. La relacié Vyy és reflexiva, simetrica i euclidiana. Per tant, totes les férmules
de (55) son valides en els marcs universals.

Definici6é 4.3.3. (Relacié d’equivalencia i relaci6é universal). Direm que R C W x W és
d’equivalencia si R és reflexiva, simetrica i transitiva. I R és universal si R = V.

Les férmules (T'), (B) i (4) caracteritzen els marcs reflexius, simetrics i transitius, res-
pectivament. Per tant, els marcs on la relacié d’accessibilitat és una relacié d’equivalencia
sén exactament aquells on estes tres férmules sén valides. Les relacions d’equivalencia es
poden caracteritzar d’altres formes.

El nostre objectiu a continuacié es vore que sén equivalents les segiients afirmacions:

1. (S5) son les férmules valides en marcs reflexius, simetrics i euclidians.
2. (S5) sén les féormules valides en marcs amb relacions d’equivaléncia.
3. (S5) sén les féormules valides en marcs universals.
Proposicié 4.3.1. Son equivalents:
1. R és una relacio d’equivaléncia.
2. R és reflexiva i euclidiana.
3. R és serial, simétrica i euclidiana.
4. R és serial, simétrica i transitiva.

Demostracio. Demostrem primer 1 = 2. Suposem que R és relacié d’equivaléncia. Es a
dir, R és reflexiva, simetrica i transitiva. Per tant, R reflexiva ja ho tenim. Falta vore que
R és euclidiana, és a dir, per a tot u,v,w € W,

si (u,v) € R1i (u,w) € R, aleshores (v,w) € R.

Suposem que (u,v) € Ri (u,w) € R. Com R és simetrica, (v,u) € R. I com R és transitiva,
(v,w) € R. Per tant, R és euclidiana.

Demostrem ara 2 = 3. Suposem que R és reflexiva i euclidiana. Volem vore que R és
serial, simetrica i euclidiana. Aquesta tltima la tenim per hipotesi. Anem a vore primer
que R és serial, és a dir,

per a tot u € W, existeix un v € W tal que (u,v) € R.

Com R és reflexiva es té que (u,u) € R, per a tot w € W. Per tant, ja tenim que R és
serial. Ara vorem que és simetrica. Suposem que (u,v) € R, volem vore que

(v,u) € R per a tot u,v € W.
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Com R és reflexiva, es té (u,u) € R per a tot w € W. Com R és euclidiana, si (u,v) € R i
(u,u) € R, aleshores (v,u) € R, com voliem.

Ara provem que 3 = 4. Suposem que R és serial, simetrica i eculdiana. Hem de vore
que R és transitiva, és a dir,

si (u,v) € R1i (v,w) € R, aleshores (u,w) € R.

Suposem que (u,v) € R i (v,w) € R. Per una part, com R és simetrica, tenim que
(v,u) € R. 1 per altra part, com tenim (v,u) € Ri (v,w) € R, i R és euclidiana, tindrem
que (u,w) € R, com voliem vore.

Per ultim, demostrem 4 = 1. Suposem que R és serial, simetrica i transitiva. Volem
vore que R és d’equivalencia, per a aix0, simplement ens falta demostrar que és reflexiva.
Pero com R és simetrica, tenim que per a tot u,v € W amb (u,v) € R, es té (v,u) € R. 1
com R és transitiva, es té (u,u) € R per a tot u € W. Aixi, R és reflexiva, i per tant és
una relacié d’equivaléncia. O

Amb aquesta proposicié queda provat que 1 és equivalent a 2. Ara vorem l’equivaléncia
entre 2 i 3. Per a fer-ho, necessitem una proposicié previa.

Proposicié 4.3.2. Siga R una relacid d’equivaléncia, i per a cada w € W definim la classe
d’equivalencia de w com el conjunt

[w] = {w" € W: (w,w') € R}.
Aleshores:
1. w € [w]
2. R és universal en cada classe d’equivaléncia [w].

3. FEl conjunt de classes d’equivaléncia és una particio de W en subconjunts mutuament
excloents i conjuntament exhaustius. Es a dir, ey [w] = W i si [w] # [w'], aleshores [w]N

[w'] = 0.
Demostracio. Siga R una relacié d’equivalencia sobre W. Per a cada w € W, definim
[w] = {w € W: (w,w') € R}. Demostrem-ho per punts.

1. Notem que, com R és reflexiva, (w,w) € R. Per tant, w € [w].

2. Volem vore que R és universal en cada classe d’equivalencia [w]. Es a dir,
RO ([w] x [w]) = V.
Vejam la inclusié d’esquerra a dreta. Siga (z,y) € RN ([w] x [w]), aleshores (z,y) €
[w] x [w] = V.
Per a l'altra inclusié, siga (z,y) € Vi, = [w] X [w]. Aleshores, (w,z) € R1 (w,y) €

R. Per tant, per simetria, (x,w) € R, i per transitivitat, (z,y) € R. Per tant,
(@,y) € RN ([w] x [w]).
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3. El conjunt quocient W/R = {[w] : w € W} és una particié de W. Volem vore

(a) Upewlw] =W.
(b) Si [w] # [w'], aleshores [w] N [w] = 0.

Vejam (a). Per a la inclusié d’esquerra a dreta, notem que si w € W, aleshores
[w] € W. Per tant, J,,cp/[w] € W. Per al'altra, si w € W, w € [w] C U, cp[w].

Aixi,
U [w]=w
weW

Ara vejam (b). La inclusié de dreta a esquerra es té sempre. Demostrem 'altra
inclusié per reduccié a l'absurd. Suposem que existeix z € [w] N [w]. Aleshores,
(w,2) € Ri (w',z) € R. Per simetria, (z,w') € R i per transitivitat, (w,w’) € R,
pero aleshores [w] = [w'], que és una contradiccid, ja que estem suposant [w] # [w'].
Per tant, [w] N [w'] C 0. Aixi,

[w] N [w'] = 0.

O]

Proposicié 4.3.3. Una formula A és valida en tots els marcs F = (W, R), on R és una
relacié d’equivaléncia, si, i només si, és valida en tots els marcs F = (W,R) on R és
universal. Per tant, la logica dels marcs universals és simplement (S5).

Demostracio. Per una part, suposem que R és una relacié universal, és a dir, per a tot
u,v € W, es té (u,v) € R. Notem que amb agod tenim que R és una relacié d’equivaléncia,
ja que R sera reflexiva, simetrica i transitiva, per defincié. Aixi, siga A una férmula valida
en tots els marcs F' = (W, R), amb R relaci6 d’equivaléncia, tindrem que A sera valida en
tots els marcs amb R relacié universal.

L’altra implicacié la demostrem per contrarreciproc. Siga F' = (W, R), on R és una
relacié d’equivalencia. Considerem el model M = (W, R,V). Suposem que B és una
férmula tal que existeix un w € W on B no és certa. Es a dir, M,w I B.

Definim el model M’ = (W', R, V') com:

1. W = [w]
2. R’ és universal en W’
3. Vi(p)=Vp)nw'

Com tota relacié universal és d’equivaléncia, tenim que R i R’ coincideixen en W’. Per
tant, podem demostrar per induccié sobre la formula A que

M’ ,w' |- A si, i només si, M,w' I- A.
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Cas 1: A= 1. Sabem que cap mén pot satisfer A. Per tant, com la definicié de V' no
afecta aquest fet, es compleix que

M’ w' IF L si, i només si, M,w’ IF L.

Cas 2: A = p. Per definicié de V', tenim que w’ € V'(p) si, i només si, w’ € V(p). Per
tant,
M’ w' IF p si, i només si, M,w' I p.

Hipotesi inductiva: Suposem ’enunciat cert per a les férmules B i C. Demostrem-ho per
als segiients casos.
Cas 3: A = —B. Per la hipotesi d’induccié, sabem que

M’ W' Ik B si, i només si, M, w’ |- B.
Per tant, obtenim immediatament que
M’ w' IF =B si, i només si, M, w’ IF =B.
Cas 4: A= B AC. Tenim que

M',w' I BAC si, i només si, (M',w'IFBi M w Ik C)
si, i només si, (M,w' IF Bi M,w' I C) (per HI)
si, i només si, M, w’ IF BAC.

Cas 5: A= BV C. Analogament al cas anterior, tenim que

M';w' Ik BV C si, i només si, (M',w'IF B o M w'IFC)
si, i només si, (M,w' I B o M,w' I C) (per HI)
si, i només si, M, w’ IF BV C.

Cas 6: A= B — C. Raonant de manera analoga,

M',w' Ik B — C si, i només si, (M',w'If Bo M',w'IF-C)
si, i només si, (M,w' I Bo M,w' I-C) (per HI)
si, i només si, M,w' I+ B — C.

Cas 7: A =0B. Es tenen les segiients equivaléncies.

M’ w' Ik OB si, i només si, M',w” IF B, per a tot w” € W amb (v, w”) € R
si, i només si, M,w” I+ B, per a tot w” € W amb (v',w") € ' (HI)

si, i només si, M,w' IF OB.

44



Cas 8: A= (OB. Es té que

M’ w' IF OB si, i només si, existeix w” € W amb (w',w”) € R’ tal que M’,w" I+ B
si, i només si, existeix w” € W amb (w',w”) € R’ tal que M,w” I B (HI)

PR s . /
si, i només si, M,w" I+ OB.

En particular, com tenfem M, w If B, tenim M’,w | B. Es a dir, B no és vertadera en
un model basat en un marc universal. O
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Capitol 5

Demostracions sintactiques i el
teorema de correccio

Fins ara, tenim una semantica per al llenguatge modal basic basada en models relacionals
i un concepte de validesa d’una féormula: és valida si és certa en tots els mons de tots els
models. La logica estableix una relacié entre la validesa semantica i la demostrabilitat, de
manera que una férmula és demostrable si, i només si, és valida.

Els sistemes de demostracié més senzills i antics sén els sistemes axiomatics, on una
demostracié és una seqiiencia de férmules que parteix d’axiomes i arriba a la férmula
desitjada mitjancant algunes regles d’inferencia.

Ara, perque el sistema de demostracié s’ajuste a la semantica, hem de garantir que
les férmules demostrables siguen certes en tots els models. Aix0 ens portara a definir les
logiques modals normals, on només necessitem dues regles d’inferencia: el modus ponens
i la necessitat. A més, els axiomes inclouen totes les tautologies i certs axiomes modals
addicionals, segons la logica modal considerada.

Analitzarem també la logica modal més basica, K, on comptem amb totes les instancies
de substitucié de 'axioma (K) i el seu dual.

Per tltim, estudiarem el Teorema de Correccié (Teorema , el qual ens diu que si
una féormula és demostrable en un sistema modal, aleshores és vertadera en eixe sistema.

Definicié 5.0.1. (Modus ponens). La regla de modus ponens (MP) és I'esquema

A A—B (MP)
B
Diem que una férmula B se segueix per modus ponens de les férmules A i C si, i només

si, C = A — B.

Definicié 5.0.2. (Necessitat). La regla de necessitat (NEC) és I’esquema

A
A (NEC)
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Diem que una férmula B se segueix per necessitat de la féormula A si, i només si, B = JA.

Definicié 5.0.3. (Demostracié). Una demostracié des d’un conjunt d’axiomes ¥ és una
seqiiencia finita de formules By, Bs, ..., B, que satisfa que per a cada 1 <i < n,

1. B; és una instancia de substitucié d’una tautologia.

2. B; és una instancia de substitucié d’una férmula en X.
3. Bj; se segueix per modus ponens de Bj i By, amb j, k < 1.
4. B; se segueix per necessitat de Bj, amb j <.

En este cas, escrivim X - A, on A = B,,. I diem “A és dedueix sintacticament des de X7,
0 “A és demostrable des de 7.

A continuacié, mostrem un exemple de demostracié d’una férmula valida en un sistema
modal, utilitzant instancies de substitucid, modus ponens i la necessitat.

Exemple 5.0.1. Siga ¥ = {p, ¢}. Anem a demostrar que X FpAqgique X +O(pAgq). La
formula p — (¢ — p A q) és una tautologia. Ho vegem amb la segiient taula de veritat.

Pla|pAqg|qg—=pAhg|p—(@—=pAq)
ojo| o 1 1
01| o 0 1
1[0] o0 1 1
T[1] 1 1 1

La demostracio és la segiient.
1. p—= (¢ = p A q) (Tautologia)
2. p(eX)

3. ¢ > pAqg (MP amb 2,1)

4. q (e %)

5. pAq (MP amb 3,4)
Aixi, ¥ Fp A gq. A més, de ¥ es dedueix sintacticament C(p A q).

Considerem la demostracié anterior i afegim el pas

6. O(p A q) (NEC)
Aixi, X O(p A q).
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5.1 Logica modal normal

No tots els conjunts de formules modals es poden caracteritzar facilment com a demostra-
bles a partir d’axiomes. Volem vore que tot el que es pot demostrar en la logica proposicio-
nal classica segueix sent demostrable en la logica modal, tenint en compte que les férmules
ara poden contindre també [ i . Per fer-ho, necessitem que una logica modal continga
totes les instancies tautologiques i siga tancada per modus ponens.

Definicié 5.1.1. (Logica modal). Una logica modal és un conjunt ¥ de férmules modals
el qual

1. Conté totes les tautologies.

2. Esta tancat per substitucié, és a dir, si A € ¥, i Dq,..., D, sén férmules, aleshores
A{Dl/pl, c ,Dn/pn] €.

3. Esta tancat per modus ponens, és a dir, si A, A — B € X, aleshores B € X..

Per a poder utilitzar la semantica relacional per a les logiques modals, cal garantir que
s’incloguen totes les féormules valides en tots els models modals. Aixo es compleix si totes
les instancies de (K) i (DUAL) s6n demostrables i, si quan una férmula A és demostrable,
també ho és [JA. Definim aquest concepte com segueix.

Definicié 5.1.2. (Logica modal normal). Una logica modal és normal si conté

O — ¢) = (Op — Ua), (K)
Op > —U=p (DUAL)

i esta tancada per necessitat, és a dir, si A € X, aleshores [JA € X.

Exemple 5.1.1. Notem que Frm(L), el conjunt de totes les férmules modals, és una logica
modal normal.

Proposicié 5.1.1. Tota logica modal normal esta tancada per a la regla RK, definida com

Al—)(A2—>...(An,1—)An)...)

04, > (04 = .. (Odn_1 = 04y ...) 8

Demostracié. Per induccid sobre n.
Cas base: n = 1.

1. A
2. 04

Aco és la regla de necessitat, i tota logica modal normal esta tancada per necessitat.
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Casn = 2.

2. A1 — AQ (E 2)
3. O(A; — Ag) (NEC)

Hipotesi inductiva: Suposem l’enunciat cert per a n — 1, és a dir,

1. Al—)(A2—>...(An_2—>An_1)...)
2. DAl — (DAQ — ... (DAn_g — DAn_l) o )

Ho demostrem per a n.

Suposem que A1 — (A2 — ... (A1 = Ay)...) € ¥. Com X és una logica modal
normal, tota instancia de K esta en ¥. En particular, O(A4,-1 — A,) — (04,1 —
0A4,) € ¥.

Notem que Ay — (A2 — ...(Ap—1 — A,)...) € 3. Per hipotesi inductiva, JA; —
(OA2 = (- = 0O(Ap—1 = A4,) ...)) € X. Perd com tenfem O(A,—; — Ay) — (OA,—1 —
OA,,), per modus ponens, JA; — (043 — ... (04,1 — OA,)...), com voliem. O

Proposicié 5.1.2. Tota logica modal normal 3 conté = L.

Demostracid. Sabem que tota logica modal normal conté a (DUAL), és a dir, tenim OA <>
—[J-A. Si substituim A per L, tenim que

Q0L+ -1 e 3.

Ara, com —.L és una tautologia (perque —L és equivalent a T, la veritat, com vam vore

en la Definici6 |3.1.3)), es té que
-1 =0T.

A més, per definicié de logica modal normal, sabem que 3 conté totes les tautologies.
Aixi, com T és una tautologia, per la regla de necessitat (JT també ha d’estar en X.
Es a dir, tenim que
=1 €3,

i com haviem vist que ¢_L <+ =[0—-_1 € X, aleshores tindrem
0L el
com voliem vore. O

A continuacié, enunciem un lema previ per a poder demostrar la proposicio segiient.
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Lema 5.1.1. Siga (¥;)icr una familia de logiques modals (normals). Aleshores, (\;c; i
també és una logica modal (normal).

Demostracio. Hem de vore que se satisfan les 6 condicions de les definicions i

L. (;er Xi conté totes les tautologies, ja que per a cada i € I, 3; és logica modal normal
i totes les tautologies estan en ;.

2. Nies Zi esta tancada per substitucié. Anem a vore-ho. Si A € (),c; % i D1,...,D,
son formules, hem de demostrar que

A[Dl/pl, - ,Dn/pn] c m Ez
i€l
Com A € (;c; X, aleshores A € ¥; per a cada i € I. Com X; és logica modal normal,
aleshores A[D1/p1,...,Dn/pn] € i Aixi, A[D1/p1,...,Dn/pn] € Nicr Zi-

3. Nier Zi esta tancada per modus ponens. Si A — B € [\;c; Xi1 A € ;¢ i, aleshores
peracadai € I, A— B e X¥; 1 A€ ¥;. Com cada X; és logica modal normal, per
modus ponens es dedueix que B € ¥; per a cada i € I, i per tant B € [;c; X;.

4. (e Zi conté a (K). Com cada X; és una logica modal normal, cada ¥; conté (K).
Per tant, (K) també esta en la seua interseccio.

5. Nier Zi conté a (DUAL). Com cada X; satisfa la propietat (DUAL), aquesta propietat
també pertany a la seua interseccié.

6. ics Zi esta tancada per necessitat. Si A € (),c; X;, aleshores per a cada i € I,
A € Y;. Com cada X; és una logica modal normal, també tenim (JA € ¥;. Per tant,
OA e ﬂie[ hIF

O

En el que segueix vorem com, a partir d'un conjunt donat de férmules, és possible
construir una logica modal que les continga. En particular, vorem que sempre existeix una
logica modal minima que inclou totes les instancies de les formules donades, i que serveix
com a base per al desenvolupament d’altres sistemes modals més complexos.

Proposicié 5.1.3. Siguen les formules A1,...,A,. Aleshores existeix la menor logica
modal, 3, que conté totes les instancies d’Aq, ..., A,.

Demostracié. Considerem la familia
A ={X: X logica modal i 4;,..., A4, € ¥}.

Notem que A no és buida ja que el conjunt de totes les formules esta en la familia. Aleshores,
(A és logica modal, conté a Aq,..., A, iés la menor satisfent estes dues condicions. [J
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Definicié 5.1.3. (Sistema modal). La menor logica modal normal que conté Ay,..., A,
s’anomena sistema modal i es denota per KA; ... A,. La menor logica modal normal es
denota per K.

Nota 5.1.1. Amb aquesta definicié, fem el mateix raonament que en la proposicié anterior,
pero ara considerem la familia segiient

A ={X: X logica modal normal i A4y,..., A, € X}.

Aleshores, (A és logica modal normal, conté a Aj,..., A, i és la menor satisfent estes
dues condicions. La denotem per KAy, ..., A,.
Ara, per a la famfilia

A = {¥ : ¥ logica modal normal}

tenim que (A =K.

5.2 Demostracions 1 sistemes modals

Ja hem vist el concepte de demostracié en les logiques modals normals, que en termes
generals és una seqiiencia de férmules obtingudes a partir d’axiomes o mitjancant regles
d’inferencia.

En les logiques modals normals, totes les instancies de les tautologies, 'axioma (K) i el
principi (DUAL) compten com a axiomes, donant lloc al sistema modal K, la logica modal
normal minima. No obstant aix0, es poden afegir més axiomes per obtindre altres sistemes,
encara que les regles d’inferéncia sempre sén modus ponens i necessitat.

Definicié 5.2.1. (Férmula demostrable). Donat un sistema modal KA;... A4, i una
férmula B. Direm que B és demostrable en KAy ... A, escrit KA, ... A, F B si, i només
si, existeix una seqiiencia finita Cq,...,C) tal que

1. CK:B,

2. Per a cada 1 < i < n, C; és una instancia de tautologia, una instancia de (K), de
(DUAL), o de Ay,..., Ay, o se segueix de les férmules prévies per (MP) o (NEC).

Tot seguit presentem un exemple de deduccié modal dins del sistema K on, a partir
d’un conjunt de férmules donades, es demostra una altra férmula. L’exemple mostra 1'ts de
tautologies, modus ponens i la regla de necessitat per justificar formalment la demostracié
de la féormula final.

Exemple 5.2.1. Anem a demostrar que K(p — ¢)(r A p)(Or) F Og.
Notem que (r A p) — p és tautologia, ja que
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r{ip|rAp | TrAp—Dp
010 0 1
01 0 1
110 0 1
111 1 1
Aixi, la demostracié és
1 rAp (A2)
2. rAp—p (TAUT)
3 p (MP)
4. p—gq (A1)
5 q (MP)
6 Oq (NEC)

Ara, definim el conjunt de totes les férmules que sén deduibles en el sistema K a partir
d’un conjunt inicial de férmules Ay, ..., A,. Aquest conjunt representa la logica generada
per aquestes formules dins del sistema modal considerat.

Proposicié 5.2.1. KA, ... A, ={B:KA4;... A, + B}.

Demostracié. Vejam primer la inclusié d’esquerra a dreta.
Com KA; ... A, ésla menor logica modal normal que conté Aq,..., A,, per a vore que

KA, ... A, C{B:KA,... A, B},

és suficient vore que {B : KA ... A, F B} és una logica modal normal que satisfa les sis
propietats. Es a dir, hem de comprovar

1. {B:KA; ... A, - B} conté totes les tautologies, que ho tenim perque cada tautologia
B és una instancia tautologica, per tant, KA; ... A, - B.

2. {B:KA;... A, F B} esta tancat per substitucid, és a dir, si A € {B: KA;... A, F
B} i Dy,...,D, son férmules, aleshores

A[D1/p1,...,Dy/pp) € {B:KA; ... A, + B}

Siga C1, ..., Cf una demostracié per a A.

Considerem la seqiiencia

Cl[Dl/pb' . aDn/pn]a .. '7Ck[D1/p17' . aDn/pn]

Notem que Cx[D1/p1,...,Dn/pn] = A[D1/p1,- .-, Dn/pnl.
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Per la Definicié sabem que per a cada 1 < i < n,C;[D1/p1,...,Dyn/pn] és una
instancia de tautologia, una instancia de (K), de (DUAL), o de Ay, ..., A,, 0 se segueix
de les férmules previes per (MP) o (NEC). Per tant, {B : KA; ... A, b B} esta tancat
per substitucié.

3. {B:KA;... A, - B} esta tancat per modus ponens.

Considerem

C.C—»De{B:KA,...A,+ B}.

Existeix una demostracié de les anteriors que acaba en C, i existeix una demostracié
que acaba en C — D. Suposem que C4,...,Cy=Ci Ey,...,E;=C — D.

Considerem la seqiiencia C1,...,Cy, E1,..., E;, D. Fent modus ponens entre la pro-
posicié k i la k + [, ja tenim que aquesta sequencia és una demostracié de D.

Per tant, queda provat amb 1,2,3 que {B : KA; ... A, F B} és logica modal. Falta
vore que també és normal.

4. Volem vore que (K) € {B: KA; ... A, B}. Recordem que (K) és
O(p — q) = (Up — Og).

Notem que (K) és una demostracié de (K) en KA; ... 4,, ésadir, KA;... 4, F K,
per tant, (K) € {B:KA;... A, - B}.

5. Volem vore que (DUAL) € {B : KA, ... A, - B}. Recordem que (DUAL) és
Op + —O-p.

Analogament al cas anterior, notem que (DUAL) és una demostracié de (DUAL) en
KA;... Ay, ésadir, KA, ... A, I (DUAL), per tant, (DUAL) € {B : KA, ... A, - B}.

6. {B:KA;...A, b B} esta tancat per necessitat. Siga A € {B: KA;...A, + B},

volem vore ara que també
OAe{B:KA,...A, + B}.

Com A € {B : KA;...A, - B}, existeix una demostracié que acaba en A. Siga

aquesta demostracié Cq,...,C, = A, fem un pas més i obtenim Ci,...,C,,0A, on
hem utilitzat (NEC) en el pas n + 1. Per tant, JA € {B : KA, ... A, - B}, com
voliem.

Aix{, amb 4,5,6 queda provat que {B : KA; ... A, F B} és logica modal normal.
Per ultim, veiem que A; € {B : KA, ... A, F B} ja que A; és una demostraci6 d’A; en
KA, ... A4,.
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Com KA;...A, és la menor logica modal satisfent 1,...,7, aleshores KA;... A, C
{B:KA,...A, + B}.

Per a l'altra inclusié, siga B € {B : KA; ... A, - B}, aleshores existeix una seqiiéncia
Cq,...,Cr que demostra B.

Anem a demostrar que B € KA; ... A, per induccié sobre k.

Cas 1: k = 1. Una demostracié de longitud 1 de B és B. Aixi B només pot ser
una instancia de tautologia, una instancia de (K), de (DUAL) o d’A44,..., A,. En tot cas,
BeKA;... A,.

Hipotesi inductiva: Suposem ’enunciat cert per a tot j < k—1. Sabem que si tenim una
demostracié de longitud k—1, aleshores I'altim terme de la demostracié esta en KA; ... A,,.

Ara, demostrem-lo per a k. Siga Cq,...,C; una demostracié de B. Notem que per a
tot j <k —1, el fragment inicial C1,...,C; és una demostracié de Cj en KA; ... A;,. Per
hipotesi inductiva, C; € KA; ... A,. Anem a demostrar que B també esta en KA; ... A,.
Com B = (Y, aleshores es té un dels segiients casos:

1. B és una instancia tautologica.
2. B és una instancia de (K), de (DUAL), o d’Ay, ..., A,.
3. B se segueix per modus ponens o per necessitat d’alguna férmula anterior.

En tot cas es pot justificar que B € KA;...A,. Per tant, {B : KA,...A, - B} C
KA,... A,
Aixi, queda provat que

KA, ... A, ={B:KA,... A, B}.
0

Corol-lari 5.2.1. La menor logica modal normal que conté Ay ... A, son totes les férmules
derivades d’elles.

5.3 Demostracions en K

Per a practicar demostracions en el menor sistema modal, en aquesta seccié demostrarem
algunes de les formules valides de la primera columna de la Taula mitjancant proves
en K. Les altres, les demostrarem més endavant, en la seccié segiient, amb un metode
simplificat que estudiarem posteriorment.

Proposicié 5.3.1. K+-OA - O(B — A).

Demostracio. Ho vegem amb la segiient demostracio.
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1. A= (B— A) (TAUT

)
2. 0(A - (B— A4)) (NEC)
3. JA—-(B—A) - (OA—-0O(B — A)) (K)
4. OA - 0O(B — A) (MP 2,3)

Proposicié 5.3.2. K+ O(AA B) — (ODAAOB).

Demostracio. Ho vegem amb la segilient demostracié. Per una part tenim

Per altra part,

1. (AANB)— A (TAUT)
2.0((ANB) = A) (NEC)
3. O((AAB) — A) —» (O(AAB) - UOA) (K)
4. O(AANB) - UOA (MP 2,3)
5. ANB) — B (TAUT)
6. O((ANB) — B) (NEC)
7. 0(AANB)— B) — (O(AAB) — 0OB) (K)
8. J(AANB)— 0B (MP 6,7)

I finalment,

9. (O(AANB) —-0A4) - ((O(AANB) - 0OB) = (O(AANB) - (DAADOB)))

10. (U(AAB) — OB) — (O(AA B) — (JAADB))

11. O(AAB) — (HAAOB)

Cal destacar que la férmula utilitzada en (9) és una instancia de la tautologia

(p—=q)—=((p—=>r)—= @ (gAT)).

Proposicié 5.3.3. K+ (DAAOB) - O(AA B).

Demostracio.

Ho vegem amb la segiient demostracio.
1. A—-(B— (AAB)) (TAUT)
2. JA— (B— (AANB))) (NEC)
3. JJA—= (B—(AAB))) — (OA—-0O(B — (AAB))) (K)
4. OA—-0O(B — (AAB)) (MP 2,3)
5. 0(B— (AAB)) —» (OB —-0O(AAB)) (K)
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Ara considerem la segiient instancia de la tautologia (p — q) — ((¢ = ) = (p — 7)),
i anomenem-la (6):

(A - 0O(B — (AAB))) — (O(B — (AAB)) — (OB — O(AAB))) — (HA — (OB — O(AAB))).

Aixi, continuem la demostracié com segueix.

7. (OB—(AAB)) - (OB—-U0OAAB))) - (OA— (OB—-UO(AAB))) (mp4,6)
8. A — (OB — O(AA B)) (MP 5,7)
9. (HA— (OB—-U0AAB)))) - (HAANDOB) - O(AAB)) (TAUT)
10. (DAAOB) - O(AAB) (MP 8,9)

Cal destacar que la férmula utilitzada en (9) és una instancia de la tautologia

(p—=>(@—r)—=((pAg) — 7).

Proposicié 5.3.4. K+ —-p — O—p.

Demostracio. Ho vegem amb la segilient demostracio.

1. O—p < —O-—p (DUAL amb —p)
2. (0=p «» -O-=p) = (-O-=p — O-p) (TAUT)
3. 2O0-—p — O—p (mp 1,2)
4. =—p—p (TAUT)
5. O(—=—p —p) (NEC)
6. O(=—p = p) = (H-—p — Op) (K)
7. O-—p — Op (MP 5,6)
8. (H-—p — Op) — (-0Op — —O-—p) (TAUT)
9. -p —» -0O-—p (MP 7,8)

Ara considerem la segiient instancia de la tautologia (p — ¢) — ((¢ = r) = (p — 1)),
i anomenem-la (10).

(=0p = ~0-=p) = (=0==p = O=p) = (-0p — O-p).

Aixi, continuem la demostracié com segueix

1. (=0-=p = ¢=p) = (=Op = O—p)  (mP 9,10)
12. =0Op — O—p (mp 3,11)

Cal destacar que la férmula utilitzada en (8) és una instancia de la tautologia

(p = q) = (g = —p).
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5.4 Regles derivades

En logica modal i proposicional, les demostracions poden ser complexes i repetitives. Apli-
car regles com (RK) o el modus ponens moltes vegades requereix passos intermedis inne-
cessaris. Per simplificar-ho, és til establir regles derivades que justifiquen els passos de
manera concisa. En aquesta seccié vorem uns conceptes sobre demostrabilitat per facilitar
les demostracions.

Proposicié 5.4.1. Si K - Ay,...,. K F A,, i B es dedueix de Ay,...,A, per logica
proposicional, aleshores K - B.

Demostracié. Si B es dedueix de A1, ..., A, per logica proposicional, aleshores
A — (Ag— ... (4, = B)...)

és una instancia tautologica. Aplicant modus ponens n vegades obtenim una demostracio
de B. O

Indicarem 1'is d’aquesta proposicié amb PL.
Proposicié 5.4.2. SiKF A; — (A — ... (A1 — A,)...), aleshores
KFOA —» (04 — ... (04,1 — 0A4,)...).
Demostracio. Per induccié sobre n, com la demostracié de la Proposicié [5.1.1 O

Com ja haviem vist en la Proposicié [5.1.1] indicarem 1'is d’aquesta proposicié amb
(RK).
Proposicié 5.4.3. K+ (DAAOB) — O(A A B)

Demostracio. La demostracié és la segiient.

1. KFA— (B— (AANB)) (TAUT)
2. K-OA— (OB—0O(AAB)  (RK)
3. KF (OAANDOB) - O(AAB)  (pL, 2)

Proposicié 5.4.4. Suposem que K+ A+ B i K+ C[A/q]. Aleshores, K+ C[B/q].

Demostracio. Per induccié sobre la férmula C'.

Cas 1: C = L. Notem que C[A/q] = L = C[B/q|. Per tant, com estem suposant que
K F C[A/q], aleshores també K = C[B/q].

Cas 2: C' = p, amb p # ¢. Igual que en el primer cas, C[A4/q] = p = C[B/q|, per tant,
com suposem K F C[A/q], aleshores també K - C[B/q].
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Cas 3: C =gq. Notem que C[A/q] = Ai C[B/q] = B. Aixi,

1. KFA+ B (Hip)
2. KA (Hip)
3. KF(A+<+ B)—»(A—B) (TAuT)
4. KFA— B (mP 1,3)
5. KB (mp 2,4)

Es a dir, es té K+ B = C[B/q].

Hipotesi inductiva. Suposem l’enunciat cert per a les férmules D i E. Demostrem-ho

per als segiients casos.

Cas4: C = DAE. Notem que C[A/q] = D[A/q|NE[A/q|1C[B/q] = D|B/q]|NE[B/q|.

Aixi,
1. K+ D[A/q] N E[A/q] (Hip)
2. K- D[A/q)NE[A/q] — D[A/q]  (TAUT)
3. K+ D[A/q] (MP 1,2)
4. K+ D[B/q] (HI)

Analogament arribem a que K - E[B/q]. Es a dir, es té K - C[B/q].
Cas5: C = DV E. Notem que C[A/q] = D[A/q|VE[A/q|1C[B/q] = D|B/q]V E[B/q|.

Aixi,
1. K+ D[A/q] vV E[A/q] (Hip
2. K+ D[A/q|V E[A/q] — D[A/q] o E[A/q] (
3. K+ D[A/q] o E[A/q] (MP 1,2
4. K+ D[B/q] o E[B/q]
5. K+ D[B/q] vV E[B/{] (Def

Es a dir, es té K - C[B/q].

Cas 6: C = D — E. Notem que C[A/q] = D[A/q] — E[A/q] i C[B/q] = D|B/q] —

E[B/q]. Aixi,
1. K+ D[A/q] — E[A/q] (Hip)
2. K/ D[A/q) o K+ E[A/q] (Def)
3. K/ D[B/ql o K+ E[B/q] (HI)
4. K+ D[B/q] — E[B/q| (Def)

Es a dir, es t¢ K - C[B/q], com volfem.

Cas 7: C =0D. Notem que C[A/q] =0OD[A/q] i C[B/q] =0ODI[B/q|. Aixi,
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Ol N

K - OD[A/q]
KA~ B
K - D[A/q] > D[B/d]
K - OD[A/q] <> OD[B/q]
K + OD[A/q] — OD[B/q]

3
(mp 1,4

Cas 8: C' = OD. Notem que C[A/q] = OD[A/q] i C|B/q] = ¢D[B/q]. Emprarem que
en una logica modal normal, es té 0 A = -[0-A (DUAL).

1. KFOD[A/q] (Hip)
2. KA+ B (Hip)
3. K+ D[A/q] <> D|B/q] (HI)
4. K+ —=D[A/q] <+ ~D[B/q] (TAUT)
5. KFO-D[A/q] +» O-D[B/q| (RK, 4)
6. K- -0O-D[A/q] ++ -0O-D[B/q]  (TAUT)
7. K+ OD[A/q] < OD[B/q] DUAL)
8. K+ OD[A/q] — OD[B/q] (MP 1,7)

Cal destacar que en les linies 4 i 6 hem emprat la tautologia

(A« B) —» (mA <+ —B).

Vejam que, efectivament, és una tautologia, mitjancant la segiient taula de veritat.

A|B|-A|-B|A+<B| A+« -B| (A< B)— (mA+ —-B)
01]0 1 1 1 1 1
011 1 0 0 0 1
1101 0 1 0 0 1
111 0 0 1 1 1

O]

Aquesta proposicié és util per convertir ¢ en [ o viceversa, eliminar dobles negacions,
i reescriure férmules. D’ara endavant escriurem “A per B” per a abreviar que

FC(A)
FA+ B
+C(B)

Per exemple, vejam la segiient proposicié.

Proposicié 5.4.5. K+ —=p — $—p.
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Demostracio. La prova és la segiient.

1. KFO—p & -O-p (DUAL)
2. Kk -=O-—p— O—p (pL, 1)
3. KkF-Op— O—p (p per =—p)

O

Amb aco, notem que quan una férmula conté una subférmula —[JA, podem substituir-la
per $—A mitjancant la Proposicié ja que K F —JA < O—A. Per tant, com hem dit
abans, indicarem aquesta i altres substitucions similars simplement dient “{Q— per —[.”

Proposicié 5.4.6. Si K+ B, i A és una instancia de substitucio de B, aleshores K+ A.

Demostracio. Notem que aquesta proposicié és un corol-lari de la Proposicié Es
a dir, es demostra per induccié sobre la llargaria de la demostracié de B, ja que sabem
que les instancies per substitucié d’instancies tautologiques sén elles mateixes instancies
tautologiques, les instancies per substitucié d’instancies de (DUAL) i (K) sén elles mateixes
instancies de (DUAL) i (K), i les aplicacions de (MP) i (NEC) continuen sent correctes
quan se substitueixen férmules per variables proposicionals tant en les premisses com en la
conclusié. O

A continuacié, demostrarem algunes de les férmules valides de la primera columna de
la Taula que no haviem provat abans, pero ara tenint en compte el que hem vist en la
Proposicio [5.4.4

Proposicié 5.4.7. K+ O(A — B) — (0A — 0B).

Demostracio. La prova és la segiient.

1. KF(A— B) — (-B — —A) (TAUT)
2. KFO(A— B) —» (0-B — O-A4) (RK, 1)
3. K- (0-B - [0-4) —» (-0-4 — -0-B) (TAUT)
4. KFO(A— B) — (-0-4 - -0-B) (PL 2,3)
5. KFO(A — B) —» (0A — 0B) (O per =[0-)

Proposicié 5.4.8. K+ (0AV OB) — O(AV B).

Demostracio. La prova és la segiient.
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1. KF-(AVvB)—-A (TAUT)
2. KFO-(AVvB)—-0-4 (RK, 1)
3. K+ -0-4 — -0-(AV B) (TAUT)
4. KFO0A— O(AV B) (O per —0-)
5. KF OB — O(AV B) (analeg)
6. KF(QAVOB) — O(AV B) (pL, 4, 5)
O]
Proposicié 5.4.9. K+ O(AV B) — (0AV {B).
Demostracio. La prova és la segiient.
1. KF=-A— (=B ——-(AVB)) (TAUT)
2. KFO-4 - (O0-B—-0-(AV B)) (RK)
3. KFO-4— (ﬁD—\(A V B) — —\D—!B) (PL, 2)
4. K+ -O-(AV B) - (0-A - -0-B) (pL, 3)
5. KF-0O-(AvV B) = (-——0-B — -[0-4) (pL, 4)
6. KFO(AV B) — (-0B — QA) (O per -0-)
7. KFO(AV B)— (0BVOA) (pL, 6)
O]
Proposicié 5.4.10. K+ 0OA — (O(A — B) — 0B).
Demostracio. La prova és la segiient.
1. KFA— (-B— —~(A— B)) (TAUT)
2. KFUOA - (0-B - 0-(A— B)) (RK, 1)
3. KFUOA — (-0-(A — B) —» -0-B) (pL, 2)
4. KFOA — (O(A— B) — 0B) (O per =[0-)
O]

5.5 Demostracions en sistemes modals

En aquesta seccié farem algunes proves en altres sistemes modals diferents a K.
Pero abans, necessitem una definicié previa per facilitar les demostracions. Recordem
que les definicions de (D), (T), (B), (4) i (5) estan en la Taula[4.1]

Definicié 5.5.1. Cada una de les férmules (T), (B), (4) i (5) té un (DUAL), denotat amb
un subindex en forma de diamant, de la manera segiient
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p— Op (1)
O0p—p  (By)
O0p — Op  (4¢)
O0p —Op  (5¢)

Proposicié 5.5.1. Es compleix KT5 + (B).
Demostracio. La prova és la segiient.

1. KT5 - A — QA (Ty)
2. KT5+ QA - O0A (5)
3. KTs5 - A —-0O0A  (pL 1,2)

Aixi, KT5 - A — O0A (= B).
Proposicié 5.5.2. Es compleiz KT5 - (4).

Demostracio. La prova és la segiient.

1. KT5+0OA — oUA (T amb A per p)
2. KT5 - 00A — O00A (5 amb JA per p)
3. KT5+-0A — O00A (pL 1,2)
4. KT5 F O0OA — OA (50)
5. KT5 - 0O00OA — 0O0OA (RK, 4)
6. KI5 +-0A — 0O0OA (pL 3, 5)

Aixi, KT5+ 0A4 — O0OA (=4).
Proposicié 5.5.3. Es compleir KDB4 I~ (T').
Demostracio. La prova és la segiient.
KDB4F O[0A — A
KDB4+OOA — A

KDB4 - [JA — OOA
KDB4+[OA — A

AN

Aixf, KDB4 - 0A — A (= T).
Proposicié 5.5.4. Es compleix KB4 F (5).
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Demostracio. La prova és la segiient.

1. KB4 0A — O0OA (B amb QA per p)
2. KB4+ 0O0A — OA (40)
3. KB4 - 0O00A — O0A (RK, 2)
4. KB4+ 0A — O0A (pL 1,3)
Aixi, KB4 - 0A — 00A (= 5). 0

Proposicié 5.5.5. Es compleiz KB5 |- (4).
Demostracio. La prova és la segiient.

1. KB5+0OA - O00A (B amb A per p)

2. KB5+ 00A — OA (5¢)
3. KB5 +-0O0UOA — O0OA (RK, 2)
4. KB5 - 0A — OOA (pL 1,3)
Aix{, KB5 + 0A — O0A (= 4). O

Proposicié 5.5.6. Es compleiz KT + (D).
Demostracio. La prova és la segiient.

1. KTFOA—- A (T)
2. KTHA— QA (Tp)
3. KTFOA —- QA (prL 1,2)

Aixi, KT + 0OA — 0A (= D). O

5.6 Validesa

Un sistema de derivacié es diu correcte si tot allo que es pot demostrar és valid. Quan con-
siderem sistemes modals, és a dir, demostracions on a més de K podem utilitzar instancies
d’algunes férmules A4, ..., A,, volem que tota férmula demostrable siga vertadera en qual-
sevol model en que Ay, ..., A, siguen vertaderes.

Teorema 5.6.1. (Teorema de correccid). Si cada instancia de Ay, ..., A, és valida en les
classes de models Cy,...,Cy, , respectivament, aleshores KAy ... A, b B implica que B és
valida en la classe de models Cy N ---NCy,.
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Demostracio. Fem aquesta prova per induccié sobre la longitud de les demostracions. Per
facilitar la notacid, posem
C=CnN---NCy.

Cas base: Si B té una demostracié de longitud 1, aleshores ha de ser una instancia
tautologica, una instancia de (K), o de (DUAL), o una instancia d’alguna d’Ay, ..., A,.

Si B és una instancia tautologica, aleshores B és valida en C, ja que pel Corol-lari
sabem que les instancies tautologiques sén valides en qualsevol classe de models.

De manera similar, si B és una instancia de (K) o de (DUAL), per la Proposici6 [3.5.1]
i la Proposici6 [3.5.2] respectivament, també sabem que sén valides en qualsevol classe de
models.

Finalment, en cas que siga una instancia d’alguna d’Aq,..., A,, com que B és valida
en C; i C CC;, tenim que B és valida en C també.

Hipotesi inductiva: Suposem que B té una demostracié de longitud k > 1, i ho provem
per a una demostracié de longitud k& + 1.

Distingim casos: Si B és una instancia tautologica o una instancia d’alguna d’Aq, ..., A,,
procedim com en el cas anterior.

Per tant, suposem primer que B s’obté per (MP) a partir de les férmules anteriors
C — BiC. Aleshores, C' — B i C tenen proves de longitud menor que k, i per la hipotesi
inductiva sén valides en C. Aixi, per la Proposicié tenim que B també és valida en
C.

Finalment, suposem que B s’obté per (NEC) a partir de C, és a dir, B = OC. Per la
hipotesi inductiva, C' és valida en C, i per la Proposicié també ho és B.

Per tant, queda provat que per a qualsevol dels casos B és valida en C, com voliem
vore. O

Abans de comengar la segiient seccié introduim un parell de definicions que ens seran
utils.

Definicié 5.6.1. (Férmula demostrable en un sistema). Una férmula A és demostrable
en un sistema ¥ a partir d'un conjunt de férmules I', i s’escriu I' by A, si, i només si,
existeixen By,...,B, € ' tals que ¥+ By — (By — ... (B, — A)...).

Definicié 5.6.2. (Conjunt deductivament tancat). Un conjunt I' és deductivament tancat,
o tancat per deduccid, en un sistema X si, i només si, I' by A implica que A € T.

5.7 Consistencia

La consistencia és una propietat clau dels conjunts de formules. Un conjunt és inconsistent
si es pot obtenir una contradiccié (per exemple, 1), en cas contrari, és consistent. Si un
conjunt és inconsistent, les seues férmules no poden ser totes certes en un model.

Definicié 5.7.1. (Consistent). Un conjunt I" és consistent per a un sistema ¥ si I' by L.
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Exemple 5.7.1. El conjunt I' = {O(p — ¢),Op, -Ogq} no és K-consistent. Anem a vore-

ho.
L O@—q) (el)
2. U(p = q) = (Op = Ug) (K)
3. Op — Oqg (mp 1,2)
4. Op (eT)
5. Oq (MP 3,4)
6. =g (eD)
7.1 (per 51 6)

Abans d’enunciar la proposicié de consisténcia, necessitem uns enunciats previs per
poder demostrar-la posteriorment.

Teorema 5.7.1. I' 5, A — B si, i només si, ' U{A} s B.

Demostracid. Sabem que I' by A — B si, i només si, Fs (A1 A ... AA4,) = (A — B) per
a algin {A4y,...,A,} CT.

Esadir7 Fy (A1 A...ANA, NA) = B per a algin {A;,...,A,} CT.

En altres paraules, Fx (A; A...ANA, AN A) — B per a algin {4;,...,A,, A} CTU{A4},
si, i només si, ' U{A} Fyx B. O

Nota 5.7.1. Suposem que I' Fx A. Aleshores, per a tota férmula B, es té que
I'Fx, B si, inomés si, 'U{A} Fx B.

Anem a vore-ho. La implicacié d’esquerra a dreta és clara. Per a I’altra implicacid, suposem
que ' U{A} k5 B. Pel Teorema I' sy, A — B. Com per hipotesi es té ' by A, per
modus ponens es compleix que I' Fx» B.

Proposicié 5.7.1. Siga T' un conjunt de férmules. Aleshores
1. T és X-consistent si, i només si, existeir una formula A tal que I' Hx, A.
2. T'kx A si, i només si, T U{=A} no és X-consistent.

3. Si T' és X-consistent, aleshores per a tota formula A, T'U {A} és X-consistent o
I'U{-A} és E-consistent.

Demostracio. 1. Per una part, suposem que I' és Y-consistent. Aleshores per a A = L
es té que I' /s L. Provem l'altra implicacié per contrarreciproc. Suposem que I' no
és Y-consistent. Aleshores, I' Fy, 1. Notem que, per a tota féormula A, 1 — A és
una tatutologia, en ser L fals. Aleshores I' F», 1. — A. Per tant, per modus ponens,
I'kyx A
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2. Suposem primer que I' 5 A, volem demostrar que I' U {—A} no és consistent. Com
I' by A, aleshores I' U {—A} sy A. A més, I' U {—~A} ks =A. Per modus ponens,
tenint en compte que A és equivalent a (A — L), arribem a que T' U {—-A} Fy L.
Suposem ara que I' U {—A} és inconsistent, és a dir, ' U {=A} Fy L. Pel Teorema
Fl‘gﬁA—)J_E—!—\AEA.

3. Suposem que I' és 3-consistent. Siga A una férmula. Suposem que I'U{—A} no és X-
consistent. Per 2, tenim que I' Fx; A. Anem a demostrar que I'U{A} és 3-consistent.
Per la Nota com tenim I' Fy. A, sabem que 'U{A} Fx, L si, inoméssi, I' s L.
Per tant, ' U {A} t/s L si, i només si, I' /s, L. Aixi, com I' és X-consistent, I' I/5; L,

i per tant, T U {A} t/x L. Es a dir, D U{A} és Y-consistent, com voliem vore.
O
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Capitol 6

Completesa 1 models canonics

El teorema de correccid, com vam vore en el capitol anterior, estableix que si una férmula
A és demostrable en un sistema modal X, aleshores A és valida en tots els models en que
totes les formules de ¥ son valides.

La completesa és la implicacié inversa de la correccié: un sistema modal 3 és complet
si tota formula valida en els models del sistema és demostrable. Demostrar la correcci6 és
relativament senzill, pero la completesa és més complexa i requereix la construccié d’'un
model molt especific.

Per demostrar la completesa, s’adopta una estrategia basada en la construccié de con-
tramodels: si una férmula A no és demostrable, aleshores ha d’existir un model en que
A siga falsa. Aixo es formalitza a través del concepte de Y-consisténcia, que garanteix
Iexistencia d’un model per a tota férmula A que siga -consistent.

El pas clau en la construccié del model és considerar conjunts Y-consistents complets,
que contenen totes les formules necessaries per definir correctament la relacié d’accessibi-
litat entre mons. El resultat final és el model canonic, un model general que garanteix que
tota férmula Y-consistent és certa en algun moén. Aixo prova la completesa del sistema
Y, assegurant que qualsevol férmula valida en els models és també demostrable dins del
sistema modal.

6.1 Conjunts X>-consistents complets

En les segiients seccions construirem un “model canonic’on cada mén correspon a un
conjunt Y-consistent particular. No només ha de ser Y-consistent, siné també complet, de
manera que per a qualsevol férmula modal A, el conjunt ha d’incloure A o la seua negacio
—A, assegurant aixi que per a cada férmula modal es determina si és vertadera o falsa.

Definicié 6.1.1. Un conjunt I' és >-consistent complet si

1. T és X-consistent.
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2. Per a tota férmula A es té que A€ T"o A €.

Els conjunts Y-consistents complets tenen diverses propietats ttils, que introduim a
continuacié, ja que seran importants quan definim el model canonic.

Proposicié 6.1.1. 5i I' és X-consistent complet, aleshores
1. T és tancat per a deduccions en ¥ (és a dir, si I' by A, aleshores A €T).
2. X el.
3. L¢T.
4. ~A €T si, i només si, A¢T.
5. ANB €T si, inoméssi, AcT'i Bel.
6. AVBeET si, i només si, Acl' o Bel.
7. A— BeT si, inomés si, A¢T o BeT.

Demostracid. 1. Suposem que I' -y A. Com I és complet, Ac T'o-Aecl'. Si—-Ael,
aleshores I' by L, que és una contradiccié perque I' és Y-consistent. Per tant, A € T'.

2. Siga A€ X, es te que I' -y A. Per[l} A € I'. Per tant, 3 € I
3. Suposem per reduccié a I’absurd que L € I'. Aleshores I' -y L.

4. Suposem que ~A € I'. Si suposem que A € I', aleshores I' by, L, que és una
contradiccié perque I' és Y-consistent. Per tant, A ¢ T

Suposem ara que A ¢ I'. Com I' és complet, tindrem A € I' 0 =A € T'. Perd com
A¢T, tenim A eT.

5. Suposem que AA B € T'. Anem a vore que A A B — A és una tautologia. Ho vegem
en la segiient taula de veritat:

A ANB | ANB— A

B
00
011
110
1)1

—lolo|lo| >
= = = =

Per tant,
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ANB = A

ANDB (eD)

(TAUT)

A (mP)

Aleshores, I' by, A. Per tant, per[I|tenim A € T'.
Analogament, arribem a que B € T'.

Suposem ara que A, B € I'. Anem a vore que A — (B — A A B) és una tautologia.

Ho vegem en la segiient taula de veritat:

Per tant,

A|B|AANB|B—-AANB|A— (B— ANAB)
00 0 1 1
01 0 0 1
110 0 1 1
1)1 1 1 1
A (eT)
A— (B—ANB) (tAUuT)
B—+AANB (MP)
B (eT)
ANB (MP)

Aleshores, I' by A A B. Per tant, per[I]tenim AA B €T.

6. Suposem que AV B € I'. Suposem sense perdua de generalitat que A ¢ T", aleshores,
per Y A € I'. Anem a vore que A — (A V B — B) és una tautologia. Ho vegem

en la segiient taula de veritat:

A|B|-A|AVvB|AvB—+B|-A—(AVvB— B)
0|0 1 0 1 1
011 1 1 1 1
110] 0 1 0 1
1{1] 0 1 1 1

Per tant,
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—4 (eT)
-A— (AVB— B) (TAUT)

m

(AV B — B) (MP)
AV B (eD)
B (MP)

Aleshores, I' s, B. Per tant, per [I] tenim B € T'.

Suposem ara que A € I' o B € I'. Distingim dos casos.

(a) Si A€T. Anem a vore que A — (A V B) és una tautologia.

A|B|AVB|A— AVB
010 0 1
0|1 1 1
110 1 1
11 1 1
Per tant,
A (e)
A— (AV B) (tAUT)
AV B (MP)

Aleshores, I' bs; AV B. Per tant, per[Itenim AV B € T.
(b) Si B € I'. De manera analoga, AV B €.

7. Suposem que A — B € I'. Suposem que A € I'. Volem vore que B € I'. Tenim

A (eT)
A—B (el)
B (MmP)

Aleshores, I' by, B. Per tant, per [I] tenim B € I

Suposem ara que A ¢ I' o B € T". Distingim dos casos.

(a) Si A ¢ T, per 4 sabem que —A € T'. Aixi, vejam que -4 — (A — B) és una
tautologia.
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A|B|-A|A—B|-A— (A— B)
01]0 1 1 1
01]1 1 1 1
1100 0 1
111 0 1 1

Per tant,

-A— (A— B) (TAUT)
-A (el)
A—B (MP)

Aleshores, I' bs; A — B. Per tant, per [I] tenim A — B € T.
(b) Si B €T, vejam que B — (A — B) és una tautologia.

A|B|A—-B|B—(A— B)
00 0 1
01]1 1 1
110 0 1
111 1 1

Per tant,

B — (A— B) (TAUT)
B (eD)
A— B (mP)

Aleshores, I' Fs; A — B. Per tant, per [l tenim A — B € T.
O

El Lema de Lindenbaum, que vorem a continuacid, garanteix que qualsevol conjunt
>-consistent de féormules esta contingut en almenys un conjunt Y-consistent complet. Aixo
ens assegura que en el model canonic hi haura un mén on cada conjunt Y-consistent siga
cert, garantint aix{ la completesa del sistema. Com vorem, la demostracié del Lema de
Lindenbaum requereix el Lema de Zorn-Kuratowski.

Lema 6.1.1. (Lema de Lindenbaum). SiI' és ¥-consistent, existeiz un conjunt X.-consistent
complet A tal que T' C A.
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Demostracio. Considerem el conjunt
Ext(T') = {2 C Form : I' C Qi Q és ¥-consistent}.

Notem que Ext(I') # 0 ja que I' € Ext(I'). Ordenem Ext(T") per inclusié. Tenim que
(Ext(I'), C) és un conjunt parcialment ordenat no buit.
Demostrem primer que tota cadena no buida en (Ext(I'),C) té suprem. Siga C una
cadena no buida en Ext(I"). Suposem que C és de la forma C = {Q0, 21, Qa,...,Q, ...}
Anem a vore que C té suprem. Considerem 1’element

Uc=Uc

ceC

Per una part, vejam que | JC € Ext(I"). Primer notem que com C no és buida, existeix
un Q en C. A més, Q C [JC. Com Q € Ext(T"), aleshores I' C 2. Aixi,

FgUa

Ara anem a demostrar que |JC és Y-consistent. Suposem, per reduccié a l’absurd,
que | JC Fy L. Aleshores existeix una demostracié amb un nombre finit de passos que
permet arribar a 1. En cadascun dels passos podem utilitzar Modus Ponens, tautologies,
o elements que estiguen en algun €); € C. Per als passos en que es gaste que la férmula
prové d’un €); € C, com tenim que C és una cadena, sabem que totes les vegades que una
férmula provinga dels axiomes, tots estos estaran en un €2, concret. Aixi, la demostraci6
de que YC Fyx L duuaque Q, Fx. L. Pero com Q, € Ext(I"), aleshores 2, és ¥-consistent,
cosa que contradiu a €2, Fx; L. Per tant, |JC /s L i tenim que és ¥-consistent. Amb ago,
ja tenim que

J¢ € Ext(D).

Per altra part, tenim que |JC és suprem de C. Notem que si Q2 € C, com [JC és fita
superior de C, aleshores 2 C |JC. Ara, si suposem que © és fita superior de C, tenim que
Q) C O per a tot 2 € C. Aleshores

Jccoe.

Pel lema de Zorn-Kuratowski, Ext(I') té un element maximal, anomenem-lo A. Aixi,
I' C AiA és Y-consistent.

Per ultim, anem a vore que A és complet. Siga A una férmula. Suposem que —A ¢ A.
Aleshores AU{—A} és un superconjunt estricte de A. Per la maximalitat de A, AU{-A}
no pot ser consistent. Per tant, per la Proposicié Ay A.

Considerem el conjunt A U {A}. Per una part, tenim que I' C A C AU {A}. Aix{,
A U{A} és extensi6 de T.

Per altra part, tenim que AU{A} és ¥-consistent. Suposem per reduccié a ’absurd que
no ho féra. Tindriem A U{A} by L. Aixi, existeix una seqiiencia de férmules A, ..., A,
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en AU{A} per ales que Als (A1 A...AA,). Com hem vist abans, A Fx A, per tant, si
A estiguera en aquesta seqiiéncia sempre es podria reemplacar per la demostracié en A de
A. Aixi, podem pensar que totes les formules venen de A. Es a dir, A Fy 1, que és una
contradicci6 en ser A Y-consistent.

Per dltim, com A és maximal, aleshores

ACAU{A} CA,
és a dir, A = AU {A}. Per tant, -A € A. Aixi, A és complet. O

Corol-lari 6.1.1. I" 5 A si, i només si, A € A per a cada conjunt X-consistent complet
A que extén a T (incloent el cas en qué T' = 0, amb la qual cosa obtenim una altra
caracteritzacio del sistema modal X3).

Demostracié. Suposem primer que
'k AiT C A,

on A és Y-consistent completa. Aleshores per monotonia es té que A F A. A més, com A
és tancat per deduccid, tenim que A € A.
Suposem ara que
A€ A,

per a tota extensié A Y-consistent completa de I'. Per reduccié a I’absurd, suposem que
I' /s, A. Per la Proposicié sabem que I' U {—A} és X-consistent.

Ara, pel Lema de Lindenbaum considerem una extensié completa Y-consistent de I' U
{—A}, i anomenem-la ©. Notem que —A € ©. També es té que © és una extensié completa
>-consistent de I'. Per hipotesi, A € ©. Aixi,

AcOi-AcO.

Aleshores, arribem a que © no és consistent, que es una contradiccié. Per tant, I' Fy, A,
com voliem. O

6.2 Modalitats i conjunts complets consistents

En aquesta seccid, analitzarem diverses propietats d’operacions sobre conjunts de férmules
en logica modal, com ara [0 1 { aplicades a un conjunt de férmules I', aixi com les seues
versions inverses. Es presentaran resultats sobre la demostracié de férmules a partir d’a-
quests conjunts i es discutiran les relacions entre consistencia, completesa i les operacions
modals en sistemes logics.

Primerament introduirem un poc de notacié que emprarem més endavant.
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Definicié 6.2.1. Siga I un conjunt de férmules. Definim
Or={0B:BeTl} OI'={0B:BeT}
O-'T'={B:0Bel} O 'I'={B:0BcT}
Nota 6.2.1. Cal notar que OO !'T' C T, ja que OO~ = {OB : OB € T'}.
Els seglients lemes ens seran d’utilitat per a la construccié del model canonic.
Lema 6.2.1. SiI'tx A, aleshores OI" by, CJA.

Demostracio. Siga A una féormula. Suposem que I' Fy A, aleshores existeixen férmules
Bi,...,By el talsque ¥+ By — (By — ... (B, — A)...). Ara, com ¥ és normal, per la
regla (RK) es té que

Y+H0OB; —» (O0By —...(OB, —0A4)...),
on Bj,...,0B; € OI'. Per tant, per definici6 es té
Or s OA,
com voliem demostrar. O

Lema 6.2.2. Si O7'T by, A, aleshores T' by, OA.

Demostracid. Siga A una férmula. Suposem que 07T Fyx A. Aleshores pel Lema
es té
00T Fy OA.

Per altra part, per la Nota sabem que
[ AN
Aixi, per monotonia es té I' by, [JA, com voliem. O

Proposicié 6.2.1. Si I' és X-consistent complet, aleshores [1A € T' si, i només si, per a
tot conjunt X-consistent complet A tal que 07T C A, es té que A € A.

Demostracié. Suposem primer que

OAeT.

Siga A un conjunt X-consistent complet tal que O7'T' C A. Com A € T, aleshores
AcO'I'C A. Es adir, A € A, com voliem.
Demostrem l'altra implicacié per contrarreciproc. Suposem que

OA¢T.
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Volem arribar a que A ¢ A. Com I' és complet, és deductivament tancat. Per tant, com
OA ¢ T, deduim que T' Iy, OJA. Ara, pel Lema es té que 07T s A. A més,
per la Proposicié sabem que (0!I U {-~A} és Y-consistent. Per tltim, pel Lema
de Lindenbaum podem afirmar que existeix un conjunt Y-consistent complet A extenent
O-Tu{=A4}. Aleshores, O~'T'U{=A} C A, i per consisténcia concloem que A ¢ A, com
voliem veure. O

Lema 6.2.3. Suposem que I' i A son complets i X-consistents. Aleshores, 7T C A si,
1 només si, QA CT.

Demostracié. Suposem primer que
O 'r c A,

Considerem 0A € QA per a algun A € A. Per a demostrar que 0A € I' és suficient
demostrar que

O-A¢T,

per completesa (tenint en compte (DUAL) i -—A = A).

Suposem per reduccié a l’absurd que 0-A € I'. Aixi, =A € O°'T' C A. Per tant,
AeAi-Ae€ A, que és una contradiccié perque A és Y-consistent. Aleshores, [1-A & T,
com voliem vore.

Suposem ara que

OACT.

Volem vore que 7T € A. Ho provem per contrarreciproc. Siga A una férmula tal que
A ¢ A. Volem demostrar que A ¢ (07T, o el que és el mateix,

OA¢T.

Si A ¢ A, per maximalitat, ~A € A. Com OA C T, es té que 0—A € I'. Ara, en una
logica modal normal, $—A és equivalent a =[JA, per (DUAL). Aixi, -\0A € I'. Finalment,
per consistencia de I', obtenim que (A ¢ I', com voliem. O

Proposicié 6.2.2. Si I" és complet i X-consistent, aleshores QA € T si, i només si, per a
algun conjunt complet 3-consistent A tal que QA C T, es té que A € A.

Demostracio. Suposem que I' és complet i Y-consistent i 0 A € I'. Aleshores, es té que
—[0-A €T per (DUAL) i per estar tancat per deduccid.

Per la Proposicié apartat [4] es té que 0—-A ¢ I'. I per la Proposicié aco es
té si, i només si, existeix algun conjunt complet X-consistent A amb O7'T' C A tal que

-A¢A.
Siga A un d’aquests conjunts, és a dir, A és Y-consistent complet. Pel Lema [6.2.3
sabem que O7!T" C A si, i només si, QA CT'. A més, per la Proposicié es té que

—A ¢ A si,inoméssi, A€ A,
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com voliem demostrar.

Emprant els mateixos arguments en sentit contrari es té l'altra implicacio.

Per tant, hem provat que 0 A € I si, i només si, existeix un conjunt complet >-consistent
A tal que QACT i AeA. O

6.3 El model canonic i el Lema de Veritat

El model canodnic per a un sistema modal ¥ és un model especific M en el qual els mons
sén tots els conjunts Y-consistents complets. La seua relacié d’accessibilitat R* i la seua
valoracié V> es defineixen de manera que garantisquen que les férmules vertaderes en
un mén A sén exactament les férmules que conformen A. A continuacié definim aquest
concepte de manera rigorosa.

Definicié 6.3.1. (Model canonic). Siga ¥ una logica modal normal. El model canonic
per a X es defineix com
MZ — (WE,RE,VE),
on
e W* ={A: A és complet i Y-consistent}
e (A,A) € R” si, i només si, 1A C A/,
o Vi(p)={A:peA}.

El segiient resultat, conegut com a Lema de Veritat, ens assegura que en el model
canonic la veritat d’una férmula en un moén coincideix exactament amb la seua pertinenca
al conjunt que representa eixe moén.

Proposicié 6.3.1. (Lema de Veritat). Per a tota formula A, es té que M*, A I+ A si, i
nomeés si, A € A.

Demostracid. Per induccid sobre la férmula A.
Cas1l: A= 1.
Per la Definicio sabem que

M= AL,
i per la Proposici6 (apartat [3), es té
1¢A.

Per tant, aquest primer cas ja esta provat.
Cas 2: A=np.
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Per la Definicié6 [3.4.1] sabem que
MZ® A IF p si, i només si, A € V=(p),
i la Definicié [6.3.1] ens diu que
A € VE(p) si, i només si, p € A,

com voliem veure.

Hipotesi inductiva: Suposem l’enunciat cert per a les férmules B i C. Demostrem-ho
per als segiients casos.

Cas 3: A=-B.

Per la Definicié [3.4.1], sabem que

M>, A - A si, i només si, M=, A | B.
Ara, per hipotesi inductiva tenim
M AW B si, i només si, B ¢ A.
Finalment, per la Proposicié (apartat , es té
B ¢ A si, i només si, 7B € A.

Es a dir, hem provat M> A IF A si, i només si, A € A, com voliem.
Cas4: A=BANC.
Per la Definicié sabem que

M* Ak Asi, i només si, M, AIF Bi M* Al-C.
Ara, per hipotesi inductiva tenim
M> AlFBiM” AlFCsiinoméssi, Be AiC eA.
Finalment, per la Proposicié (apartat , es té
BeAiCeAsi,inoméssi, BAC € A.

Es a dir, hem provat M>, A IF A si, i només si, A € A, com volfem.
Casb: A=BVC.
Per la Definici6 [3.4.1] sabem que

M= Al Asi, i només si, M* Al Bo M* Al C.
Ara, per hipotesi inductiva tenim

M> AlFBo M* AlFC si,inoméssi, Be Ao C e A.
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Finalment, per la Proposici6 (apartat [6)), es té
BeAoCeAsi,inoméssi, BV Ce€A.

Es a dir, hem provat M=, A I+ A si, i només si, A € A, com volfem.
Cas6: A=B—C.
Per la Definicié sabem que

M= Al Asi, i només si, M™ Alf Bo M> Al C.
Ara, per hipotesi inductiva tenim
M Al Bo M* AlFCsi,inoméssi, B¢ AoC eA.
Finalment, per la Proposicié (apartat , es té
B¢ AoCeAsiinoméssi, B— CeA.

Es a dir, hem provat M> A IF A si, i només si, A € A, com volfem.
Cas 7: A=0B.
Per la Definicié sabem que

M* Al A si, i només si, per a tot A’ € M* amb (A, A") € R* es té que M™, A IF B.
Ara, per hipotesi inductiva, sabem que aco es té si, i només si,
per a tot A’ € M™ amb (A, A’) € R* es compleix que B € A’
A més, per la Definicié [6.3.1] tenim que
(A, A') € R* si, i només si, O'A C A/,

Per tant, tenim que per a tot A’ € M> amb O 'A C A’ es compleix que B € A,
I finalment, per la Proposicié [6.2.1] ago es té si, i només si, 0B € A.

Es a dir, hem provat M, A IF A si, i només si, A € A, com voliem.

Cas 8: A=9B.

Per la Definicié [3.4.1], sabem que

M Al A si, i només si, existeix un A’ € M* amb (A, A’) € R* tal que M*, A’ I B.
Ara, per hipotesi inductiva, sabem que ago es té si, i només si,
existeix A’ € M* amb (A, A’) € R tal que B € A/
A més, per la Definicié tenim que
(A,A") € R” si, i només si, 0 'A C A’

Per tant, tenim que existeix un A’ € M> per al qué O"'A C A’ i tal que B € A'.
Per altra part, pel Lema sabem que

O 'A C A’ si, i només si, QA C A.
Finalment, per la Proposicié [6.2.2] concloem que OB € A.

Es a dir, hem provat M, A IF A si, i només si, A € A, com voliem.
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6.4 Determinacio i completesa per a K

Ara ja estem preparats per a establir la completesa utilitzant el model canonic. Aquesta
se segueix del fet que les férmules vertaderes en el model canonic per a 3 sén exacta-
ment aquelles demostrables a partir de ¥. Es diu que els models amb aquesta propietat
determinen 3., definicié que vegem a continuacié.

Definicié 6.4.1. Un model M determina una logica modal normal ¥ quan, per a tota
férmula A, es té M I A si, i només si, X - A.

Teorema 6.4.1. (Determinacid). M> |- A si, i només si, ¥ F A.

Demostracié. Suposem primer que M> |- A, aleshores per a tot A € M> (X-consistent
complet), tenim que M>, A |- A. Per tant, pel Lema de Veritat, A € A per a tot A € M™
(Z-consistent complet). Aixi, pel Corol-lari[6.1.1}(amb I' = (), es té ¥ - A.

Suposem ara que X F A. Aleshores, segons la Proposicié (apartat , tota A
Y-consistent completa conté a A. Per tant, pel Lema de Veritat, M>, A |- A per a tot
A e WZ, és adir, M* IF A, com voliem provar. O

Corol-lari 6.4.1. La logica modal basica K és completa respecte la classe de tots els models.

Es a dir, si = A, aleshores K+ A.

Demostracio. La fem per contrarreciproc. Suposem que K t/ A. Aleshores, pel Teorema

tenim que M¥ | A. Per tant, I} A. O

6.5 Completesa respecte al marc

Per acabar, vorem que el teorema de completesa per a K es pot estendre a altres sistemes
modals, una vegada demostrem que el model canonic per a una logica donada té la propietat
corresponent del marc.

Teorema 6.5.1. St una logica modal normal X conté alguna de les formules de l’esquerra
de la Taula[6.1], aleshores el model canonic per a X té la propietat corresponent de la dreta.

Si X conté..., aleshores el model canonic per a X és:
(D): 0A — O0A serial

(T):04— A reflexiu

(B): A—0O0A simetric

(4): OA —-0O0OA transitiu

(5): OA—0O0A euclidia

Taula 6.1: Correspondencies basiques.
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Demostracié. Ho demostrem cas a cas. Siga el model canonic M> = (W=* R¥ V¥).

1. Suposem que ¥ conté (D). Siga A € W, volem demostrar que R> és serial, és a dir,
que existeix un A’ tal que (A, A’) € R”.
Es suficient demostrar que O7'A és -consistent, perque aleshores, pel Lema de
Lindenbaum podem afirmar que existeix un conjunt Y-consistent complet tal que
A’ D 07'A, i per definicié de R* tenim que (A, A’) € R*.
Anem a provar-ho. Suposem per reduccié a I’absurd que J"'A no és Y-consistent,
és a dir, O7'A Fy, L. Pel Lema sabem que A Fy 1. Ara, com X conté D,
també tenim que

Aty OL.
Perd com ¥ és una logica modal normal, per la Proposici6 [5.1.2]es té X = -0 L. Per
tant es té

Abs =01,

fet que contradiu que A és Y-consistent. Per tant, concloem que O7!'A és X-
consistent.

2. Suposem que ¥ conté (T). Siga A € W, volem demostrar que R> és reflexiva, és a
dir, que (A, A) € R*. En altres paraules, volem vore que

O 'A CA.

Aixi, si JA € A, aleshores per (T) també es té A € A, per tant tenim O01A C A,
com voliem.

3. Suposem que ¥ conté (B). Siga A € W™, suposem que (A, A’) € R¥, amb A’ € W™,
Volem demostrar que R> és simetrica, és a dir, que (A’, A) € R*. En altres paraules,
volem vore que O0"'A’ C A. Pel Lema aco és equivalent a vore

OA C A,

Siga A € A. Per (B) també tenim que OOA € A. Perd per hipotesi, com (A, A’) €
R*, tenim 0A € A/, per tant OA C A/, com volfem vore.

4. Suposem ara que X conté (4). Siguen A1, Ao, Az € W, suposem que (A1, As) € R
i (Ag,A3) € R*. Volem demostrar que R* és transitiva, és a dir, que (A1, A3) € R>.
Per definicié de R*, tenim tant 07 'A; C Ay com O 1Ay C Asz. A més, per a
demostrar que (A1, A3) € R”, és suficient vore que

DflAl C As.

Siga B € O"'Aq, és a dir, OB € A;. Volem vore que B € Az. Com OB € Ay, per
(4) també es té que OB € Ay. Per tltim, com (A1, As) € R¥, es té OB € Ao, i
com (A, A3) € R*, aleshores B € Az, com voliem provar.
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5. Finalment, suposem que X conté (5). Siguen A, A, Az € W, suposem que (A, As) €
R*i (A1, A3) € R¥. Volem demostrar que R” és euclidiana, és a dir, que (Ag, Az) €
R*.

Per definicié de R*, tenim que O"'A; C Ay, i pel Lema com tenim 07 1A, C
A1, aleshores A3 C Aj. Aixi, per a provar que (Az, Az) € R”, pel Lema és
suficient provar que 0A3 C As.

Siga 0A € QOA3, és a dir, A € Az. Volem vore que 0A € Ay. Com (A1,As) €
R*, aleshores A € Ay, i per (5), també tenim que 0OA € A;. Finalment, com
(A1, Ay) € R*, aleshores OA € Ay, com voliem vore.

O]
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Capitol 7

Conclusions

Aquest treball ha proporcionat una introduccié detallada a la logica modal, una extensié
de la logica proposicional classica que permet formalitzar conceptes com la necessitat i
la possibilitat. Al llarg d’aquest, s’han introduit i desenvolupat els fonaments sintactics,
semantics i deductius de la logica modal. S’ha partit d’un estudi preliminar de la logica pro-
posicional classica i de conceptes fonamentals com el Lema de Zorn-Kuratowski, essencial
per establir resultats claus en 'ambit de la demostracié formal.

Des del punt de vista sintactic, s’han definit els operadors modals, (11 ¢, les regles de
construccié de férmules, i el concepte d’instancia de substitucid, que permet generar noves
férmules modals a partir de tautologies classiques. Aquestes eines han sigut fonamentals
per analitzar la validesa de diverses formes logiques en diferents sistemes modals.

En I’ambit semantic, s’ha desenvolupat el concepte de model com una estructura formal
que combina mons, relacions d’accessibilitat i valoracions. Ago ha fet possible definir amb
precisié els conceptes de veritat en un moén, veritat en un model i validesa absoluta, aixi com
estudiar el comportament de les férmules modals en relacié amb la relacié d’accessibilitat.

Posteriorment, s’ha abordat la part deductiva amb la construccié de sistemes modals,
la definici6 formal de la logica modal normal i les seues regles derivades. En aquest context,
s’han analitzat demostracions sintactiques dins del sistema K i d’altres sistemes modals.

Finalment, s’ha arribat als resultats fonamentals de la correccid i la completesa, que
asseguren que tot el que és demostrable és també valid (correccid) i que tot el que és valid
és demostrable (completesa). Es a dir, aquests teoremes estableixen ’equivaléncia entre
el que és demostrable i el que és vertader. La demostracié d’aquests resultats, mitjangant
la construccié de models canonics, ha sigut un dels punts culminants del treball, ja que
confirma que la logica modal estudiada constitueix un sistema formal coherent i robust.

En definitiva, aquest treball ha mostrat com la logica modal pot ser formalitzada amb
gran precisio i estudiada mitjancant tecniques sistematiques. Aix0 permet no només en-
tendre el seu funcionament intern, siné també establir ponts amb altres disciplines formals
que en fan us, com la informatica o la filosofia.
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