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Capitol 1

Introduccio

La teoria de 'ordre és una branca de les matematiques que estudia les relacions de compa-
racié entre els elements d’un conjunt. Tot i la seua aparent senzillesa, proporciona un marc
conceptual d’una riquesa i una versatilitat extraordinaries, amb connexions profundes amb
la logica matematica, la topologia, I’algebra universal i les ciencies de la computacio.
L’objecte central d’estudi d’aquest treball és la nocié de reticle, una estructura que apa-
reix de manera natural en contextos molt diversos: des dels conjunts de parts d’un conjunt,
ordenats per inclusio, fins als conjunts de proposicions logiques, ordenats per la implica-
ci6. Els reticles permeten formalitzar, sota un mateix paraigua algebraic, operacions tan
dispars com el maxim comu divisor i el minim comd multiple en aritmetica, la interseccié
i la unié en teoria de conjunts, o la conjuncio i la disjuncié en logica proposicional.
Aquesta unitat no és casual. La nocié de reticle es consolida durant la primera meitat
del segle XX, en bona mesura gracies als treballs de Garrett Birkhoff, qui en la seua obra
Lattice Theory [1] sistematitza la disciplina i en mostra I’abast com a llenguatge transversal
de les matematiques. Les arrels del concepte, pero, es remunten al segle XIX, amb les
aportacions de Richard Dedekind a ’entorn de la teoria d’ideals i dels grups. D’aleshores
enga, els reticles han esdevingut una eina fonamental no sols en algebra, siné també en
arees com ’analisi formal de conceptes o la semantica de llenguatges de programacio.

Una de les manifestacions més fertils d’aquesta ubiqiiitat apareix en el context de
I’algebra universal, on les estructures algebraiques es tracten de manera uniforme com a
conjunts dotats d’operacions. En aquest marc, tant les subalgebres com les congruencies
d’una algebra qualsevol s’organitzen de forma natural en reticles, i no en reticles arbitraris,
sind en reticles algebraics: una classe distingida que captura la interaccié entre I’estructura
d’ordre i la finitarietat de les operacions. Aquest és un dels resultats que vertebren la part
final del treball.

El treball s’estructura en quatre capitols de contingut, numerats del 2 al 5. En el
Capitol 2 presentem els fonaments de la teoria de ’ordre: les relacions de preordre i ordre
parcial, la nocié de conjunt parcialment ordenat o poset, i els elements distingits que hi



podem trobar, com ara minims, maxims, infims i suprems. Tanquem el capitol amb una
col-leccié d’exemples fonamentals que il-lustren la varietat de situacions en que apareixen
aquestes estructures, i que reprendrem al llarg de tot el treball.

En el Capitol 3 introduim la nocié de reticle des de dues perspectives complementaries:
com a conjunt parcialment ordenat en el qual tot parell d’elements té infim i suprem,
i com a algebra dotada de dues operacions binaries que satisfan les lleis commutativa,
associativa i d’absorcié. El resultat principal del capitol és la demostracié de ’equivaléencia
entre ambdues presentacions, que ens permetra transitar lliurement entre el punt de vista
ordinal i I’algebraic.

El Capitol 4 es dedica als reticles complets, és a dir, aquells en els quals tot subconjunt
té infim i suprem. Demostrem que tot reticle complet és fitat i establim un criteri especi-
alment 1til: n’hi ha prou amb la clausura per a infims arbitraris (o, equivalentment, per
a suprems arbitraris) per a garantir la completitud. Tanquem el capitol amb la nocié de
reticle algebraic, bastida sobre els conceptes d’element compacte i de reticle compactament
generat.

Finalment, el Capitol 5 estudia els reticles en el context de ’algebra universal. S’-
hi introduixen les nocions de signatura algebraica, Y-algebra, subalgebra i congruencia,
juntament amb els operadors de subalgebra i de congruéncia generades. Els teoremes prin-
cipals demostren que tant el reticle de subalgebres com el de congruencies d’una Y-algebra
sén reticles algebraics, la qual cosa il-lustra de manera concreta la ubiqiiitat dels reticles
que esmentavem al comencament.

Tanquem el treball amb un Capitol 6 de conclusions.

Les referencies principals d’aquest treball han estat les obres classiques de Birkhoff [1],
Davey i Priestley [3] i Grétzer [4], que constituixen les fonts estandard de la teoria de
Pordre i dels reticles. Per al tractament de 1’algebra universal del Capitol 5 hem seguit
principalment Burris i Sankappanavar [6] i Cosme Llpez et al. [2].



Capitol 2

Conjunts parcialment ordenats

En aquest capitol introduirem els conceptes basics de teoria de I'ordre que necessitarem al
llarg del treball. Comencem introduint les relacions de preordre i ordre parcial, aixi com
els conjunts parcialment ordenats, també anomenats posets pel seu nom en anglés, partially
ordered sets. En aquest capitol treballarem sobre un conjunt donat A. Recordem que una
relacié binaria sobre A és qualsevol subconjunt < en Ax A. Sia,b € A, escriurem a < b per
a denotar el fet que (a,b) € <. En aquest cas direm que els elements a i b sén comparables.

Definicié 2.1. Una relacié binaria < en A s’anomena preordre si satisfa les segiients pro-
pietats:

e Reflexiva Per a tot a € A, a < a.
e Transitiva Per a tot a,b,c € A, sia <b1ib <c, aleshores a < c.

Definicié 2.2. Una relacié binaria < en A s’anomena ordre parcial si satisfa les segiients
propietats:

e < és un preordre;
e Antisimetrica Per a tot a,b € A, sia < bib < a, aleshores a = b.

Definicié 2.3. Anomenem conjunt parcialment ordenat o poset a la tupla (A, <) on A és
conjunt i < és un ordre parcial en A.

Definicié 2.4. Un ordre parcial < en A s’anomena ordre total o, simplement, ordre si
satisfa la segiient propietat.

e Totalitat Per a tot a, b€ A, a <bo b <a.



2.1 Elements distingits

A continuacié introduim alguns elements distingits que podem trobar dins un conjunt
parcialment ordenat, com ara les nocions de minims, maxims, infims i suprems.

Definicié 2.5. Siga (A, <) un conjunt parcialment ordenat i @ € A un element. Direm
que a és

e minimal per a < si, per a tot x € A, es té que si x < a, aleshores x = a;
e maximal per a < si, per a tot x € A, es té que si a < x, aleshores z = a;
e el menor element per a < si, per a tot £ € A es té que a < x;

e el major element per a < si, per a tot € A es té que z < a.

A continuacié introduim la nocié de conjunt fitat.

Definicié 2.6. Un conjunt parcialment ordenat (A, <) s’anomena fitat si té, al mateix
temps, un menor element i un major element.

2.2 Elements distingits relatius a un subconjunt

Continuem amb les nocions de fita superior i fita inferior d’un subconjunt donat, aix{ com
les nocions relacionades de suprem i infim i de maxim i minim.

Definicié 2.7. Siga (A, <) un conjunt parcialment ordenat i B C A un subconjunt. Direm
que un element a € A és

e fita superior de B si, per a tot b € B, es té que b < a.
e fita inferior de B si, per a tot b € B, es té que a < b.
e suprem de B si a és la menor fita superior de B. Es a dir,

— a és fita superior de B; i

— Per a tot ¢ € A, si ¢ és fita superior de B, aleshores a < c.
e infim de B si a és la major fita inferior de B. Es a dir,

— a és fita inferior de B; i

— Per a tot ¢ € A, si ¢ és fita inferior de B, aleshores ¢ < a.
e maxim de B si a és suprem de B i, a més, a a € B;

e minim de B si a és infim de B i, a més, a a € B.
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Corol-lari 2.1. Notem que, en la definicié anterior, quan B = A, maxims i minims d’A
son, respectivament, els majors i menors elements d’A.

La segilient proposicié ens garanteix que els infims i suprems associats a un subconjunt,
quan existeixen, sén unics.

Proposicié 2.1. Siga (A, <) un conjunt parcialment ordenat, B C A un subconjunt i aj i
as elements en A. Si aq i ag son suprems de B, aleshores a1 = as. Reciprocament, si ay i
ag son infims de B, aleshores a1 = as.

Demostracié. Comencem amb la demostracié per al suprem.

Siguen ai,as € A dos suprems per a B. Aleshores, per a tot b € B, tenim que b < a7 i
b < as. Es a dir, tant a1 com as sén fites superiors de B.

Com a9 és una fita superior de B, per la definicié d’aq, tenim que a; < ag. Per altra
banda, com a; és una fita superior de B, per la definicié d’ao, tenim que as < aq. Per la
propietat antisimetrica de ’ordre parcial, concloem que a; = as.

La demostraci6 per a 'infim és analoga. O

Com a corol-lari de ’anterior proposicid, obtenim que els maxims i minims elements,
quan existeixen, sén unics.

Corol-lari 2.2. Siga (A, <) un conjunt parcialment ordenat i ay i ay elements en A. Si
a1 1 ag som maxims d’A, aleshores a1 = ag. Reciprocament, si a1 i ag son minims d’A,
aleshores a1 = as.

2.3 Exemples de conjunts parcialment ordenats

A continuacié presentem una seérie d’exemples importants dins la teoria de ’ordre.

Exemple 2.1. 1. La tupla (N, <), on
n <m si, inomés si, existeix un k € N tal que m =n + k,

és un conjunt totalment ordenat perd no fitat. Notem que (N, <) és l'ordre habitual
en els naturals. Notem que 0 és el menor natural, ja que per a tot n € N, es té
que 0 < n. Per altra banda, (N, <) no té maxim, ja que per a tot n € N es té que
n+leNin<n+1.

2. La tupla (N, |), on
n|m si, i només si, existeix un k € N tal que m = nk,

és un conjunt parcialment ordenat. En aquest cas estem ordenant N per divisibilitat.
Aquest ordre no és total, ja que, per als naturals 2,3 € N no es té cap relacié de
divisibilitat, ni en un sentit ni en I'altre. Aquest ordre és fitat. Notem que, per a tot
n € Nes té que 1|n i n| 0. Aixi, 1 és el minim i 0 el maxim per a (N, |).



3. Siga A un conjunt, denotem per P(A) el conjunt de les parts d’A, és a dir,
P(4) = {B| B C A}

Per a la relacié d’inclusié usual, el conjunt (P(A),C) és un conjunt parcialment
ordenat. Notem que aquest ordre no és total si |A| > 2, ja que en aquest cas, si
ai,az € A sén dos elements diferents en A, aleshores els conjunts {a;} i {az} no sén
comparables. Notem que (P(A), C) és fitat, ja que, per a tot B C A es té que ) C B
i BC A. Aixi, ) i A sén, respectivament, el menor i el major element en (P(A), Q).

4. Siga Prop(V) el conjunt de totes les proposicions logiques de primer ordre definides
sobre un conjunt de variables proposicionals V. Sobre aquest conjunt definim la
relacié — com segueix. Donades dues proposicions P, @ € Prop(V) diem que P —
Q@ si aquesta proposicié és una tautologia. Aleshores (Prop(V),—) és un conjunt
parcialment ordenat fitat. Notem que aquest ordre no és total si |[V| > 2, ja que en
aquest cas, si P,) € V sén dues variables proposicionals diferents en V', aleshores
les proposicions P i ) no sén comparables, ja que ni P — @ ni Q — P tenen per
que ser tautologies. Denotem per L i T, respectivament, les proposicions de fals i
vertader. Notem que, per a tota proposicié Pesté que L - Pi P — T,on LiT
sén, respectivament, els simbols proposicionals que denoten les proposicions de fals
i vertader. Aixi, fals i vertader sén, respectivament, el menor i el major element en

(Prop(V), —).



Capitol 3

Reticles

En aquest capitol introduim la nocié de reticle. En primer lloc donarem dues definicions del
mateix concepte. En la primera definicié presentem el reticle com una estructura ordenada
satisfent que tot parell d’elements té infim i suprem. Mentre que, en la segona definicid,
presentem el reticle com una algebra amb dues operacions, anomenades infim i suprem,
que satisfan les lleis commutatives, associatives i d’absorcié. A continuacié demostrarem
que aquestes dues presentacions sén equivalents.

Comencem amb la primera presentacié de reticle.

Definicié 3.1. Una tupla (A, <) s’anomena reticle si
e (A, <) és un conjunt parcialment ordenat;
e Per a tot aj,as € A el subconjunt {a;, a2} C A té infim i suprem.
Donem ara la segona presentacié de reticle.
Definicié 3.2. Una tupla (A, A, V) s’anomena reticle si
e A és un conjunt;
e A és una operaci6 binaria en A, A : A x A — A, anomenada infim;
e V és una operacié binaria en A, V: A x A — A, anomenada suprem.
A més, se satisfan les seglients lleis:

Commutativa per a I'infim i per al suprem: Per a tot a1,a2 € A, es té que

a1 Nag = az N\ay, a1 Vas =asVa;

Associativitat per a I'infim i per al suprem: Per a tot ay,as,a3 € A, es té que

ai A (ag AN ag) = (a1 A az) A\ as, a1V (agVag) = (a1Vaz)Vas;



Absorcié: Per a tot aj,as € A, es té que

a1V (ar Aag) = a1, ai A (a1 Vaz) = a.

A continuacié introduim uns lemes auxiliars que ens seran d’utilitat més endavant. En
primer lloc observem que la llei d’idempotencia és una llei que se’n deriva directament de
les lleis d’absorcié que apareixen en la Definicié [3.2]

Lema 3.1. Siga (A, A,V) un reticle segons la Definicié [3.4 Aleshores (A, A, V) satisfa la
llei d’idempoténcia.

Idempoténcia: Per a tot a € A, es té que

aVa=a, ala=a.

Demostracio. Siga a € A, aleshores es té que

aVa=aV(aA(aVa)) (absorcid)
=a. (absorcid)

Notem també que
aNa=aA (aV (aAa)) (absorcié

)
=a. (absorcid)
[

El segiient lema ens déna una equivaléncia que ens sera d’utilitat més endavant.
Lema 3.2. Siga (A, A,V) un reticle segons la Definicid . Siguen a1,as € A. Aleshores

a1 Nas =ai S, 1 nomeés st ai V as = as.

Demostracié. Suposem que ai A as = a1. Aleshores, es té que

a1Va2:(a1/\a2)\/a2 (al/\agzal)
=as V(a1 A ag) (commutativitat de V)
=ay V (az Aay). (commutativitat de A)

Suposem ara aj V as = az. Aleshores, es té que

ai Aag =a A (a1 Vasz) (a1 Va2 = ag)
=a. (absorcid)
O



3.1 Equivalencia entre les presentacions de reticle

Estem en condicié de comprovar que, efectivament, les dues presentacions de reticle que
hem donat abans sén equivalents.

Proposicié 3.1. La nocio de reticle presentada en la Definicio i la presentada en la
Definicid [3.9 son equivalents.

Demostracié. (1 — 2) Siga (A, <) un reticle d’acord amb la Definicié Anem a associar-
li un reticle d’acord amb la Definicié [3.21
Considerem (A4, A, V) on:

e A és el mateix conjunt que ja tenim per la Definicié [3.1

e Definim D'aplicacié A : A x A — A com segueix. Donats a1, as en A, aleshores

a1 A ag = inf{ay, as};

e Definim D'aplicacié V : A x A — A com segueix. Donats a1, as en A, aleshores

ai V ag = sup{ay, az}.

Notem que aquestes operacions binaries estan ben definides ja que per a tot aj,a2 € A
el conjunt {a1, a2} té infim i suprem per la definicié de reticle donada en la Definicié
Vejam que lestructura (A, A, V) satisfa les lleis que apareixen en la Definicié

Commutativa per a I'infim i el suprem.

Vejam-ho primer per a 'infim. Siguen aj,as € A i definim z; = inf{aj,as}, 20 =
inf{ag, a1}, volem vore que z; = z3. Per a provar aco, és suficient vore que z;3 < zo i
z9 < z1, per l'antisimetrica de <. Com z; = inf{a;, as}, per definicié tenim que z; < a1
iz1 < ag (2 és fita inferior de a; i ag). A més, per a tot w € A, si w < a3 i w < ag,
aleshores w < 21 (z1 és la major fita inferior). Com z9 = inf{ag, a1}, per definicié tenim
que 2o < ag i z9 < ay (22 és fita inferior). A més, per a tot w € A, si w < ag i w < ay,
aleshores w < z9 (29 és la major fita inferior).

Donat que z1 < ag, 21 < a1 i 22 és la major de les fites inferiors per a {ag, a; }, aleshores
z1 < z9. De forma analoga, com zo < aj i 20 < as i 21 és la major de les fites inferiors per
a {a2,a1}, tenim zy < z;. Per tant, queda provat per a I'infim.

Vejam-ho ara per al suprem. Siguen aj,a; € A i definim 23 = sup{ai,as},z2 =
sup{asg, a1 }, volem vore que z; = z3. Igual que en 'infim, és suficient vore que 23 < 29 i
z9 < z1. Notem que com z; = sup{ai, az}, per definicié tenim: a1 < 2z i ag < 21 (21 és fita
superior). A més, per a tot Yw € A, si a1 < w i ag < w, aleshores z; < w (21 és la menor
fita superior). Notem també que com zy = sup{asg, a1}, per definicié tenim que as < 2y i



a1 < zg (z2 és fita superior). A més, per a tot w € A, si a1 < w iay < w, aleshores zo < w
(22 és la menor fita superior)

Donat que a; < z1, ag < 21 1 22 és la menor de les fites superiors per a {ag,a},
aleshores tenim zo < z;. De forma analoga, com as < 2o, a1 < 29 1 21 és la menor de les
fites superiors per a {a,as}, aleshores tenim z; < zs.

Associativitat per a I'infim i el suprem.
Vejam-ho primer per a I'infim. Siguen a1, as,as € A. Volem vore que

a; N\ (CLQ A a3) = (CL1 A CLQ) N as.

Per una banda tenim
ai A (a2 A a3) = inf{a;,inf{az, az}}
i d’altra banda
(a1 A a2) A ag = inf{inf{a1, az}, as}.

Anomenem zo3 = inf{ag,as}, z1 = inf{a, 203}, z12 = inf{ai, a2} i z3 = inf{z19,a3}.
Hem de vore, com abans, que z; < 231 23 < z1. Per a vore que z; < z3, és suficient vore
que 21 < z12 1 21 < as. Notem que z; = inf{ay, z03}. Per tant, z1 < a1 i 21 < 293 < ag,
per definicié de z93. Per a vore que z; < z19, és suficient vore que z1 < a1, que es
compleix per definicid, i que z1 < as. Aquesta ultima desigualtat també es compleix ja que
21 < 293 < ag. Vejam ara que z3 < 2. Es suficient vore que z3 < a1 i z3 < z03. Notem que
z3 = inf{z19,a3}. Per tant, z3 < az i 23 < 219 < a1, per definicié de z15. Per a vore que
z3 < z93, 6s suficient vore que z3 < ag, que es té per definicid, i z3 < as. Aquesta tltima
desigualtat també es compleix ja que z3 < 212 < as.

Vejam-ho ara per al suprem. Volem vore que

a1 V (ag V CL3) = ((11 V CLQ) V as.
Tenim, per una banda que

ai V (ag V as) = sup{ai,sup{az, as}},

i per altra banda que
(a1 V a2) V ag = sup{sup{ai,as},as}.

Anomenem zp3 = sup{ag,as}, z1 = sup{ai, ze3}, z12 = sup{ai,as}, z3 = sup{z12,as}.
Hem de vore que z1 < 231 23 < z1. Per a vore que 21 < z3, és suficient vore que a1 < z3 i
293 < z3. Notem que z3 = sup{zi2,as}. Per tant, ag < z3 1 a1 < 212 < z3, per definicié de
z12. Per a vore que 293 < z3, és suficient vore que ag < z3, per definicid, i as < z3. Aquesta
dltima desigualtat també es compleix ja que as < z19 < 23. Vejam ara que 23 < 2. Es
suficient vore que a3z < z1 i z12 < z1. Notem que z; = sup{aj, z23}. Per tant, a1 < z1 i
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a3 < zo3 < 21, per definicié de z93. Per a vore que 213 < z1, és suficient vore que a1 < z1,
que es té per definicié, i ao < z1. Aquesta iltima desigualtat també es compleix ja que
az < z93 < 21.

Absorcid.
Siguen ai,ao € A. Vejam primer que es compleix la igualtat

a1V (a1 A az) =aq,

és a dir, que
sup{ay,inf{ay,a2}} = a1.

Anomenem z = inf{aj,as} i w = sup{ai, z} i vejam que w = aj. Per la definicié de
suprem, tenim que a; < w. Per tant, només queda vore que w < a;. Per a provar ago, és
suficient vore que a1 < a1, que ja es compleix, i que z < aj, que també es compleix per la
definicié d’infim, ja que z = inf{a1, as}.

Vejam ara que es compleix la igualtat

a1 N\ (a1 V az) =al,

és a dir, que
inf{ay,sup{ai,a2}} = a.

Anomenem w = sup{aj,as} i z = inf{a;,w} i vejam que z = a;. Per la definici6
d’infim, tenim que z < ay. Per tant, només queda vore que a; < z. Per a provar aco, és
suficient vore que a1 < a1, que ja es compleix, i que a; < w, que també es té per la definicié
de suprem, ja que w = sup{ay, as}.

Queda demostrat que (A, A, V) és un reticle seguint la Definicié

(2 — 1) Siga ara (A, A, V) un reticle d’acord a la Defincié . Anem a associar-li un
reticle d’acord amb la Definicié [3.1] Considerem A el mateix conjunt del reticle donat per
la Definci6 [3.2]1 definim la relacié < com segueix.

Direm que a1, as € A satisfan que a1 < ag si, 1 només si

ay Nag =aj.

Recordem, pel Lema que l'equacié a1 A as = aj es té si, i només si, 1'equacié
a1 V as = as també es té.
En primer lloc comprovarem que < és d’ordre.

Reflexiva.
Siga a € A. Notem que la desigualtat a < a es té si, i només si, es té que a A a = a.
Notem que la segiient cadena d’igualtats es té

aNa=aA (aV(aAa)) (absorcid)

=a. (absorcid)
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Transitiva.

Siguen a,b,c € A. Suposem que a < bib < ¢, o el que és el mateix, aAb=aibAc=0b.
Volem vore a < ¢, que és equivalent a vore que a A ¢ = a. Notem que la segiient cadena
d’igualtats es té

aNc=(aNb)Nc (anb=a)
=aAN(bAc) (associativitat)
=aAb (bAc=0D)
=a. (anb=a)

Antisimetrica.
Siguen a,b € A tals que a < bib < a. Volem vore que a = b. Per definicid, tenim que
aANb=aibAa=0>. Notem que la segiient cadena d’igualtats es té

a=aAlb (aANb=a)
=bAa (commutativitat de A)
—b. (bAa=b)

Concloem que (A, <) és un conjunt parcialment ordenat. Vejam ara que es compleix la
segona condici6 de la Definicié (3.1} és a dir, que tot parell d’elements admet infim i suprem.

Tot parell admet infim.

Siguen aj,az € A, volem vore que el conjunt {aj,as} té infim. De fet, demostrarem
que inf{aj, a2} = a1 A as. Es a dir, demostrarem que aj A as és la major fita inferior de
{a1,a2}. Primer, vejam que aj A az < aj, 0, equivalentment, que (a1 A a2) A a; = a1 A as.
Notem que la segiient cadena d’igualtats es té

(a1 Nag) Nay = aj A (a1 A ag) (commutativitat de A)
= (a1 Na1) Aasg (associativitat de A)
=aj A as. (idempotencia de A)

De forma analoga, també obtenim que a; A as < as. En efecte,

(a1 Na2) Nag = ai A (a2 A ag) (associativitat de A)

=aj A as. (idempotencia de A)

Siga ara w € A tal que w < a1 i w < ag, és a dir, una fita inferior de {a1,a2}. Volem
vore que w < a3 Aag. Com w < a1 iw < ag, tenim que

wAa =w i w A ay = w.
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Aleshores, trobem que

wA (a1 ANag) = (wAar) Aag (associativitat de A)
=wAay (wAap =w)
= w. (wAag =w)

Per tant, w < aj A ag, i aixi inf{aq,a2} = a1 A as.

Tot parell admet suprem

Siguen aq,az € A, volem vore que el conjunt {aj,as} té suprem. De fet, demostrarem
que sup{ai,as} = a1 V as. Es a dir, demostrarem que aj V as és la menor fita superior de
{a1,a2}. Primer, vejam que a; < ay V ag, 0, equivalentment, que aj A (a1 V az) = aj. Ago
es té directament per absorcio.

De forma analoga, també obtenim que a2 < a1 V ag. En efecte,

az A (a1 Vaz) =az A (az Vay) (commutativitat de V)

= ag. (absorcid)

Siga ara w € A tal que a3 < w iay < w, és a dir, una fita superior de {ai,as}. Volem
vore que a1 V ag < w. Com a; < w iay < w, tenim que

a1 ANw = aq i as AN w = as.

Recordem, pel Lema |3.2, que les igualtats equivalents segiients també es tenen.

alVw=w i asVw=w.
Aleshores, trobem que
(a1 Vag) Vw=aV (az Vw) (associativitat de V)
=a; Vw (ag Vw = w)
= w. (a1 Vw=w)

Per tant, una altra vegada emprant el Lema trobem que a1 V as < w, i aixi
sup{a1, a2} = a1 V as.
Queda demostrat que (A, <) és un reticle seguint la Definicié O

3.2 Exemples de reticles

A continuacié vorem que tots els exemples presentats en I’Exemple son reticles.
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Exemple 3.1. 1. El conjunt totalment ordenat (N, <) és un reticle. Si m,n € N,
aleshores es té que

inf{n, m} = min(n, m); sup{n, m} = max(n, m).
2. El conjunt parcialment ordenat (N, |) és un reticle. Si m,n € N, aleshores es té que
inf{n, m} = med(n, m); sup{n, m} = mcm(n, m).

3. Siga A un conjunt. El conjunt parcialment ordenat (P(A),C) és un reticle. Siguen
B,C C A, aleshores es té que

inf{B,C} = BnNC; sup{B,C} =BUC.

4. Siga V un conjunt de variables proposicionals. El conjunt (Prop(V'), —) és un reticle.
Siguen P, @ € Prop(V'), aleshores es té que

inf{P,Q} = PAQ; sup{P,Q} = PV Q.
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Capitol 4

Reticles complets i algebraics

En aquest capitol introduim les nocions de reticles complets i reticles algebraics.

4.1 Reticles complets

Comencem amb la nocié de reticle complet.

Definicié 4.1. Siga (A, <) un conjunt parcialment ordenat. Direm que A és un reticle
complet si

e Tot subconjunt B C A té infim i suprem.
Com a conseqiiencia de la definicid, tot reticle complet és, en particular, un reticle.

Nota 4.1. Siga (A, <) un reticle complet i B C A. Recordem que, d’acord a la Proposi-
cié si un subconjunt té suprem o infim, aquests sén tnics. Llavors, denotarem per A B
a I'infim de B i \/B al suprem de B.

La seglient proposicié ens garantitza que tot reticle complet és fitat.
Proposicié 4.1. Si (A, <) és un reticle complet, aleshores (A, <) és un reticle fitat.

Demostracid. Notem que tant () com A sén subconjunts d’A. Com que (A, <) és un reticle
complet, els segiients quatre elements han d’existir:

AV Vo, NA, VA.

Anem ara a vore que A0 (o, equivalentment, \/A) és I'element maxim d’A i que \/0 (o,
equivalentment, A\ A) és l’element minim d’(A, <). Passem a estudiar en primer lloc el cas
dels maxims.

AD és I'element maxim.
Notem que I'element A() satisfa les segiients propietats.

15



e Per atot z €0, A\D < z, és a dir, A0 és fita inferior d’(.

e Per a tot a € A satisfent que, per a tot z € (), a < z, aleshores a < A0, és a dir, AD
és la major fita inferior d’().

Com que el conjunt () no conté elements, tot element a € A, és fita inferior d’(). Aixi,
necessariament, per a tot a € A, es té que a < A0 o, el que és el mateix, D és I'element
maxim d’(A4, <).

\/ A és |'element maxim.
Notem que I'element \/ A satisfa les segiients propietats.

e Peratotac A, a <\/A, és adir, \/A és fita superior d’A.

e Per a tot z € A satisfent que, per a tot a € A, a < z, aleshores \/A < z, és a dir, \/A
és la menor fita superior d’A.

La primera condicié ja estableix que, per a tot a € A, a < \/A o, el que és el mateix,
VA és 'element maxim d’(4, <).

Com a conseqiiencia del Corol-lari trobem que
A0 =VA.
Passem ara a estudiar el cas dels minims.

\/0 és I'element minim.
Notem que I'element \/() satisfa les segiients propietats.

e Per atot z €0, 2 <\/0, és a dir, \/ és fita superior d’(.

e Per a tot a € A satisfent que, per a tot z € (), z < a, aleshores \/0 < a, és a dir, \/
és la menor fita superior d’().

Com que el conjunt () no conté elements, tot element a € A, és fita superior d’(). Aixi,
necessariament, per a tot a € A, es té que \/0) < a o, el que és el mateix, \/0 és I'element
minim d’(4, <).

A\A és I'element minim.
Notem que I'element A\ A satisfa les segiients propietats.

e Peratot a € A, NA <a, és adir, \A és fita inferior d’A.

e Per a tot z € A satisfent que, per a tot a € A, z < a, aleshores z < A A4, és a dir, AA
és la major fita inferior d’A.
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La primera condicié ja estableix que, per a tot a € A, AA < a o, el que és el mateix,
A\ A és I'element minim d’(A4, <).

Com a conseqiiencia del Corol-lari trobem que

VO = AA.
Concloem que (A4, <) és un reticle fitat. O

La segiient proposicié ens diu que, en la Definicié la definicié de reticle complet,
és suficient demanar tUnicament que tot subconjunt admet infim i no les dues condicions
alhora.

Proposicié 4.2. Siga (A, <) un conjunt parcialment ordenat tal que A estd tancat per a
la formacio d’infims arbitraris, és a dir,

e Tot subconjunt B C A té infim o, el que és el mateiz, \B ezisteiz.
Aleshores, (A, <) és un reticle complet.

Demostracio. Com que ja és té per hipotesi 'existéncia d’infims arbitraris, és suficient vore
que A esta tancat per a la formacié de suprems arbitraris. Siga B C A. Per a cada b € B,
definim 1o, el conjunt de fites superiors de b, és a dir,

thb={ac A|b<al}.

A continuacié definim la intersecci6 de totes aquestes fites superiors, és a dir, considerem
el conjunt (,c510. Com que (A, <) esta tancat per a la formacié d’infims arbitraris, el
seglient element ha d’existir en A

A (Noep 10) -

Anem a demostrar que aquest element és, precisament, el suprem de B.

A (Npep Tb) és el suprem de B.
Demostrem en primer lloc que A (ﬂbe B Tb) és una fita superior de B.

Siga b € B i siga z € (), 10, aleshores b < z. Per tant, per a tot z € (), Tb trobem

que b < z. Es a dir, tot element b € B és una fita inferior del conjunt (pep T0- Aleshores,
per la definici6 de A (ﬂbe B Tb), trobem que

b< AMieph) -

Aixi, A\ (ﬂbeB Tb) és una fita superior de B.
Demostrem en segon lloc que A (ﬂbe B Tb) és la menor fita superior de B.

17



Siga w € A una fita superior de B. Aixi, per a tot b € B, es té que b < w. Notem que,
per definici6, w € [),cp Tb. També per definicid,

A (Moep T0) < w.

Concloem que A (ﬂbeB Tb) és el suprem de B, és a dir,

VB=A (mbeB Tb) :
Per tant, (A, <) és un reticle complet. O

La segiient proposicié (i la seua demostraci6) és analoga a la Proposicié per al cas
del suprem.

Proposicié 4.3. Siga (A, <) un conjunt parcialment ordenat tal que A esta tancat per a
la formacio de suprems arbitraris, és a dir,

e Tot subconjunt B C A té suprem o, el que és el mateix, \| B existeiz.

Aleshores, (A, <) és un reticle complet.

4.2 Reticles algebraics

Tanquem aquest capitol introduint la nocié de reticle algebraic. Amb aquest objectiu
introduim les noci6 relacionades d’element compacte i de reticle compactament generat.

Definicié 4.2. Siga (A, <) un reticle. Un element a € A s’anomena compacte si, per a tot
B C A, si \/B existeix i a < \/B, aleshores existeix un subconjunt finit ' C B tal que

a<\/F.

Direm que (A, <) és compactament generat si tot element d’A es pot escriure com el
suprem d’un conjunt d’elements compactes.
Direm que el reticle (A, <) és algebraic si és un reticle complet i compactament generat.

18



Capitol 5

Els reticles algebraics de
subalgebres i congruencies

En aquest capitol donarem dos exemples canonics de reticles algebraics, el reticle de
subalgebres i el reticle de congruencies d’una algebra donada. En aquest capitol entenem les
algebres com els objectes d’estudi de I'algebra universal, és a dir, conjunts amb operacions.
El que farem en primer lloc és donar les definicions basiques d’algebra universal necessaries
per al desenvolupament del capitol. En aquest capitol hem seguit principalment Cosme
Llépez, Ruiz Mora i Tamarit [2] i Sankappanavar i Burris [6].

5.1 Elements d’algebra universal

Introduim en primer lloc la nocié de signatura algebraica.

Definicié 5.1. Una signatura algebraica és un parell ¥ = (X, ar), on 3 és un conjunt de
simbols d’operacié i ar, la aritat, és una aplicacié ar: X — N. Si o € ¥ i ar(o) = n,
direm que o és una operacié n-aria. Per a tot n € N, denotarem per >, el conjunt de tots

els simbols d’operacié n-aris en Y. Especificament, sin = 0, n = 1 o n = 2, parlarem
d’operacions nul-laries, unaries o binaries, respectivament.

Exemple 5.1. Siga ¥ = {+,-,0,1} isiga ar: ¥ — N ’aplicaci6 definida per
ar(+) =ar(-) =2, ar(0) = ar(1) = 0.

Aleshores, (X, ar) és una signatura algebraica.
A més, ¥y ={+,-},X0={0,1},1 X, =0, per a tot n # 0, 2.

Introduim ara la definicié d’algebra.
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Definicié 5.2. Una Y-algebra és un parell A = (A, F'), on A és un conjunt i
F: Y — U, ex Hom(A%(), 4)

és una aplicaci6 tal que, per a cada o € ¥, F(0) és una aplicacié d’A421(@) en A. Direm
que F'(o) és linterpretacié de o com a operacié ar(c)-aria en A. Per simplicitat, emprarem
o per a denotar F(o). A més, per a una operacié nul-laria tenim que A° = 1, aix{ que
denotarem per o el valor de F(0): 1 — A en I'tnic element d’1.

Exemple 5.2. Considerem el conjunt A = {p,i}, de nombres parells i imparells. Per a
la signatura 3 = {+,-,0, 1} introduida a I’Exemple definim l'estructura de X-algebra
A = (A, +4, A 04, 14) sobre A com segueix

1AL AxA — A A AxA — A
(p,p) +— D (p,p) +— p
(p,i) +—— i (p,i) = p
(i,p) +— i (i,p) +— p

(i,4) +—= p (i,) > i

0A: 1 — A 1 1 — A
0 — »p 0 — 12

Notem que +2 i -4 sén operacions binaries en A i 04 i 14 operacions nul-laries en A,
és a dir, constants.

A continuacié introduim la nocié d’homomorfisme entre algebres per a la mateixa sig-
natura i el concepte relacionat d’algebres isomorfes.

Definicié 5.3. Siguen A i B dues X-algebres. Un X-homomorfisme d’A en B, denotat
per f: A — B, és una aplicacié f: A — B de forma que, per a tot n € N, tot simbol
d’operacié o € ¥, i tota familia (a;);cn, € A™, la segiient igualtat es té

(o™ ((ai)ien)) = 0P ((f(ai));en) -
Direm que A és isomorfa a B si existeix un >-homomorfisme bijectiu d’A en B. Deno-
tarem aquest fet per A = B.
5.2 Conjunts tancats i subalgebres

A continuacié introduim la nocié de conjunts tancats i el concepte associat de subalgebra.
Com a conseqiiéncia obtenim la existéncia d’'un homomorfisme injectiu, donat per 'aplica-
ci6 inclusid, de qualsevol subalgebra a 1’algebra que la conté.
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Definicié 5.4. Siga A una X»-algebra i ¢ € ¥, un simbol d’operacié n-ari. Direm que
X C A és tancat per a o si, per a cada (2;)ien € X™, tenim que 0 ((2;)icn) € X. Direm
que X C A és un subconjunt tancat d’A si, per a cada simbol d’operacié o € 3, X esta
tancat per a o.

Si X C A és un subconjunt tancat podem dotar-lo d’estructura de X-algebra, denotada
per X, on, per a cada simbol d’operacié n-ari o € 3, i tota familia d’elements (z;);en, € X",
definim l'interpretacié de 'operacié o com

UX ((xl)zen) = UA ((xl)zen) ’

La definicié de conjunt tancat ens permet concloure que aquestes operacions estan ben
definides i que X és una -algebra, que anomenarem subalgebra d’A en X.

Proposicié 5.1. Siga A una X-dlgebra i X una subalgebra d’A. Aleshores ’aplicacio
inclusio, d’X en A, que assigna a cada x € X lelement x € A, és un X-homomorfisme
mjectiv iny : X — A.

A continuaci6 vegem com obtindre un reticle algebraic associat al conjunt de subalgebres
d’una algebra donada.

Definicié 5.5. Siga A una >-algebra. Denotem per Sub(A) el conjunt de tots els subcon-
junts tancats d’A, és a dir,

Sub(A) = {X C A | X esta tancat per a A}.

Considerem (Sub(A), C), el conjunt de subconjunts tancats per a A ordenat parcialment
per inclusié.

Vorem, en primer lloc, que (Sub(A), C) és un reticle complet.

Teorema 5.1. Siga ¥ una signatura i siga A una X-algebra. Aleshores (Sub(A), C) és un
reticle complet.

Demostracid. Es facil comprovar que (Sub(A), C) és un conjunt parcialment ordenat. Uti-
litzarem la Proposicié per a demostrar que (Sub(A), C) és un reticle complet, és a dir,
cal comprovar que tot subconjunt en Sub(A) té infim.

Siga {X; | j € J} una familia arbitraria de subconjunts tancats en A. Anem a demos-
trar que () e 7 X torna a ser un subconjunt tancat.

Siga 0 € ¥ un simbol d’operaci6 n-ari i siga (2;)ic, una familia en (();c; X;)". Volem
vore que o™ ((2;)ien) € Njes X;- Siga j € J. Com que (z;)ien pertany a ((;c; X;)",
tenim que (x;)ien és un element en X7 Com X és un subconjunt tancat d’A, aleshores
oA ((2i)ien) € X;. Com que agd es té per a tot j € J, concloem que o ((z;)ien) € Njes Xj-

Es a dir, ﬂjeJ X és un subconjunt tancat d’A.
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Anem ara a demostrar que [),.; X; és I'infim per a la familia de subconjunts tancats

jeJ
{Xj |j € J}. Es adir, anem a demostrar que

/\jeJ Xj= mjeJ Xj.

Notem que, per a tot j € J, es té que njeJ X; C X;. Aixi, mjeJ X és una fita inferior
per a {X; | j € J}. Només quedara comprovar que () ; X; és la major de les fites inferiors
per a {X; | j € J}. Siga Z € Sub(A) una fita inferior per a {X; | j € J}. Aixi, per a tot
Jj€J,esté que Z C Xj. Per la qual cosa, podem deduir que Z C (), ; X;, que és el que

jeJ
voliem demostrar.
Concloem, per tant, que (1, ; X; és 'infim per a {X; | j € J}.
Seguint la Proposicié concloem que (Sub(A), C) és un reticle complet. O

De la Proposicié se segueix que (Sub(A), C) és un reticle fitat. Donem a continuacié
el maxim d’aquest conjunt parcialment ordenat.

Nota 5.1. Siga A una X-algebra. Es facil adonar-se que A és un subconjunt tancat d’A.
De fet A és el maxim subconjunt tancat en (Sub(A), C).

Abans de demostrar que (Sub(A), C) és un reticle algebraic, necessitem entendre com
es comporta el suprem en aquest reticle. A diferéencia de I'infim, que coincideix amb la
interseccié (Teorema , la unié de subconjunts tancats no és, en general, un subconjunt
tancat. Aco ens porta a introduir 'operador de subalgebra generada.

Definicié 5.6. Siga A una X-algebra i Y C A un subconjunt qualsevol. Definim la
subalgebra generada per Y, denotada per Sgu (Y'), com la interseccié de tots els subconjunts
tancats d’A que contenen Y, és a dir,

Sga(Y) = |{X € Sub(A) | Y C X}.

Notem que aquesta definicié té sentit, ja que A € Sub(A) i X C A, de manera que la
familia sobre la qual fem la interseccié no és buida. A més, pel Teorema Sga (YY) és,
efectivament, un subconjunt tancat d’A, i és el menor subconjunt tancat que conté Y.

La segiient proposicié ens caracteritza el suprem en (Sub(A), C) en termes de I'operador
de subalgebra generada.

Proposicié 5.2. Siga A una 3-algebra i {X; | j € J} una familia de subconjunts tancats
d’A. Aleshores

vjEJXj =5ga (UjeJXJ'> .

Demostracio. Anomenem S = Sga (UjeJXj>- Hem de comprovar que S és la menor fita
superior de {X; | j € J} en (Sub(A), C).
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En primer lloc, S és una fita superior. En efecte, per a tot j € J es té que

Xj € Ujes Xj € Sga (Ung Xj> =5,

on la darrera inclusié es té per la Definicio [5.6
En segon lloc, S és la menor fita superior. Siga Z € Sub(A) una fita superior de
{X;[j€J} ésadi, X; CZ peratot j € J. Aleshores {J;c; X; € Z. Com que Z és

un subconjunt tancat que conté UjeJ X;1S5ga (UjeJXj) és el menor subconjunt tancat

amb aquesta propietat, concloem que S C Z.
Per tant, S =V, ; X;. O

El segiient lema és la peca clau i recull la finitarietat de les operacions: com que tota
operacio té aritat finita, qualsevol element de la subalgebra generada per X ja apareix en
la subalgebra generada per algun subconjunt finit de X.

Lema 5.1. Siga A una X-algebra i Y C A. Aleshores
Sea(Y) = J{Sea(F) | FCY, F finit }.

Demostracio. Anomenem U = J{Sga (F) | FF CY, F finit }.

L’inclusié U C Sga(Y) és immediata: per a tot subconjunt finit F¥ C Y es té que
F C Y, don Sga(F) C Sga(Y) per la monotonia de Sga (conseqiiencia directa de la
Definicio . Per tant, la unié de tots aquests conjunts esta continguda en Sga (Y').

Per a l'inclusié contraria, vejam primer que U és un subconjunt tancat d’A. Siga
o € ¥, un simbol d’operacié n-ari i siga (y;)ien € U™. Per a cada i € n existeix un
subconjunt finit 5 C Y tal que y; € Sga (F3). Considerem F' = | J,,, Fi. Com que n és
finit i cada F; és finit, F' és un subconjunt finit d’Y. A més, per la monotonia de Sgy , es
té que Sga (F;) € Sga(F) per a tot @ € n, de manera que (y;)ien € Sga(F)". Com que
Sga (F) és un subconjunt tancat, tenim que o ((y;)ien) € Sga(F) C U. Per tant, U és
tancat per a ¢, i com que o era arbitrari, U és un subconjunt tancat d’A.

Finalment, per a tot y € Y es té que {y} és un subconjunt finit d’ Y iy € Sga ({y}) C U,
d’on Y C U. Com que U és un subconjunt tancat que conté Y i Sgu (Y) és el menor amb
aquesta propietat, concloem que Sga (Y) C U.

Per tant, Sga (Y) =U. O

Amb aquests resultats podem caracteritzar els elements compactes de (Sub(A), C).

Proposicié 5.3. Siga A una X-dalgebra i X € Sub(A). Si X és finitament generada, és a
dir, si existeix un subconjunt finit F' C A tal que X = Sga (F), aleshores X és un element
compacte de (Sub(A), Q).
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Demostracio. Suposem que X = Sga (F) amb F = {a1,...,a,} C A finit. Siga {X; | j €
J} una familia de subconjunts tancats tal que X C\/ X Hem de trobar un subconjunt
finit Jy C J tal que X C \/JGJ0

Per la Proposmlo Vjes Xj =Sga (UjeJX ) Com que FF C X C Sgp (UyeJ )
pel Lema cada ay € F pertany a Sga (G) per a algun subconjunt finit Gy, C U]EJ
Anomenem G = Uk:1 G, que és un subconjunt finit de U]6 ;7 X;. Cada element de G
pertany a algun X;, de manera que, prenent un index per a cada element de G, existeix
un subconjunt ﬁmt JO C J tal que G € Uje, Xj

Aleshores, per a tot k € {1,...,m}, es té que

jeJ

a € Sga (Gr) € Sga(G) € Sga (UjeJo Xj) = Ve Xis

on hem emprat la monotonia de Sg i de nou la Proposicio Aixi, F CV/, e, Xj 1, com
que aquest darrer és un subconjunt tancat, X = Sgu (F) CV jedo Xj-
Per tant, X és compacte. ]

Finalitzarem la seccié comprovant que (Sub(A), C) és un reticle algebraic.

Teorema 5.2. Siga ¥ una signatura i siga A una X-algebra. Aleshores (Sub(A), C) és un
reticle algebraic.

Demostracid. Seguint la Definicié [4.2]1 el Teorema queda comprovar que (Sub(A), C)
és compactament generat.

Siga X € Sub(A) un subconjunt tancat. Per a cada x € X, considerem Sgu ({z}),
la subalgebra generada per I’element x. Per la Proposicié com que {z} és finit, cada
Sga ({z}) és un element compacte de (Sub(A), C).

Anem a demostrar que

X = Vaex Sga({z}).
Per la Proposicié tenim que

Vaex Sga({z}) = Sga (Usex Ssa({z})) -

D’una banda, per a tot z € X es té que x € Sgp ({2}), d'on X C | J,cx Sga({z}) i, per
monotonia de Sga, X = Sga (X) C Sga (U,ex Sga({z})), on hem emprat que X és tancat
i, per tant, Sga (X) = X. D’altra banda, per a tot z € X es té que Sgp ({z}) C X, ja que
X és un subconjunt tancat que conté z i Sg ({}) és el menor amb aquesta propietat. Per
tant, J,cx Sga({z}) € X i, de nou per monotonia, Sga (U,ex Sga({z})) C Sga(X) =
X.

Concloem que X =\/ .y Sga ({z}), és a dir, X és el suprem d’una familia d’elements
compactes. Com que X era arbitrari, (Sub(A), C) és compactament generat.

Concloem que (Sub(A), C) és un reticle algebraic. O
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5.3 Congruencies i algebres quocients

A continuacié introduim la nocié de congrueéncia i el concepte associat d’algebra quocient.
Com a conseqiiencia tenim lexisténcia d’'un homomorfisme sobrejectiu d’una algebra a
I’algebra quocient donada per la projeccié d’un element a la seua classe.

Definicié 5.7. Siga A una X-algebra i ® una relacié d’equivaléncia en A. Direm que ®
és una congruencia en A si, per a cada n € N, tota operacié o € 3, i tot parell de families
(@i)ien, (bi)ien € A™ satisfent que, per a cada i € n, (a;,b;) € D, es té que

(0 ((@i)ien) o™ ((B)icn)) € @

Si ® és una congruencia en A podem dotar el conjunt quocient A/® amb una estructura
de X-algebra, denotada per A/®, on, per a cada simbol d’operacié n-ari o € %,, i tota
familia de classes ([a;]3)icn € (A/®)"™, U'interpretacié de 'operacié o ve donada per

oA (([aile)ien) = [0 ((ai)icn)] g -

La definicié de congrueéncia permet concloure que totes aquestes operacions estan ben
definides i que A /® és una X-algebra, que anomenarem 1’algebra quocient d’A per ®.

Proposicié 5.4. Siga A una X-dalgebra i ® una congruencia en A. Aleshores l'aplicacido
projecci6 respecte ®, d’A en A/®, que assigna a cada element a € A la seua classe [a]e €
A/®, és un X-homomorfisme sobrejectiu prg: A — A/P.

A continuacié vegem com obtindre un reticle algebraic associat al conjunt d’algebres
quocients d’una algebra donada.

Definicié 5.8. Siga A una 3-algebra. Denotem per Con(A) el conjunt de totes les con-
gruencies d’A, és a dir,

Con(A) ={® C A x A| ® és congruencia en A}.

Considerem (Con(A), C)., el conjunt de congruéncies en A ordenat parcialment per inclu-
si6.

Vorem, en primer lloc, que (Con(A), C) és un reticle complet.

Teorema 5.3. Siga ¥ una signatura i siga A una X-algebra. Aleshores (Con(A), C) és
un reticle complet.

Demostracié. Es facil comprovar que (Con(A), C) és un conjunt parcialment ordenat. Uti-
litzarem la Proposicié per a demostrar que (Con(A), C) és un reticle complet, és a dir,
cal comprovar que tot subconjunt en Con(A) té infim.
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Siga {®; | j € J} una familia arbitraria de congruencies en A. Anem a demostrar que
N e ®; torna a ser una congruencia. Es a dir, una relacié d’equivalencia compatible amb
les operacions de X.

Reflexiva. Siga a € A. Com, per a tot j € J, ®; és una congruencia en A aleshores,
en particular, ®; és una relacié reflexiva, és a dir, (a,a) € ®;. Com ago és cert per a tot
j € J, concloem que (a,a) € mjeJ ;. Es a dir ﬂjeJ ®; és una relacié reflexiva.

Simétrica. Siguen a,b € A. Suposem que (a,b) € [;c; ®;. Volem vore que (b,a) €
ﬂjeJ ®;. Com que (a,b) € ﬂjejfbj aleshores, per a tot j € J es té que (a,b) € ®;.
Com, per a tot j € J, ®; és una congrueéncia en A aleshores, en particular, ®; és una
relacié simetrica, és a dir, (b,a) € ®;. Com aco és cert per a tot j € J, concloem que
(b,a) € Nje; ). Es adir (;c; P, és una relacié simetrica.

Transitiva. Siguen a,b,c € A. Suposem que (a,b), (b,c) € ﬂjeJ ®;. Volem vore que
(a,c) € ey ®j- Com que (a,b),(b,c) € (;c; ®; aleshores, per a tot j € J es té que
(a,b),(b,c) € ®;. Com, per a tot j € J, ®; és una congruencia en A aleshores, en
particular, ®; és una relacié transitiva, és a dir, (a,c) € ®;. Com ago és cert per a tot
j € J, concloem que (a,c) € ();c; ®;. Es adir ();c; ®; és una relacié transitiva.

Compatible amb les operacions. Siga ¢ € ¥ un simbol d’operacié n-ari i siguen (a;)iep 1
(b;)icn dues families en A™ satisfent que, per a cada i € n, (a;,b;) € ﬂjeJ ®;. Volem vore
que

(0™ ((ai)icn) » o™ ((bi)icn)) € Njes j-
Com que, per a tot i € n, (a;,b;) € [);c; P, aleshores, per a tot i € n i per a tot j € J

es té que (a;,b;) € ®;. Com, per a tot j € J, ®; és una congruencia en A aleshores, en
particular, ®; és compatible amb les operacions, és a dir,

(o ((a)ien) s ((Bi)ien)) € @5

Com agd és cert per a tot j € J, concloem que (0 ((a;);c,) -0 ((bi)icy)) € Njes Pj- Es
a dir N ies i és compatible amb les operacions.

Concloem finalment que ﬂje 7 ®; és una congruencia en A.

Anem ara a demostrar que ;¢ ; ®; és 'infim per a la familia de congruencies {®; | j €

J}. Es a dir, anem a demostrar que

/\jEJ ;= njeJ D;.

Notem que, per a tot j € J, es té que ﬂjeJ ®; C ®;. Aixi, ﬂjeJ ®; és una fita inferior
per a {®; | j € J}. Només quedara comprovar que ()¢ ®; és la major de les fites inferiors
per a {®; | j € J}. Siga © € Con(A) una fita inferior per a {®; | j € J}. Aixi, per a tot
j€J,es té que © C ®;. Per la qual cosa, podem deduir que © C ﬂjeJ ®;, que és el que
voliem demostrar.

Concloem, per tant, que (;c; ®; és I'infim per a {®; | j € J}.

Seguint la Proposicié concloem que (Con(A), C) és un reticle complet. O
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De la Proposicié [4.1]se segueix que (Con(A), C) és un reticle fitat. Donem a continuacié
el maxim i el minim d’aquest conjunt parcialment ordenat.

Nota 5.2. Siga A una X-algebra. Es facil adonar-se que la relacié diagonal
Ay =A{(a,b) e Ax A|a=0b}

i la relacié codiagonal V4 = A x A s6n congruencies d’A. De fet A4 1 V4 son, respectiva-
ment, la minima i la maxima congruencia en (Con(A), C).

Abans de demostrar que (Con(A), C) és un reticle algebraic, necessitem entendre com es
comporta el suprem en aquest reticle. Per a les congruencies trobem que I'infim coincideix
amb la interseccié (Teorema pero la unié de congruencies no és, en general, una
congruencia (ni tan sols és transitiva). Ago ens porta a introduir 'operador de congruéncia
generada, analeg a I'operador de subalgebra generada de la Definicié

Definicié 5.9. Siga A una Y-algebra i ¢ C A x A una relacié qualsevol. Definim la con-
gruéncia generada per ¢, denotada per Cgy (¢), com la interseccié de totes les congruéncies
d’A que contenen ¢, és a dir,

Cgal¢) = {® € Con(A) | ¢ C @}

Notem que aquesta definici6 té sentit, ja que V4 € Con(A)i¢ C Ax A, de manera que
la familia sobre la qual fem la interseccié no és buida. A més, pel Teorema Cga () és,
efectivament, una congruencia d’A, i és la menor congruéncia que conté ¢.

La segiient proposicié ens caracteritza el suprem en (Con(A), C) en termes de 'operador
de congruencia generada.

Proposicié 5.5. Siga A una X-dlgebra i {®; | j € J} una familia de congruéncies d’A.
Aleshores

VjeJ ®; =Cga (UjeJ ‘I)j> .

Demostracio. Anomenem S = Cgy (Ujej <I>j). Hem de comprovar que S és la menor fita
superior de {®; | j € J} en (Con(A), C).
En primer lloc, S és una fita superior. En efecte, per a tot j € J es té que

D5 C UjeJ ®; € Cga (UjeJ q)j) =S5,

on la darrera inclusié es té per la Definicio [5.9

En segon lloc, S és la menor fita superior. Siga ©® € Con(A) una fita superior de
{@; | €J}, ésadir, ®; C O per atot j € J. Aleshores [J;c; ®; € ©. Com que © és
una congruéncia que conté | J e ®;1Cgyp (U e <I>j) és la menor congruencia amb aquesta
propietat, concloem que S C ©.

Per tant, S =V, ; ®;. O
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El segilient lema és la peca clau i recull la finitarietat de la nocié de congruencia: com
que les condicions que defineixen una congruéncia involucren cada vegada un nombre finit
d’elements, qualsevol parell de la congruéncia generada per ¢ ja apareix en la congruencia
generada per algun subconjunt finit de ¢.

Lema 5.2. Siga A una X-algebra i ¢ C A x A. Aleshores

Cga(¢) = J{Cea(F) | F C ¢, F finit }.

Demostracio. Anomenem U = J{Cgp (F) | F C ¢, F finit }.

L’inclusié U C Cgp(¢) és immediata: per a tot subconjunt finit F' C ¢ es té que
F C ¢, d’on Cgyp(F) C Cga(¢) per la monotonia de Cgp (conseqiiencia directa de la
Definici6 [5.9). Per tant, la uni6 de tots aquests conjunts estd continguda en Cgy (¢).

Per a l'inclusié contraria, vejam primer que U és una congruencia d’A.

Reflexiva. Siga a € A. Notem que () C ¢ és finit i (a,a) € Cga (D), ja que Cga (D) és
una congruéncia i, per tant, reflexiva. Aix{ (a,a) € U.

Simétrica. Siguen a,b € A tals que (a,b) € U. Aleshores existeix un subconjunt finit
F C ¢ amb (a,b) € Cga(F). Com que Cgu(F') és una congrueéncia, és simetrica, d’on
(b,a) € Cga(F) CU.

Transitiva. Siguen a, b, ¢ € A tals que (a,b), (b,c) € U. Aleshores existeixen subconjunts
finits Fy, F5 C ¢ amb (a,b) € Cga(F1) 1 (b,c) € Cgp(F2). Considerem F = Fy U Fy, que
és un subconjunt finit de ¢. Per la monotonia de Cgy, tenim que (a,b), (b,c) € Cga (F), i
com que Cgp (F') és una congruencia, és transitiva, d’on (a,c) € Cgp (F) CU.

Compatible amb les operacions. Siga o € ¥,, un simbol d’operacié n-ari i siguen (a;)ien
i (b;)ien dues families en A" satisfent que, per a cada i € n, (a;,b;) € U. Per a cadai € n
existeix un subconjunt finit F; C ¢ tal que (a;,b;) € Cgp (Fi). Considerem F = J;¢,, Fi.
Com que n és finit i cada F; és finit, F' és un subconjunt finit de ¢. A més, per la monotonia
de Cga, es té que (a;i, b;) € Cga (F) per a tot i € n. Com que Cgp (F') és una congruencia,
és compatible amb les operacions, d’on

(0 ((@)icn) » o™ ((bi)ien)) € Coa(F) CU.

Per tant, U és una congruencia d’A.

Finalment, per a tot (a,b) € ¢ es té que {(a,b)} és un subconjunt finit de ¢ i (a,b) €
Cga({(a,b)}) CU, don ¢ C U. Com que U és una congruencia que conté ¢ i Cga (¢) és
la menor amb aquesta propietat, concloem que Cgy (¢) C U.

Per tant, Cgp (¢) = U. O

Amb aquests resultats podem caracteritzar els elements compactes de (Con(A), C).

Proposicié 5.6. Siga A una X-dalgebra i ® € Con(A). Si ® és finitament generada, és
a dir, si existeix un subconjunt finit ¢ C A x A tal que ® = Cgp (@), aleshores ® és un
element compacte de (Con(A), C).
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Demostracio. Suposem que ® = Cgp (¢) amb ¢ = {(a1,b1),..., (a@m,bm)} € A x A finit.
Siga {®; | j € J} una familia de congruencies tal que ® C \/,.; ®;. Hem de trobar un
subconjunt finit Jy C J tal que ® C vjeJo ;.

Per la Proposicié Vics®; = Cga (Ujej <I>j). Com que ¢ C & C Cgy (UjeJ @j),
pel Lema cada (ay,br) € ¢ pertany a Cgp(Gk) per a algun subconjunt finit G C
Ujes ®;- Anomenem G = |J;; G, que és un subconjunt finit d’(J;c; ®;. Cada element
de G pertany a algun ®;, de manera que, prenent un index per a cada element de G,
existeix un subconjunt finit Jy C J tal que G C UjeJo ;.

Aleshores, per a tot k € {1,...,m}, es té que

(ak,bx) € Cga(Gr) € Cga(G) € Cgp (Uje]o ‘I’j) = Ve ®i

on hem emprat la monotonia de Cgy, i de nou la Proposicié Aixi, ¢ T/ jedo ®; i, com
que aquest darrer és una congruencia, ® = Cgp (¢) C'\/ jego Lj-
Per tant, ® és compacte. ]

Finalitzarem la seccié comprovant que (Con(A), C) és un reticle algebraic.

Teorema 5.4. Siga ¥ una signatura i siga A una X-algebra. Aleshores (Con(A),C) és
un reticle algebraic.

Demostracid. Seguint la Definicié [4.2] i el Teorema queda vore que (Con(A),C) és
compactament generat, és a dir, que tota congruencia és el suprem d’un conjunt d’elements
compactes.

Siga ® € Con(A) una congruencia. Per a cada (a,b) € ®, considerem Cgp ({(a,b)}),
la congruencia generada pel parell (a,b). Per la Proposicié com que {(a,b)} és finit,
cada Cgp ({(a,b)}) és un element compacte de (Con(A), C).

Anem a demostrar que

& = Voo Coall(@)}).
Per la Proposicié tenim que

Vianeo Cga{(@.0)}) = Cea (Upupes Ceall@0)})
D’una banda, per a tot (a,b) € ® es té que (a,b) € Cga ({(a,b)}), d’on

® C Uopyee Cea{(a;0)})

i, per monotonia de Cgp, ® = Cga (P) C Cgp (U(a,b)6‘1> Cga({(a, b)})), on hem emprat

que ® és una congruencia i, per tant, Cgu (®) = ®.
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D’altra banda, per a tot (a,b) € ® es té que Cga({(a,b)}) C @, ja que ¢ és una
congruencia que conté (a,b) 1 Cga ({(a,b)}) és la menor amb aquesta propietat. Per tant,
Uanea Ceal{(a,b)}) € @ i, de nou per monotonia,

Cga <U(a,b)e<1> Cga({(a, b)})) C Cga(®) = .
Concloem que ® =/, ;e Cga({(a,0)}), és a dir, @ és el suprem d’una familia d’ele-

ments compactes. Com que ® era arbitraria, (Con(A), C) és compactament generat.
Concloem que (Con(A), C) és un reticle algebraic. O
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Capitol 6

Conclusions

Al llarg d’aquest treball hem recorregut la teoria de 'ordre des dels seus fonaments fins
a una de les seues manifestacions més riques en el context de l'algebra universal. El
fil conductor ha estat la nocié de reticle i, molt especialment, el dialeg constant entre
dues maneres de mirar-la: la perspectiva ordinal, basada en la relacié de comparacio, i la
perspectiva algebraica, basada en les operacions d’infim i suprem.

Partint de les nocions basiques de preordre, ordre parcial i conjunt parcialment ordenat,
hem introduit els elements distingits que poblen aquestes estructures —minims, maxims,
infims i suprems— i hem comprovat, mitjancant una col-leccié d’exemples canonics, que
apareixen de manera natural en ambits tan diversos com l'aritmetica, la teoria de conjunts o
la logica proposicional. Aquests exemples, lluny de ser meres il-lustracions, han actuat com
un fil que hem représ al llarg de tot el treball, mostrant com un mateix objecte adquireix
significats distints segons el context.

El nucli conceptual ha estat la demostracié de ’equivalencia entre les dues presentacions
de reticle: la que el descriu com un conjunt parcialment ordenat en que tot parell d’elements
té infim i suprem, i la que el descriu com una algebra amb dues operacions binaries subjectes
a les lleis commutativa, associativa i d’absorcié. Aquesta equivaléncia no és només un
resultat tecnic; és precisament el pont que ens ha permes transitar lliurement entre ’ordre
i lalgebra, i que dona sentit a tot el desenvolupament posterior.

Sobre aquesta base hem abordat els reticles complets, on tot subconjunt admet infim i
suprem. Hem demostrat que tota completitud comporta la fitacié i, sobretot, hem establit
un criteri d’economia notable: la clausura per a infims arbitraris (o, simétricament, per a
suprems arbitraris) ja és suficient per a garantir la completitud. Aquest resultat, aparent-
ment modest, ha resultat ser ’eina decisiva en I'tltim capitol, ja que sovint és molt més
senzill verificar I'existencia d’infims que no la de suprems.

Finalment, en el context de I’algebra universal hem vist culminar tot el desenvolupament
anterior amb dos exemples canonics i paral-lels: el reticle de subalgebres i el reticle de
congruencies d’una >-algebra. En tots dos casos hem demostrat que es tracta de reticles
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algebraics. La simetria entre ambdues construccions —l’operador de subalgebra generada
i el de congruencia generada, el paper de la finitarietat de les operacions, la caracteritzacio
dels elements compactes— posa de manifest que no estem davant de dos resultats aillats,
sin6 davant d’un mateix patré estructural que la teoria de ’ordre permet capturar i unificar.

En conjunt, el treball il-lustra una de les virtuts més caracteristiques de les matematiques:
la capacitat d’'un llenguatge abstracte per a revelar ’estructura comuna que subjau a
fenomens en aparenga inconnexos. Els reticles ofereixen aquest llenguatge per a l'ordre,
amb la seua presencia recurrent en 1’algebra.

El recorregut realitzat deixa obertes diverses linies que en serien continuacions naturals.
Entre les més immediates, ’estudi dels reticles distributius i modulars, amb el teorema de
representacié de Birkhoff per als reticles distributius finits com a fita destacada; la teoria
de reticles complets des de '0ptica de les connexions de Galois i els operadors de clausura;
o 'aprofundiment en la connexi6 entre reticles complets i topologia que insinua la teoria
dels frames i la topologia sense punts. Cadascuna d’aquestes direccions confirmaria, des
d’un angle nou, la centralitat que la teoria de ’ordre ocupa en 'edifici de les matematiques.
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