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Prefaci

Les ciéncies tenen una tendéncia natural a la diversificacio i la especialitzacié. En particu-
lar, les matematiques contemporanies consten de moltes branques que, a la seua vegada,
no paren de créixer i diversificar-se. Tot i aix0, existixen caracteristiques comunes en
totes elles —idees, conceptes i construccions— que donen peu a la construccié d’una
teoria general d’estructures.

Este treball no és més que una excusa per introduir-me a la teoria de categories com a
estudiant en I'etapa final del grau i familiaritzar-me amb les seues nocions fonamentals.
El meu objectiu amb la seua redaccié és adquirir les ferramentes basiques necessaries
per poder afrontar lectures més complexes i seguir formant-me en este camp, bé siga
académicament o de manera autodidacta. El meu interés per esta disciplina es remunta
a un primer contacte amb la noci6 de functor en un curs de Topologia, ara fa dos anys, en
estudiar el grup fonamental d’un espai topologic. La idea que ferramentes de la teoria de
grups es podien aplicar per estudiar caracteristiques propies de la topologia me paregué
fascinant i és precisament esta capacitat unificadora i de transvasament d’informacié d’un
ambit a un altre la que em va atraure cap a esta area.

Ara bé, 'alt nivell d’abstraccié al qué es desenvolupa la teoria de categories podria
frustrar qualsevol intent d’aproximacio6 inicial si no es disposa d’exemples i aplicacions
que proporcionen un sol estable que facilite la comprensié i interioritzacié dels conceptes.
Es per aixd que la primera part d’este treball es dedicara a la introduccié d’una série
de definicions i resultats basics de la teoria de monoides que s’aniran desenvolupant al
llarg del text i exerciran una doble funcié: serviran de motivacié i, alhora, d’il-lustracid
dels distints conceptes categorics que s’aborden. Un monoide és una estructura simple
perd no trivial que la fa idonia com a camp de prova, ja que permet no perdre’s en
detalls técnics propis de I'algebra, a la vegada que aporta el contingut suficient per dotar
d’interés ’analisi. La tria, a més, és natural ja que moltes situacions que trobem en la
teoria de categories —inclosa la mateixa definicié de categoria— es poden veure com una
generalitzacio de les construccions que trobem en monoides.

El present document ha estat concebut com un text autocontingut, on l'tinic prere-
quisit per al lector és un coneixement basic de la teoria de conjunts; si bé és cert que
disposar d’unes nocions generals basiques sobre estructures algebraiques també seria con-
venient perqué els exemples actuen com un suport intuitiu en lloc de suposar un obstacle
addicional. A pesar d’aix0, el rigor no es veu compromeés: es donen proves completes i
detallades de tots els resultats exposats, a excepcid, ocasionalment, d’aquells que resulten
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trivials o que, per la seua naturalesa, se situen fora de I’objectiu d’este estudi.

Es presentara gran part del cataleg basic estandard de la teoria de categories: catego-
ries, functors, transformacions naturals, categories de functors, equivaléncies i adjuncions,
pero es deixen fora altres elements basics —com limits i colimits, representabilitat, el le-
ma de Yoneda i les monades— per evitar una extensié excessiva del text. Tot i aixo,
el treball complix el seu objectiu introductori i oferix les nocions necessaries per a la
correcta comprensié d’estos conceptes descartats i d’altres més complexos.

Vull dedicar unes linies per expressar la meua gratitud, en primer lloc, a tots els
amics i familiars que tanta paciéncia han demostrat al llarg d’estos quatre anys; aquells
que, en els moments dificils, han sabut ser comprensius i no s’han separat del meu costat
encara que jo poguera oferir ben poc a canvi. Per altra banda, vull donar les gracies als
meus pares per 'esfor¢ economic i doméstic que els ha suposat oferir-me 'oportunitat
d’accedir a una carrera universitaria i la llibertat de dedicar-me als estudis plenament.
També vull donar les gracies a tots els docents —universitaris i preuniversitaris— que
han cregut en mi, m’han aconsellat i m’han ajudat a arribar fins aci. Especialment, vull
destacar Elena Méndez, pel seu compromis dins i fora de l'institut, i perqué és gracies a
ella que hui em trobe a les portes de ser matematic; i Enric Cosme, per la seua guia i
dedicacié a la direccié d’este treball, el gran volum de temps invertit en correccions, el
rigor de les seues aportacions i la seua disponibilitat constant.

Per altim, vull aprofitar este espai per posar en valor el paper de ’educaci6é publica
en la construccié d’una societat millor i agrair 'oportunitat que m’ha brindat per poder
formar-me. Voldria estendre este reconeixement també a totes les persones que, mitjan-
cant el seu treball, han fet possible la meua formaci6: des del personal administratiu i
de manteniment fins als treballadors del transport public, passant per totes les persones
que han lluitat pels sistemes ptublics que, hui, ens fan la vida un poquet millor a tots.
Conseqiientment, vull traslladar tot el meu suport als docents que complixen ja un mes
en vaga indefinida, sacrificant-se i lluitant per la qualitat de ’ensenyanca de tots: sou
I'orgull d’un poble.

Picassent, 6 de juny de 2026. MARCO RuiZz VALDERRAMA
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Introduccid

En esséncia, la teoria de categories és una teoria matematica general sobre estructures i
sistemes d’estructures i, tot i ser un camp encara en desenvolupament, ja ha provat ser
un marc conceptual molt potent. Des que fou introduida per primera vegada a mitjan
segle XX per Samuel FEilenberg i Saunders Mac Lane, ha passat a ocupar una posicid
central en la matematica contemporania, la informatica teorica i la fisica matematica i
ha demostrat tindre rellevancia també en camps com la logica i la filosofia, on és, tant
un objecte d’interés de propi estudi, com un llenguatge eficag. La teoria oferix una visid
global de les matematiques que permet concebre les distintes arees de la disciplina com a
illes de coneixement —les categories— i ens proporciona les ferramentes necessaries per
a tendir ponts entre elles —els functors—.

La teoria de categories es coneix afectuosament com absurditat abstracta (abstract
nonsense), un terme encunyat —suposadament— pel matematic Norman Steenrod. Esta
denominacié és precisa i no necessariament despectiva: parla de coses absurdes en tant
que se centra totalment en l'estructura, oblidant el significat d’alld que les categories
representen. L’esperit de la disciplina no és tant ’estudi dels objectes en si, sind de les
relacions que s’establixen entre objectes; estudiar “coses i coses que van de coses a coses”
sense la necessitat d’explicitar si estes coses sén conjunts, grups, anells, espais vectorials,
espais topologics o objectes molt més exotics.

En este treball, explorarem els conceptes basics de la teoria de categories a través
d’una revisi6 sistematica de la teoria de monoides, analitzant com les seues construccions
s’integren i es redefinixen en el marc de les categories. El treball s’articula de la segiient
manera: el primer capitol es dedica a presentar la teoria de monoides des d’'una perspec-
tiva algebraica classica, establint les bases sobre les quals pivotara la resta de ’estudi; el
segon capitol introduix una seleccié de conceptes fonamentals de la teoria de categories
que ens permetran realitzar una revisié categorial de les idees presentades en el primer
capitol, i els dos dltims capitols tenen com a finalitat establir relacions estructurals entre
la categoria dels monoides i la categoria de les categories.

Convencions

Com assenyala Barry Mazur en el seu article When is one thing equal to some other
thing? [17], una categoria és, intrinsecament, una nocio6 relativa en tant que depén de
tindre una teoria de conjunts en ment. La teoria de categories no dicta quina teoria de



conjunts s’ha d’utilitzar ni tampoc dona regles sobre qué hauria de ser una teoria de
conjunts. Un dels aspectes més bonics de la teoria de categories és que depén de I'usuari
aportar una teoria de conjunts amb queé treballar. Fins i tot es pot adoptar una posicié
més interessant i veure la teoria de conjunts base com una mena de variable lliure i,
conseqiientment, no fer cap tria. Aixi, per exemple, la categoria de monoides seria un
motlle que aplicar sobre qualsevol teoria de conjunts.

Nosaltres farem us de ZFC, la teoria de conjunts de Zermelo-Fraenkel amb ’axioma
d’eleccid, i, per tal d’evitar paradoxes classiques, suposarem també ’existéncia d’un uni-
vers de Grothendieck U fixat. Els conjunts U-xicotets seran aquells que siguen elements
d’U mentre que els conjunts U-grans seran aquells que siguen subconjunts d’U. Per tant,
encara que al llarg del treball de vegades parlem de col-leccions d’objectes o morfismes,
sempre estarem pensant en conjunts dins d’este marc.

Farem tis també de la interpretacié conjuntista dels niimeros naturals, donada induc-
tivament per

0=0,
n+1=nU{n}.

Aixi, el conjunt dels ntimeros naturals N es definix en este sistema com el menor conjunt
)
que conté a 0 i que és tancat sota 'operacié de successio definida com S(n) =n + 1.

Per altra banda, hem de parlar sobre diagrames. Un diagrama tipic de conjunts i apli-

cacions entre ells és el segiient:
Y
/ \
X Z
h

Direm que el diagrama és commutatiu quan h = go f, on g o f la composicié usual
d’aplicacions go f: X — Z definida per z — g(f(x)) Si este és el cas, ho denotarem
mitjancant una fletxa circular al centre del diagrama de la segiient manera:

Estos mateixos diagrames apliquen també en altres contextos matematics. Per exemple,
les lletres X,Y i Z poden representar monoides mentre que f, g i h denoten homomorfis-
mes entre ells. En general, direm que un diagrama és commutatiu, i ho denotarem de la



mateixa manera, quan les composicions de tots els camins dirigits que compartixen punt
de partida i d’arribada coincidixen. Al llarg d’este treball farem un us freqiient d’este
tipus de diagrames, que jugaran un paper fonamental en el desenvolupament del discurs.






Capitol 1

Introduccid a teoria de monoides

L’estructura de monoide constituix un dels pilars més simples i, alhora, més presents en
algebra abstracta. Partint de la idea basica d’un conjunt dotat d’una operacid, el mo-
noide sorgix quan imposem les dues condicions minimes per a garantir un comportament
algebraic estable: tindre una operacié binaria associativa i disposar d’un element neutre
que actue com a unitat.

En este capitol es presenten els conceptes elementals de la teoria de monoides, incloent
el monoide lliure i les accions de monoides sobre conjunts.

1.1 Monoides

Definicié 1.1 (Monoide). Un monoide és una tupla (M, e, e) on:
1. M és un conjunt no buit.

2. o: M x M — M és una operaci6 binaria sobre M associativa a la que anomenarem
producte.

3. e € M és un element anomenat unitat que fa de neutre per a e, i.e.,
mee=cem=1m,
per a tot m € M.

Denotarem per M a la tupla (M, e,e). Sil'operacié e és commutativa, direm que M és
abelia. Si tot element en M té un invers per al producte direm que M és un grup.

Exemple 1.1. Sén monoides els nimeros naturals, i els enters, amb la suma i el zero
(N? +’ 0)? (Z7 +7 0)'

Exemple 1.2. El monoide més senzill és 'anomenat monoide trivial, que consistix en
un conjunt amb un sol element {e} dotat amb l'operacio cee = e.

Proposicié 1.1. Tot conjunt dona lloc a un monoide.



Demostracio. Siga X un conjunt i considerem el conjunt d’aplicacions d’X en X
Endset(X) := Homget (X, X) = {f: X — X | f aplicacio}.

Notem que Endset(X) té estructura de monoide amb la composicié d’aplicacions i idx
com a neutre. O

En endavant denotarem per Endset (X ) el monoide definit sobre el conjunt d’aplica-
cions Endse (X)) i Panomenarem monoide d’endomorfismes generat pel conjunt X.

Proposicié 1.2. Tot monoide té un unic element neutre.

Demostracio. Suposem que e, e* € M soén elements neutres, aleshores

En Dl'anterior seqiiéncia d’igualtats, la primera igualtat es té pel fet que e és neutre,
mentre que la segona es té pel fet que e* també ho és. O

Una vegada fixada la nocié de monoide, convé analitzar com podem obtenir-ne de
nous a partir dels ja coneguts. Presentem a continuacié dues construccions senzilles:

Definicié 1.2 (Monoide oposat). Donat un monoide M = (M, e, ¢e), definim el seu
monoide oposat com el monoide M°P = (M, e°P ¢), on

my o°P mg := mo @ my.

Definicié 1.3 (Monoide producte). Donats dos monoides M = (M, en,eng) i1 N =
(N, eN, en), definim el producte de M i N, i el denotem per M x N, com el monoide

(M X N7 .MXN7 (eMaeN))a on
(mlanl) OM xN (m2,n2) = (ml O\ 712,11 ON nz)-

Es senzill comprovar que estes construccions verifiquen la definicié de monoide.

També podem obtenir nous monoides identificant subconjunts que mantenen ’estruc-
tura original —submonoides— i agrupant elements sota una congruéncia per a generar
estructures més simples —monoides quocient—. Definim estos conceptes a continuacio.

Definicié 1.4. Siga M = (M, e,¢e) un monoide i N C M. Direm que N = (N, e,¢) és
un submonoide de M si:

1. ee N,
2. per a tot nij,ne € N es té que n; eng € N.

En este cas escriurem N < M. Denotem per Sub(M) al conjunt de tots els submonoides
de M.



Definicié 1.5. Siga M = (M, e, ¢) un monoide i R C M x M una relaci6é d’equivaléncia
en M. Direm que R és una congruéncia per a M si per a tot my,ma,n1,ng € M amb
(m1,ma), (n1,n2) € R, aleshores,

(my eny,moeny) € R.

Denotem per Con(M) el conjunt de totes les congruéncies sobre M. Notem que una
relacié d’equivaléncia R C M x M és una congruéncia si, i només si,

(R, NI« M, (€, e)) <M x M.

Definicié 1.6. Siga M = (M, e, e) un monoide i R una congruéncia en M. Definim
M/R = (M/R,*, [e]r), on:

1. M/R és el quocient de M per R,

2. %: M/Rx M/R — M/R
([m]g, [n]r) — [m e ng,

3. le]Jr € M/R.

Anomenarem a M/R monoide quocient de M respecte de R. L’operaci6 * esta ben
definida en haver exigit que R € Con(M).

Proposicié 1.3. M/R és un monoide.

Demostracié. Podem comprovar facilment que el monoide quocient és, efectivament, un
monoide. Per a aixd comprovem que M/R és tancat sota *, I’associativitat de x i que
[e]r és el neutre:

1. Trivial atenent a que M és tancat sota e i a la definicio de M/R.

2. Siguen [a|g, [b]Rr, [c]r € M/R. Es complix que

(la]r % [b]lr) * [c]r = ([a @ b]r) * [c]r
= ([(aeb)ec]r
=lae(bec)lr
= [a]rx[bec|r
= la]r * ([b]r * [c]Rr)-

En I'anterior seqiiéncia d’igualtats només hem utilitzat la definicié de x i I’associ-
ativitat de e.

3. Siga [m|r € M/R un element qualsevol. Aleshores,
[mlr*[e]r = [mee]gr = [m]gr = [eem]r = [e]|r * [Mm]R.

L’anterior seqiiéncia d’igualtats s’obté del fet que e és el neutre per a e.



1.2 Homomorfismes de monoides

Una vegada definida 'estructura interna d’un monoide, el segiient pas natural és establir
com podem comparar monoides entre si. Esta comparacié es fa amb aplicacions que
conserven ’estructura definida; en el nostre cas, la forma en qué es combinen els elements
i la naturalesa de la unitat. En esta seccié introduim els homomorfismes de monoides i
les seues propietats basiques.

Definicié 1.7 (Homomorfisme). Siguen M = (M, e, ep) i N = (N, *, en) dos monoides.
Una aplicacié f: M — N s’anomena homomorfisme de monoides si satisfa

1. f(eM) = €N,

2. f(m1emg) = f(ma) x f(ma).

En este cas, escriurem f: M — N. Denotem per Hompo, (M, N) al conjunt de tots els
homomorfismes de M a N. Direm que M és isomorf a N si existix un homomorfisme
bijectiu, i.e., un isomorfisme de monoides, de M a N. Si és aixi, escriurem M = N.

Proposicio 1.4.
1. La composicido d’homomorfismes és homomorfisme.
2. L’aplicacid identitat és homomorfisme.

Demostracid. Pel que fa al primer enunciat: Siguen M, N i P monoides. Si f: M — N
i g: N — P s6n homomorfismes volem veure que

of 1 M—P
també ho és:

1. Comprovem que la composicié preserva el neutre

(go f)lem) = g(f(eM)) (Def. de composicio)
= g(en) (f homomorfisme)
= ep. (¢ homomorfisme)

2. Comprovem que la composicié preserva el producte. Siguen mq,mo € M.

(g o f)(m1 ent m2) f(m1 enrma)) Def. de composicio)

=9(

(f mp) eN f m2)) f homomorfisme)
=9(

g

f(m1)) ep g(f(m2))
= (go f)(m1) ep (go f)(m2).

¢ homomorfisme)

(
(
(
(

Def. de composicio)



Pel que fa al segon enunciat: Siga M un monoide. Volem veure que

idy: M — M

mr—m
és homomorfisme.

1. Preserva el neutre
idm(em) = em,

2. Preserva el producte

1dM(m1 [} mg) =1miemyg = 1dM(m1) [} 1dM(m2)

Exemple 1.3. En (Z,+,0) definim la relacié congruéncia modul m, és a dir
a = b mod m si, i només si, m | a—b.
La congruéncia modul m és una relacié d’equivaléncia:
1. Reflexiva: Si a € Z, tenim que m | 0 = a — a si, i només si, a = a mod m.

2. Simétrica: Si a,b € Z soén tals que a = b mod m si, i només si, m | a — b si, i
només si, a — b = km, aleshores —(a — b) = —km si, i només si, b — a = (—k)m si,
i només si, m | b — a si, i només si, b = a mod m.

3. Transitiva: Si a,b,c € Z sbén tals que ¢ = b mod m, b = ¢ mod m si, i només si,
m|a—b, m|b—c,aleshoresm | (a—b)+(b—c)=a+(-b+b)—c=a—csii
només si, a = ¢ mod m.

Denotem el quocient de Z per esta relaci6 com Z,,. Facilment es comprova que la
congruéncia modul m és una congruéncia. Siguen a, b, ¢, d € Z tals que a = b mod m, ¢ =
d mod m si, i només si, m | a — b, m | ¢ — d. Aleshores es complix que
m|(a—>b)+(c—d)=(a+c)— (b+d) si,inoméssi, (a+c)=(b+d) mod m.

A més,

Tl — Ly

a — [a]

és un homomorfisme de monoides.

Nota 1.1. En general, si M és un monoide i N < M és un submonoide, aleshores
I’aplicacié inclusi6 in: N — M és un homomorfisme injectiu i, si R és congruéncia en
M, aleshores, mr: M — M/R, la projecci6 canonica definida per mg(m) = [m]g, és un
homomorfisme sobrejectiu.



En la segiient proposici6 introduirem les nocions d’imatge i nucli d’'un homomorfis-
me de monoides. Mentre que la imatge es comporta de forma analoga a altres estructures
algebraiques, és important notar que el nucli no es pot definir com un “subconjunt d’ele-
ments que s’envien al neutre” perqué ’abséncia d’inversos no permetria recuperar quins
son els elements que tenen la mateixa imatge, que és el que realment es busca definint-lo.
Per este motiu, definirem el nucli com una congruéncia que captura, precisament, esta
relacio.

Proposicio 1.5. Siguen M = (M, e, en) i N = (N, %, en) dos monoides i siga f: M —
N un homomorfisme de monoides. Aleshores

1. Im(f) := (f[M], *,eN) és un submonoide de N,
2. Ker(f) :={(mi,m2) € M x M | f(m1) = f(ma)} és una congruéncia en M.

Demostracio. Pel que fa al primer enunciat: Evidentment, f[M] € N. A més, com
flem) = e~ tenim que en € f[M]. En ser f homomorfisme tenim que

f(m)* f(n) = f(men) € fM].
Concloem que Im(f) := (f[M], *, eN) <N.
Per al segon enunciat, suposem que (my,ma), (n1,n2) € Ker(f). Aleshores,

f(mieny) = f(m1)* f(n1) = f(m2) * f(n2) = f(ma2 en2)

i, per tant, (mieny, moeny) € Ker(f), cosa que demostra que Ker(f) és una congruéncia

en M. O

Un dels resultats fonamentals en l'estudi de qualsevol estructura algebraica és la
relacio entre els morfismes i les estructures quocient. En teoria de monoides, esta relacio
I’establix el primer teorema d’isomorfia. Intuitivament, el primer teorema d’isomorfia
ens diu que, donat un homomorfisme de monoides no necessariament injectiu, sempre
podem construir un nou monoide en el qual I’homomorfisme equivalent si que siga injectiu
eliminant elements redundants (a ulls de ’homomorfisme).

Teorema 1.1 (Primer teorema d’isomorfia). Siguen M = (M,e,en) @ N = (N, %, en)
dos monoides i siga f: M — N un homomorfisme de monoides. Aleshores,

M/Ker(f) = Im(f).

Demostracio. Comprovarem que l'aplicacio

f: M/Ker(f) — Im(f)

[m]Ker(f) L f(m)

10



definix un isomorfisme de monoides. Siguen [m]ker(f), [Mker(r) € M/Ker(f). Veiem que

[M]ker(f) = [Mker(r) == (m,n) € Ker(f) (Def. de classe d’equivaléncia)
<~ f(m)=f(n) (Def. de Ker(f))

<~ f([m]Ker(f)) = f([n]Ker(f)) (Def de f)

Llegint d’esquerra a dreta veiem que I'aplicacié esta ben definida i llegint de dreta a
esquerra veiem que és injectiva. Per a la sobrejectivitat, considerem m’ € Im(f); la qual
cosa implica que existix un m € M amb f(m) =m/. Aixi, tenim que

/

f([m]Ker(f)) = f(m) =m.
Finalment, provem que f és homomorfisme de monoides.

1. Per una banda,

f([eM]Ker(f)) = f(eM) = €N = €Im(f)-

2. Siguen ara [m]ker(f); [Pker(s) € M/Ker(f). Es complix que

F(Imlker(s) * [MKer(p)) = Def. de monoide quocient)

Def. de f)
f homomorfisme)

(
(
(
(Def. de f)

Per tant, f és un homomorfisme de monoides. O

1.3 El monoide lliure

Un concepte interessant en la teoria de monoides és el del monoide lliure: la idea de ser
capag de dotar d’estructura a un conjunt A qualsevol sense cap informacié o restriccié
externa al propi conjunt. En efecte, tot i que ja hem mostrat com un conjunt X qualsevol
dona lloc a un monoide —el monoide Endget(X) d’endomorfismes de X—, cal notar
que el seu producte ve donat per una operacié predefinida —la composici6é—. El lliure,
per contra, es construix “lliurement” —d’ahi el nom—, fent s només de la definicié de
monoide. En esta seccié presentem i desenvolupem breument esta idea.

Siga A un conjunt i n € N. Denotem per Homse(n, A) al conjunt de totes les
aplicacions de n en A. En este context una aplicacié w: n — A s’anomena paraula de
longitud n sobre A. Denotem w = ag - - - a,—1 per referir-nos a 'aplicacioé

w:n — A

1 — a;.
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Notem que existix una tinica paraula de longitud 0, que denotarem per A, i 'anomenarem
paraula buida sobre A. Denotem per

A* = U Homget(n, A)
neN

al conjunt de totes les paraules sobre A. Es a dir, A* conté totes les paraules en A de
qualsevol longitud.

Proposicioé 1.6. Per a tot conjunt A, A* = (A*, A, \) és un monoide anomenat monoide
lliure sobre A, on:

1. A* és el conjunt de totes les paraules sobre A.

2. A és loperacio de concatenacio de paraules on, si w € Homger(n, A) i
v € Homset(m, A), definim

wAiv:in+m — A
, w(7) st i<,
VA >
v(i—mn) sii>n.
3. A€ A* és la paraula buida sobre A.
Exemple 1.4. Si A ={a,b,c}, w = abaadb i v = acch, aleshores, w A v = abaabaccb.

Definicié 1.8 (Insercio de generadors). Siga A un conjunt. L’aplicaci6 insercio de ge-
neradors, denotada per n4, de A en A* és l'aplicacio que interpreta cada lletra a en A
com la paraula (a) de longitud 1 que només conté a a, és a dir,

na: A — A
a — (a):1 — A

0 — a.

A continuacié introduim la propietat universal dels monoides lliures. Este resultat
ens diu que, donada qualsevol aplicacié d’A en un monoide M, sempre podem alcar-la a
un homomorfisme de monoides d’A* en M.

Teorema 1.2 (Propietat universal dels monoides lliures). Siga A un conjunt i M =
(M, e, ¢e) un monoide. Siga f: A — M wuna aplicacid. Aleshores existiz un tinic homo-
morfisme de monoides ff: A* — M satisfent ffona = f. Es a dir, el segiient diagrama
commuta:

12



Demostracié. Definim f* per recursio sobre la longitud de les paraules.

Cas base (n = 0): En este cas, definim la imatge per f* de la paraula buida com e,
I’element neutre de M.

fﬁ()\) =e.

Pas inductiu: Suposem definida I’aplicacié f* per a paraules de longitud n. Definim ara
'aplicaci6 sobre paraules de longitud n + 1. Siga w € Homse(n + 1, A). Aixi, existixen
v € Homget(n, A) i a € A tals que w = v A (a). Definim

fiw) = fi(v) o f(a).
Queda, aixi, definida ff. Notem que, si w = aga; - - - an_1, aleshores
fHw) = flaog) ® f(ar)e--- e f(an_1).
Comprovem ara que f* és homomorfisme de monoides.
1. f5(\) = e, per definicio.
2. Siw=ag---ap_1iv="by---by_1, aleshores

fﬂ(w A ’U) = fﬁ(ao <o Qp_1bo - bmfl) (Def. de JL)
= fap)®---® f(an_1)® f(bp)®---e f(bm_1) (Def. de f%)
= (f(ao) -~ f(an-1)) ® (f(bo) &~ @ f(by-1))  (Ass. dee)
= f¥(ag---an_1) ® f*(bo---bm_1) (Def. de f*)
= fH(w) e f¥(v). (Def. de w i v)
A més, ff satisfa ffona = £, ja que, si a € A, aleshores
(ffona)(a) = fF(na(a)) = f*((a)) = f(a).
Aixi, flons = f.

Suposem ara que existix una g: A* — M homomorfisme de monoides satisfent
gomna = f. Demostrarem per inducci6 sobre la longitud de les paraules que g = f*.

Cas base (n = 0): El cas de la paraula buida. En ser g homomorfisme de monoides,
g\ =e= fF().

Pas inductiu: Suposem l'enunciat cert per a paraules de longitud n. Es a dir, si v € A*
és una paraula de longitud n sobre A, aleshores, g(v) = f*(v).
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g(w) = g(v A (a)) (Def. de w)
=g(v) e g((a)) (9 homomorfisme de monoides)
= ff(v) e 9((a)) (Hipotesi inductiva)
= f(v) e g(na(a)) (Def. de 74)
= ff(v) e (goma)(a) (Def. de composicio)
= f*(v) » f(a) (gona=f)
= fH(w). (Def. de f%)

Per tant, g = f* i tenim la unicitat de f*. O

Nota 1.2. Analitzem el cas més elemental de I’aplicacié de la propietat universal. Siga
M = (M, e, e) un monoide qualsevol i considerem ’aplicaci6 idy;: M — M. Aleshores,
I’extensio idgw: M* — M actua sobre les paraules de M* “multiplicant” les seues lletres
segons el producte de M. Es a dir, si prenem una paraula qualsevol mg - - - my,_1 € M*:

idg\/l(mo M) =M @ - @My 1.
Acod es veu clar per com hem definit f# en la demostraci6 del teorema anterior.

Este homomorfisme té una propietat interessant. Veient com actua id%w sobre pa-

raules, resulta immediat comprovar que id%w[M *] = M 1i, per tant, Im(idgw) =M. En
conseqiiéncia, aplicant el Primer teorema d’isomorfia, obtenim I’isomorfisme

M = M*/Ker(id,).

Nota 1.3. A part del monoide d’endomorfismes i el lliure, existixen altres maneres
habituals de generar monoides a partir d’'un conjunt X, tot i que no les estudiarem en
profunditat en este treball. Alguns exemples destacats son:

1. El monoide de les parts: Donat el conjunt de les parts P(X), podem definir
facilment dues estructures de monoide:

(a) Uni6: L’operaci6 és U i el neutre és el conjunt buit ().
(b) Interseccio: L’operacié és N i el neutre és el propi conjunt X.
2. El monoide de relacions binaries: Considerem totes les relacions sobre X (sub-
conjunts del producte cartesia X x X). El conjunt subjacent és P(X x X), la nostra

operacié és la composicié de relacionsﬂi el nostre neutre sera la relaci6 diagonal
—Ila identitat—.

"Donades dues relacions binaries R C X xY i § C Y x Z, definim la seua composicié R; S mitjancant
la regla zR; Sz < Jy € Y tal que zRyS=.
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3. El monoide adjunt: En el cas que (X, o) siga originalment un semigrup (conjunt
amb una operacié associativa perd sense neutre), podem forcar I'existéncia d’un
neutre. El conjunt subjacent passa a ser X U {e}, amb e ¢ X, es manté l'operacio
igual per als elements de X i definim ree =cex = x, per a tot z € X.

Es important notar que totes estes construccions requerixen també informacié addicional
o una estructura prévia (com l'operacio del semigrup o l'estructura de reticle de P(X)).
Ac¢o reforca la importancia del monoide lliure.

1.4 Accions de monoides

Donat un monoide, podem entendre la seua operacié interna —fixat un dels arguments—
com una col-leccié6 d’instruccions que ens diu com moure’ns per dins del mateix monoi-
de. Esta nocié es pot generalitzar a objectes de naturalesa distinta, com ara conjunts,
mitjancant la nocié d’accié —a dreta o esquerra, segons 'argument que decidim fixar—.
Aixi, 'acci6 és un operador que transforma els elements d’un monoide en endomorfismes
d’un conjunt X: aplicacions que fan moure els elements d’eixe conjunt. En esta seccid
desenvoluparem este concepte.

Definicié 1.9 (Accié d’un monoide sobre un conjunt). Siga M = (M, e, e) un monoide
i X un conjunt. Una acci6 a esquerra de M sobre X és una aplicacié

e MxX — X
(m,z) — m-zx
que satisfa
1. eex=x peratotz e X,
2. mge(my+x) = (maemy)-x per atot x € X, mg,my € M.
En este cas direm que (X, «) és un M-conjunt amb acci6 a ’esquerra.

Nota 1.4. L’existéncia del monoide oposat permet tractar les accions a la dreta de M
com a accions a esquerra de IM°P. Per esta rad, i per tal de simplificar, ens limitarem a
Iestudi de les accions a esquerra sense que aixod supose una pérdua de generalitat. Aixi,
quan parlem de M-conjunts, els suposarem com a M-conjunts amb accié a esquerra.

Exemple 1.5. Un exemple natural d’accié s’obté en considerar el monoide d’endomor-
fismes generat per un conjunt Y, Endset(Y), i el conjunt de totes les aplicacions d’'un
conjunt X en Y, Homge(X,Y). L’accié a 'esquerra de Endget(Y) sobre Homget (X, Y)
es definix mitjancant la composicié d’aplicacions:
o: Endset(Y) x Homser(X,Y) — Homse(X,Y)
(9,f) — golf.

A continuaci6 es presenta una proposicié que formalitza eixa nocié d’operador que
introduiem a la presentaci6 de la secci6.
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Proposicié 1.7. Donar una accié a esquerra de M sobre X és el mateix que donar un
homomorfisme de monoides de M en Endget(X).

Demostracio. Siga «: M x X — X una acci6 a esquerra de M sobre X. Considerem
I’aplicacié

Veurem que f. és un homomorfisme de monoides. Es complix que

filem): X — X

T—eM*T =T.
Aixi, com per a tot z € X, (f.(em))(z) = idx(z), concloem que
filem) = idx,
és a dir, f. preserva identitats. Per altra banda, si mg, mq € M, aleshores

f.(mg oml): X — X

x+— (moemy)ex =ma+(my-x).
Com, per a tot € X, f.(mg e m1)(z) = f.(m2)(f.(m1)(z)), concloem que
f(mg emy) = f(m2) o f(m1).
Es a dir, f. preserva composicions.
Siga ara un homomorfisme de monoides de M en Endget (X))
f: M — Endset(X).
Considerem I'aplicacié

g Mx X — X

(m,z) — mepx = f(m)(z).

Veurem que «; és una acci6 de monoides a esquerra. Per una banda, tenim que

em sz = flem)(z) (Def. de +¢)
=idx(x) (f homomorfisme)
= (Def. de idx)
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Per altra banda, si mg, m; € M, trobem que

my +r (my oy ) =ma s (f(m1)(z)) (Def. de «)
= f(ma)(f(m1)(x)) (Def. de +f)
= (f(m2) o f(m1))(z) (Def. de composici6)
= f(mg emq)(x) (f homomorfisme)
= (mg emy)+y x. (Def. de «¢)
Aixi, «f és, efectivament, una acci6 a l'esquerra. ]

Ara que entenem un poc millor I’estructura interna dels M-conjunts podem passar a
parlar de les aplicacions que respecten dita estructura: les aplicacions de M-conjunts. En
este sentit, una aplicacié6 de M-conjunts ha de ser una aplicacié entre conjunts que siga
compatible amb ’accié del monoide; és a dir, una transformacié que preserve la manera
com els elements de M fan moure els elements del conjunt.

Definicié 1.10. Siguen (X,+x), (Y,+y) dos M-conjunts. Una aplicaci6 de M-conjunts
de (X,+x) en (Y,+y) és una aplicacié f: X — Y que satisfa

f(m-x x) =m-y f(z)
per a tot m € M i per a tot € X. Es a dir, el segiient diagrama commuta:

X

M x X X
idar % f ) /
M xY o Y

En termes d’elements, el diagrama anterior esdevé:

(m,x) X mex &
idy x f ) f
(m, f(x)) — fimex x)=m-y f(z)

Per tancar el capitol, presentem les propietats basiques de les aplicacions de M-
conjunts.
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Proposicié 1.8. Siga M un monoide.
1. La composicio d’aplicacions de M-conjunts és una aplicacid de VM -conjunts.
2. La identitat és una aplicacié de M-conjunts.

Demostracio. Pel que fa al primer enunciat: Siguen els M-conjunts (X, -x), (Y,+y),
(Z,+z) isiguen f: X — Y, g: Y — Z dues aplicacions de M-conjunts. Tenim

X

M x X X
idas < f Q f
MxY Y Y
idy % g C) g
MxZ “ 7z

Siguen m € M, x € X qualssevol. Es complix que

(go fi(mexx)=g(f(m-x x)) (Def. de composicio)
=g(m-y f(:c)) (f aplicaci6 de M-conjunts)
=m-zg(f(z)) (g aplicacio de M-conjunts)
=m-z (go f)(x). (Def. de composicid)

Per tant, g o f és una aplicacié de M-conjunts.

Pel que fa al segon enunciat: Considerem I’M-conjunt (X, +) i la seua aplicacid
identitat. Tenim

Mx X - X
idM X idX Q idX
Mx X . X

Siguen x € X, m € M qualssevol. Aleshores
idx(mez) =me+x =m-idx(x).

Per tant, idx és una aplicaci6 de M-conjunts. ]
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Capitol 2

Introducci6 a teoria de categories

“Category theory takes a bird’s eye view of mathematics. From high in the sky, details
become invisible, but we can spot patterns that were impossible to detect from ground
level.”

Tom Leinster, Basic Category Theory.

La teoria de categories naix de l'observacié que moltes propietats de sistemes ma-
tematics es poden definir i simplificar mitjangant una representacié amb diagrames de
fletxes. Per exemple, un monoide pot ser descrit com una tupla (M, u,n), on M és un
conjunt i

pwrMxM-—M nl—M

son dos aplicacions tals que els dos diagrames segiients commuten:

idps x x id idps x
MxMx M arsenr e P ar o ST
p X idas 2 A H P
M x M p M M = M = M

On A i p venen donades per A(0,m) = m i p(m,0) = m per a tot m € M. Aci p
definix el producte del monoide i 7 representa la tria de la unitat. En efecte, si denotem
u(mi, ma) = my emg in(0) =e € M, els diagrames en termes d’elements esdevenen
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idM X
(mq, mg, mg) ————— (my, m2 @ ms3)

p X id g %
(my @ ma, mg3) T (my @ mo) @mz = mq e (mg @ms)

nXidM idMXn

(0,m) 1 (e,;m) (m, e) 1 (m, 0)
A I f p
m == eceoem m ece - m

De la mateixa manera, un homomorfisme de monoides pot ser descrit mitjangant
diagrames. Si M = (M,u,n) i N = (N, u/,n') sén dos monoides —cadascun descrits
mitjancant diagrames com abans— aleshores un homomorfisme de M en N pot ser
definit com una aplicacié f: M — N tal que els diagrames segiients commuten:

M x M ~ M 1 ! M
fxf f I f
N x N ; N 1 p N
1 n
Denotant p'(ny,m2) = n1 * ng i 7(0) = en, en termes d’elements, agd vol dir que

f(m1ema) = f(m1) * f(m2) i que f(em) = en.

Per finalitzar esta revisié categorial del capitol anterior, una acci6 d’'un monoide
(M, j1,m) sobre un conjunt X es pot definir com una aplicacié v: M x X — X tal que
els segiients diagrames commuten:

idMXI/ 77><idX
MxMxX ————MxX 1xX M x X
w X idx v v
A
M x X ” X X
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Si escrivim v(m, x) = m « x per denotar el resultat de I’accié de m sobre x, els diagrames
de dalt diuen simplement que

ma«(my-x) = (mzemy) -z, e-x=x

per a tots mi,mo € M, x € X. Les aplicacions de M-conjunts ja les hem descrit
“categorialment” al capitol anterior.

Esta filosofia és molt potent en el sentit que permet despullar les construccions mate-
matiques de detalls superflus, deixant les estructures i relacions internes a la vista. Aixo
permet tant estendre i generalitzar una mateixa idea a distints contextos com reconéixer
estructures i patrons similars en situacions que d’entrada no pareixen estar relacionades
i veure-les com a casos particulars d’un mateix tot. Com a mostra d’esta versatilitat,
considerem dos exemples:

Generalitzacié: Si en la definicié de l'operacié interna d’un monoide substituim un
dels M per un conjunt qualsevol X, obtenim naturalment la definici6 d’accié d’un
monoide sobre un conjunt, com podem comprovar comparant els diagrames corres-
ponents.

Unificacié: La definicié abstracta de producte categorial (vegeu Secci() ens permet
veure com una mateixa idea abasta des del producte cartesid de conjunts fins a
I'infim en un preordre, passant per la topologia producte en espais topologics i
també, clar estd, pel monoide producte.

En este capitol introduirem una seleccié de conceptes fonamentals de la teoria de
categories que ens proporcionaran les ferramentes necessaries per explorar, en capitols
posteriors, les relacions estructurals entre el mén dels monoides i el de les categories.
Alhora, aprofitarem este nou llenguatge per revisar i reformular, des d’una perspectiva
categorial, les propietats dels monoides estudiades al capitol anterior —un treball que ja
hem encetat en esta mateixa introducci6o—.

2.1 Categories

Definicié 2.1 (Categoria). Una categoria C ve donada per:

1. Una col-leccié d’objectes Ob(C),
2. Una col-leccio de morfismes Mor(C) tal que

(a) Per a cada morfisme f existixen dos objectes dom(f) i cod(f) anomenats
domini i codomini de f. Escriurem f: x — y per indicar que x = dom(f)
iy = cod(f) i denotarem per Homc(z,y) la subcol-leccié de morfismes f en
Mor(C) tals que dom(f) =z i cod(f) = y.

(b) Donats f: x — y i g:y — z en C, és a dir, cod(f) = dom(g), aleshores
existix un morfisme

gofrx—y

en C anomenat composicio de f amb g.
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(c) Per a cada objecte z existix un morfisme
idg:x — 2
anomenat morfisme identitat en x.
Satisfent els segiients axiomes:
1. Associativitat de la composicio:
ho(gof)=(hog)of
peratot f:rx— vy, g:y—2z1ih:z— w.

2. Unitat:
idyo f=f, foidy = f

per a tot f:x — y.

Estos axiomes es poden representar pictoricament demanant que els diagrames segiients
commuten:

ho(gof)=(hog)of f
w T Yy
of ho .
f ! \g h id, f ldy
Yy g Z x 7 Y

Presentem a continuaci6é diversos exemples de categories.
Exemple 2.1.

1. La categoria buida és la categoria sense objectes i, per tant, sense morfismes, és a
dir, la categoria la col-leccié d’objectes de la qual és el conjunt buit.

2. Set, la categoria que té per objectes els conjunts en 1'univers de Grothendieck U
fixat a la introducci6 i per morfismes les aplicacions entre ells, amb la composicié
habitual d’aplicacions i ’aplicaci6 identitat com a neutre per a cada objecte.

3. SetP. on els objectes son els mateixos que en Set i els morfismes sén aplicacions
de conjunts bijectives.

4. Set!! on:

(a) Els objectes son els mateixos que en Set.
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(b) (f,g) és morfisme de X en Y si, i només si,

f: X — Y és aplicaci6é entre conjunts,

g:Y — X és aplicaci6 entre conjunts.

(c¢) Per a cada parell de morfismes (f1,91): X — Y i (f2,92): Y — Z, la regla
de composici6 és

(f2,92) oSet!! (f1,91) = (f2 0 f1,91 0 g2)

morfisme en Set!!.

(d) La identitat per a cada objecte X ve donada per id%}e"lT = (idSg, idSeEt).

Jao fi
| f fo 1
X Y A
T g1 g2 ‘
g1 ° g2

. Set,, la categoria de conjunts puntejats. Amb puntejat ens referim a un conjunt
no buit X amb un element destacat z anomenat el punt base de X. Ho denotarem
(X,z). Els morfismes f: (X,z) — (Y,y) de conjunts puntejats son aplicacions
de conjunts de X en Y que envien punts base a punts base, és a dir, que satisfan
f(x) = y. Laregla de composicio és la composicio habitual d’aplicacions i el neutre
per a cada objecte és ’aplicaci6 identitat.

. Mon, la categoria de tots els monoides i homomorfismes de monoides amb la com-
posicié habitual d’aplicacions i 'homomorfisme identitat com a neutre per a cada
objecte.

. M-Set, la categoria de M-conjunts i aplicacions de M-conjunts. (Ben definida per

la Proposicio .

Practicament no existixen teories matematiques que no encaixen en este format d’ob-

jectes i morfismes fins a tal punt que resulta dificil dir si el rol de la categoria en este
context és més descriptiu o prescriptiu. La idea de categoria dona lloc a una possible
plantilla per a qualsevol teoria matematica: la teoria hauria de tindre substantius i verbs,
i.e., objectes i morfismes, i hauria d’existir una nocié de composicié per als morfismes.
Es a dir, la teoria hauria d’estar empaquetada en una categoria.

Presentem a continuacié una proposicié que ens deixa entreveure la relacié propera

que existix entre monoides i categories.
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Proposici6 2.1. Tot monoide M = (M, e,¢) dona lloc a una categoria M on

1. Ob(M) = {e},

2. Mor(M) = Homyp (e, e) = Endm(e) = M, amb mq,mo: e — e,
3. mgomy =myemy,

4. id. = e.

Es a dir, el conjunt de morfismes de la categoria (endomorfismes de inic objecte) amb
la composicio i el neutre aizi definits és precisament el monoide M.

La categoria induida per un monoide esta ben definida per la Proposicié [1.4] i tri-
vialment es pot comprovar que es complixen els axiomes de categoria. Arran d’esta
identificaci6 podem derivar la idea que una categoria és una generalitzacié del monoide
que s’obté en relaxar la condicié sobre el producte, el qual deixa de ser una operacid
total per esdevindre una operacié parcial. En efecte, el que acabem de veure és que
tot monoide es pot veure com una categoria amb un sol objecte, i.e., on qualsevol parell
de morfismes és componible. Formalitzarem esta relacio al Capitol 4| (vegeu Exemple .

Les categories complixen diverses propietats que resulten analogues a allo que tro-
bem en l'algebra classica. Al llarg d’este capitol apareixeran algunes d’estes propietats,
comencant per la unicitat de la unitat per a la composicio:

Proposicié 2.2 (Unicitat del morfisme identitat). Siga C una categoria i x € Ob(C).
Aleshores, el morfisme identitat en x, id,, €s unic.

Demostracid. Suposem que existixen dos morfismes identitat en x: id, i id}. Aleshores,
id}, = id}, o id; = id,.

En l'anterior seqiiéncia d’igualtats, la primera igualtat es té pel fet que id, fa de neutre
per a la composicio, mentre que la segona es té pel fet que id}, també fa de neutre per a
la composici6. O

Introduim a continuacié la nocié de subcategoria.

Definicié 2.2 (Subcategoria). Siga C una categoria. Una categoria S és una subcate-
goria de C si es té que

1. Ob(S) C Ob(C),
2. per a cada parell s, so € Ob(S), Homs(s1, s2) € Homc(s1, s2),
3. per a cada objecte s en S, id> = idS,

4. la llei de composicié en S és la restriccio de la llei de composicié en C als morfismes
de S.
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S s’anomena subcategoria plena de C si, a més de les condicions anteriors, per a cada
parell s1, so € Ob(S), Homs(s1, s2) = Homc(s1, s2).

Nota 2.1. Per la seua naturalesa, una subcategoria plena de C queda completament
determinada per la seua col-leccié d’objectes en C.

Exemple 2.2. Per a qualsevol categoria C, la categoria buida i la mateixa C sén subca-
tegories plenes de C.

Exemple 2.3. Es evident que SetP és una subcategoria de Set.

Exemple 2.4. Les subcategories de M, la categoria induida pel monoide M, s6n exac-
tament la categoria buida i les categories induides pels submonoides de M.

Introduim a continuacié la nocié d’igualtat entre categories.
Definicié 2.3. Direm que dos categories C i D sén iguals, i ho escriurem C = D si:
1. Ob(C) = Ob(D),
2. per a tot parell z,y d’objectes, Homc(x,y) = Homp(z, y),
3. les regles de composicié de morfismes sén iguals,

4. les identitats per a cada objecte sén iguals.

2.1.1 Morfismes

Com ja hem comentat, alldo que fa tan versatil la teoria de categories és el concepte de
morfisme i la representacié de propietats mitjancant diagrames. Tant és aixi que un
dels pares de la disciplina, Saunders Mac Lane, proposa en Categories for the Working
Mathematician [15] aprofitar la correspondéncia entre objectes i morfismes identitat per
prescindir dels primers i definir les categories purament en termes de morfismes. Des d’es-
ta perspectiva, la categoria induida per un monoide no seria més que el mateix monoide
descrit amb altres paraules. Passem ara a estudiar el concepte de morfisme, definicions
clau i propietats. Comencgarem per les nocions de monomorfisme i epimorfisme, les quals
busquen generalitzar les idees d’injectivitat i sobrejectivitat d’aplicacions entre conjunts.

Definici6 2.4. Siga f: x — y un morfisme en C.

1. Direm que f és un monomorfisme quan és cancel-lable a esquerra, i.e., per a
g,h: z — x morfismes en C qualssevol es complix que, si f o g = f o h, aleshores
g =h.

2. Direm que f és un epimorfisme quan és cancel-lable a dreta, i.e., pera g, h: y —
z morfismes en C qualssevol es complix que, si go f = h o f, aleshores g = h.

Als morfismes que son monomorfismes i epimorfismes se’ls anomena bimorfismes.
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Nota 2.2. Notem que, en Set, els monomorfismes sén precisament les aplicacions injec-
tives, mentre que els epimorfismes sén les aplicacions sobrejectives.

Definici6 2.5.
1. Un endomorfisme d’un objecte x en una categoria C és un morfisme f: z — =x.
2. Una involucid és un endomorfisme f: x — x que satisfa f o f = id,.

Denotarem per Endc(z) := Homc(z, x) la col-leccio d’endomorfismes de x. Este conjunt,
amb la regla de composicié heretada de la categoria, forma un monoide que denotarem
per Endc(x) i generalitza el monoide induit per un conjunt que vam estudiar en el

Capitol
A continuacio6 introduim les diferents nocions de morfisme invers.
Definici6 2.6. Siguen f: x — y i g: y — x morfismes en C.
1. Direm que g és invers a I'esquerra (o retraccid) de f si go f = id,.
2. Direm que g és invers a la dreta (o secci6) de f si fo g =id,.

3. Direm que g és invers de f si és invers a I'esquerra i a la dreta. En este cas direm
que f és un isomorfisme i que x i y so6n isomorfs. La isomorfia és una relaci6
d’equivaléncia i I'escriurem x = y.

Un endomorfisme que és, alhora, un isomorfisme s’anomena automorfisme. Donat
un objecte x, denotem per Autc(z) el conjunt dels seus automorfismes.

Si go f = id,, aleshores la composicié h = f o g és idempotent. Generalment un
morfisme h: y — y s’anomena idempotent quan ho h = h.

Nota 2.3. Si un morfisme admet invers per l'esquerra, aleshores és un monomorfisme i,
si admet invers per la dreta, aleshores és un epimorfisme (equivalentment, tota seccio és
un monomorfisme i tota retracci6é és un epimorfisme). El reciproc no sempre és cert.

Nota 2.4. Facilment es comprova que un monoide M és un grup si, i només si, cadascun
dels morfismes de la seua categoria induida M és un isomorfisme.

Nota 2.5. Abans de continuar, cal fer un xicotet incis per parlar sobre la rellevancia
de l'isomorfisme en la teoria de categories. Com s’ha apuntat anteriorment en parlar
de la visi6 de Mac Lane, les categories es poden concebre com a estructures definides
exclusivament per les seues relacions internes. Esta perspectiva connecta amb un debat
de caracter essencialment filosofic: la naturalesa de la igualtat en matematiques.

Barry Mazur reflexiona en el seu article When is one thing equal to some other thing?
[17] sobre el problema de la representacié dels objectes matematics, assenyalant que la
noci6 d’igualtat és sovint “esvarosa” (slippery). Mazur entén la igualtat com una espécie
de “relacié d’equivaléncia” les classes d’equivaléncia de la qual sén els objectes que volem
definir. Estes classes estarien formades per les distintes maneres de presentar un objecte
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de forma explicita, ignorant, aixi, el que ell anomena “andamiatge” (scaffolding) o el
context especific de la seua presentacioé per a quedar-nos amb 1’esséncia estructural que
ens resulta d’interés dins d’un marc de discurs determinat.

En este context, Mazur assenyala explicitament la teoria de categories com un marc on
esta noci6 d’equivaléncia es materialitza en I'isomorfisme. Precisament perqué 'interés de
la disciplina se centra en la xarxa de relacions que un objecte manté amb altres objectes
i no en la seua presentacié concreta, el concepte d’isomorfisme substituix a la igualtat
estricta. De fet, autors com Steve Awodey (Category Theory [3]), Max S. New (Lecture
19: Equivalence of Categories [18]) i el mateix Mazur, entre altres, consideren I’estudi
de la igualtat absoluta una qiiestié irrellevant en el context de les categories, ja que
depén de la presentacio, i coincidixen en que la ‘nocié correcta” per a determinar si dos
objectes son el mateix és I'isomorfisme. Es per este motiu que la teoria de categories ha
incorporat en el seu vocabulari la idea de determinar els objectes “llevat d’isomorfisme”
(up to isomorphism), reconeixent aixi que I’esséncia d’un objecte residix en el seu paper
estructural dins de la categoria i no en la seua identitat.

La seglient proposicié ens dona l’argument necessari per poder parlar d’unicitat en
els morfismes inversos.

Proposicio 2.3. Siga f: x — y morfisme en C que admet invers a la dreta, g1: y — =,
i tnvers a l’esquerra, go: y — x. Aleshores, f és un isomorfisme i g1 = go.

Demostracio.
g1 =idz o g1 (Def. de id,)
= (g20 f)oq (g2 invers a 'esquerra de f)
=g20(foq) (Ass. de la composicio)
= g 0id, (g1 inversa a la dreta de f)
= go. (Def. de idy)

Aixi, podem generalitzar les nocions d’aplicacié invertible i aplicacions inverses.
Corol-lari 2.1.

1. Tot isomorfisme f admet un tinic morfisme invers, al que denotarem f~1.

2. Si f és isomorfisme, aleshores f~1 també ho és i el seu invers és (f~1)~! = f.

3.5t f i g son isomorfismes i la seua composicid g o f existiz, aleshores esta és
isomorfisme amb invers

(gof)yt=ftog™

En vista d’este resultat, resulta evident que, per a tot objecte x, Autc(z) té estructura
de monoide amb la composici6 —més concretament, de grup per 'existéncia d’inversos—
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i que Autc(xz) < Endc(x).

Dins d’una categoria, certs objectes ocupen posicions distingides pel que fa a la seua
relacié amb la resta d’elements. Estes posicions limit donen lloc a les nocions d’objecte
inicial i terminal:

Definici6 2.7. Siga C una categoria.

1. Direm que un objecte s és inicial en C si per a cada objecte x en C existix un tnic
morfisme d’s en zx.

2. Direm que un objecte t és terminal en C si per a cada objecte x en C existix
exactament un morfisme d’x en t.

3. Direm que un objecte z en C és nul si és inicial i terminal.

Nota 2.6. Si t és terminal, I'tnic morfisme de ¢ en ¢ és la identitat i qualsevol parell
d’objectes terminals en C s6n isomorfs en C. Analogament, I'inic automorfisme d’un
objecte inicial s és la identitat i qualsevol parell d’objectes inicials s6n isomorfs.

Un objecte inicial actua com una font de fletxes, mentre que un objecte terminal
actua com un pou on convergixen totes les fletxes.

Exemple 2.5.
1. En Set, el conjunt buit és inicial i qualsevol conjunt amb un sol element és terminal.
2. En Set,, qualsevol conjunt amb un sol element és nul.

3. En Mon, el monoide trivial és nul.

2.2 Functors

Els functors sén els morfismes de categories: relacions que ens permeten moure’ns entre
categories preservant les seues propietats axiomatiques. FEstos objectes van ser consi-
derats per primera vegada en topologia algebraica, on apareixen de forma natural en
contextos com I’homologia singular, i, junt amb les transformacions naturals —a les
quals dediquem el Capitol [B[— constituixen el centre d’interés real de la teoria de catego-
ries. Tant és aixi que, originalment, Eilenberg i Mac Lane van introduir les categories en
el seu article fundacional General Theory of Natural Equivalences [9] com un concepte
auxiliar per a 'estudi dels functors i les transformacions naturals. Definim a continuacié
la nocié de functor.

Definicié 2.8 (Functor). Donades dues categories C i D, un functor F' de C en D, escrit
F: C — D, és una assignacio que envia objectes ¢ en C a objectes F'(¢) en D i morfismes
fiec1 — cg en C a morfismes F(f): F(c;) — F(c2) en D. En forma esquematica:
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&1 F(e1)
fJ — [P0
C2 F(Cg).

Estes assignacions han de satisfer dues condicions:

1. Preservar identitats: F(idS) = idg(c) per a tot ¢ € Ob(C):

F-C——D

c F(e)
idcch o JF (idS) = idp
c F(e).

2. Preservar composicions: F'(gof) = F(g)oF(f) per a tots els morfismes f: ¢; — ca,
g: co —> czgen C:

F:C—D

— C1 F(Cl) -

fJ F(|

gof| ¢ +——— F(ca) |F(gof)=F(g)oF(f)

L¢3 F(ez) ¢

En resum, un functor consistix en una assignaci6 sobre els objectes 1 una assignacié
sobre els morfismes que preserva tota l’estructura d’una categoria: dominis, codominis,
composicions i identitats. Com a conseqiiéncia directa d’agd obtenim que els functors
també respecten l'existéncia de morfismes inversos. Concretament, trobem el segiient
resultat:

Proposicio 2.4. Siguen C i D categories i F': C — D un functor. Aleshores, F' preserva
muersos a dreta i esquerra.

Demostracio. Siguen f: x — y i g: y — x morfismes en C tals que g o f = id,, i.e.,
g és invers a l'esquerra de f i f és invers a la dreta de g. Aleshores, en ser F' functor,
trobem que

F(g)o F(f) = F(go f) = F(ids) = idp(y),
és a dir, F'(g) és invers a 'esquerra de F(f) i F(f) és invers a la dreta de F(g). O
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Corol-lari 2.2. Com a conseqiiéncia de la proposicid anterior i de la unicitat del mor-
fisme invers, tenim que, si F': C — D és un functor ¢ f un isomorfisme en C, aleshores
F(f) és un isomorfisme en D amb invers

A més, sic1 = cy en C, aleshores F(c1) = F(cg) en D.
Un functor trivial pero til en teoria de categories és el functor constant.

Exemple 2.6. Siguen Ci D dues categories i d objecte en D. Definim el functor constant
ad, Kg: C — D, com seguix:

1. Kq4(c) = d per a tot objecte ¢ en C.
2. Kq(f) = idg per a tot morfisme f en C.
El functor constant col-lapsa tota una categoria en un objecte.
Un altre exemple fonamental és el functor d’inclusi6.
Exemple 2.7. Siga S una subcategoria de C. Podem definir el functor d’inclusi6
Is:S—C
que envia cada objecte i morfisme de S a ell mateix dins de C.

Una altra classe de functors senzills perd importants sén els coneguts com a functors
d’oblit —o underlying—. So6n functors que “obliden” part de ’estructura d’un objecte,
generalment algebraic. Donem un parell d’exemples facils de functor d’oblit i demostrem
que, efectivament, séon functors:

Exemple 2.8. Considerem l’assignacié U de Mon en Set que envia:

1. Un objecte de Mon, és a dir, un monoide M = (M, e,¢e), en M, el seu conjunt
subjacent.

2. Un morfisme en Mon de M en N, és a dir, un homomorfisme de monoides f: M —
N, a

U(f): M — N

m +— f(m),
que és la mateixa f pero vista com a aplicacié entre conjunts.
Es a dir, tenim
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M M
fl —_ Jf
N N.

Comprovem que U és un functor de Mon en Set.

Demostracio. Preserva identitats:

M M
. U .
ldMJ — JU(ldM)
M M.

Volem veure que U (idy) = idys. Siga m € M. Aleshores,

U(idp)(m) = idm(m) (Def. de U)
=m (Def. de idpm)
= idps(m), (Def. de idyy)

com voliem. Per tant, com a aplicacions entre conjunts,

U(idm) = idpy-
Preserva composicions:
M M
f f
N s N

|
b

Volem veure que U(go f) =U(g) o U(f). Per am € M es complix

Ulgo f)(m) = (go f)(m) (Def. de U)
=g(f(m)) (Def. de composicio)
= g(U(f)(m)) (Def. de U)
=U(9)(U(f)(m)) (Def. de U)
= (U(g) o U(f))(m) (Def. de composicid)

Concloem que U(go f) =U(g) o U(f).
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Exemple 2.9. Considerem ara lassignacio Ut de Set!! en Set que envia:
1. Un objecte de Set!!, és a dir, un conjunt X, en ell mateix com a element de Set.

2. Un morfisme en Set!!) és a dir, un objecte (f,g): X — Y, on f: X — Y
i g:Y — X son aplicacions de conjunts, en f: X — Y. U! selecciona la
component que “baixa”’ de cada morfisme.

Es a dir, tenim

Ub: Set! —————— Set

X X
Y Y.

Demostrem que Ut és un functor de Set!! en Set.

Demostracio. Preserva identitats:

X X
!
iagt J . Jid?ft
X X,

Ago es té trivialment per la definici6 de id%ftlT = (idSgt, idSEt).

Preserva composicions:

X X
(fbgl)l Jﬁ
1
Y *U—> Y
(f27g2)l Jf2
VA A
Es té que
Ul((fl,gl) oset!! (f2,92)) = Ul((f2 o f1,91092)) (Def. de composicié en Set'!)
= fyofi (Def. de U')

=UY((f2,92) o U*((f1,91)).  (Def. de UY)
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Les demostracions que U i U son functors son directes, perd ens aprofiten per tindre
una primera aproximacio a la metodologia que seguirem al llarg d’este capitol per verificar
la functorialitat de construccions més complexes.

De manera analoga a U', podem pensar en definir U' com aquell functor que se-
lecciona la component que “puja”’ de cada morfisme en Set!!. Una analisi senzilla del
seu comportament formal ens fa adonar-nos que esta assignacio, d’existir, invertiria la
composicio i ens servix, per tant, d’introduccié al concepte de functor contravariant —en
contraposicié al concepte de functor covariant, que és la classe de functors que acabem
d’introduir—. Estudiarem esta idea, i U' en particular, en la Secci()m (vegeu Exemple
2.14)).

Nota 2.7. La definicié de functor d’oblit pot resultar, d’entrada, un tant imprecisa.
Emily Riehl definix functor d’oblit en el seu llibre Category Theory in Context |28] com
un terme general usat per referir-se a qualsevol functor que “oblida” estructura i que
té Set com a categoria d’arribada. Alhora, introduix el concepte de “functors d’oblit
intermedis” per referir-se a aquells que només obliden part, perd no tota, l'estructura
algebraica. Sobre este punt, m’agradaria fer un incis per a incorporar una reflexié de
Qiaochu Yuan en la discussio Definition of forgetful functor [31] que connecta amb la visid
de Mac Lane plantejada en la presentacié de ’Apartat 2.1.I] Quan este dltim proposa
descriure les categories iinicament en termes de fletxes, planteja una qiiestié fonamental:
per a qué necessitem els objectes si tota 'estructura d’una categoria ja esta codificada
en els seus morfismes?

Establir un functor d’oblit U: C — D entre dues categories equival a elegir veure
els objectes de C com a objectes de D dotats d’una estructura addicional. En este
sentit, la manera com decidim tractar els objectes d’una categoria —pel que fa a la seua
estructura interna, les seues propietats o al tipus de relacions que s’establixen entre ells—
es pot interpretar com una declaracié d’intencions: la intencié d’estudiar una col-leccid
particular de functors d’oblit que naixen de la nostra categoria. Per exemple, optar
per descriure els objectes de Mon com a “conjunts amb estructura extra” no és siné
manifestar I'interés per estudiar el functor d’oblit U cap a Set que hem presentat en
I’Exemple De la mateixa manera, tractar els objectes de Set!! com conjunts units
per fletxes bidireccionals no és siné manifestar interés en estudiar els functors d’oblit Ut
i UT que seleccionen només una de les dinamiques de la categoria.

Vist aixi, els functors d’oblit no s6n siné el prisma des del qual analitzem els objectes
de la nostra categoria, és a dir, les propietats internes de qué els dotem.

Reprenem el fil introduint la nocié d’igualtat entre functors. De la mateixa manera
que dues aplicacions es consideren iguals si retornen la mateixa imatge per a cada argu-
ment, la igualtat entre functors es fonamenta en la coincidéncia de la seua accié sobre
tota 'estructura de la categoria:

Definici6 2.9. Direm que dos functors F, G: C — D s6n iguals, i ho denotarem F' = G,
si per a tot objecte ¢ en C, F'(c¢) = G(c), i per a tot morfisme f en C, F(f) = G(f).

El segiient pas natural és definir la composicié de functors i el functor identitat, que
actua com a element neutre d’esta operacio:
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Proposicio 2.5.
1. Si F: C— D i G: D — E son functors, aleshores la composicio de G amb F', és

a dir, l’assignacio

GoF.:.C—E

cl G(F(c1))
fJ — o)
b G(F(cx)),

on (GoF)(c)=G(F(c)) i (Go F)(f)=G(F(f)), és functor de C en E.

2. §i C és una categoria, aleshores la identitat en C, és a dir, l’assignacio

Ide: C ———C

C1 C1
fl — Jf
C2 C2,

on Idc(c) = ¢ i Idc(f) = f per a tot ¢,c1,c2 € Ob(C), f € Homc(c1,c2), és un
functor de C en C.

Demostracio. Només demostrarem el primer apartat; el segon és trivial. Hem de com-
provar que G o F' satisfa les condicions que ha de complir tot functor:

Preserva identitats: Donat ¢ € Ob(C),

(G o F)(idS) = G(F(id$)) (Def. de G o F)
= G(idg(c)) (F' functor)
= idg(F(C)) (G functor)
= idfgor) (o) (Def. de G o F)

Preserva composicions: Si f € Homc(cq,¢2) 1 g € Home(co, ¢3), aleshores

(GoF)(gof)=G(F(gof)) (Def. de G o F)
=G(F(g) o F(f)) (F functor)
=G(F(g)) o G(F(f)) (G functor)
=(GoF)(g)o(GoF)(f) (Def. de Go F)

Concloem aixi que G o F' és un functor.
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La composicié de functors és associativa. AcO, juntament amb el paper del functor
identitat com a element neutre, ens du a considerar dues noves categories:

Exemple 2.10.
1. Cat, la categoria de les U-categories, on:

(a) Els objectes son aquelles categories C que complixen que Ob(C) C U i que
Homc(x,y) € U per a tots z,y € Ob(C) —sent U 'univers de Grothendieck
que hem fixat en la introduccié—.

(b) Els morfismes son els functors entre elles.
(c) La llei de composici6 és la composicié de functors.

(d) La identitat per a cada objecte C és el functor identitat Idc.
2. Cat,, la categoria de U-categories puntejades, on:

(a) Els objectes son parells (C,¢), on C és un objecte en Cat i ¢ € Ob(C).

(b) Els morfismes F': (C,¢) — (D, d) son functors F': C — D tals que F(c) =d
que anomenarem functors puntejats.

(c) La llei de composicio és la composicié de functors.

(d) La identitat per a cada objecte (C,c) és el functor identitat Idc.

En Cat, 'objecte terminal és la categoria trivial, que denotarem per 1. FEsta és
I'tnica categoria (llevat d’isomorfisme) amb un sol objecte i un sol morfisme, el qual
és necessariament el morfisme identitat d’este objecte. L’objecte inicial és la categoria
buida.

Nota 2.8. Existix un functor d’oblit evident U,: Cat, — Cat que assigna a cada
categoria puntejada (C, ¢) la seua categoria base C, i a cada functor puntejat, ell mateix
com a morfisme en Cat. Per brevetat, s’ometra la demostracié de la seua functorialitat.

El fet que Cat siga una categoria ens dota, en vistes de la Definici6 [2.6] d’una noci6
d’isomorfia entre categories. Explicitant-ho:

Definici6 2.10. Direm que dues categories Ci D sén isomorfes, i ho escriurem C = D,
si existix un isomorfisme F': C — D de categories, i.e., un functor que admet invers. Es
a dir, direm que C i D sén isomorfes si existixen functors F': C — D i G: D — C tals
que GoF=1Idc i FoG =Idp.

Dues categories isomorfes compartixen totes les propietats expressables en el llenguat-
ge de la teoria de categories. A efectes practics, son estructures idéntiques que només
diferixen en com es denoten els seus objectes i morfismes. Al Capitol ] reprendrem la idea
d’isomorfisme de categories i estudiarem distints graus de comparacié d’estes estructures.

Exemple 2.11. Dos monoides M i N s6n isomorfs si, i només si, les seues categories
induides M i N s6n isomorfes. La prova és senzilla si notem que un homomorfisme de
monoides M — N és un isomorfisme si, i només si, el functor M — N que induix és
un isomorfisme de categories.
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Definicio 2.11. Siguen C i D dues categories, S una subcategoria de C i T una subca-
tegoria de D. Siguen Is: S — C i IT: T — D els seus respectius functors d’inclusio.
Donat un functor F': C — D, definim les operacions segiients:

1. La restriccié F|g: S — D de F a S com la composicié F'|g := F o Is.

2. La correstriccio F|': C — T de F a T, si existix, com l’l’mi functor G tal que
IT oG =F.

La restriccié i correstriccié simultania es denota per F [-Sr.
Nota 2.9 (Restriccio, correstriccié i composicio). Siguen F: C — D i1 G: D — E
functors, S una subcategoria de C i U una subcategoria de E tal que existix GIY. Per

definicio, la restriccio i correstriccio simultania (G o F)[¢ és 'anic functor H: S — U
que complix la factoritzacié segiient:

IyoH =(GoF)ls.

Pero
Ito(GlV o Flg) = (IyoGY) o Fls (Ass. de la composicio)
=GoFg (Def. de correstriccio)
=Go(Fols) (Def. de restriccio
=(GoF)ols (Ass. de la composicio)
=(GoF)ls. (Def. de restriccio)

Per la unicitat de la correstriccié, concloem que
GlVo Flg=(GoF)IY.

Per altra banda, si T és una subcategoria de D amb el seu functor d’inclusi6é IT: T —

D tal que existix F'|T, aleshores
GltoF |T=GoPF.
En efecte:
GltoF|T=(Golt)o F|T (Def. de restriccio)
=Go(ItoFIT) (Ass. de la composicio)
=GoPF. (Def. de correstriccio)

'El functor d’inclusi6 és un monomorfisme en Cat.
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Definirem ara dues propietats dels functors sovint descrites com a versions locals
d’injectivitat i sobrejectivitat sobre els conjunts de morfismes:

Definici6 2.12. Siguen Ci D categories i F': C — D un functor entre elles. Direm que:

1. F és fidel (faithful) quan, per a tot parell c1,co d’objectes de C i per a tot parell
fi, fa: c1 — c2 de morfismes de C, la igualtat F(f1) = F(f2): F(c1) — F(c2)
implica f1 = fo.

2. F és ple (full) quan, per a tot parell ¢1,co d’objectes de C i per a tot morfisme
g: F(c1) — F(c2) de D, existix un morfisme f: ¢; — co de C amb g = F(f).

Les composicions de functors plens (respectivament, fidels) son plens (respectivament,
fidels).

Nota 2.10. Estes dues propietats es poden visualitzar en termes de conjunts de morfis-
mes. Fixats un parell d’objectes c1,co de C, F': C — D assigna a cada f: ¢y — ¢o un
morfisme F(f): F(c1) — F(c2) i, per tant, definix una aplicacié de conjunts

F., ¢, :Homc(eq, c2) — Homp (F(cl), F(cz))

f — E(f).

Aleshores, F' és fidel quan, per a tot parell d’objectes c1, c2, 'aplicacio Fg, ., és injectiva,
i ple quan és sobrejectiva. Per a un functor que és tant ple com fidel, i.e., plenament
fidel (fully faithful), cadascuna d’estes aplicacions és una bijeccié. No obstant aixo, cal
notar que ser plenament fidel és una condicié necessaria perd no suficient per a parlar
d’un isomorfisme de categories. A més de ser plenament fidel, un functor necessita també
definir una bijecci6 sobre els objectes per poder ser invertible.

Exemple 2.12. Si S és una subcategoria de C, el functor inclusié Is: S — C és auto-
maticament fidel. A més, S sera una subcategoria plena si, i només si, Is és ple.

2.3 Construccions sobre categories

En este apartat formalitzarem un parell de construccions fonamentals que han emergit
de manera natural al llarg del procés de redaccié d’este treball: la categoria oposada i el
producte de categories.

2.3.1 Contravariancia i categoria oposada

En categories, la nocié general de dualitat es concreta en la idea de categoria oposada.
Si visualitzem els morfismes d’una categoria com a fletxes que apunten del seu domini al
seu codomini, la categoria oposada no és més que el resultat de, formalment, “donar la
volta” a totes les fletxes. Este procés dona lloc a una nova categoria. Donem la definicid
a continuacio:
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Definicié 2.13 (Categoria oposada). Donada una categoria C, definim la seua categoria
oposada o dual, denotada per C°P, com a la categoria que té:

1. Com a objectes els mateixos objectes que C, és a dir, Ob(C°P) = Ob(C).

2. Una correspondéncia biunivoca entre morfismes: per a cada morfisme f: x — y
en C, un tnic morfisme oposat f°P: y — x. Es a dir,

Homcer (y, ) = Homc(z,y)
per a tot parell d’objectes x,y en C.
3. Per a cada objecte ¢ de C,
idS™ = (id$)°P = idS.
4. Com a regla de composici6
() o= (g°) = (g o )™

definida, exactament quan g o f també ho esta.

f fr

rT—— r+———Y

Y
g op g’
go© f h (fP) o< (g°P)

Com a exemple de com la categoria oposada encapsula eixa nocié de dualitat, es pot
deduir facilment que un morfisme f és un monomorfisme (respectivament, un epimorfis-
me) si, i només si, f°P és un epimorfisme (respectivament, un monomorfisme). Es també
senzill comprovar que, per a cada categoria C,

1. COP és, efectivament, una categoria,
2. (CoP)op = C.

Aco evidencia, no només que tota categoria té una oposada, siné també que tota cate-
goria és 'oposada d’alguna altra. Ag¢o té una implicacié molt forta, i és que provar una
propietat per a tota categoria implica necessariament provar la propietat dual també per
a tota categoria.

Exemple 2.13. Siga M un monoide. Si denotem per C(M) la categoria amb un sol
objecte induida per M (vegeu Proposicio , es complix la identitat:

(C(M))*" = C(M).

Es a dir, la categoria oposada a la categoria induida per un monoide coincidix amb la
categoria induida pel monoide oposat.
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L’existéncia de la categoria oposada ens permet formalitzar aquelles assignacions que,
com haviem anticipat al final de I’Exemple en parlar de U', invertixen el sentit dels
morfismes. En efecte, siga T': C°® — D un functor. Per definici6, T assigna a cada
objecte ¢ de C°P un objecte T'(¢) de D i a cada morfisme fP: 02 — ¢1 de C°P un
morﬁsme T(foP): T(cy) — T(c1) amb T(f°P o™ goP) = T(f°P) oP T'(¢°P) sempre que
fOoP oC% oP estiga definida.

Este functor T el podem escriure directament en termes de la categoria original
C si escrivim T(f) en lloc de T(f°P). En esta situacio, direm que T és un functor
contravariant. Donem a continuacié la definicié rigorosa:

Definici6 2.14 (Functor contravariant). Un functor contravariant de C en D, escrit
F: C — D, és una assignacio que envia objectes ¢ en C en objectes F'(c) en D i morfismes
f:c1 — ca en C en morfismes F(f): F(c2) — F(c1) en D. En forma esquematica:

F:C—— D

&1 F(er)
fJ — |0
C2 F(CQ).

Estes assignacions han de satisfer dues condicions:

1. Preservar identitats: F(id$) = id%(c) per a tot ¢ € Ob(C):

c F(ec)
1dcch — TF(ldc) 1dD( )
c F(ec)

2. Preservar composicions (de forma contravariant): F(go f) = F(f) o F(g) per a tots
els morfismes f: ¢; — 9, g: co — c3 en C:

Fr-C—— D

— C1 F(e1) 4

q F)|

gof| 2 +——— Fle) |[Flgof)=F(f)oF(g)
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Com hem dit abans, als functors ordinaris s’anomenen també functors covariants per
diferenciar-los dels contravariants.

Nota 2.11. Com hem vist, donar un functor contravariant de C en D és equivalent
a donar un functor covariant de C°? en D. Esta correspondéncia reduix l'estudi de la
contravariancia a alld que ja sabem sobre functors covariants, evidenciant que no es tracta
d’una construccié conceptualment nova.
Nota 2.12. La composici6 de functors covariants i contravariants seguix una regla ana-
loga a la llei dels signes: compondre dos functors contravariants dona lloc a un functor
covariant, mentre que compondre un functor covariant amb un de contravariant es tra-
duix en un de contravariant.

Ja estem en situacié d’estudiar I’assignacio UT.
Exemple 2.14. Considerem l'assignacié U' de Set!! en Set que envia:

1. Un objecte de Set!!, és a dir, un conjunt X, en ell mateix com a element de Set.

2. Un morfisme en Set!!| és a dir, un objecte (f,¢9): X — Y, on f: X — Y i
g: Y — X s6n aplicacions de conjunts, en g: ¥ — X.

Es a dir, tenim

Ul:Set!! ————— Set

X X
(f,g)J — ]q
Y Y

Comprovem que U és un functor contravariant de Set!! en Set.

Demostracid. Preserva identitats:

b X
T
gt J v Tidi‘?t
X X.

Trivial per la definici6 de id%f‘tlT = (idS¢, id3eY).
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Preserva composicions (de forma contravariant):

X X
(fl’gl)J( ng
Y L Y
(f2,92)J WQQ
Z Z.
Es té que
U ((f2,92) 0> (f1,91)) = U ((f2 0 fi, 91 0 g2)) (Def. de o%'")
=g1092 (Def. de UT)
=U'((f1,91)) o U ((f2,92))- (Def. de U

O]

De la mateixa manera que tota categoria dona lloc a una oposada, qualsevol functor
entre dues categories induix de manera tnica un functor entre les seues respectives opo-
sades. Esta construccié, que completa la nocié de dualitat en categories, es formalitza a
continuacio:

Definicié 2.15. Tot functor F': C — D induix un tnic functor oposat

FoP;CoP ——— DoP

C1 F(e1)
i
C2 F(CQ).

A més, es complix (F°P)°P = F.

Nota 2.13. Cal remarcar que la dualitat invertix els morfismes pero no els functors.
Es a dir, tot i que la notacié puga fer pensar el contrari, el functor oposat F°P és un
morfisme en Cat, no el corresponent a F' en Cat®P.

Nota 2.14. De les definicions anteriors se seguix que l’assignacio (+)°P es comporta com
un functor covariant (+)°P: Cat — Cat. Este functor envia cada categoria C a la seua
oposada C°P i cada functor F al seu oposat F°P i és una involucié en Cat, i.e., complix
que ()P o (+)° = Idcat. No demostrarem la seua functoralitat per brevetat.

Del fet que (+)°P siga una involuci6 es deriva immediatament que I’assignaci6 ()P
és un isomorfisme de la categoria Cat en ella mateixa, tot i que convé remarcar que una
categoria C no és, en general, isomorfa a la seua oposada C°P.
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2.3.2 Producte de categories

Estudiem ara una nova construccié que ens permet obtindre, a partir de dues categories,
una de nova: el seu producte.

Definicié 2.16 (Categoria producte). Siguen C i D dues categories. Aleshores, C x D és
una categoria, on:

1. Ob(C x D) = Ob(C) x Ob(D). Es a dir, els objectes sén parells ordenats (c,d), on
c € Ob(C) id € Ob(D).

2. Mor(C x D) = Mor(C) x Mor(D), o el que és el mateix,
HOmCXD((Cl, dl), (02, dQ)) = HOmc(Cl, 02) X HOmD(dl, dg)

per a tota parella d’objectes (c1,dy), (c2,d2) en C x D. Es a dir, els morfismes son
parells ordenats (f, g), on f € Homc(c1,c2) 1 g € Homp(dy, d2).

3. La composicié ve donada per
(f2,92) o (f1,91) = (f2© f1,92 0 1)

4. Per a cada objecte (¢, d), el morfisme identitat ve donat per
g = (idg, idg).
Exemple 2.15. Donats M i N monoides, es té que
C(M x N) = C(M) x C(N),
on C(M) denota la categoria induida pel monoide M.

Definicié 2.17. Definim les projeccions del producte
Cé————CxD———5D

com els functors definits sobre morfismes (respectivament, objectes) per Pi(f,g) =
fy Pa(f,g) = g. Estes projeccions tenen la segiient propietat:

Proposicié 2.6. Donada una categoria E i dos functors

H
C ¢ E D

existiz un unic functor F: E— CxX D amb PioF =G i Poo F = H. Visualment:
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E

/ 3NF N\ H
P P

C«+—CxD——D.

Demostracio. Les condicions Py o FF = G i P, o F = H obliguen a que, per a cada
morfisme f en E (respectivament, objecte), F(f) = (G( £, H(f )) Reciprocament, definir
F(f) == (G(f),H(f)) satisfa les condicions requerides. O

Havent descrit ja els functors que van a parar a productes de categories, abordem ara
aquells que partixen de productes.

Definicié 2.18. Anomenem bifunctor —o functor de dos objectes variables— a tot aquell
functor la categoria de partida del qual siga una categoria producte. La generalitzaci
del concepte al producte de n categories és I’anomenat multifunctor. Aixi, un bifunctor
és un multifunctor amb n = 2.

Exemple 2.16. Siga C una categoria. Considerem ’assignaci6 Homc(,+) de C°P? x C en
Set que envia

1. Un objecte (z,y) de C°P x C en Homc(z,y).

2. Un morfisme en C°P x C de (z,y) en (2/,%/), és a dir, un parell (f°P,g) tal que
f:x' — x, g: y — v/ s6n morfismes en C, en

Homc(f°?, g): Homc(z,y) — Homc(z',y/)
h — gohof.
Es a dir, tenim

Homc(+,#): C°P x C ——— Set

(xa y) HOIIlC (xa y)
(.9 ——  |Home(sr,g)
(', ) Homc (2/,y').

Comprovem que Homc(+,+) és un bifunctor de C°? x C en Set:

Demostracié. Preserva identitats:

(.%',y) HOHIC(.T,y)
(id,, idy)l Home() | lHomc(idx, id,)

(.CL‘, y) Homc(x,y).
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Siga h € Homc(x,y). Per definici6 de Homc(,+) tenim que
Homc(idy, idy)(h) = idy o hoid, = h,

d’on concloem que
Homc (idz, idy) = idHomc(ﬂc,y)'

Preserva composicions:

(z,y) Homc (7, y)
(ffpvgl)l lHomC(ffpvgl)
1o Homc (.’ ) ’oo
(l’,y) — HOch(CL',y)
(55.92) | | Home (75", 2)
(x//7 y//) Homc(a:”, y//).

Si h € Homc(z,y), trobem la segiient cadena d’igualtats:

Homc ((f37, 92) o (f;*,91)) (h)
= Homc(f5" 0 /1, g2 © g1)(h)
= Homc((fl o f2)°P gg 0 gl)(h) Def. de composici6 en cat. op.)
=(geog1)oho(fiof2) Def. de Homc(+,+))

(Def. de composici6 en cat. prod.)
(
(
=goo(gioho fi)o fo (Associativitat de la composicio)
(
(
(

= g2 o Homc (1", g1)(h) © f2 Def. de Homc(-,+))
= Homc(f3", g2) (Homc (1, 91) () Def. de Homc(+,))
= (Homc(f5", g2) o Homc (f7%, g1)) (h). Def. de composicio)

Per tant,

Home ((f57, g2) o (f1*,91)) = Homc (5", g2) o Home (f7*, g1).

Concloem que Homc(+,+) és un bifunctor de C°P x C en Set. O

Nota 2.15. Siga C una categoria i siga ¢ objecte en C fixe. Aleshores, Homc¢(c,*)
(respectivament, Homc(+, ¢)) és un functor covariant (respectivament, contravariant) de
C en Set.

Proposicié 2.7 (Functor producte). Si F': C; — Dy G: Co — Dy sdn functors (co-
variants), aleshores

FxG:CixDy ———— Cyx Dy

(c1,dh) (F(e1),G(dh))
(fo)| ——  |(F(.GW)
(c2,d2) (F(c2), G(d2))
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és un bifunctor de C; x D1 en Cy x Ds.

Demostracio.

Per a cada (¢, d) objecte en C; x D tenim que

(F x @Q)(idS %P1y = (F x @) (idS,id51)

(o) Def. de morf. identitat en cat. prod.)
= (F@id$), GGd))

Def. de functor producte)

(
(
(
(

= (1d%2(c) id(D;r‘E d)) F, G functors)
1d(C1§§g§(c d) Def. de morf. identitat en cat. prod.)

Per altra banda, si (f1,91): (c1,d1) — (c2,d2), (f2,92): (c2,d2) — (c3,d3) son morfis-
mes en C; x Dq, aleshores

(F x G)((f2:92) © (f1,91))
= (FxG)(f20 fi,92091) (
(F(f20 f1),G(g2091)) (
(F(f2 )o F( fl G(g2) o G(g1)) (F i G functors)
( (
( (

Def. de composicio6 en cat. prod.)

Def. de functor producte)

F(f2),G(g2)) o (F(f1),G(qn))
(F xG) fz,gz)) o ((FxG)(f1,91)).

Def. de composici6 en cat. prod.)

Def. de functor producte)

Aix0 demostra que F' X G és un bifunctor de C7 x Dy en Co X Ds. O

Nota 2.16. De les definicions anteriors se seguix que 'operacié x és un functor
x : Cat x Cat — Cat.

Existixen functors similars Mon x Mon — Mon, Set x Set — Set, etc. El primer descriu
la construccié del monoide producte, mentre que el segon descriu el producte cartesia de
conjunts.

2.4 Algunes construccions functorials

Dedicarem esta seccié a formalitzar la functorialitat de diverses construccions que han
anat apareixent al llarg del text. Cal remarcar que la seleccio de functors que presentem
aci constituix 'auténtic nucli d’este treball. Sobre ells pivotaran els capitols segiients, on
introduirem les ferramentes categorials adequades —com ara les transformacions naturals
i les adjuncions— per a analitzar-los en profunditat. En tltima instancia, I’estudi d’estos
functors ens permetra tragar un mapa rigords de les relacions estructurals que connecten
les categories Set, Mon i Cat.
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2.4.1 Construccié del monoide lliure

En el Capitol [I] vam descriure dues formes de construir monoides de forma natural a
partir de conjunts: el monoide d’endomorfismes i el monoide lliure. Comengarem estu-
diant I'assignacioé que associa a cada conjunt el seu monoide lliure. Considerem, doncs,
'assignaci6 (+)* de Set en Mon que envia:

1. Un objecte de Set, és a dir, un conjunt X, en X* = (X*, A, ).

2. Un morfisme en Set de X en Y, és a dir, una aplicaci6 f: X — Y, a I’homomor-
fisme de monoides

() (f)=f*=(ny o )"

(¢)*:Set ——  Mon

X X*
oy
Y Y*.

Notem que, si f: X — Y és una aplicacio, f* existix per propietat universal i és
I"inic homomorfisme de monoides satisfent

U(f*)onx =nyof,

on U denota el functor d’oblit de Mon en Set definit en I’Exemple Aixi, U(f*) no és
més que I’homomorfisme f* vist com a aplicacié entre conjunts:

nx

X U(X*)
f U(F) =U((ny o fF).
Y - U(Y™)

Proposicio 2.8. (+)* és un functor de Set en Mon.

Demostracio. Preserva identitats:

X X
: (+) -
idx — idy
X X*,
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on id% = (nx oidx)f. Volem veure que id% = (+)*(idx) = id(.)«(x) = idx+. Notem que
id% és I"inic homomorfisme de monoides de X* en X* satisfent

U(idy) o nx = nx oidx.

Per altra banda, idx+: X* — X* és un homomorfisme de monoides que satisfa

(U(idx+) o nx)(z) = U(idx+) (nx () (Def. de composicio)
= idx~ (nx (z)) (Def. de U)
= idx- ((z)) (Def. de nx)
= (z) (Def. de idx+)
= nx () (Def. de nx)
= nx (idx () (Def. de idx)
= (nx oidx)(z). (Def. de composicid)

Per tant, idx« satisfa
U(idx+) onx = nx oidy.
Aixi, per la unicitat de id% es té que
(+)"(idx) = idy = idx+ = id(.)«(x)-
Preserva composicions:

X X*

(.)* Jf*

Zx.

Volem veure que (go f)* = (+)*(go f) = (+)*(9) o (+)*(f) = g* o f*. Recordem que
(go f)* és I'"inic homomorfisme de monoides de X* en Z* satisfent

U((go f)*) onx =nzo(go f).

Per altra banda, g* o f* és un homomorfisme de monoides de X* en Z* en ser composicio
d’homomorfismes i, a més,

Ulg*o f*)onx = (U(g*) o U(f)) onx
=U(g") o (U(f*) onx)
=U(g") o (ny o f)
= (U(g")ony)of
=(nzog)of
=nzo(gof)

(U functor)

(Associativitat de la composicio)
(Propietat universal de f*)
(Associativitat de la composicio)
(Propietat universal de g*)
(Associativitat de la composicio)
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Per la unicitat de la propietat universal de (g o f)* es té que
(gof) =g of”

i concloem que (+)* és un functor de Set en Mon. O

2.4.2 Construcci6é de I’End

Continuem estudiant I'altra forma de construir monoides a partir de conjunts: el mo-
noide d’endomorfismes. Com ja vam remarcar al Capitol [I, mentre que el lliure crea
estructura “del no-res”, el monoide d’endomorfismes partix d’una regla de composici6 —
d’aplicacions— preexistent que resulta problematica a I’hora de definir-lo com un functor
Set — Mon.

En efecte, una analisi de la situacié ens fa adonar-nos que tal assignacid, d’existir,
hauria d’enviar cada aplicacié de conjunts f: X — Y en un homomorfisme de monoi-
des Endset(X) — Endset(Y). Per definir esta transformacié de manera natural i
sistematica, cada endomorfisme ¢ € Endse(X) hauria d’induir un endomorfisme en Y
mitjancant la composicié amb f perd agd presenta un inconvenient fonamental: si bé la
composicioé f o ¢ ens permet aconseguir el codomini Y de forma senzilla, que el domini
també siga Y resulta, en general, impossible sense tindre informacié addicional sobre f.

Podriem limitar el nostre objectiu i intentar definir esta construccié en Set!!, apro-
fitant que els seus objectes son els del nostre interés i els seus morfismes X — Y ens
oferixen una forma tant d’entrar com d’eixir de Y. No obstant aix0, es comprova fa-
cilment que demanar que els morfismes de Set!! s’envien a morfismes de Mon —i que,
per tant, es preserve la unitat— obliga a que qualsevol morfisme (f,g): X — Y en
Set! complisca f o ¢ = idy, condicié que, en general, no se satisfa. La forma de resoldre
este inconvenient és treballar sobre una categoria en qué tots estos morfismes problemé-
tics no existisquen: Set”¥ la categoria de conjunts i bijeccions entre ells. Considerem
'assignacioé Endset(+) de SetP en Mon que envia:

1. Un objecte de Set’, un conjunt X, en Endset (X)), el monoide d’endomorfismes
de X.

2. Un morfisme de Set? de X en Y, és a dir, una aplicacié de conjunts f: X — Y
bijectiva

Endset(f) : Endset(X) — Endset(Y)

) }—>fo<pof71.

Es a dir, tenim
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Endset(+): SetPd ——————— Mon

X EndSet(X)
fJ —_ lEndset(f)
Y Endset (Y) .

Proposicio 2.9. Endse(+) és un functor de Set en Mon.

Demostracid. Preserva identitats:

X Endset (X )

. Endse(+) .

idx —_ Endget (1dx)
X Endset (X) .

Volem veure que

Endset (idX) = idEndSet(X) :

Per aixd comprovarem com Endset(idx) actua sobre els elements de Endset(X). Siga
¢ € Endset(X). Tenim que

Endse(idx ) () = idx o poidy! (Def. de Endse(+))
=idx opoidy (idy idempotent)
= (Def. de idx)
= idEndSEt(X)(SO)- (Def. de idEndsﬂ(X))
Preserva composicions:
X Endse: (X)
fJ | Endsu(
Y Dndseds) | Endse:(Y)
QJ lEndSet(Q)
Z Endset(Z)

Volem veure que
Endset(g o f) = Endset(g) o Endset(f).

Igual que amb la identitat, comprovarem com Endset(g o f) actua sobre els elements de
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Endset(X). Siga ¢ € Endset(X). Aleshores trobem la segiient cadena d’igualtats:

Endsec(g 0 f)(9) = (go f)opo(go f)
=(gof)opo(ftog™

(Def. de Endset(+))

(
=go(fopofHog!t (Ass. de la composicio)

(

(

(

Inversa de composicio)

= goEndse(f)(¢) 0 g™? Def. de Endse(+))

= Endset(9) (Endset(f)(cp)) Def. de Endset(+))
= (Endset(g) o Endset(f)) (), Def. de composicio)

arribant aixi on voliem. O

2.4.3 Construccié de I’End per a categories puntejades

En la definici6 de la construccié anterior, el problema principal al qual féiem front era
la manca d’una forma natural de traslladar els endomorfismes d’un objecte als d'un
altre amb les eines de qué disposavem. Per sort, la teoria de categories ens dota de
ferramentes potents que ens permeten resoldre este obstacle i generalitzar la noci6é de
monoide d’endomorfismes a qualsevol objecte de qualsevol categoria, en lloc de restringir-
nos només als conjunts.

La idea és usar els functors que partixen de la categoria a la qual pertany el nostre
objecte com a forma d’enviar els endomorfismes d’un lloc a un altre pero sense perdre de
vista 'objecte d’interés. Esta necessitat de vincular un objecte a la seua categoria ens
conduix directament al marc de les categories puntejades.

Considerem l’assignacié End, de Cat, en Mon, que envia
1. Un objecte de Cat,, una categoria puntejada (C,c), en el monoide Endc(c).

2. Un morfisme en Cat,, és a dir, un objecte F': (C,c) — (D, d) tal que F': C — D
és functor 1 F'(¢) = d, en ’homomorfisme de monoides

End.(F): Endc(¢) — Endp(d)
S — F(f).
Es a dir, tenim

End,: Cat, ———— Mon

(C,e) Endc(c)
Fl S lEnd*(F)
(D, qd) Endp(d).

Nota 2.17. Notem que
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1. End.(F) preserva el neutre:

End.(F)(egndc(c)) = End.(F)(id.) (Def. de Endc(c))
= F(id.) (Def. de End,)
= idp(c) (F functor)
= idy (F morfisme en Cat,)
= eEndD(d). (Def de End[)(d))

2. End,(F') preserva les operacions en Endc(c) i Endp(d) (la composicio): Si f, g €
Endc(c). Aleshores

End.(F)(go f) = F(go f) (Def. de End,)
= F(g)o F(f) (F functor)
= End.(F)(g) o End.(F)(f). (Def. de End,)

Aixi, End,(F') és homomorfisme de monoides i End, esta ben definit.
Proposicié 2.10. End, és un functor de Cat, en Mon.

Demostracio. Preserva identitats:

(C,o) Endc(c)
Idcl & lEnd* (Idc)
(C,e) Endc(c).

Volem veure que End.(Idc) = idgndc(e)- Per aixo, comprovarem com actua sobre ele-
ments de Endc(c). Siga f € Endc(c). Es complix

End,(Idc)(f) = Idc(f) (Def. de End,)
=f (Def. de Idc)
= idgndc(e) (f)- (Def. de idgndc(e))

Preserva composicions:

(Cie) Endc(c)

F End,.(F
l End, ‘L "

(D,d) ——— Endp(d)

Gl lEnd*(G)

(E,e) Endg(e).
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Volem veure que End, (G o F') = End,(G) o End,(F). Per a f € Endc(c):

Bnd. (G o F)(7) = (@© ) (
G(F(f)) (Def. de composicio de functors)
= G(End (B)(f )) (Def. de End,)
= End,(G) (End.(F)(f)) (Def. de End,)
= (End,(G) o End (F)(f)- (Def. de composicid)

Def. de End,)

Ac¢o demostra que End, és un functor de Cat, en Mon. O

Este functor ens permet visualitzar les categories com col-leccions de monoides —un
per cada objecte— connectats mitjancant els morfismes de la propia categoria. Esta
intuici6 sera util en capitols seglients.

Nota 2.18. Igual que vam veure en ’Exemple[I.5] per a qualsevol categoria C i qualsevol
parell d’objectes z,y en C, el monoide Endc¢(y) induix una accié sobre el conjunt de
morfismes Homc(x,y) definida per la composicié a l’esquerra:

o: Endc(y) x Homc(z,y) — Homc(z,y)
(9,f) —  gof.
2.4.4 Identificaci6 de monoides amb categories

En la Proposici6[2.1] vam introduir la idea de categoria induida per un monoide, construc-
ci6 que connecta amb la visi6 de categoria com a col-lecci6 de monoides interconnectats
que hem presentat al final de ’Apartat 2.4.3] Continuarem veient que esta assignacio és
functorial:

Considerem ’assignacié C de Mon en Cat, que envia:

1. Un objecte de Mon, és a dir, un monoide M, en M, la categoria a la qué dona lloc
M, descrita en la Proposicio 2.1]

2. Un morfisme en Mon de M en N, és a dir, un homomorfisme de monoides f: M —
N, en el functor

C(f):M——— N

EM EN
EM EN -

Es a dir, tenim
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M M
fl — jcm
N N

Nota 2.19. Notem que
1. En ser ide,, = enm 1 f homomorfisme de monoides,
C(f)(em) = f(em) = en.
(Entenent a epp i en com a morfismes).

2. Si mq,mo s6n morfismes en M, aleshores

C(f)(mz0my) = f(mgomi) (Def. de C)
= f(maz en my) (Def. de M)
= f(mg) en f(m1) (f homomorfisme de monoides)
= f(m2) o f(m1) (Def. de N)
= C(f)(m2) o C(f)(m1).  (Def. de C)

Concloem, per tant, que, donat un homomorfisme de monoides f, C(f) és functor i, com
a conseqiiéncia, C esta ben definit.

Proposicié 2.11. C és un functor de Mon en Cat.

Demostracio. Preserva identitats:

M M
. C .
ldMJ — JC(ldM)
M M.

Volem comprovar que C(idpg) = Idm. Per a aixo, comprovarem com C(idy) actua sobre
objectes i morfismes de M. Per definicié de C,

C(idn)(enm) = em = Idm(em).

Per altra banda, si m és un morfisme en M, tenim que

C(idm)(m) = idpm(m) (Def. de C)
=m (Def. de idpm)
= Idm(m). (Def. de Idm)

Arribem a la conclusié desitjada.
Preserva composicions:
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M M
f |
N — N
/| |
P P

Volem demostrar que C(f o g) = C(g) o C(f). Igual que amb la identitat, hem de
comprovar com actua C(f o g) sobre objectes i morfismes de M. Pel que fa als objectes:

C(f)

C(g)

(Clgo f))em) =ep (Def. de C)
= g(en) (9 homomorfisme de monoides)
= C(g)(en) (Def. de C)
= C(9)(f(em)) (f homomorfisme de monoides)
= C(9)(C(f)(em)) (Def. de C)
= (C(g) o C(f))(em) (Def. de composicio)
Pel que fa als morfismes
C(go f)(m) = (go f)(m) (Def. de C)
= g(f(m)) (Def. de composicio)
= C(g)(f(m)) (Def. de C)
= C(9)(C(£)(m)) (Def. de C)
= (C(g) o C(f))(m) (Def. de composicio)

per a tot morfisme m en M. Per tant, C(fog) = C(g)oC(f), acabant aixi la demostracio.
O
2.4.5 Identificaci6 de monoides amb categories puntejades

Amb l'objectiu d’aprofundir en l'estreta relaci6 entre categories (puntejades) i monoides
que venim enunciant —i per tal de disposar tant d’una via d’entrada com una d’eixida
d’estos dos mons—, es presenta a continuacioé una xicoteta variaci6 del functor C definit
a l'apartat anterior.

Denotarem per C, 'assignaci6 de Mon en Cat, que envia:

1. Un objecte de Mon, és a dir, un monoide M, en (M, eng), pero esta vegada destacant
el seu tnic objecte.

2. Un morfisme en Mon de M en N, és a dir, un homomorfisme de monoides f: M —
N, en el functor
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C.(f): M,em) — (N, en)

eM eN
eM eN.

Es a dir, tenim

C.,: Mon ——— Cat,

M (M, em)
fJ — e
N (N,en).

Nota 2.20. Seguint un raonament analeg al de la Nota obtenim que C.(f) és
un functor. A meés, es té que C.(f)(em) = en. Per tant, per a tot homomorfisme de
monoides f, C,(f) és morfisme en Cat,. Aixi, C, esta ben definit.

Proposicié 2.12. C, és un functor de Mon en Cat,.

La demostraci6 es basa en la demostracio feta en la proposicié anterior i no té cap
interés afegit. L’ometem per brevetat.

Nota 2.21. Tenint ja definits els functors d’entrada i eixida entre els mons dels monoides
i les categories puntejades, el segiient pas logic és comprovar si estes assignacions sén
consistents entre si. Com veurem a continuacio, la relacié entre estos dos functors és tan
estreta que la seua composicié resulta ser, precisament, la identitat en Mon. Comprovem-
ho analitzant com actua esta composicié sobre objectes i morfismes. Siga M = (M, e, ¢)
un monoide. Aleshores, es té que

(End, o C,)(M) = End, (C,(M))
= End,((M,¢))

Def. de composicié de functors)

Def. de C,)

~—~ o~/

= Endpm(e) Def. de End,)

=M Definici6 de M)

= Idmon(M). (Def. de Idmon)

Per altra banda, si f: M — N és homomorfisme de monoides, es té que
(End, o C,)(f) = End,(C.(f)) (Def. de composici6 de functors)

= C.(f) (Def. de End,)

=f (Def. de Cy)

= Idmon(f)- (Def. de Idmon)

Concloem que
End, o C, = Idpmon.
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Nota 2.22. De la nota anterior es deduix que C, és un functor plenament fidel. En
primer lloc, per a provar la fidelitat, considerem dos morfismes f1, fo: M — N en Mon.
Si suposem que C.(f1) = C.(f2), Paplicacio del functor endomorfisme ens dona:

End, (C.(f1)) = End.(C.(f2)),

la qual cosa implica immediatament que f1 = fs.

Per altra banda, per a demostrar que C, és ple, considerem un functor qualsevol
F: C,(M) — C,(N). Aplicant End, a tot 'esquema, obtenim I’homomorfisme de
monoides End,(F): M — N. A partir de les definicions dels functors involucrats, es
comprova facilment que C, (End* (F )) =F.

Tot i que hem vist que End, o C, = Idmon, no resulta sorprenent que la composicié
inversa no coincidisca amb Idc,t, . En efecte, construir el monoide d’endomorfismes sobre
un objecte d’una categoria per a, posteriorment, “categoritzar-lo”, no permet recuperar
Iestructura de la categoria original en la seua totalitat. Esta asimetria és natural, ja que
en el procés de construccié del monoide d’endomorfismes hem ignorat la resta d’objectes
i morfismes de la categoria de partida. Tot i aix0d, C, o End, i Idca, estan estreta-
ment relacionades mitjancant les anomenades transformacions naturals, uns “morfismes
de functors” que seran el nostre objecte d’estudi en el Capitol[3] Pero abans, presentarem
un tltim functor.

2.4.6 Identificacié6 de monoides amb M-conjunts

Finalitzem este apartat, i amb ell el present capitol, amb 'assignacio6 (+)-Set de Mon en
Cat que envia:

1. Un objecte de Mon, és a dir, un monoide M, a la categoria associada M-Set pre-
sentada en I’'Exemple

2. Un morfisme de Mon, és a dir, un homomorfisme de monoides f: M — N en el
functor

f-Set:N-Set ——— M-Set

(X,x) (X, .&)
hJ — Jh
(Y,+y) (Y,).

Es a dir, tenim

(+)-Set: Mon ——— Cat

M M-Set
fl —_ Tf—Set
N N-Set.
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Nota 2.23. Abans de fer res, si M = (M,e,epg) 1 N = (N, *,en) son dos monoi-
des, f: M — N és un homomorfisme de monoides i (X,+x) és un N-conjunt hem de
f

demostrar que «y és accié (a esquerra) de M sobre X, on

Jo=xo(fxidy): Mx X — X

(m,2) — mba=flm)xa

1. Pel que fa a 'accié de la unitat,

emM g( x = flem) x x (Def. de ﬁ;)
=eN°'X (f homomorfisme de monoides)
=z (+x acci6 de N sobre X)

per a tot x € X.

2. Si ara triem mo, m1 € M, es complix que

mo é; (my _J;( x) = me _J;( (f(ml) oy ac) (Def. de éc)
= f(ma)~x (f(m)-x @) (Def. de-})
= (f(m2) * f(m1)) -x (+h acci6 de N sobre X)
= f(mgemy)x x (f homomorfisme de monoides)
(

= (mg @ myq) _{( x Def. de é()

per a tot x € X. Per tant, g( és acci6 a esquerra de M sobre X.

Nota 2.24. Cal també demostrar que, si h: (X,-x) — (Y,+y) és aplicaci6 de N-
conjunts, aleshores
F-Set(h) = h: (X,4) — (v.+])

és aplicacié de M-conjunts. Per a aixo, suposem m € M,z € X. Aleshores,

h(m % x) = h(f(m) -x 2) (Def. de +%)
= f(m)+y h(zx) (h aplicacio de N-conjunts)
= m . h(z) (Def. de +))

Per tant, h és aplicacié de M-conjunts i, juntament amb la nota anterior, concloem que
f-Set esta ben definida.

Ja estem en condicions d’enunciar la segiient proposicié:

Proposicio 2.13. (+)-Set és un functor contravariant de Mon en Cat, i.e., un functor
de Mon®P en Cat.
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Demostracié. Preserva identitats:

M M-Set
(+)-Set
idp e idpg-Set
M M-Set.

Volem veure que idp-Set = Idpser. Per aixo, comprovarem com idpg-Set actua sobre
objectes i morfismes:

1. Siga (X, +) un M-conjunt. Hem de veure qué és +9M,

dAM — Lo (idpg x idx) (Def. de +9M)

* 0 (idM X idx) (Def. de idM)

coidprux (Def. de idMX)()
(

Def. de idMX)()

Aixi,
idp-Set (X, ) = (X, 49M) = (X, +) = Tdppse (X, ),

com voliem.

2. Respecte als morfismes, si h: (X, ) — (X, +) és una aplicaci6 de M-conjunts,
tenim, per definicid, que

idM—Set(h) =h= IdM-Set(h)~

Per tant,
idpi-Set = Idpr_get.

Preserva composicions (de forma contravariant):

M M-Set
fJ Tf—Set
(+)-Set

N ——— N-Set

QJ T g-Set
P

P-Set.

Volem veure que (g o f)-Set = (f-Set) o (¢-Set). De nou, comprovarem com (g o f)-Set
actua sobre objectes i morfismes:
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1. Siga (X, «) un P-conjunt. Aleshores,

(o) — .o ((go f) x idx) (Def. de -(#°9)
=0 ((g of)x (idx o idX)) (idx idempotent)
=0 ((g x idx) o (f x idX)) (Def. de comp. d’aplicacions producte)
= (+o(gxidx)) o (f xidx) (Ass. de la composicio)
=90 (f xidy) (Def. de +9)
= ()7 (Def. de (+9)7)
Aixi,
(g0 f)-Set((X, +)) = (X,-9°D) (Def. de g o f)-Set)
= (X, (%)) (El que acabem de comprovar)
= f-Set((X,+)) (Def. de f-Set)
— f-Set(g-Set((x. )) ) (Def. de g-Set)
= (f-Set o g-Set)((X, +)). (Def. de composicid)

2. Respecte als morfismes, es té trivialment que, si h: (X,x) — (Y,+y) és una
aplicaci6 de P-conjunts, aleshores

(go f)-Set(h) =h (Def. de (g o f)-Set)
= f-Set(h) (Def. de f-Set)
= f-Set(g-Set(h)) (Def. de g-Set)
= (f-Set o g-Set) (h). (Def. de composicio)
Per tant,
(g o f)-Set = (f-Set) o (g-Set).
Concloem, aixi, la demostracio. ]
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Capitol 3

Transformacions naturals

En teoria de categories primer definim les categories, que sén una manera de formalitzar
les transformacions que preserven certa estructura, anomenades morfismes. Després defi-
nim els functors, que sén transformacions de categories que preserven la seua estructura.
Ara definirem les transformacions naturals, que seran transformacions entre functors.
Esta successié podria suggerir una recursivitat infinita de transformacions sobre trans-
formacions. Si bé és cert que existix una disciplina dedicada a este enfocament —la
denominada teoria de categories d’ordre superior (higher category theory)—, el present
treball no pretén explorar dit camp. En la teoria de categories estandard, este procés
assolix el seu limit en les transformacions naturals, punt on conclourem el nostre estudi
de la jerarquia de morfismes.

3.1 Transformacions naturals

Construim la intuicié pas a pas. Suposem que tenim dos functors F,G: C — D i que ens
agradaria comparar-los definint transformacions entre ells. Atés que els functors actuen
tant sobre objectes com sobre morfismes, per a establir una transformacié natural entre F'
i G caldria que les imatges de cada objecte sota ambdoés functors estigueren relacionades
—mitjancant morfismes— en la categoria d’arribada.

Comencem amb els objectes. Siga ¢ un objecte en C; les seues imatges, F'(c) 1 G(c),
son objectes en D. En lloc d’imposar una relacié externa entre estos objectes, aprofi-
tarem l'estructura de la propia categoria D i buscarem un morfisme entre ells. Aixi,
una transformacié natural a: F' = G, és una seleccié de morfismes en D, un per cada
¢, que connecten F'(c) amb G(c). Cadascun dels morfismes que triem es denota com
ac: F(c) — G(c) i s’Tanomena component de « en c.

Seguim amb els morfismes. Siga f: ¢; — ¢o un morfisme en C. Com F'i G s6n func-
tors, necessariament existixen els morfismes F(f): F(c1) — F(c2) 1 G(f): G(en) —
G(c2) en D. Paral-lelament, les components de la transformacié natural ens proporcionen
els morfismes o, : F(c1) — G(c1) 1 aey: F(c2) — G(c2). En este context, 'estructura
de D ens oferix dues vies per obtindre un morfisme de F(c1) en G(c2): la composicio
G(f) o ag, i la composici6 a., o F((f). En un principi, estos dos camins no haurien de
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coincidir necessariament. No obstant aixd, podem relacionar F(f) i G(f) amb « exigint
G(f) o e = ag, o F(f). Esta igualtat 'anomenem condicié de naturalitat.

En resum, podem concebre una transformacié natural a: F = G com la seleccid
d’un conjunt de fletxes en la categoria d’arribada que traslladen el “dibuix” que fa F' en
D al que fa G

\ RN, - e
h e F(h) Fley) ———= Glea)
/ S k e

c3 F(es3) e G(e3)

de manera que tots els paral-lelograms de 'esquema de dalt commuten. Les transforma-
cions naturals se solen anomenar morfismes de functors. Donem a continuacio6 la definicié
rigorosa:

Definici6 3.1. Siguen C i D dues categories i F, G functors de C en D:

Una transformacié natural de F' en G és una col-leccié indexada a = (aC)CGOb(C) de
morfismes a.: F(¢) — G(c) en D de forma que, per a tot morfisme f: ¢; — ¢z en C
es té que el segiient diagrama commuta:

C D
F G
acl
c1 F(Cl) —_— G(Cl>

i F(J) ) G(/)

(&) F(Cz) —>a G(CQ)
c2

Es a dir, es complix la condici6 de naturalitat
G(f)OOécl :aCQOF(f)'

En este cas, escriurem a: F' = (G i ho representarem per
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Exemple 3.1. Siga M = (M, e, ¢) un monoide i M la seua categoria induida. Aleshores,
un element n € M induix una transformaci6é natural Idy, = Idy si, i només si, nem =
men per a tot m € M. La demostracié és directa per la definicié de la composicié en
M i considerant el diagrama que dona la condici6 de naturalitat.

Definicié 3.2. Direm que dues transformacions naturals o = (a)cecob(c) 1 @ = (L) ccon(c)
son iguals, i ho denotarem o = o’ si o = &, per a tot objecte ¢ en C.

Definici6 3.3. Una transformaci6 natural « les components de la qual sén isomorfismes
per a cada objecte s’anomena isomorfisme natural. Direm que dos functors F' i G s6n
isomorfs si existix un isomorfisme natural entre ells i ho escriurem «: F' = G o simplement

F=aG.

Amb l'objectiu de consolidar la nocié de transformacié natural, es presenten a con-
tinuacié un parell d’exemples que involucren dos functors definits en el capitol anterior:
Ui (+)* (estos functors es van definir en 'Exemple i l'apartat respectiva-
ment). Comengarem estudiant la situacié U o (+)*: Set — Set. Donat un conjunt A,
ens preguntem si el conjunt resultant de construir el monoide lliure per a posteriorment
prescindir de la seua estructura manté alguna relacié amb el conjunt original. La resposta
és afirmativa:

Exemple 3.2. Existix una transformacioé natural de Idse; en U o («)*.

Construccid. Podem veure que

1. Si A és objecte en Set (un conjunt), aleshores

(o))

i
=
E
!
=
>,
!
=

2. Si f és aplicacié entre conjunts,
(U () =U(C-) () =U() ="

La transformacié natural en este cas és immediata: 7 = (4) A€O0b(Set)s On N4 denota
'aplicaci6 inserci6 de generadors definida en el Capitol [1| (vegeu Definici6 [1.8]).
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Set Set
IdSet U o ( . )*
A A i A
f f ) U(f)
B B o B*

Efectivament, per definicio de (+)* es té que f* és I'inic homomorfisme de monoides
que satisfa la relacio

U(f*)ona=mnpof,

complint-se aixi la condici6 de naturalitat.

IdSet

O

La composicié inversa (+)* o U: Mon — Mon presenta una propietat analoga. En
este cas, donat un monoide M, busquem una relaci entre el monoide original i el monoide
obtingut en prescindir de la seua estructura per a considerar el seu conjunt subjacent M

i, sobre este, construir el monoide lliure. En concret:

Exemple 3.3. Existix una transformacié natural de (+)* o U en Idmoen.

Construccio. Comprovem qué fa la composicio (+)* o U sobre objectes i morfismes en
Mon:

1. Siga M = (M, e,¢) objecte en Mon. Aleshores,
() e U)(M) = ()" (UM)) = (+)"(M) = M".
2. Siga ara f homomorfisme de monoides. Aleshores,
() e U)(f) = () (Uf) = (-)(f) = £
Aixi, volem establir transformacié natural per tal que el segiient diagrama commute:
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Mon Mon
( )* o U IdMon
?
M M* M
f f* 5 f
N N* 7 N

Per la propletat universal dels mon01des lliures, existix un unic homomorfisme de
monoides 1d U : M* — M satisfent U ( id? M °oNymM) = idU( Mm)- Cal notar que este
homomorfisme ja 'hem estudiat al Capltoli (vegeu la Nota [1.2). Ens trobem en la
segiient situacio:

Nu (M)
M ——— U(M*)

@, 31U (id},

U(M).

ido vow)

Aixi, per a cada objecte M de Mon definim ep; := id? Notem que, per a tot

UM)*
homomorfisme f: M — N, foepm i eno f* son homomorfismes de monoides (de M*
en N) en ser composicions d’homomorfismes i, a més,
U(f oidf; ) o oy = (U(F) 0 UGid} ) © o) U functor)

Ass. de la composicio)

Propietat universal)

Def. de morfisme identitat)
= idymy o U(f) Def. de morfisme identitat)
(U(ldU(N)) © 77U(N)) oU(f)
= U(id}; ) © (o) 0 U(f))
= U(id?](N)) °© (U(f*) © 77U(M))
= (U(idf; )> o U(f*)) © oy
= Ulidjy) © ) © muoa

Per la unicitat de la propietat universal concloem

foeM:foid‘}J() 101N N ol =enof,

(
(
(
(
(
(Propietat universal)
(Ass. de la composicio)
(Def. de (+)%)

(Ass. de la composicio)
(

U functor)

65



és a dir, el segiient diagrama commuta:

M* M
I ) f
N N N

Per tant, ¢ = (emM)MeOb(Mon) és una transformaci6é natural en complir la condici6 de
naturalitat.

Nota 3.1. De la mateixa manera que les components de la transformacié natural 7 (de-
finida en ’Exemple satisfan la propietat universal del monoide lliure, les components
de la transformaci6 e definida en I’exemple anterior disposen d’una propietat universal
dual. Concretament, per a cada homomorfisme g: A* — M, existix una tnica aplicacid
¢ A — U(M) tal que epp o (¢°)* = g. Es a dir, el segiient diagrama commuta:

A*
| g
S
M M

Demostracio. Donat un homomorfisme g: A* — M definim

g =U(g)ona: A— UM).
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Notem que I’homomorfisme eng o (¢°)*: A* — M satisfa

U(eM o (g")*) ona=U(em) o (U((gb)*) o 77A> (U functor)
= Ul(em) © (o) © 7) (Naturalitat de n)
= (U(em) o 77U(M)) og’ (Ass. de la composicio)
= U idﬁU(M)) o) © 9’ (Def. de )
= idy ) © q (Propietat universal)
=g, (Def. de morfisme identitat)

mentre que, per definicio, ¢ = U (9) ona. Per la unicitat de la propietat universal del
monoide lliure, concloem que enp o (¢°)* = g, com voliem. O

3.2 La categoria de functors: composicié vertical

Donades dues categories C i D, hem vist que alguns functors de C en D es poden relacio-
nar mitjancant transformacions naturals. Si disposem de dues transformacions naturals
a: F = G i f: G = H, resulta natural preguntar-se si existix algun procediment
per a obtindre una transformacié natural entre /' i H. La resposta, com veurem en la
seglient proposicid, és afirmativa.

Proposicié 3.1. Siguen C, D categories, F,G,H: C — D functors i a: F = G,
B: G == H transformacions naturals amb a = (a¢)ccon(c), B = (Be)econ(c)- Aleshores,
(Be 0 ac)econ(c) €s una transformacid natural de F' en H.

Anomenem composicid vertical de o i 5, i ho denotarem o «, a la transformacid
natural

Boa:= (B0 ac)eon)-

Es a dir, tenim

Q<——
2

C

f ———

NP S

Demostracid. Siguen cq, co objectes en Ci f: ¢; — ¢o morfisme en C. Volem veure que
el seglient diagrama commuta:

F
D C Boa D.
H

a8
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c1 F(Cl) B — H(Cl)

! F(f) 5 H(f)

Cco F(Cg) B — H(C2>

trobant-nos ja en la segiient situacio:

C D
F G H
ac1 ﬁcl
c1 F(e;) ———— G(ey) ———— H(1)
|
f F(/) oen ) H(f)
l
C2 F(c2) a—Q> G(cg) ————— H(co)

0, el que és el mateix,

G(f)oaa :aCQOF(f)’ H(f)oﬁm :ﬁCQOG(f)'

Comprovem si (B 0 ac).con(c)y complix la condicié de naturalitat:

H(f)o (Be, 0 we,) = (H(f) o Be,) 0 g (Associativitat de la composicio)
= (Be, 0 G(f)) 0 g, (Condici6 de naturalitat de [3)
= Be, 0 (G(f) o agy) (Associativitat de la composicio)
= By 0 (e, 0 F(f)) (Condici6 de naturalitat de «)
= (Be, © ey) © F(f). (Associativitat de la composicio)
Concloem que S o « és una transformacié natural de F' en H. O

Observem que tenim functors, transformacions entre functors i una nocié de com-
posicié entre dites transformacions. A més, esta composicié és associativa perque la
composicié en D ho és. Només ens queda un ingredient per ser capagos de definir una
categoria on els objectes siguen els functors de C en D: la identitat.

Proposicié 3.2. Siguen C ¢ D dues categories ¢ F': C — D un functor entre elles.
Aleshores,

idp: F=F,  idr = (idp(e))econ(c)
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és una transformacio natural —de fet, un isomorfisme natural— que, a més, fa de neutre
per a la composicid vertical.

Demostracid. Considerem c1, cg objectes en Ci f: ¢y — ¢ morfisme en C. Volem veure
que el segiient diagrama commuta:

C D
F F
id,,
c1 F(Cl) _— F(Cl)
f F(f) F(f)
Co F(Cg) T F(CQ)

Evidentment,

F(f)oidp(,) = F(f) =idp(c,) o F'(f)
i, per tant, la condicié de naturalitat es complix. A més, idp( ¢és, evidentment, un
isomorfisme en D per a tot ¢ objecte en C i, per tant, idg és isomorfisme natural. ]

Ja estem en condicions de definir la categoria de functors:

Definicié 3.4. Siguen C i D dues categories. Definim la categoria de functors entre C i
D, que denotarem per D¢, com aquella on:

1. Els objectes sén functors F': C — D,
2. Els morfismes son transformacions naturals,
3. La regla de composicié és la composicié vertical,

4. El morfisme identitat per a cada F' és la transformacié natural identitat idg.

Exemple 3.4. Siga M = (M, e, ¢) un monoide i M la seua categoria induida. Aleshores
la categoria de functors Set™ és isomorfa a la categoria M-Set de M-conjunts. Per a
provar-ho, adaptarem els arguments desenvolupats en la Proposicio aprofitant les
evidents similituds formals que compartixen.

En primer lloc, observem que un objecte F € Ob(Set™) queda determinat per un
conjunt X = F'(e) i l'assignacio, per a cada m € M, d’una aplicacio F(m): X — X,
un endomorfisme de X en Set. En ser F' functor, es té que
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1. F(e) =idx (preserva la identitat),
2. F(men) = F(m)o F(n) (preserva la composicio).

Si, per a cada m € M, definim l'operaciéo m «p x := F(m)(z) © € F(e), estes condici-
ons coincidixen exactament amb les condicions de la definici6 d’accié a I’esquerra d’un
monoide sobre un conjunt.

Per altra banda, els morfismes o: F = G estan determinats per una tnica com-
ponent «a,: F(e) — G(e). La condici6 de naturalitat exigix que, per a tot m € M, el
diagrama segiient commute:

M Set
F G
e Fle) — 2 . q(e)
m F(m) Q G(m)
¢ Fle) ———— G(e)

Esta commutativitat es traduix en la igualtat a.(F(m)(z)) = G(m)(ae(z)) per a tot
x € F(e), que en termes de I'acci6 és exactament la condicié d’aplicacio de M-conjunts
ae(mepx) =meg ae(zx).

Estes correspondéncies definixen un functor Set™ — M-Set que a cada objecte F
de SetM li assigna el M-conjunt (F(e),+r) i a cada transformaci6 natural o : F = G li
assigna la seua tnica component «. : F(e) — G(e). Esta assignacié és plenament fidel
i bijectiva en els objectes i, per tant, definix un isomorfisme

SetM = M-Set.

En la Definici6 [3.I hem introduit el concepte d’isomorfisme natural. Sabent que les
transformacions naturals séon els morfismes de la categoria de functors, veurem a conti-
nuacié que esta denominacié esta plenament justificada ja que tot isomorfisme natural
admet un invers respecte a la composicié vertical.

Proposicio 3.3. Siguen C i D dues categories. Siguen F,G: C — D functors i siga
a = (ac)ceob(c) un isomorfisme natural de ' en G. Aleshores,

o= (g eeob()

és un isomorfisme natural de G en F al que anomenem invers natural de o. FEs a dir,
tenim:
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Demostracid. Notem que, per a cada c objecte en C, a1
és una transformacié natural de G en F,

en D de G(c) en F(c). !

Per veure que a~

esta ben definit i és un morfisme

considerem cq, ¢ objectes en Ci f: ¢ — ¢9 un morfisme en C. Per ara, tenim:

C D
F G
CMCl
¢ Fle) —— 25 G(e1)

| | )

(&) F(CQ) s e— G(CQ)

Volem veure que el segiient diagrama commuta:

Qe

C D
F G
ol
c G(c1) “a F(ey)
f G(f)l lF(f)
C2 G(Cg) —71> F(CQ)

Per fer-ho comprovarem si es complix la condicié de naturalitat:

F(f)oag' =idp(,) o F(f) o 211

= (ozc_;oozc,z) oF(f)o

71

Def. de ldF(CQ))
a, isomorfisme)

Ass. de la composici6)

Ass. de la composicio)

(
(
(
(Condici6 de naturalitat de «)
(
(e, isomorfisme)

(

Def. de ldG(q))



Aixi, es complix la condici6 de naturalitat de a~! i, per tant, a~! és un isomorfisme

natural de G en F'. O
Es immediat comprovar que per a tot isomorfisme natural a es complixen les identitats
-1 . -1 __ -
a toa=idp, aoq T =idg,

la qual cosa confirma que « és un isomorfisme en la categoria DC.

Donem un parell d’exemples més de transformacions naturals. Esta vegada estudia-
rem el cas de la composiciéo C, o End,: Cat, — Cat,, el qual ja vam introduir al final
de la Nota (Els functors involucrats es troben definits als Apartats i[2.4.3).

Exemple 3.5. Existix una transformacié natural de C, o End, en Idca, .
Construccid. Podem veure que

1. Si (C,c¢) és un objecte de Cat,, aleshores
(C. 0 End,)(C,¢) = C.(End.(C,¢)) = Ci(Endc(c)) = (Endc(c),idS),

on (Endc(c), idcc) és la categoria induida pel monoide Endc(c) amb idS com a tnic
objecte i els endomorfismes de ¢ en (C, ¢) com a morfismes.

2. Si F: (C,c) — (D, d) és morfisme en Cat,, aleshores

(Cy 0 End,)(F) = C,(End,(F)) = F.

Volem establir una transformacié natural per tal que el segiient diagrama commute.

Cat, Cat,
C, o End. Idcat,
?
(C,e) (Endc(c),idg) ——— (C,e)
(D, d) (Endp(d),id?) ——— (D, d)

Estudiem com actua F sobre (Endc(c), idg):
1. Pel que fa a 'nic objecte no hi ha més opcié que F (idg) = idg.

2. Pel que fa a la identitat en I'inic objecte de (Endc(c), idg):
F(idf) = idpy = idf.
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3. Si f, g sén morfismes en (Endc(c),idg) (i.e., son endomorfismes de ¢ en C)
F(go f)=F(g)o F(f),
en ser F' functor.
La transformacié natural que proposem haura de ser una col-lecci6é de functors del tipus
(Endc(c),idS) — (C,c).
Considerem ’assignacio:

T'cept (Endc(c),idS) — (C,¢)

idS c
I [f
id$ c

La comprovaci6 de que I'(c ) és functor és directa:
1. Preserva identitats
F(C c)( d ) ldc
2. Si f, g son morfismes en (Endc(c), idg) (i.e., endomorfismes de ¢ en C), aleshores

Licoy(gof)=gof=T(cel(g)oT(celf)

Aixi, considerem I' = (T'(c¢))(c,c)cob(Cat,)- Ens queda comprovar la condicié de
naturalitat de I'. Per aixo comprovarem com actuen els functors F o I'ic o) i I'pg) o F
de (Endc(c), idcc) en (D, d) sobre objectes i morfismes.

1. Pel que fa a 1'inic objecte de (Endc(c), idg), trobem que

(FoT(co) (id$) = F(C(co (idS)) (Def. de composici6 de functors)
= F(c) (Def. de I'(c,cy)
=d (F morfisme en Cat,)
=Tp,q(id?) (Def. de T'(p g)
=T (F (1dcc)) (Pel que hem discutit abans sobre F')
= (F(D,d) o F) (idS). (Def. de composici6 de functors)

2. Pel que fa als morfismes, si f, g son morfismes en (Endc(c), idg), es té que

(F o F(C’C))(g of)= F(F(C’c) (go f)) (Def. de composicio de functors)
— Flgof) (Def. de Tyc.)
=Tpa(Flgof)) (Def. de I'p,a))
= (F(D,d) o F) (go f). (Def. de composici6 de functors)
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Concloem que FoI'(c ) =I'pg) o F i, per tant, que

I' = (T'(c,e))(C,c)cOb(Caty)

és una transformacié natural de C, o End, en Idcat, .

C. o End,
“F Cat,

~_ v 7

IdCat*

Cat,

O

Ara bé, cal notar que I' no és isomorfisme natural. Ho provarem per contradiccio:
suposem que I' és un isomorfisme natural. Aixo implicaria que per a cada objecte (C, ¢)
de Cat,, la component

Ice) (Endc(c),idg) —— (C,c)

id$ c
I [f
id$ c

és un isomorfisme en Cat,. Com que esta condicio s’hauria de complir per a qualsevol ca-
tegoria puntejada, n’hi ha prou amb considerar (C, c) tal que Ob(C)\{c} # 0. Enser I'c
un isomorfisme en Cat,, hauria d’existir un functor invers F': (C,c) — (Endc(c),idg)
tal que

F o F(C,C) = Id(Endc(C),ldS)’ P(C,C) o F = Id(C,C)

Siga ¢ € Ob(C) tal que ¢’ # c¢. Aleshores,

(Tice) o F)() =Ty (F(C)) Def. comp. de funtors)

(
=T (idf) (Ob(Endc(c)) = {idS})
=c (Def. de I'(c,))
#c (Per la tria de )
= Id(c¢(c) (Def. de Id(c )

Per tant,
F(C,c) (0] F 7é Id(C,c)

1 tenim una contradiccid.
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Nota 3.2. Observem que I'impediment principal per a que I siga un isomorfisme natural
és 'existéncia de més d’un objecte en les categories de Cat,. Sirestringim el nostre domini
a Cat,; —la subcategoria plena de Cat, formada per categories puntejades amb un sol
objecte (vegeu Nota —, el functor End, actua de manera que I' esdevé, efectivament,
un isomorfisme natural.

Denotem —per simplificar notaci6— End, [ i C. [1 la restriccié i correstriccié de End.,
i C, a Cat, 1, respectivament. Sabent, per la Nota que C, ['oEnd, 1 = (CyxoEndy) H,
definim, per a cada objecte (C,c) de Caty 1, 'assignacio:

r(—C{C): (C,e) —— (Endc(c),id%)
c idS
f[  — Jf
c idcc.
Com en Cat, 1 I'inic objecte de C és precisament c, 'assignacio P(_cl,c) queda determinada

de forma univoca i trivial. Es immediat comprovar que:
— _ . —1 _
Fcooliceo =ldce 1 Ticeol ¢ =, tomnd. ) (Co)

D’esta manera, la familia I := (F'(c.e))(C,c)c0b(Cat, ;) definix I'isomorfisme natural que
buscavem:

f: C* rl o End* rl = IdCat*Tl

Es evident que Cat; —la subcategoria plena de Cat formada per categories amb un
sol objecte— és isomorfa a Cat, ;. En efecte, la restriccio i correstriccié simultania U ki
del functor d’oblit U, —presentat en la Nota a Cat, 1 definix un isomorfisme de
manera trivial, ja que l’elecci6 del punt ¢ és tnica. No obstant aix0d, hem optat per
treballar amb Cat, ; per aprofitar els functors definits al final del Capitol

Reprenem l'estudi de la composicié C,oEnd,. No només disposem d’una transforma-
ci6 natural C, o End, = Idcat,, sind que, tot i que ja hem vist que I' no és isomorfisme
natural, també podem trobar una transformaci6é natural en sentit contrari:

Exemple 3.6. Existix una transformacié natural de Idc,, en C, o End,. En efecte, si
definim
K: IdCat* = C, o0 End*, K = (Kidg)(C,C)GOb(Cat*)v

on cada component

Kigc: (Ce) —— (Endc(c),idg)

€1 idS
f J — lidg
&) id$
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actua com el functor constant sobre 'objecte destacat. Es a dir, per I'estudi d’actuacié
fet al principi de ’'Exemple [3.5], ens trobem en la segiient situacio.

Cat, Cat,
IdCat* C* o End*
K
(C,¢) (C,e) ——— (Endc(c),idS)
(D, d) (D,d) ——— (Endp(d),idD)
idD

Comprovem que K complix la condici6 de naturalitat. Siga F': (C,¢) — (D, d) morfisme
en Cat, i veiem com actuen els functors F' o K, c i K; &0 © F sobre objectes i morfismes.

Siga cg objecte en C. Aixi,
(F o Kiyc)(co) = F(Kidg(CO)) (Def. comp. de functors)
= F(idS) (Def. de Kjyc)
=idP (Ob(Endp(d)) = {id9})
= K,qp (F(co)) (Def. de K4p)
= (Kidg o F)(co). (Def. comp. de functors)

Siga ara f un morfisme en C. Tenim

(Fo Kidg)(f) = F(Kidg(f)) (Def. comp. de functors)
= F(idS) (Def. de Kjyc)
= idg(c) (F functor) ‘
—idf (F morfisme en Cat,)
= BidP (£(f)) (Def. de KiddD)
= (Kidg o F)(f). (Def. comp. de functors)

Concloem que
FOKidS :KiddD oF,

i, per tant, que K és transformaci6 natural.
IdCat*
“K Cat,

~_ ' 7

C. o End,

Cat,
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K, pero, tampoc no és isomorfisme natural. Procedirem novament per reducci6 a
I’absurd: suposem que K és un isomorfisme natural, és a dir, que cada component de K
és un isomorfisme en Cat,. En particular, si prenem una categoria puntejada (C,c) tal
que existisca algun endomorfisme no trivial, i.e., Endc(c) \ {id$} # 0, hauria d’existir un
functor invers F': (Endc(c),idg) — (C, ¢) tal que

Fo Ky = ld(ce), Kige o F = Id(gnge(e),ia9)-
Siga f € Endc(c) tal que f # idg. Aleshores,
(Kiqe © F)(f) = Kiqe (F(f)) (Def. comp. de functors)
= id$ (Def. de K;yc)
£ f (Per la tria de f)
= Id(Engc (),1a6) (f)- (Def. de Id g, (¢),ac))

Per tant,
Kiqe o F # 1d £ngc () a)

i tenim una contradiccio.

3.3 Composicié horitzontal

No hauriem anomenat ’anterior composici6 “vertical” si no existira una altra forma de
composici6 de transformacions naturals. Considerem la segiient situacio:

\5/ \K/

Sabem que podem compondre functors i, per tant, resulta natural preguntar-nos si hi ha
alguna relaci6 entre les composicions H o F': C — E i K o G: C — E. La resposta és
afirmativa: [ * «, anomenada composicié horitzontal, és una transformacié natural de
Ho F en K o G. Per construir les components, observem primer la situacio segiient:

D E
H K
BF(c)
F(e) (HoF)(¢) ———— (K o F)(c)

Qe H(a.) Q K(ae)

G(c) (H o G)(e) ﬁ—> (K o G)(c)
G(c)
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El quadrat en E commuta perqué § és una transformacié natural. Ac¢d ens dona dues
expressions equivalents per a definir les components de 5 * « corresponents a la diagonal
del quadrat:

Ba(e) © H(ae) = K(ac) o Bp()-

En la definicié segiient adoptarem 'expressié de I’esquerra, tot i que ambdues sén total-
ment intercanviables.

Proposicié 3.4. Siguen C, D, E categories, F,G,: C — D ¢ HK: D — E func-
tors i a: FF = G, B: H = K transformacions naturals amb a = (ac)CGOb(C) 1
B = (Ba)acobp)- Aleshores, (Bg(e) © H(a0)>ceOb(C) és una transformacid natural de
HoF en KoQG.

Anomenem composicié horitzontal de « i 3, i ho denotarem per B * «, a la transfor-
macio natural

Bxa:= (/BG(C) © H(ac))ceOb(C)'

Es a dir, tenim

Demostracid. Considerem ci, ¢y objectes en Ci f: ¢; — ¢o morfisme en C. En ser « i
B transformacions naturals, tenim

H(a,) Ba(en)
(HoF)(c1) ———— (HoG)(c;) —————— (K o G)(c1)

(H o F)(f) D meen ) (K o G)(f)

|

HoF)(cy) —— (HoG)(cg) — (K o G)(c
( )(c2) Hlow) ( )(c2) o ( )(c2)

Volem veure que el seglient diagrama commuta:
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HoF KoG

Baey) © H(a
o (H o F)(cy) — V) (1) (K o G)(er)

f (HoF)(f)l l(KOG)(f)

c Ho F)(c KoG)(c
2 ( )(c2) Sy o Hiow) ( )(c2)

Es a dir, comprovem si es complix la condicié de naturalitat.

(K 0 G)(f) o (Baer) o Hlac,))

= ((KoG)(f) ° Ba(er)) © H(ae,) (Ass. de la composicio)

= (K (G(f)) o BG(Q)) o H(a,) (Def. de composici6 de functors)
= <ﬁG(02) ° H(G(f))) o H(ag,) (Condici6 de naturalitat de 3)
= BaG(ey) © (H(G(f)) o H(acl)> (Ass. de la composicio)

= Ba(es) © H(G(f) 0 ae,) (H functor)

= Ba(es) © H (0w, 0 F(f)) (Condici6 de naturalitat de «)
= BG(ea) © (H(Oécz) )) (H functor)

= BG(e) © (H(a@) (H o F)(f)) (Def. de composicié de functors)
= (BG(@) o H(a@)) (HoF)(f). (Ass. de la composicio)

Concloem que B * « és una transformacio natural. [

Nota 3.3. Fem a continuaci6 una breu enumeraci6 de les propietats algebraiques basiques
de la composicié horitzontal.

1. La composicié horitzontal de transformacions naturals és associativa sempre que
estiga definida.

2. Té element neutre: per a cada transformacié natural a: £ =— G, amb F,G: C —
D, es complix que
idpgp, * 0 = o = a * idjq,..

Cal notar que idyq, i idjq, també fan de neutre per a la composicié vertical.

3. Si ai 8 s6n isomorfismes naturals, aleshores (8 a també és un isomorfisme natural
(sempre que la composicio6 estiga definida). Aixo es deu al fet que els functors pre-
serven la condici6é d’isomorfisme i que la composicié d’isomorfismes és isomorfisme.
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4. Donats dos functors F': C — D i G: D — E, es complix idg * idp = idgor.
5. En general, no existixen inversos per a la composicié horitzontal.

Nota 3.4. El fet que la composicié horitzontal d’isomorfismes naturals siga isomorfis-
me natural ens permet concloure que, si tenim dos parells de functors isomorfs entre
categories consecutives, les seues respectives composicions també seran isomorfes entre
si. Formalment, si F,G: C — Di H K:D —Eiestéquea: FE2Gifp: H=ZK,
aleshores B* a: Ho F = K o G. Es a dir, la composicié de functors preserva la relacio
d’isomorfia.

Facilment es comprova que les igualtats que hem obtingut anteriorment en analitzar
la diagonal del quadrat per a definir les components de la composicié horitzontal es poden
reescriure de la manera segtient:

Bxa=(fxidg)o (idyg *x o) = (idf * @) o (B xidp).

Existix, pero, una regla més general que governa la interaccié6 d’ambdos tipus de com-
posicions (horitzontal i vertical). Considerem tres categories i quatre transformacions
disposades segons el diagrama segiient:

1

mm
\y\y

Ara tenim dues formes diferents per construir una transformacié natural de JoF en Ko H:
(0xB)o(y*xa)i(doy)*(8oa). Les composicions verticals sota o i les composicions
horitzontals sota * es relacionen segons la llei d’intercanvi:

<L

@Q
-

<L
<

T
=

Teorema 3.1 (Llei d’intercanvi). Considerem les categories C,D, E, els functors F,G,H: C —
D:l,J,K: D — E, iles transformacions naturalso.: F — G, 3. G = H,~v: I = J

10: JJ = K disposats segons el diagrama anterior. Aleshores, les operacions de compo-

stcio vertical 1 composicid horitzontal satisfan

(6 B)o(y*xa)=(007)*(Boa).
Demostracio. Escrivim

a = () ecob(C)s B = (Be)ecob(c)

¥ = (Yd)deob(D)> 6 = (8d)deob(D)-
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Fixat un objecte ¢ en C, en ser « transformaci6 natural, el segiient diagrama commuta:

I(ac) I(Bc)

(IoF)(¢) ——————— ({oG)(c) ———— (I o H)(c)

VG(c) Q TH(c)

J(Be)
OH(c)
(Ko H)(c).
Es a dir,
((0%B) o (v*a)),
= (0% 8)co(v*a) (Def. de composicio vertical)
= (6r(c) 2 J(Be)) © (Va(e) © L(ac)) (Def. de composicié horitzontal)
=0m(c)© (J(Be) o vG(e) © I(axe) (Ass. de la composicio)
=01(c)© (Vr(e) © 1(Be)) o I (o) (Condici6 de naturalitat de )
= (86r(c) © V() © (1(Be) o I(are)) (Ass. de la composicio)
= (8a1(c) © V() © I(Be 0 e (I functor)
= (607 n(e o I((Boa)) (Def. de composicio vertical)
=((6ovy)*(Bo a))c. (Def. de composici6 vertical)
Aco demostra la Llei d’intercanvi. O

Nota 3.5. De la Llei d’intercanvi es deduix que l'invers per a la composicié vertical
d’'una composicié horitzontal d’isomorfismes naturals 8 * a és 37! x a~'. En efecte, si
a: F=G1ip: H= I son isomorfismes naturals per a F,G: C — D, H,I: D — E, es
té que

(B lxaHo(Bra)=(toB)x(a oa)=idy xidp = idyor,
(Bra)o (B~ xa™) = (B0 )x(aca™) =ids *idg = idjec-

Tot 1 que no aprofundirem en esta qiiestio, cal comentar, com a nota cultural, que la
llei d’intercanvi té un paper fonamental en la definicié de les 2-categories i, per extensio,
de les n-categories.
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Capitol 4

Comparacidé de categories

Ara que ja tenim establerts els fonaments de l'estructura interna de les categories, el
seglient pas natural és definir criteris que ens permeten comparar-les. Fins ara, hem
presentat dos graus de comparacié: la igualtat estricta i I’isomorfisme de categories
(vegeu Definicions i [2.10)).

Tanmateix, hi ha certes situacions en qué queda clara la forta relacié que s’establix
entre dues categories pero les nocions d’igualtat i isomorfisme resulten massa restrictives
per descriure tal relacio; és el cas, per exemple, de Mon i Cat, ;. Cal, doncs, buscar
criteris de comparaci6é més febles i, per tant, més universals.

En este capitol explorarem com l’equivaléncia, juntament amb el concepte encara més
general d’adjuncioé, ens permeten comparar categories que, tot i no ser idéntiques en un
sentit rigid, compartixen una mateixa esséncia estructural.

4.1 Equivaléncia

Construirem la definici6 d’equivaléncia com una relaxacié natural de la d’isomorfisme.
L’isomorfisme exigix que dues composicions de functors siguen exactament iguals als
functors identitat. En fer-ho, estem exigint una igualtat estricta entre functors, la qual
cosa implica tractar-los com a mers elements d’un conjunt, imposant una rigidesa que
ignora la seua estructura interna, perd cal recordar que els functors sén objectes de la
categoria de functors.

Seguint la mateixa logica per la qual s’ha establit que la noci6 “correcta” d’igualtat
entre objectes és I'isomorfisme, la nocié adequada per a comparar functors no ha de ser
la identitat, sind 'isomorfisme natural. Considerarem, doncs, que dues categories son
essencialment la mateiza quan podem trobar dos functors —un en cada direccio— les
composicions dels quals siguen, no iguals, siné naturalment isomorfes a la identitat. Esta
nocio, més débil i 1atil en la practica, és la que anomenarem equivaléncia de categories.

Definicié 4.1 (Equivaléncia). Direm que les categories C i D sén equivalents, i ho es-

criurem C ~ D, si podem trobar dos functors F': C — D i G: D — C per als qué
existixen isomorfismes naturals n: Idc 2 Go Fie: F oG =2 Idp. Per la Proposici6 [3.3
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és indiferent la direccié dels isomorfismes.

En esta situaci6 direm que G (respectivament, F') és un invers feble de F' (respecti-
vament, ). Els inversos febles son tnics (llevat d’isomorfisme). Facilment es comprova
que ~ és relacié d’equivaléncia.

Les tres nocions de comparacié definides fins ara mantenen una jerarquia pel que fa
a la seua for¢a comparativa. La segiient proposicié formalitza esta idea:

Proposicio 4.1. Siguen C i D dues categories. Aleshores, si C =D, llavors C = D i, si
C=D, llavors C ~ D.

Demostracio. Immediata prenint F' = G = Idc per a la primera implicaci6 i € = idyq,
n = idyq, per la segona. O

Exemple 4.1. Per les Notes i sabem que End,[; o C,|* = End, o C, = Idyon,
d’on deduim trivialment que idq,,,, : End.[; o Cs [1 2 Idmon. D’altra banda, en la Nota
vam veure que I': C, [t oEnd,[; = Idcat, ,- Estos dos fets garantixen que els functors
C.|' i End,[; son inversos febles i, per tant, que:

Mon =~ Cat, ;.

Atés 'isomorfisme Cat,; = Caty, tenim també per transitivitat que Mon ~ Cat;.
Este resultat formalitza la intuicié presentada al Capitol 2 després de definir la categoria
induida per un monoide, on descriviem els monoides, precisament, com a categories amb
un sol objecte.

Si assumim ’axioma d’eleccid, la proposicié segiient caracteritza l'equivaléncia de
dues categories exigint només certes propietats a un sol functor. Aixo resulta molt
practic, ja que ens estalvia haver de trobar explicitament un invers feble i definir els
isomorfismes naturals amb la identitat.

Proposicio 4.2. Dues categories C, D son equivalents si, i només si, existiz un functor
F: C — D plenament fidel i essencialment sobrejectiu, i.e., cada objecte d en D és
isomorf a algun objecte de la forma F(c) amb c objecte en C.

Demostracio. (=) Suposem que C i D sén equivalents. Per definicio, existixen functors
F:C— DiG: D — Ciisomorfismes naturals n: Idc 2 Go Fie: FoG = Idp.
L’existéncia de € implica que, per a cada objecte d € Ob(D), ¢4: F(G(d)) — d és
un isomorfisme. Per tant, tot objecte d és isomorf a un objecte de la forma F(c) prenent
¢ = G(d), la qual cosa prova que F' és essencialment sobrejectiu.
Per la naturalitat de 7, tenim el segilient diagrama commutatiu per a qualsevol mor-
fisme h: g — co:
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Idc GoF

c1 c1 (GoF)(c1)

h h ) (G o F)(h)

2 c2 (G o F)(c2)
Teo

Per tant, h =n_' o (Go F)(h) o7, d’on se seguix que F &s fidel. Simétricament, la
naturalitat de e: F o G = Idp prova que G també és fidel.

Finalment, per veure que F' és ple, considerem un morfisme qualsevol g: F(¢1) —
F(c2) en D i definim el morfisme f := n_' o G(g) o, en C. Per la naturalitat de 7,
sabem que (G o F)(f) = e, o f on,,'. Substituint la definici6 de f, tenim:

(G o F)(f) =1y © (1 ©G(g) 01er) 011" = Glg).
Atés que G és fidel, de la igualtat G(F(f)) = G(g) se seguix que F(f) = g.

(«<=) Suposem ara que existix un functor F': C — D plenament fidel i essencialment
sobrejectiu. Per a provar que F definix una equivaléncia, hem de construir un invers

feble G: D — C.

Primer definim la imatge de G respecte dels objectes. Com F' és essencialment sobre-
jectiu, podem aplicar I’axioma d’eleccid per triar, per a cada objecte d en D, un objecte
¢qg en C i un isomorfisme e4: F(cqy) — d. Definim, doncs, G(d) := ¢q4.

Definim ara 'accié de G sobre els morfismes. Siga f: di — do un morfisme en D.
Considerem la composicio:

5321 ofoeg: F(G(dl)) — F(G(dg)).
Com que el functor F' és plenament fidel, aleshores
HOHIC (G(dl), G(dg)) = HomD (F(G(dl)),F(G(dg)))

i, per tant, existix un unic morfisme en C, que anomenarem G(f): G(d1) — G(d2), tal
que:

F(G(f)) =z o foea,.

Esta assignaci6 respecta identitats i composicions gracies a la unicitat garantida per la
fidelitat de F', la qual cosa convertix a G en un functor. En efecte, si f: d; — d2 i
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g:d2—>d3,

F(G(go f)) =ez' o(go f)oeq (Def. de G)
= _1 ogoidg, o foey (Def. del morfisme identitat)
= (eg, logoeg,)o (ea, lfoeq,) (€4, isomorfisme)
— F( 9)) o F(G(f)) (Def. de G)
= F(G(g9) o G([)). (F' functor)

Com F és fidel, aleshores G(g o f) = G(g) o G(f). Tambeé,

F(G(idg)) = &' oide o g (Def. de G)
=e;loey (Def. del morfisme identitat)
= idp(G(a)) (Def. de g4 1 de morfisme invers)
= F(idg(q)) (F functor)

i, com F' és fidel, aleshores G(idgq) = idg(g). Ens queda provar que G és invers feble de
F'. Per la definici6 de G(f), el segiient diagrama commuta per a tot f: d; — da:

F(G(dy)) S 4

P(G(d) ———— dz

Aixo prova que la familia ¢ = (4)4eob(p) és una transformacié natural. Com que cada
component és un isomorfisme, concloem que €: F o G = Idp.

Ara, per a cada objecte ¢ en C, considerem l'isomorfisme e p(): F/(G(F(c))) — F(c)
definit anteriorment. Com F' és plenament fidel, existix un dnic isomorfisme n.: ¢ —
G(F(c)) tal que F(n.) = 5;20). La naturalitat de 7 = (7¢)ccob(c) s'obté analogament
mitjancant la plenitud i fidelitat de F'. En efecte, per a f: ¢y — ca:

F(G(F(f))) = ey © F(f) 0 €p(en)
= F(1e,) o F(f) o F(ne,) ™!
= F(ne,) o F(f) o F(n,')
= F(ne, o f o).

Def. de G)

Def. de n)
F functor)
F functor)

(
(
(
(

Com F és fidel, aleshores G(F(f)) = Tey ofonc_ll. Es a dir, el segiient diagrama commuta:
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c1 e G(F(c1))

) Tes G(F(c2)).

Aixi, n: Idc 2 G o F' i, per tant, F'i G constituixen una equivaléncia de categories. [

Direm que un functor F': C — D definix una equivaléncia de categories C ~ D si és
plenament fidel i essencialment sobrejectiu. Esta caracteritzacié permet contrastar la no-
ci6 d’equivaléncia amb la d’isomorfisme d’una manera directa: mentre que I'isomorfisme
de categories exigix un functor plenament fidel i bijectiu en objectes, una equivaléncia
relaxa la segona condicioé requerint inicament que el functor siga essencialment sobre-
jectiu. Des d’esta perspectiva, ’equivaléncia es pot interpretar com un isomorfisme que
ignora les distincions redundants entre objectes isomorfs.

Exemple 4.2. Podem aplicar esta caracteritzacié per a comprovar d’'una manera alter-
nativa que Mon ~ Cat, ;. En efecte, per un raonament analeg al fet en la Nota
tenim que el functor C, [1: Mon — Cat, ; és plenament fidel.

D’altra banda, d’acord amb la Nota existix un isomorfisme natural T: C,|! o
End.[; = Idcat, ;- D’aci deduim que, per a qualsevol objecte (C,c) de Caty 1, es complix

C.I"(Endc(c)) = (C,0).

Aixo prova que C, ]! és essencialment sobrejectiu i, en ser també plenament fidel, con-
cloem que definix una equivaléncia de categories.

Proposicio 4.3. Dues categories induides per monoides son isomorfes si, i només si,
son equivalents.

Demostracid. La implicacid cap a la dreta és trivial. Per a la reciproca, siga F': M — N
el functor que definix ’equivaléncia. Atés que F' és un functor plenament fidel i que les
categories M i N tenen un tnic objecte (en 1 en, respectivament), F' induix una bijeccié
entre els conjunts de morfismes:

Feypen - Hompy(en, em) — Homy(en, en).
Per definicié, estos conjunts Hom amb 'operacié de composicié sén els monoides originals

M i N. Com que F és un functor, preserva la composici6 i I’element neutre i, per tant,
I’aplicacié bijectiva anterior és un isomorfisme de monoides M = N. Finalment, per

I'Exemple M 2= N. O
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4.1.1 Esquelets

Una via canodnica per a obtenir equivaléncies en qualsevol categoria —i que resulta espe-
cialment il-lustrativa per a comprendre com esta nocié capta l’esséncia estructural— és
la construcci6 de I’esquelet.

Definicié 4.2 (Esquelet). Un esquelet d’una categoria C és una subcategoria plena E de
C tal que cada objecte de C és isomorf a exactament un objecte de E.

En altres paraules, un esquelet es construix triant un representant de cada classe
d’isomorfia d’objectes de la categoria original, eliminant aixi tota la ‘redundancia’ es-
tructural.

Exemple 4.3. Un esquelet de la categoria de tots els conjunts finits és la subcategoria
plena que té per objectes tots els nombres cardinals finits 0,1,2,...,n,...

Teorema 4.1.
1. Tota categoria té un esquelet.
2. Qualsevol esquelet d’una categoria C és equivalent a C.
3. L’esquelet d’una categoria és unic (llevat d’isomorfisme).
Demostracio.

1. Se seguix de 'aplicacié de I'axioma d’eleccid a la relacié d’equivaléncia d’isomorfia
en la col-leccié d’objectes de la categoria.

2. Siga E un esquelet de C. Aleshores, cada objecte ¢ en C és isomorf en C a un tnic
objecte en E. Denotem este objecte per T'(c) i triem per a cada objecte ¢ en E un
isomorfisme 6.: ¢ — T'(c). Definim el functor esqueletitzador T': C — E com
lassignacio que envia cada objecte ¢ a T'(¢) i cada morfisme f: ¢; — ¢y en C a
I'anic morfisme en E que fa que el segiient diagrama commute:

O,
C1 T(c1)
f 5 T(f)
Co 0., T(c2).

Es a dir, T(f) = 0, 0 f 06", Aixi, § = (6c)cec definix un isomorfisme natural
0: Idc & Ig oT. D’altra banda, com que E és una subcategoria plena i hem triat
exactament un representant per classe, es té directament que T o Ig = Idg.

88



3. Siguen E; i Ey esquelets de C. Aleshores, el functor esqueletitzador T: C — Ej
restringit a E; definix un isomorfisme de categories T'[g : E;1 — Ea.

O]

La unicitat justifica 1'as de la notacié sk(C) per denotar I'esquelet de la categoria C.

Corol-lari 4.1. Dues categories son equivalents si, 1 només si, els seus esquelets son
1somorfs.

Demostracié. (=) Suposem C ~ D i siguen sk(C) i sk(D) els seus esquelets. Per la
transitivitat de ’equivaléncia i perqueé tota categoria és equivalent al seu esquelet tenim
sk(C) ~ sk(D). Siga F': sk(C) — sk(D) el functor que definix esta equivaléncia.

En primer lloc, provem que F' és injectiu sobre els objectes. Siguen c1, co objectes en
C tals que F'(c1) = F(cg). Aleshores, podem considerar el morfisme idp,y: F(c1) —
F(c2). Com F' és plenament fidel, existix un tinic morfisme f: ¢; — ¢o en C tal que
F(f) =idp(,). Per definicié de functor, f =id,, i, per tant ¢; = cs.

En segon lloc, provem la sobrejectivitat sobre objectes. En ser F' essencialment
sobrejectiu, per a cada objecte d en sk(D) existix un objecte ¢ tal que d = F(c). Ara bé,
per definicio d’esquelet, dos objectes isomorfs han de ser idéntics; per tant, d = F'(c).

Aixi, F' induix una bijecci6 entre les col-leccions d’objectes de sk(C) i sk(D). Ens ser
plenament fidel i bijectiu sobre els objectes, F' és un isomorfisme de categories. Per tant,
sk(C) = sk(D).

(«<=) Tenim C ~ sk(C) = sk(D) ~ D. Per tant, C ~ D. O

Este resultat ens permet reforgar encara més la idea del monoide com a categoria
amb un sol objecte partint de la nocié d’isomorfisme com a substitut de la igualtat. En
efecte, si considerem els esquelets de les categories per a obviar les seues presentacions
concretes, els monoides i les categories amb un sol objecte resulten ser la mateixa cosa.
Tot i aix0, encara no hem sigut capacos de transcendir els limits de Cat; en el nostre
estudi comparatiu de Mon amb Cat. Si pretenem establir un pont entre els monoides
i la totalitat de Cat, necessitarem relaxar el nostre criteri de comparacié, cosa que ens
conduix al segiient grau en la jerarquia de relacions entre categories: 1’adjuncié.

4.2 Adjuncions

“Adjoint functors arise everywhere.”

Saunders Mac Lane, Categories for
the Working Mathematician.

L’adjunci6 respon a un problema poc sorprenent de la teoria de categories: el fet que, en
general, els functors no admeten inversos ni en un sentit estricte (composici6 igual a la
identitat), ni en un sentit d’equivaléncia (composicio isomorfa a la identitat).
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Tot i aix0, existixen moltes situacions en qué trobem functors que actuen com a
1muversos conceptuals, tot i no ser-ho en el sentit classic. Podem pensar ’adjuncio, preci-
sament, com la formalitzacié d’esta “inversié conceptual”. La millor forma d’il-lustrar ago
és mitjancant un exemple: considerem el functor d’oblit U: Mon — Set. Evidentment,
les categories Mon i Set no sén ni isomorfes ni equivalents (un argument simple és que
Mon posseix un objecte nul —el monoide trivial—, mentre que Set no en té). Per tant,
no és possible trobar un functor invers de U en cap dels dos sentits descrits fins ara.

Ara bé, al llarg del Capitol [I] hem vist que existixen moltes maneres de definir una
estructura de monoide sobre un conjunt donat A, i és esperable que alguna d’elles siga
functorial i estiga relacionada sistematicament amb U. Quin seria 'invers conceptual
del procés d’oblidar 'estructura de monoide? Doncs construir el monoide “més simple
possible” a partir d’un conjunt basant-se exclusivament en el concepte de monoide i res
més. Esta situacio ja ’hem estudiada: es tracta del monoide lliure, una construccio (- )*
que és functorial (vegeu I'apartat . Ens trobem, per tant, amb dos contextos (el dels
monoides i el dels conjunts) i dos functors que es mouen sistematicament de 'un a altre
en direccions oposades. Perd és que, a més, estos functors estan relacionats mitjangant
una regla simple, com bé auguravem, que descrivim a continuacié.

La relaci6 d’inversos conceptuals s’expressa formalment aixi: aplicar primer («)* i
després U no ens retorna el conjunt original A, perd existix una relacié canonica entre A
i el conjunt de paraules (U ) ()*)(A) En efecte, disposem de 'aplicacio

nar A— (Uo(+)7)(4),

anomenada unitat de ’adjuncio, que envia cada element d’A a si mateix com a paraula
de longitud 1 (vegeu Exemple 3.2). Esta aplicacié sabem que satisfa la segiient propietat
universal:

Per a tot monoide M i tota aplicaci6 f: A — U(M), existix un Gnic ho-
momorfisme de monoides f#: A* — M satisfent U(f%) ong = f.

A—"1 U (()(A)

Q EEHU(fti)

f |
U(fw).

En altres paraules, U o (+)* és la millorﬂ soluci6 possible al problema d’inserir elements
d’A en un monoide (el que s’anomena insercié de generadors).

'La millor en el sentit que existix per a tot monoide, és universal i no depén d’una tria arbitraria de
generadors.
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Simétricament, la composicié oposada aplicada sobre un monoide M tampoc no ens
torna el monoide original perd l'objecte resultant i ’original estan també relacionats.
Com ja hem vist, disposem d’un homomorfisme de monoides

em: ((+) o U)(M) — M,

anomenat counitat de l'adjunci6, que “multiplica” les lletres d’una paraula segons el
producte de M (vegeu Exemple [3.3). Esta counitat, com vam veure en la Nota
també satisfd una propietat universal simétrica:

Per a tot conjunt A i tot homomorfisme de monoides g: A* — M, existix
una tinica aplicacié de conjunts ¢”: A — U (M) satisfent engo (+)*(¢°) = g.

Aixi, U o (+)* constituix la millor solucié al problema de representar M com a quocient
d’un monoide lliure (vegeu la Nota [1.2):

M = M*/Ker(em).

Finalment, tot i que U i (+)* no son inversos, com a conseqiiéncia de les propietats

universals de 1 i €, les seues estructures estan lligades per les identitats:
ida+ = ep+ 0 (T}A)* 1 idy = U(EM) onNM-
En vistes de tot el que hem exposat fins ara donem la definicié formal d’adjuncio:

Definicié 4.3. Una adjunci6 és una 6-tupla (C,D, F,G,n,c) on C i D sén categories,
F:C— DiG:D — Cs6n functors i n: ldc = G o F ic: Fo(G = Idp s6n
transformacions naturals que satisfan les anomenades identitats triangulars:

(exidp)o (idp *n) =idp, (ildg*¢)o (nxidg) =idg.

Es a dir, els diagrames segiients (en D i CP, respectivament) commuten:

idF*n n*idG
F:}FoGoF G:}GoFoG
. Q €*idF . Q idg*é‘
ldF ldG
F G.
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En esta situacié direm que tenim una situacié d’adjunci6é de C en D, que G és adjunt
per la dreta de F'i que F' és adjunt per 'esquerra de G. Anomenarem a la transformacio
n unitat de 'adjunci6 i a la transformacio € counitat de 'adjunci6é. Denotarem la situacio
d’adjuncié per F' 4 G.

Convé subratllar que I’adjuncié és una relacié que s’establix entre functors concrets
que actuen com a “inversos conceptuals” 'un de 'altre. A diferéncia de 'isomorfisme o
de ’equivaléncia, on l'interés recau en determinar fins a quin punt dues categories son “la
mateixa”’, 'adjuncié se centra en la naturalesa de la interacci6 entre dues transformacions
concretes. No obstant aix0, esta relacié sovint acaba revelant propietats estructurals de
les categories implicades, actuant com una finestra a la seua organitzaci6 interna.

Nota 4.1. Les identitats triangulars demanen que la counitat i la unitat actuen com a
inverses llevat de transport pels functors F i G. Es evident que no poden ser inverses en
el sentit classic, atés que les components de 7 residixen en C mentre que les de € estan
en D i, per tant, no es poden compondre. Tot i aix0, si “traslladem” la unitat mitjancant
F', obtenim un morfisme en D:

F(n.): F(c) — (FoGo F)(c)

el qual admet €.y com a invers per 'esquerra. Analogament, si “traslladem” la counitat
mitjancant GG, obtenim un morfisme en C

G(eq): (Go FoG)(d) — G(d)

que admet 7g(g) com a invers per la dreta. En definitiva, les identitats triangulars
garantixen que estes transformacions es cancel-len una vegada situades en la mateixa
categoria:

idpe) =cer@e) o F(ne),  idga) = G(ea) ° naa)-

En efecte, si desenvolupem les components ¢ de (e xidp) i (idp * 1), trobem

(e *idp)e = ep(e © (F o G)((idp)e) Def. comp. horitzontal)

(
=¢ep(e) © (F o G)(idp() (Def. de idp)
= €F(c) ©1d(Foc)(F(e)) (F o G functor)
= €F(c)» (Def. de morfisme identitat)
(idr *n)e = (idF)Gor)(e) © F(1e) (Def. comp. horitzontal)
= idp(cor)(e)) © F(ne) (Def. de idp)
= F(ne). (Def. de morfisme identitat)

No ho farem per brevetat perd andlogament es comprova que, per a tot objecte d en D,
(idg*€)g=G(eq) 1 (nxidg)g = Na(d)- Per tant, per definicié de composicié vertical,
tenim, per una banda

((exidp) o (idp % 1)), = ep(e) © F(ne)
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i, per una altra banda,

((idg =€) o (n* id(;))d = G(gq) © Ng(a)-

Aixi, les identitats triangulars se satisfan si, i només si, estes components sén totes iguals
als morfismes identitat corresponents.

Exemple 4.4. Gracies a la nota anterior i després d’una revisié de 'exemple que intro-
duia la definicié d’adjuncio, resulta evident que (Set, Mon, (+)*,U,n, 5) és, efectivament,
una adjuncio6.

()"
Set 1 Mon.
U

L’adjuncié que acabem de descriure entre el functor (+)* i el functor d’oblit U no és un
fet aillat, sin6 el prototip d’un fenomen recurrent en matematiques: la construccié d’es-
tructures lliures. Es poden definir I'anell 1liure sobre un conjunt o sobre un grup abelia,
el modul lliure sobre un grup abelia, el K-espai vectorial lliure sobre un conjunt —donat
un cos K—, etc. En general, la nocié d’objecte lliure sobre un conjunt de generadors
es clarifica mitjancant ’existéncia d’un functor adjunt per ’esquerra d’un functor d’oblit.

Enunciem a continuacié un resultat que ajuda a consolidar la visi6 de 'adjunt com a
tmwvers conceptual: la seua unicitat.

Teorema 4.2. Si un functor té un adjunt, aleshores este és unic (llevat d’isomorfisme).
Es a dir, si F4G i F 4G, aleshores G = G i, si F 4G i F' 4G, aleshores F = F'.

Demostracio. Siguen (C,D, F,G,n,e) i (C,D,F,G",n,&') dues adjuncions per al mateix
functor F. Volem construir un isomorfisme natural #: G = G’. Usant les unitats
i counitats, definim les transformacions #: G = G’ i ¢: G’ = G definint les seues
components de la manera segiient:

6= G'(ed) 0 Nis(ay: G(d) — (G0 F o G)(d) — C'(d),

¢a = G(ey) o ner(ay: G'(d) — (G o F oG')(d) — G(d).

Cal notar que 0 i ¢ sén, efectivament, transformacions naturals, atés que les seues compo-
nents s’han definit exclusivament a partir de la composici6é de functors i transformacions
naturals ja establertes; la comprovacié és rutinaria. Veurem a continuacié que ¢ = 671,
Per a qualsevol objecte d en D trobem que

¢d e} 9d = (G(€ii e} ngl(d)) (©) 9d (Def de ¢)
= G(gy) o (Mer(a) © 0a) (Ass. de la composicio)
=G(ey) o ((Go F)(Hd) ° NG(a)) (Naturalitat de n)
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= G(ey) o (Go F)(G'(eq) 0 n/G(d)) o NG(d) (Def. de 0)

= G(eyo (FoG")(ea)) o (GoF)(ngay) °na@y (G 1 F functors)

=G(eqo E(Fog)(d)) o (G o F)(ng(a)) © N6(a (Naturalitat de ¢)

= G(gq) 0 G(e'F(G(d)) o F(n’G(d))) ° Ne(a) (G functor)

= G(eq) o G(idp(a(ay) © Na(a) (Identitat triangular)

= G(eq) o id(G(r(c(a)) © Na(d) (G functor)

= G(eq) 0 id(Gor)(a(d)) © Nc(d) (Def. composici6 de functors)
= G(gq) © Ng(a) (Def. de morfisme identitat)
= idg(q) (Identitat triangular)

Per la definici6 de composicié vertical, (¢pof)q = idg(qg) i, per tant, pof = idg. Canviant
G per G', nper 1 i e per €, es comprova que §o ¢ = idg/. Aixi, ¢ = 671, cosa que prova
que 0 és un isomorfisme natural 6: G = G'.

Demostrar que dues adjuncions (C,D, F,G,n,¢) i (C,D, F',G,n,&') del mateix func-
tor G impliquen que F' = F’ és un procés analeg i no el farem. O

Ara bé, és cert que esta definicié d’adjuncié pot resultar complicada d’entendre i
també d’usar en la practica. Intentem derivar 'adjunci6é des d’una altra perspectiva. Al
final de I'apartat anterior introduiem la necessitat d’una regla de comparacié més feble
que l'equivaléncia. Seguim, doncs, este cami. L’equivaléncia, en exigir un isomorfisme
entre les composicions i les identitats, imposa una condicié de reversibilitat molt estricta
que, com ja hem discutit, molts functors d’interés no poden satisfer.

Esta rigidesa prové del fet que I'equivaléncia requerix una col-leccié d’isomorfismes
entre objectes en cadascuna de les dues categories. Seguint la filosofia de Mac Lane —en
la qual ’atencio es desplaga dels objectes cap als morfismes—, podem pensar en relaxar
esta exigéncia: oblidem l'isomorfisme entre objectes i demanem només isomorfismes en-
tre col-leccions de morfismes. Esta idea es concreta en passar de demanar isomorfismes
naturals entre composicions i identitats a demanar, simplement, transformacions natu-
rals. Ara bé, com han de ser estes transformacions? Quina classe d’isomorfismes entre
conjunts de morfismes volem?

Isomorfisme Equivaléncia Adjuncio
GoF =1dc GoF =1dc GoF < Idc
FOG:IdD FOGgldD FOG:>IdD

En la discussié prévia a la definicié6 d’adjunci6é discutiem com les transformacions
naturals n i € satisfeien cadascuna una propietat universal. Pel que vam estudiar en la
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Nota [3.1] la propietat universal de & ens permet definir una aplicacié entre conjunts

¢: Hompon ((+)*(A),M) — Homse(4,U(M))
g — U(g) ©na-

L’existéncia i unicitat garantides per les propietats universals de 1 i € obliguen a que ¢
siga una bijecci6 i, per tant, induisca un isomorfisme de conjunts:

Hompon ((+)*(A4),M) = Homse (4, U(M)).

Es senzill comprovar que esta aplicaci6 és natural en A i M i, per tant, ¢ definix un
isomorfisme natural

¢: Hompmon © ((+)*°P X Idmon) = Homse; o (Idey, x U).

Esta analisi suggerix definir I'adjuncié entre dos functors F: C — D i G: D — C
com l'existéncia d’un isomorfisme

Homp (F(c),d) = Homc (¢, G(d))

natural en ¢ i en d. El seglient resultat reconcilia esta intuicié6 amb la nostra definicid
d’adjuncié com a busca d’inversos conceptuals i la nocié d’existéncia de propietats uni-
versals que hem anat introduint al llarg de la secci6: les tres sén equivalents. Ac¢od no
només és 1til en la practica, siné que, a més, ens dona una visié6 més amplia de ’adjuncié
que resulta esclaridora quan intentem comprendre el concepte en tota la seua profunditat.

Teorema 4.3. Siguen C i D categories. Sin equivalents:
1. Ezistiz una adjuncio (C,D, F,G,n,¢).

2. (Propietat universal) Ezistizen F': C — D i G: D — C functors i una trans-
formacié natural n: Idc = G o F tal que, per a cada ¢ € Ob(C), d € Ob(D) i
f € Homc¢ (C,G(d)) existiz un unic morfisme f* € Homp (F(c),d) de forma que
[= G(fﬁ) O Mec-

3. Ezxistiven F': C — D i G: D — C functors i un isomorfisme natural
¢: Homp(+,+) o (F°P x Idp) = Homc(+,+) o (Id® x G),

@ = (P(cd)) (.d)eOb(CopxD) > P(e,d): Homp (F(c), d) — Homc (¢, G(d)).

Demostracid. (1] ={2]) Comprovem primer l'existéncia. Siguen ¢ € Ob(C), d € Ob(D)
i f € Homc(c,G(d)). Definim

ff=cao F(f).
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Observem que

G(f*) one = G(eqao F(f)) o ne Def. de f*)
= (G(Ed) o G(F(f))) 0 Ne G functor)
= (G(ea) o (Go F)(f)) o ne Def. comp. de functors)
=G(eq) o ((Go F)(f)one) Associativitat de la comp.)

= (G(ea) 0 ng(d)) of Associativitat de la comp.)
idg(ay o f
p— f_

Aixi, f* satisfa la igualtat en . Passem ara a comprovar la unicitat. Suposem que existix
g € Homc¢ (F(c), d) tal que f = G(g) o ne. Aleshores,

(
(
(
( (
= G(eq) © (nc(a) © Idc(f)) (Cond. de naturalitat de n)
( (
(
(Segona id. triangular)
(

Def de 1dG(d))

g = goidp) (Def. de idp(c))
=go (ep(e) o F(ne)) (Primera id. triangular)
=1Idp(g) o (ep(e) © F(ne)) (Def. de Idp)
= (Idp(g) o ep(e)) © F(ne) (Associativitat de la comp.)
= (eqao (FoG)(g)) o F(ne) (Cond. de naturalitat de ¢)
= <5d o F(G(g))) F(ne) (Def. comp. de functors)
=¢gqo0 ( (G(g)) o F(nc)> (Associativitat de la comp.)
=e40F(G(g)one) (F functor)
=¢eqo0 F(f) (Per hipotesi)
= ft. (Def. de f¥)

(2 ) Hem de definir qui és € = (eq)aconp)- Siga d € Ob(D) i considerem
G(d) € Ob(C) i idga) € Homc( (d),G(d) Per hipotesi, existix un tnic idﬁG(d) €
Homp (F(G(d)),d) = Homp ((F o G)(d),d). Aixi, definim

—at
Eq = ldG(d)'

Hem de comprovar que € és transformacié natural i que se satisfan les identitats trian-
gulars. Comengarem comprovant la segona identitat triangular, per la seua trivialitat i
perqué ens fara falta per comprovar que ¢ és transformaci6é natural. Aixi,

Gleay) © ey = Glidly ) © Mo (Def. de )

= idg(q,)- (Def. de ldG(d ))
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Ara veurem que € és transformacié natural comprovant que es complix la condici6é de
naturalitat. Siguen dy,ds € Ob(D) i f € Homp(di,ds). Volem veure que

IdD(f) O&dy = ¢&dy © (FO G)(f)

Notem que G(f) € Hom¢ (G(dl), G(dg)). Per hipotesi, tenim que existix un tnic G(f)f €
Homp (F(G(dl)),dg) tal que

G(G(f)) ong) = G(f).

Ara bé, trobem que

G(Idp(f) o €ay) © M) = G(f o €ay) © Naar) (Def. de Idp)
= (G(f) o G(ea,)) © NG(dy) (G functor)
=G(f)o (G<5d1) o nG(dl)) (Associativitat de la comp.)
= G(f) oidgay) (Segona id. triangular)
=G(f). (Det. de idg(ay))

Pero també trobem que

G(edQ o(Fo G)(f)) O NG(dy)

= (Glew) o G((F o G)() ) omoay (G functor)
= (Glew) 0 (GO F)(G(f)) oneay  (Ass. de Ta comp. de functors)
= G(eg,) 0 ( (G o F)(G(f)) o ng(dl)) (Ass. de la comp.)
= G(eg,) 0 (77G (d2) ©1dc (G f))) (Cond. de naturalitat de n)
= G(eay) © (N6(as) © G(f)) (Def. de Idc)
— (G(eay) © Nc(ay)) © G(f) (Ass. de la comp.)
= idg(ay) © G(f) (Segona id. triangular)
= G(f). (Def. de idg(a,)

Per unicitat, concloem que

Idp(f) o ca, = G(f)* = €a, o (F 0 G)(f)

i, per tant, que ¢ és transformacié natural.
Ens queda la primera identitat triangular perod abans farem una observacié. I és que,
per a qualsevol f € Hom¢ (c, G(d)), es té que

ff=cao F(f).
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Agod és aixi pel mateix raonament fet en la primera implicacié després de definir la
candidata a ff i per unicitat. Aixi, per a f =1, € Homc (c, (Go F)(c)), tenim que

nt =eq0 F(ne)

i, de la segilient cadena d’igualtats

Ne = id(GoF)(c) O Me (Def. de id(GoF)(c))
= idg(r(e)) © Ne (Def. comp. de functors)
= G(idp(e)) © e, (G functor)

i la unicitat de 773, tenim la primera identitat triangular
idg(a) = 0% = ea 0 F(ne).
Concloem que (C,D, F,G,n,¢) és adjuncio.
({1 ={3]) Per a cada parell (c,d) € Ob(C° x D), definim l'assignaci6

@(c,a): Homp (F(c),d) — Home(c,G(d))
g — G(g)one

Notem que ¢ 4y és una bijeccié6 amb inversa gp(cld)(f) = e40 F(f) i, per tant, definix un
isomorfisme
P(e,d) - Homp (F(c), d) — Homc (c, G(d))

en Set. La comprovacio és senzilla:

(o) © Ped)(9) = P (Plea(9) (Def. de composicio)
= 9oy (Gl9) 0 1) (Def. de i, d))
:gdoF(G(g)onC) (Def. deap ))
=40 F(G(g)) o F(n.) (F functor)
=goepe) o F(ne) (Naturahtat de ¢)
= goidp( (Nota |4.
=g (Def. de morfisme identitat)
= idHomp (F(c),d)(9), (Def. de morfisme identitat)

d’on concloem que gp(_cl ) © Pled) = 1dHomp (F(¢),d)- Analogament, es comprova la identitat

P(ed) 0P 1d) = 1dHomc (c,c(a))- Queda provar la naturalitat de ¢ (. qy. Siguen h°P: ¢; — o
i k:dy — dy morfismes en C°°? i D, respectivament. Hem de veure que el segiient
diagrama commuta. (Recordem que F’ Op(hOP) = F'(h)°P per definici6 de functor oposat):
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Pler,
HOHlD (F(Cl), dl) ﬂ Homc (Cl, G(dl))

Homp (F(h)°P, k) Homc (h°P, G(k))

Homp (F(CQ), d2) — Homyc (02, G(dg)).
Qp(cz,dg)

Per aixo, considerem g € Homp (F (c1), dl) i veiem que

(Home (h°P, G(k)) © 9(er.a)) (9)

= Homc¢ (hop G(k ) ((p(chdl ) (Def. de composicio)
= Homc (h, G(k)) (G(9) © 7ey) (Def. de ¢(e, 1))

= G(k)o (G(g) ome,) o h (Def. de Homc(+,+))
=G(k)oG(g) o (G o F)(h) 0 1e, (Naturalitat de )

= G(k) o G(g) o G(F(R)) o 1e, (Def. de composicio)
=G (kogoF(h)) o, (G functor)

= P(ca,da) (k ©go F(h)) (Def. de P(ea dg))

= P(cg,dz) (HomD (F(h)Opa k’) (9)) (Def. de Homp(+,+))
= (‘P(CQ,dz) o Homp (F(h)Op, k)) (9)- (Def. de composici6)

Aixi, ¢ = (¢(c,a)) (c,d)c0b(cor,p) definix un isomorfisme natural
¢: Homp(s,+) o (F°P x Idp) = Homc(+,+) o (Id® x G).
(Bl ={2]) Per a cada objecte ¢ en C, definim el morfisme
Ne = @(c.r(e)) (idp()) € Home (e, G(F(c))).

Volem veure que 1 = (1.).con(c) satisfa la propietat universal. Siga f € Homc (¢, G(d)).
Per la bijectivitat de ¢(.q), existix un tdnic morfisme f* € Homp (F (c),d) tal que
Ped)( f* = f. Fent servir la naturalitat de ¢, el segiient diagrama commuta per a
tot h°P: c — ¢

Homo (F(c), F(¢)) ~) Home (c, G(F (o))

Homp (F(h)°P, %) Q Homc (h°P, G(f%))

Homp (F(c),d) W Homc (¢, G(d)).
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En particular, prenent h = id. i seguint 'element idp () € Homp (F(c), F(c)) al llarg de
la branca inferior del diagrama, obtenim d’una banda:

(Qo(c,d) © HOIHD( (ld )op fu))(ldF c))

( P(c,q) © Homp (id pc), f ))(1dF ¢) (F functor)
= Q(cd) (HomD (id % Flo) 1 )(id g ))) (Def. de composicio)
= Q(c.d) (ff oidp () ©1dp(e)) (Def. de Homp (-, *))
= P(cd) (f% (Def. de morfisme identitat)
= f. (Def. de f%)

D’altra banda, si 'avaluem al llarg de la branca superior, resulta:

(Home (1d2P, G(f*)) © ¢(e.r(ey) (idp(e))

= Homc (id2®, G(fﬁ)) (@(e.r(e) (dpe)) (Def. de composicio)

= Homp (id®, G(f%)) (m) (Def. de 1)
=G(fHon,oid, (Def. de Homc(+,*))
= G(f*) one. (Def. de morfisme identitat)

Per tant, f = G(f*) on.. Com que f* és tnica, es complix la propietat universal. O

Exemple 4.5. Des d’esta perspectiva disposem d’una via alternativa per concloure, de
manera molt més directa, que (Set, Mon, (+)*, U,n,s) és una adjuncié només a partir
d’allo que haviem estudiat al Capitol [1| (la propietat universal del monoide lliure, con-
cretament).

El segiient pas en el nostre estudi és comprovar que, en efecte, I’adjuncié és una rela-
xaci6 de I'equivaléncia. Tot i que ha estat construida amb este proposit, la demostracid
d’esta jerarquia no és un resultat trivial.

Proposicio 4.4. Si C i D son categories equivalents, aleshores existix una adjuncid de
C en D i una altra de D en C.

Demostracio. Com =~ és relacié d’equivaléncia, C ~ D es complix si, i només si, D ~ C.
Per tant, és suficient veure que existix una d’estes adjuncions.

Suposem que C i D s6n equivalents. Aixo implica que existixen dos functors F': C —
DiG: D — C per als qué podem trobar dos isomorfismes naturals n: Idc =& G o F
ia: FoG = Idp. Notem que (C,D,G, F,n,«a) no té per qué satisfer les identitats
triangulars. Construirem la counitat € de la nostra adjuncio a partir de n i o. Considerem
€ = (€d)deob(p), On

€4 = Qg0 F((G(ad) o 77G(az))_1)~
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Per a cada d € Ob(D), g4 és un isomorfisme en ser, tant la composicié d’isomorfismes com
I’actuacié de functors sobre isomorfismes, isomorfisme. Comprovem que ¢ és transforma-
ci6 natural de F o G en Idp. Per aixo, veurem que complix la condicié de naturalitat.
Siga ¢g: di — dy un morfisme en D. Volem veure que

IdD(g) O&d; = ¢&dy © (F 0 G)(g)
Trobem la segiient cadena d’igualtats:

IdD (g) ©&dy

=Idp(g) o <ad1 o F((G(adl) o 77G(d1))_1>> (Def. de ¢)

= (Idp(g) o ag,) © F((G(adl) o ng(dl))_l) (Ass. de la comp.)

= (ag, 0 (FoG)(g)) o F((G(adl) o ng(dl))_l) (Cond. de nat. de «)
=g, © <(F oG)(g)o F((G(adl) o ng(dl))l>> (Ass. de la comp.)

= g, © <F(G’(g)) o F((G(ag,) o UG(dl))_l)) (Def. comp. de funct.)
= g, © (F(G(g)) o F(né(ldl) o G(adl)_1)> (Inv. comp. d’isom.)
=g, © F(G(g) o (na(ldl) o G(adl)_1)> (F functor)

= aa, o F((Glg) o ngly,)) © Glaa) ™) (Ass. de la comp.)

= oo f ((Idc (G(9)) * ) © G<ad1>—1) (Def. de Idc)

=g, © F((né(ldz) o(GoF) (Idc (G(g)))) o G(adl)_1> (Cond. de nat. de n~1)
= ag, 0 F((né(lab) o(GoF) (G(g))) ° G(ad1)1> (Def. de Idc)

=g, © F((né(ldQ) o(GoF) (G(g))) o G(a;ﬁ)) (G functor)

= g, © F(("G(ldQ) oG((Fo G’)(g))) o G’(adll)) (Ass. comp. de funct.)
=g, o F(”(_;(ldg) o (G((F 0o G)(g)) o G(aEﬁ))) (Ass. de la comp.)
=g, o F(né(ldQ) o G((FoG)(g)o a(;ll)) (G functor)

=g, © F(né(ldQ) o G(Oz;; o IdD(g))) (Cond. de nat. de a™1)
= g, © F(n&l 1) © Glag! oyg)) (Def. de Idp)
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=g, 0 F<n5(1d )0 (G(ad21) o G(g))) (G functor)

= g, © F((nG(d ) © G(ad21)) o G’(g)) (Ass. de la comp.)
=g, © F((né(ld )0 Glagy) ') o G(g)> (G functor)

= (g, © F((G(ad2) o 7’]G(d2))_1 o G(g)) (Inv. comp. d’isom.)
= ag, © <F((G(ad2) ° nG(dg))_1> ° F(G(Q))) (F functor)

= ayg, 0 <F((G(ad2) o 77G(d2))_1> o(Fo G)(g)> (Def. comp. de funct.)
= (aa o F((G(a) 2 n00) ) ) o (Fe o) (Ass. de la comp)
=¢g4, 0 (FoG)(g). (Def. de )

Aixi, € és transformacié natural i, pel que hem comentat abans, és isomorfisme natural.
Ara hem de veure que se satisfan les igualtats triangulars. Per la Nota és suficient
veure que, per a cada ¢ € Ob(C) i d € Ob(D) es té que

idp) = er@e) o F(ne),  idga) = G(ea) ° naa)-

Comprovem primer la segona identitat:

O NG (d
1

= G(Oéd o F( Oéd ] 77G(d)) )) o nG(d) (Def de 5)
= G(ad o F(nG(ld o G(ozd)_l)) ° N6 (d) (Inv. de comp. d’isom.)
= G(ad o F(nG(ld o G(a;l))) ° NG(d) (G functor)
= G(ad o F( nG(ld, o F(G(ay ))) ° NG(d) (F functor)
= G(ag) o G(F (nG(d))) o G(F(G(ag 1))) ° Nc(d) (G functor)
= G(ag)o (Go F)(n (1d)) o (GoF)(G(ag")) o NG(d) (Def. comp. de funct.)
= G(ag) o (Go F)(na(ld)) o ((G o F)(G(azh) o ng(d)> (Ass. de la comp.)
= G(ag) o (Go F)(na(ld)) o (n(GoF)(G(d)) o Idc(G(ay ))) (Cond. de nat. de n)
=G(ag)o (Go F)(Tlé(ld)) o (nGory(G(ay) © Glag ")) (Def. de Idc)
= G(ayg) o ((G o F)(ng(ld)) o (GoF)(G(d))) o G(ogl) (Ass. de la comp.)
= G(aq) o (Ng(a) © Idc(né(ld))) o G(ag") (Cond. de nat. de 7)
= G(aq) © (NG (ay © 775(1 ) © G(agh) (Def. de Idc)
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= G(aq) o id(gor)(G(d)) © G(ag") (Def. de morf. invers)
= G(ag) o G(ay") (Def. de id(gor)(c(a)))
= G(agoay") (G functor)

= G(idigp(a)) (Def. de morf. invers)
= G(idy) (Def. de Idp)

= idg(a), (G functor)

com voliem veure. Abans de comprovar la segona identitat, fem una observacié que ens
facilitara el treball. Veurem que

n(glop)(c) =(Go F)(nc_l)

De la segiient cadena d’igualtats:

id(GoF)(e) = M © 77,;_1 (Def. de morf. inv.)
= Idc(ne) o, ! (Def. de Idc)
= n(éoF)(c) o (GoF)(ne), (Cond. de naturalitat de n™')

component per la dreta amb (G o F)(n.)~!, arribem on voliem. Estem en condicions de
passar a comprovar la primera identitat.

= (aF(c) o F((G(QF(C)) o nG(F(c)))_l)) o F(n.) (Def. de ¢)

— (QF(C) o F((Glap) o n(GoF)(C))—ID o F(n.) (Def. comp. de funct.)
= (@ © F(hichpye) © Glare) ™)) © F(ne) (Inv. comp. d’isom.)
- <aF(c) o P pyey) © F(Glor() )) o F(1e) (F functor)

- (aF(c) o P pyey) © (F 0 @) (ar (o) ) o F(11e) (Def. comp. de funct.)
= (ar@ o F((G o F) ) o (F o G)ap) ™) o F(ne) (Observacio)

_ <aF(C) o (FoG)(F(n:Y)) o (Fo G)(aF(C))’l) o F(ne) (Ass. comp. funct.)

= (ar@ o (FoG)(FO1Y) ) o (F o G)(ar@) ™ o F(n) (Ass. de la comp.)

- <IdD(F(nc_1)) o O Fo)(F(e) ) o (FoG)(ape) o F(n.)  (Cond. nat. de a)

= (F™) 0 agpogyp(ey) © (F 0 G)(ape) " o F(ne) (Def. de Idp)
=F(n.")o (a(FoG)(F(c)) o(Fo G)(@F(c )~') o F(ne) (Ass. de la comp.)

= F(n;") o (Idp(agl,y) 0 ap() o F () (Cond. de nat. de a)
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= F(n;") o (apy © ar(e) © F(ne) (Def. de Idp)
= F(n; ") 0 id(roc)(#(e)) © F(ne) (Def. de morf. inv.)
= F(n;") o F(ne) (Def. de id(rog)(r(c)))
= F(n. ' one) (F functor
= F(idigc(e)) (Def. de morf. inv.)
= F(id.) (Def. de Idc)
=1idp(). (F functor)

Queden, doncs, provades ambdues identitats triangulars i, amb elles, que (C,D, F, G, 7, €)
constituix una adjuncié. O

La majoria d’autors estan d’acord, i aixi ho expliciten als seus llibres, que ’adjuncié
és aportacidé més rellevant i transversal de la teoria de categories a les matematiques.
Com indicava la cita de Mac Lane que obria esta seccid, les adjuncions sorgixen arreu
en moltes branques de la disciplina. No obstant aixo, la seua formalitzacié va tardar
a arribar, ja que la noci6é de parell de functors adjunts no va ser descrita per primera
vegada fins a 'any 1958 per Daniel Kan.

La terminologia prové del concepte d’operador adjunt en els espais de Hilbert. En
este context, 'adjunt T d’una transformacié lineal T en un espai H es definix mitjancant
la igualtat dels productes interns

(T"z,y) = (z,Ty)

per a tots els vectors x,y € H. Existix una analogia formal directa amb la caracterit-
zaci6 de adjunci6 en termes de l'isomorfisme natural de conjunts de morfismes (vegeu
I’apartat |3[ del Teorema , on el functor F “canvia de costat” per a esdevindre G. Es
precisament esta similitud la que justifica ’adopci6 del terme “adjunt” en I'ambit de les
categories.

Ja hem analitzat en profunditat I’adjuncié entre el functor d’oblit i la construccié del
monoide lliure —que ens ha servit com a model intuitiu—. Traslladem ara este estudi
a l’altra situaci6 estructural que ha vertebrat el present treball i ha motivat en primera
instancia la introducci6 del concepte d’adjuncié. Ens referim a la relacié existent entre
la categoria dels monoides, Mon, i la categoria de categories amb un tnic objecte Cat,.
En concret, estudiarem la segiient situacio:

C.
Mon Cat,.
End,

Per ara, en la Nota hem demostrat que es complix la identitat

End, o C. = Idmon
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i hem definit, als Exemples i les transformacions naturals
I': C,oEnd, = Idca,, K:Idcat, = Ci o End,.

Com ja vam comprovar, ni I' ni K soén isomorfismes naturals. Este fet no resulta sorpre-
nent si considerem la impossibilitat d’establir una equivaléncia entre Set i Cat,: d’existir
dita equivaléncia, els seus esquelets haurien de ser isomorfs, la qual cosa implicaria —
absurdament— que qualsevol categoria puntejada hauria de ser isomorfa a una categoria
amb un dnic objecte.

Davant d’este escenari, passem a buscar relacions d’adjuncié entre C, i End,. La
igualtat a la identitat obtinguda anteriorment ens proporciona automaticament la trans-
formacié natural identitat que utilitzarem per a completar les nostres adjuncions.

Exemple 4.6. Comprovarem primer que (Cat,, Mon, End,, C,, K,idjq,,,,) no constituix
una adjuncié. Per veure-ho procedirem per reduccié a I’absurd: suposem que es tracta
d’una adjuncio6 i considerem una categoria puntejada (C, ¢) tal que Endc(c) \ {idS} # 0.
S’ha de complir la primera identitat triangular

idEgnd, (C,e) = (1d1dyen ) End. (C,e) © Endu(K(c )

0, equivalentment,

idEndc(e) = 1dEndc(e) © End*(Kidg) = End*(K.dg).

1

Siga f € Endc(c), f # idg. Aleshores,

End, (K,y0)(f) = Kyge (f) (Def. de End.)
=id¢ (Def. de K)
£ f (Per la tria de f)
= idgndc(e) (f), (Def. de idgndc(c))

1 tenim una contradiccid.

Exemple 4.7. Passem ara, en canvi, a veure que (Mon, Cat,, C,, End,,idyq,,,,I") si
constituix una adjuncié. Per a verificar-ho, només cal comprovar si idg,,,,, com a unitat,
i ', com a counitat, satisfan les identitats triangulars. Per la Nota [£.I] hem de veure
que, per a tot monoide M = (M, e, ¢) i per a tota categoria puntejada (C, ¢),

ide, vy = e, © Ci(idiay,,(v))s  1dEnd, (c,e) = Endu(T(c,e)) © (id1dye, ) End. (C,0)
0, equivalentment,
idm,e) = Limpe) © Cu(idm),  idgndc(e) = End«(T(c,)) © idEndc(e)-
Comencem per la primera igualtat. Notem que

C.(M) = (M, ¢)
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i, per altra banda, que
(CixoEnd, 0o C,)(M) = (Cy 0 Idmon)(M) = C.(M) = (M, e).
Aixi, la composicié actua de la segiient manera:

C. (i o
(M, ¢) U)o MO (M, e).

Veiem com actuen idme) i I'im,e) o C,(idp) sobre I'anic objecte i els morfismes en (M, e).
Pel que fa a I'objecte:

(TC(m,e) © Culidm)) (e) = Tm.e) (Cul(idm)(€)) (Def. comp. functors)
= F(M,e) (6) (Def de C )
—e (Def. de T)
= id(m,e) (e)- (Def. de id(m,e))

Siga ara m morfisme en (M, e). Aleshores:

(F(Mve) ° C*(idM))(m> = 11(M,e)(c*(idM)(m)) (Def. comp. functors)
= L,e) (idn(m)) (Def. de C,)
= Lme)(m) (Def. de idpy)
=m (Def. de I)
= id(m,e)(m). (Def. de idm,c))

Per tant, es complix la primera igualtat triangular. Procedim amb la segona. Esta vegada
tenim, per una banda,

End,(C,c) = Endc(c)

i, per altra banda, que
(End, o Cy 0 End,)(C, ¢) = (Idmon © End)(C, ¢) = End«(C, ¢) = Endc(c).
Aixi, la composicié actua de la segiient manera:

idEndc (c) End.(T'c.¢))
Endc(¢) ————— Endc(¢) ——— Endc(c¢).

Veiem com actuen idgndc(e) 1 End«(I(c ) © idgndc(e) sobre els elements de Endc(c).
Siga f € Endc(c). Trobem que

(End.(T(c,¢) © idgnde(e)) (f) = Endu(T(c,0)) (idEndc(e) (f)) (Def. composicio)
= End.(I'(c,¢))(f) (Def. de idgndc(c))
=T (co(f) (Def. de End,)
=f (Def. de T)
= idgndc(c) (f)- (Def. de idpndc(c))
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Per tant, es complix la segona identitat triangular. Concloem aixi que hem trobat una
adjuncié (Mon, Cat,, C,, End,,idiq,,,,.I").

Mon 1 Cat,
End.

4.2.1 Composicié d’adjuncions

Els resultats obtinguts fins ara ens permeten visualitzar una seqiiéncia de functors adjunts
que connecta estructures de complexitat creixent: des dels conjunts fins a les categories,
passant pels monoides. Esta situacié es pot esquematitzar en el segiient diagrama:

(+)" C.
Set 1 Mon 1 Cat,
U End.

Esta cadena de relacions suggerix de manera natural la possibilitat de combinar ambdues
adjuncions per a establir una connexié directa entre Set i Cat,. El segiient resultat
introduix la idea d’una composicio d’adjuncions. Donarem dues proves: una primera
més senzilla i intuitiva i una segona que ens permetra formalitzar el concepte.

F H HoF
L N — BN
Teorema 4.4. Si C JG_ D :iD ﬁ{_ E, aleshores C GJ_K E.

Demostracié 1. Pel Teorema[d.3] tenim, per una banda,

Homp(+,+) o (F°P x Idp) = Homc(+,+) o (Id® x G)
i per una altra,

Homg(+,+) o (H x Idg) = Homp(+,+) o (Idy’ x K).

Fent s de la transitivitat de la isomorfia, i el fet que la composicié de functors preserva
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esta relaci6 (vegeu Nota [3.4]), trobem

Home (+,+) o ((H o F)° x Idg)

= Home(,+) o ((H? o F°P) x Idg) (+)°P functor)

= Homg(+,+) o ((HP o F°P) x (Idg o Idg)) Def. de functor identitat)

= Homg(+,+) o (H°P? x Idg) o (F°P x IdE) Def. de composicié en Cat x Cat)
> Homp(+,+) o (IdP x K)o (F x Idg) HAK)

= Homp(,+) o

Def. de functor identitat)
= Homp(+,+) o (F°? x Idp) o (IdZ x K) Def. composici6 en Cat x Cat)
> Homc (-, +) o (Id? x G) o (1P x K) FAG)

(
(
(
(
IdY o F°P) x (K oIdg)) (Def. de composicio en Cat x Cat)
(
(
(
(Def. de composicié en Cat x Cat)
(

?)o
()
()
()
(++) o ((
= Homp(+,+) o ((FOp o Id®) x (Idp o K))
()
()
()
()

o ((IdZ o IdP) x (G o K))
(

Id® x (G o K)). Def. de functor identitat)

Concloem, doncs, que H o FF 4G o K. ]

Demostracio 2. Com F - G, existix un parell de transformacions naturals n: Id¢ =
GoFie: FoG = Idp que satisfan les identitats triangulars. De la mateixa manera, com
H 4 K, existixen altres dues transformacions naturals y’: Idp = KoH ie': Ho K =
Idg satisfent també les identitats triangulars. A partir d’estes transformacions naturals,
en definim dues de noves:

n" = (idg*n' *idp)on: ldc = GoF = GoKoHoF,

g = o(idy*exidgx): HoFoGoK = Ho K = IdE.

Per demostrar que H o F' + G o K només cal demostrar que 7" i ¢” satisfan les identitats
triangulars. Considerem, aixi, el diagrama segiient:

HFn HFGn'F
HF HFGF ——— HFGKHF
idgp HeF HeKHF
Hn'F
HF HKHF
idpp eHF
HF
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Notacié 4.1. Per no sobrecarregar visualment el diagrama, hem decidit emprar la no-
tacié GF per indicar composici6é de functors G o F'. Hem escrit, també per juxtaposicio,
GnF per indicar composicié horitzontal idg * 1 *idp. Ambdues s6n notacions estandard
en la literatura.

Component horitzontalment per I’esquerra la identitat triangular (exidp)o(idp*n) =
idp amb idy i usant que idg * idp = idgop, obtenim que el triangle de dalt commuta.
Component horitzontalment per la dreta la identitat triangular (¢'«idg)o(idg*n) = idy
amb idr obtenim que el triangle de baix commuta també. Per la naturalitat, bé de € o
bé de 7/, el segiient diagrama commuta:

FGrn/
G FGKH
€ Q eKH
Idp - KH
n

Component horitzontalment amb idz per 'esquerra i idg per la dreta, obtenim que el
quadrat en el diagrama gran també commuta. Aixi, tot el diagrama gran commuta i, en
particular, també ho fa el triangle exterior. Aixo ens diu que

(5// * idHoF) © (idHoF * 77”) = idHOF’

que ¢és una de les identitats triangulars per a n” i ¢”. L’altra identitat s’obté de forma
similar. O

A partir de la segona demostracié del Teorema anterior, derivem la definici6 formal
de composicié d’adjuncions:

Definici6é 4.4. Donades dues adjuncions (C,D, F,G,n,¢) i (D,E, H, K,n',&’), definim la
seua composicié com l'adjuncié
(C,E,Ho F,Go K, (idg * 7 xidp) on,& o (idy * £ xidk)).
Exemple 4.8. A partir dels resultats exposats, s’establix la segiient adjuncio:
Coo(+)
Set € Cat,.
U o End,

Esta adjuncié, més enlla de ser un simple corol-lari, proporciona un resultat potent que
s’evidencia en avaluar la bijecci6 canonica entre els conjunts de morfismes:

Homcat, (Co(X*), (C, ¢)) = Homset (X, U(Endc(c))).
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El membre de I'esquerra descriu objectes, a priori, complexos: functors puntejats des
de la categoria induida per un monoide lliure cap a una categoria puntejada qualsevol.
Construir un d’estos functors manualment exigiria assignar imatges per a infinits morfis-
mes i comprovar que es preserva tota ’estructura categorica. No obstant aix0, el membre
de la dreta reduix este problema a una simple aplicacié de conjunts. D’esta manera, 1’ad-
juncié garantix que, per a determinar completament eixe functor, n’hi ha prou amb triar
un endomorfisme en la categoria d’arribada per a cada element del conjunt generador X.
Esta capacitat de convertir la complexitat estructural en eleccions elementals il-lustra
perfectament la utilitat de les adjuncions.

Abans de donar pas a les conclusions, resulta convenient oferir una visi6 panoramica
del mapa de relacions estructurals que hem anat dibuixant al llarg del treball. A la
pagina segiient es presenta un diagrama global on es recullen totes les categories que
hem estudiat, juntament amb els functors, adjuncions, equivaléncies i isomorfismes que
les relacionen.
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Isetbij
(+)"
- ..
SetM SetPl
Cat
’ Endse:
Mon
ICat*J
Caty 1 (+)-Set

Cat

12

U, Il
ICatl

Cat;

Figura 4.1: Relacions categorials estudiades.
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Conclusions

Al llarg d’este treball ens hem endinsat en la teoria de categories i hem pogut comprovar
les estretes relacions que esta manté amb la teoria de monoides. Si bé és cert que els
monoides ens han servit inicialment com un camp de prova idoni per a contextualitzar
i aterrar conceptes categorials de primera aproximacié dificil, el desenvolupament del
text ens ha portat molt més enlla d’este proposit didactic. L’analisi ens ha revelat que
la connexi6 entre ambdues teories posseix un caracter profundament estructural. Aixi,
hem transcendit la simple reinterpretacié de resultats per a construir i formalitzar un
entramat rigor6s de functors, adjuncions i equivaléncies que connecten els universos de
Set, Mon i Cat.

A nivell personal, este treball m’ha permeés satisfer una inquietud intel-lectual que
portava arrossegant molt de temps i m’ha obert la porta a seguir aprofundint en un
camp que ha superat totes les meues expectatives i m’ha dotat d’'una visié global de
les matematiques, no només enriquidora en el pla teoric, siné també exportable a molts
altres ambits i, fins i tot, a la meua quotidianitat.

Tot i ser un treball introductori, molts conceptes basics importants de la teoria de
categories s’han hagut de deixar fora per raons de brevetat i claredat expositiva perd ara
disposem de les ferramentes necessaries per poder abordar estes i moltes altres qliesti-
ons més complexes que constituixen una continuacié natural d’este text per a qualsevol
lector que vulga aprofundir en este camp. A este efecte, suggerisc la lectura dels lli-
bres introductoris Basic Category Theory, de Tom Leinster [14]; Abstract and Concrete
Categories - The Joy of Cats, de Jifi Adamek, Horst Herrlich i George E. Strecker [1];
Category Theory, de Steve Awodey [3|; Introducing Category Theory, de Peter Smith
[29], i, per descomptat, Categories for the Working Mathematician, de Saunders Mac
Lane [15]. Tots estos treballs han sigut, en major o menor mesura, una part fonamental
en 'elaboracié d’este text.
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