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Introducció

En l’article [3], Gaschütz va provar que donat un grup finit A-generat G i un nom-
bre primer p, existeixen una extensió G] i un epimorfisme de grups ϕ : G] −→ G
de manera que el seu nucli és un grup p-elemental abelià. A més, aquesta extensió
és universal sobre tots els grups amb aquestes mateixes característiques. En aquest
treball, tractarem de generalitzar aquest resultat de dues formes.

En primer lloc, veurem que per a quasevol grup finit A-generat G i qualsevol
nombre natural m, podem trobar una extensió G]

m i un epimorfisme d’aquesta
extensió en G que tinga com a nucli un grup abelià d’exponent m. A més, aquesta
extensió també serà universal respecte als grups que tinguen un epimorfisme en G
amb nucli abelià d’exponent m.

En segon lloc, com en els casos anteriors haurem vist que l’extensió universal
G]
m es pot construir com el quocient F/R] on R] = R′Rm, F és el grup lliure

sobre A i R és un subgrup de F tal que F/R ∼= G, veurem que l’extensió natural
G∗ = F/R′, que a diferència de les anteriors, és infinita (excepte si G és trivial),
també és universal sobre la resta d’extensions H de G de forma que s’hi pot trobar
un epimorfisme ψ : H −→ G amb nucli abelià.

D’altra banda, Ballester-Bolinches, Cosme-Llópez i Esteban-Romero, presenten
en [1] la construcció d’un grup GAbp basat en el graf de Cayley d’un grup finit
A-generat G i demostren que és isomorf a l’extensió universal de Gaschütz G].
En aquesta memòria, exposarem aquestes dues coses amb una mica més de detall.
Tot seguit, donat un nombre natural m, construirem de manera similar (també
basant-nos en el graf de Cayley) un grup GAbm i veurem que és isomorf a l’extensió
universal tipus Gaschütz G]

m de què parlàvem prèviament. Per últim, tractarem
de fer una construcció semblant però infinita que siga isomorfa a l’extensió G∗.

Ara bé, abans d’entrar en matèria, parlarem de determinats conceptes que
necessitarem més endavant. Per començar, definirem dues extensions del producte
directe: els productes semidirecte i el subdirecte, en ambdos casos, seguint el llibre
[2]. El producte semidirecte ens serà útil a l’hora de construir grups basant-nos en el
graf de Cayley, mentre que el producte subdirecte servirà per veure la relació entre
l’extensió tipus Gaschütz per a un natural m i les extensions per a les potències
de nombres primers de la descomposició de m.
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A continuació, dedicarem una secció a l’estudi dels grups abelians. Concreta-
ment, definirem el concepte de grup abelià lliure i utilitzarem les seues propietats
per provar el Teorema fonamental dels grups abelians finitament generats, que ne-
cessitarem per demostrar que l’extensió G∗ és isomorfa al grup que construirem
amb el graf de Cayley. Tots els resultats d’aquesta secció es poden trobar en [6] i
[4]. El darrer apartat del primer capítol el dedicarem a estudiar grups lliures, que
emprarem per provar l’existència de les extensions tipus Gaschütz, i presentacions
de grups. En aquest cas, hem extret la informació de nou de [6] i de [5].

Tot seguit, emprarem el següent capítol per estudiar alguns conceptes de teoria
de grafs seguint [8] i [7], definir el graf de Cayley d’un grup A-generat G i veure’n
alguns exemples.

Finalment, al tercer i últim capítol ens centrarem en provar el que hem exposat
inicialment: les diferents generalitzacions del teorema de l’extensió universal de
Gaschütz i l’existència d’un isomorfisme entre cadascuna d’aquestes i els diferents
grups construïts amb l’ajuda del graf de Cayley.
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Capítol 1

Resultats previs

Abans de començar, cal fer un apunt sobre la notació: durant tota la memòria,
les aplicacions i la composició l’escriurem per la dreta. Per exemple, (ψ ◦ ϕ)(g) es
denotarà com gϕψ.

1.1 Producte semidirecte
En aquesta secció estudiarem el producte semidirecte, que com veurem, és una
generalització del producte directe. Començarem introduïnt el concepte de grup
d’operadors per seguidament definir el que s’anomenen productes semidirectes in-
tern i extern. Finalment, veurem la relació entre ells i justificarem perquè podem
dir que aquest concepte generalitza el de producte directe.

Definició 1.1. Donats dos grups G i H, suposem que per a cada g ∈ G i h ∈ H
existeix un element gh ∈ G definit de manera que

1. l’aplicació g 7→ gh és un automorfisme de G,

2. ghk = (gh)k, per a tots g ∈ G i h, k ∈ H.

Aleshores, direm que H és un grup d’operadors per a G o simplement que G és un
H-grup.

Si tenim un homomorfisme σ : H −→ Aut(G) de manera que l’element gh estiga
definit com gh := gσh,1 llavors direm que H és un grup d’operadors per a G via σ.

Definició 1.2. Siga X un grup amb subgrups G i H de manera que X = GH,
GEX i G∩H = 1. Aleshores, es diu que X és el producte semidirecte (intern) de

1Notem que en aquest context, la notació gh no representa necessàriament la conjugació. No
osbtant això, veurem que la notació es correspon amb la conjugació en el producte semidirecte
extern que definirem més endavant.
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2 Capítol 1. Resultats previs

G amb H. A més, amb l’acció de H sobre G per conjugació, gh = h−1gh, és clar
que H és un grup d’operadors per a G.

Definició 1.3. Siga H un grup d’operadors per a G. Si definim una operació
binària sobre el producte cartesià X = G×H com

(g, h)(g′, h′) = (g(g′)h
−1

, hh′),

és fàcil comprovar que el conjunt X amb aquesta operació forma un grup amb
element identitat (1G, 1H) i de manera que l’invers de (g, h) és ((g−1)h, h−1). AX se
l’anomena producte semidirecte (extern) de G amb H via σ (on σ : H −→ Aut(G)
determina l’acció de H sobre G) i ho denotarem com

X = [G]H (via σ).

Quan l’acció de H estiga clara pel context, escriurem simplement X = [G]H.

Observant les definicions, veiem que el producte semidirecte intern és una ma-
nera particular de construir un grup partint de dos subgrups, sent un d’ells normal,
mentre que el producte semidirecte extern és un producte cartesià juntament amb
una operació concreta que depén de l’homomorfisme σ. Malgrat tot, ambdues de-
finicions estan molt relacionades, com mostra la nota següent.

Nota 1.4. De la definició es dedueix clarament que X = [G]H és el producte
semidirecte intern del subgrup G × 1 ∼= G amb 1 × H ∼= H. A més, el càlcul
següent mostra que l’acció de H sobre G es correspon amb la conjugació en X per
l’element (1, h):

(g, 1)(1,h) = (1, h−1)(g, 1)(1, h)

= (1, h−1)(g, h) = (gh, 1).

Per tant, no farem distincions formals entre els productes semidirectes intern i
extern: identificarem G×1 amb G i 1×H amb H i veurem la versió externa [G]H
com el producte semidirecte intern de G amb H.

Nota 1.5. Si l’acció de H sobre G és trivial, és a dir, Hσ = 1, aleshores [G]H =
G×H. Així, el producte directe és un cas especial del producte semidirecte.

Exemple: Donats dos grups G i H, el seu producte directe és únic. En canvi, amb
el producte semidirecte no ocorre el mateix ja que aquest depén de l’homomorfisme
σ : H −→ Aut(G) escollit. Per exemple, si considerem G = Z/3Z = {1, a, a2} i
H = Z/2Z = {1, b}, tenim dues possibilitats:

(a) Prendre σ1 l’homomorfisme trivial. En aquest cas, tenim que [G]H (via σ1) =
G×H ∼= Z/6Z.

(b) Prendre σ2 de manera que bσ2 és l’automorfisme que intercanvia els elements
a i a2. Aleshores, [G]H (via σ2) ∼= S3, on S3 és el grup simètric d’ordre 3.
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1.2 Producte subdirecte
Aquest apartat el dedicarem a definir el producte subdirecte de dos grups. Per fer-
ho, començarem veient quan es diu que un subgrup és subdirecte per poder definir
tot seguit el producte subdirecte de manera constructiva. Finalment, observarem
que el producte directe es pot veure com un cas particular de producte subdirecte.

Definició 1.6. Donat D = G1 × · · · × Gr, es diu que un subgrup U de D és
subdirecte si Uπi = Gi per a cada i = 1, . . . , r, on πi és la i-èssima projecció.

Lema 1.7. Donats N1, . . . , Nr subgrups normals d’un grup G, l’aplicació

µ : G −→ G/N1 × · · · ×G/Nr

g 7→ (gN1, . . . , gNr)

és un homomorfisme de grups amb nucli
⋂r
i=1Ni i a més, Gµ és subdirecte. En

particular, G/(
⋂r
i=1Ni) és isomorf a un subgrup subdirecte de G/N1×· · ·×G/Nr.

Demostració. Clarament, µ és un homomorfisme:

(gg′)µ = (gg′N1, . . . , gg
′Nr) = (gN1, . . . , gNr)(g

′N1, . . . , g
′Nr) = (gµ)(g′µ).

A més, gµ = (N1, . . . , Nr) si, i només si, g ∈ Ni per a tot i = 1, . . . , r,
amb la qual cosa, ker(µ) =

⋂r
i=1Ni. D’altra banda, la projecció πi de Gµ és

{gNi | g ∈ G}= G/Ni, amb la qual cosa, Gµ és subdirecte, i pel teorema d’isomor-
fia, tenim l’última afirmació de l’enunciat.

Teorema 1.8. Siguen G1, G2 i H grups i siguen εi : Gi −→ H epimorfismes amb
Ki = ker(εi) per a i = 1, 2. Anomenem D = G1 ×G2, G1 = G1 × 1 i G2 = 1×G2

i considerem
G = {(g1, g2) | gi ∈ Gi, g1ε1 = g2ε2}.

Aleshores G és subgrup de D i existeixen δi : G −→ Gi epimorfismes tals que

i) ker(δ1) = G ∩G2
∼= K2, ker(δ2) = G ∩G1

∼= K1.

ii) ker(δ1) ker(δ2) = K1 ×K2.

iii) G/(K1 ×K2) ∼= H.

Demostració. Comencem veient que G és subgrup subdirecte de D, és a dir, do-
nades les projeccions πi : D −→ Gi per a i = 1, 2, vegem que Gπi = Gi.

Donat g1 ∈ G1, g1ε1 = h ∈ H. Ara, com ε2 és un epimorfisme, existeix g2 ∈ G2

de forma que g2ε2 = h. Així, (g1, g2) ∈ G i (g1, g2)π1 = g1, amb la qual cosa,
Gπ1 = G1 i raonant de manera anàloga, Gπ2 = G2.
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Llavors, si considerem δi com la restricció de πi a G per a i = 1, 2, obtenim dos
epimorfismes que satisfan:

ker(δ1) = G ∩ ker(π1) = G ∩G2 = {(1, g2) | g2ε2 = 1}
= {(1, g2) | g2 ∈ K2} = 1×K2

∼= K2,

ker(δ2) = G ∩ ker(π2) = G ∩G1 = {(g1, 1) | g1ε1 = 1}
= {(g1, 1) | g1 ∈ K1} = K1 × 1 ∼= K1.

A més, com (K1×1)∩ (1×K2) = 1, tenim que ker(δ1) ker(δ2) = K1×K2, amb
la qual cosa hem provat i) i ii).

Per últim, per provar iii), considerem l’homomorfisme ε : G −→ H ×H donat
per gε = (gδ1ε1, gδ2ε2) per a cada g ∈ G. Notem que si g = (g1, g2) ∈ G, aleshores
gδ1ε1 = g1ε1 = g2ε2 = gδ2ε2. Per tant, la imatge de ε és {(h, h) | h ∈ H} ∼= H.
D’altra banda, el nucli de ε és K1 × K2 ja que, si g = (g1, g2) ∈ ker(ε), llavors
1 = gδiεi = giεi, amb la qual cosa, gi ∈ Ki per a cada i = 1, 2. Així, pel teorema
d’isomorfia, G/(K1 ×K2) ∼= H.

Definició 1.9. El subgrup G de G1×G2 del teorema anterior s’anomena producte
subdirecte de G1 i G2 amb grup factor amalgamat H.

Nota 1.10. El producte subdirecte de dos grups G1 i G2 amb grup factor amal-
gamat 1, és el producte directe dels dos grups.

1.3 Estudi dels grups abelians

1.3.1 Grup abelià lliure

Abans de començar, hem de tindre en compte que, com a norma general, quan
treballem amb grups abelians emprarem notació additiva.

Definició 1.11. Un grup abelià F es diu abelià lliure si és isomorf a una su-
ma directa de grups cíclics infinits. Més concretament, existeix un subconjunt
A ⊂ F format per elements d’ordre infinit, anomenat base de F , de manera que
F =

⊕
a∈A〈a〉, és a dir, F ∼=

⊕
a∈A Z.

Teorema 1.12. Siguen F un grup abelià lliure amb base A, G un grup abelià qual-
sevol i f : A −→ G una funció qualsevol. Aleshores, existeix un únic homomorfisme
ϕ : F −→ G que extén f , és a dir, que fa commutatiu el diagrama

A F

G

ι

f
ϕ

on ι és la inclusió. De fet, si u =
∑
maa ∈ F , aleshores uϕ =

∑
maaf .
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Demostració. Si u ∈ F , per la unicitat de l’expressió u =
∑
maa tenim que la

funció ϕ : F −→ G definida com u 7→
∑
maaf està ben definida. A més, ϕ és

clarament un homomorfisme i extén f . Per últim, també tenim la unicitat perquè
si ψ fora un altre homomorfisme que extenguera f , aψ = aϕ per a tot a ∈ A i dos
homomorfismes que coincideixen en un conjunt de generadors són iguals.

Teorema 1.13. Siguen F1 i F2 grups abelians lliures amb bases A1 i A2, respec-
tivament. Aleshores, F1

∼= F2 si, i només si, |A1| = |A2|.

Demostració. Suposem primer que |A1| = |A2|. Aleshores, hi ha una bijecció
f : A1 −→ A2 ⊂ F2 i pel teorema anterior, existeix ϕ : F1 −→ F2 amb aϕ = af per
a tot a ∈ A1. De la mateixa manera, existeix ψ : F2 −→ F1 amb bψ = bf−1 per a
cada b ∈ A2. Ara bé, ϕψ i ψϕ són identitats perquè ambdos fixen els elements de
la base corresponent. Així, ϕ és un isomorfisme i F1

∼= F2.
Suposem ara que F1

∼= F2. Si p és un nombre primer, aleshores V = F1/pF1 és
un espai vectorial sobre Z/pZ. Comprovem que A1 = {a + pF1 | a ∈ A1} és una
base de V : és clar que A1 genera V així que només hem de veure si és linealment
independent. Suposem que

∑
ma(a + pF1) = 0 per a ma ∈ Z/pZ. Si ma és un

representant de ma, aleshores
∑
ma(a+ pF1) = 0. En F1, aquesta equació vol dir

que
∑
maa ∈ pF1, és a dir, que existeixen enters na amb

∑
maa =

∑
pnaa. Per

la independència de la base, ma = pna i llavors ma = 0 per a tot a ∈ A1, amb la
qual cosa, A1 és base de V . Així, tenim que dimF1/pF1 = |A1| = |A1|. De manera
anàloga, dimF2/pF2 = |A2|, i com F1

∼= F2 implica F1/pF1
∼= F2/pF2, obtenim el

que volíem: |A1| = |A2|.

Definició 1.14. S’anomena rang del grup abelià lliure F al cardinal de la seua
base.

Teorema 1.15. Qualsevol grup abelià G és imatge homomorfa d’un grup abelià
lliure de rang |A|, on A és un conjunt de generadors de G.

Demostració. Siga F =
⊕

a∈A〈a〉 grup abelià lliure de rang |A|. Pel teorema 1.12,
donada l’aplicació inclusió ι : A −→ G, existeix un únic homomorfisme ϕ : F −→ G
que l’extén a F . Aleshores, aϕ = a ∈ G i així A ⊆ Fϕ. Llavors, com A genera G,
tenim que Fϕ = G, com volíem. En particular, F/ kerϕ ∼= G.

Lema 1.16. Si {a1, . . . , an} és una base d’un grup abelià lliure F i m ∈ Z, alesho-
res per a cada j 6= i el conjunt {a1, . . . , aj−1, aj +mai, aj+1, . . . , an} és també una
base de F .

Demostració. És clar que F = 〈a1, . . . , aj−1, aj + mai, aj+1, . . . , an〉 ja que aj =
−mai + (aj + mai). D’altra banda, si k1a1 + · · · + kj(aj + mai) + · · · + knan = 0
amb kt ∈ Z, aleshores k1a1 + · · ·+ (ki + kjm)ai + · · ·+ kjaj + · · ·+ knan = 0, amb
la qual cosa, cada kt = 0.
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Teorema 1.17. Si F és un grup abelià lliure de rang finit n i G és un subgrup
de F no trivial, aleshores existeixen una base {a1, . . . , an} de F , un enter r amb
1 ≤ r ≤ n i enters positius d1, . . . , dr amb d1 | d2 | · · · | dr tals que G és abelià
lliure amb base {d1a1, . . . , drar}.

Demostració. Ho provarem per inducció sobre n. Si n = 1, aleshores F = 〈a1〉 ∼= Z
i G = 〈d1a1〉 ∼= Z per a algun d1 ∈ N i ja ho tenim. Suposem per inducció que el
teorema és cert per a tots els grups abelians lliures de rang menor que n.

Definim S com el conjunt dels enters s tals que existeix una base {b1, . . . , bn}
de F i un element de G de la forma sb1 + k2b2 + · · · + knbn amb ki ∈ Z per a
i = 2, . . . , n. Notem que, en aquest cas, {b2, b1, b3, . . . , bn} també és una base de F
i, per tant, k2 ∈ S (i de manera similar, la resta dels ki).

Com G 6= 0, tenim que S 6= ∅ i podem prendre d1 com el mínim enter positiu de
S. A més, per a alguna base {b1, . . . , bn} de F existeix υ ∈ G amb υ = d1b1+k2b2+
· · · + knbn (k2, . . . , kn ∈ Z). Per l’algorisme de la divisió, per a cada i = 2, . . . , n,
ki = d1qi+ri amb 0 ≤ ri < d1 i llavors υ = d1(b1+q2b2+· · ·+qnbn)+r2b2+· · ·+rnbn.
Si anomenem a1 = b1 + q2b2 + · · · + qnbn, pel lema 1.16, W = {a1, b2, . . . , bn} és
una base de F . Com υ ∈ G, ri < d1 i qualsevol reordenació de W és una base de
F , cada ri ∈ S i aleshores la minimalitat de d1 implica que r2 = · · · = rn = 0.
Així, υ = d1a1 ∈ G.

Siga H = 〈b2, b3, . . . , bn〉. Aleshores H és un grup abelià lliure de rang n − 1
tal que F = 〈a1〉 ⊕ H. Vegem que G = 〈υ〉 ⊕ (G ∩ H) = 〈d1a1〉 ⊕ (G ∩ H). Si
u = t1a1 + t2b2 + · · ·+ tnbn ∈ G (ti ∈ Z), per l’algorisme de la divisió t1 = d1q1 + r1
amb 0 ≤ r1 < d1. Llavors, G conté l’element u− q1υ = r1a1 + t2b2 + · · ·+ tnbn i per
la minimalitat de d1 en S, r1 = 0 i així u = q1υ+(t2b2+ · · ·+tnbn) ∈ 〈υ〉+(G∩H).
D’altra banda, com {a1, b2, . . . , bn} és una base de F , 〈υ〉 ∩ (G ∩H) = 0, amb la
qual cosa, G = 〈υ〉 ⊕ (G ∩H).

Si G∩H=0, aleshores G = 〈d1a1〉 i el teorema és cert; suposem que G ∩H 6= 0.
Per la hipòtesi d’inducció, existeixen una base {a2, . . . , an} de H i enters posi-
tius r, d2, . . . , dr amb d2 | d3 | · · · | dr tals que G ∩ H és abelià lliure amb base
{d2a2, . . . , drar}.

Com F = 〈a1〉 ⊕ H i G = 〈d1x1〉 ⊕ (G ∩ H), tenim que {a1, . . . , an} és una
base de F i {d1a1, . . . , drar} ho és de G. Per tant, només falta comprovar que d1
divideix a d2. Per l’algorisme de la divisió, d2 = qd1 + r0 amb 0 ≤ r0 < d1. Pel
lema 1.16, {a2, a1 + qa2, a3, . . . , an} és una base de F i com r0a2 + d1(a1 + qa2) =
d1a1 + d2a2 ∈ G, la minimalitat de d1 en S implica que r0 = 0, amb la qual cosa,
d1 | d2.
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1.3.2 Grups abelians finitament generats

Definició 1.18. Un grup G és finitament generat si existeix un subconjunt finit
A de G tal que 〈A〉 = G.

Corol.lari 1.19. Si G és un grup abelià finitament generat per n elements, ales-
hores qualsevol subgrup H de G és generat per m elements amb m ≤ n.

Demostració. Pel teorema 1.15, existeixen un grup abelià lliure F de rang n i un
epimorfisme π : F −→ G. Hπ−1 és un subgrup de F i per tant és abelià lliure de
rang m ≤ n pel teorema 1.17. Aleshores, la imatge mitjançant π d’una base de
Hπ−1 és un conjunt de m elements com a màxim que genera Hπ−1π = H.

Nota 1.20. El corol.lari és fals si ometem la paraula abelià.

Teorema 1.21 (Teorema fonamental dels grups abelians finitament generats).
Tot grup G abelià finitament generat és isomorf a una suma directa finita de grups
cíclics en la qual els sumands cíclis finits (si hi ha algun) són d’ordre m1, . . . ,mt

amb m1 > 1 i m1 | m2 | · · · | mt.

Demostració. Si G 6= 0 i G és generat per n elements, aleshores pel teorema 1.15,
existeixen un grup abelià lliure F de rang n i un epimorfisme π : F −→ G. Si

π és un isomorfisme, aleshores G ∼= F ∼= Z ⊕
(n)
· · · ⊕ Z i ja ho tenim. Si no, pel

teorema 1.17, existeixen una base {a1, . . . , an} de F i enters positius r, d1, . . . , dr
amb 1 ≤ r ≤ n i d1 | · · · | dr tals que {d1a1, . . . , drar} és base de K = kerπ.

Ara, F =
∑n

i=1〈ai〉 i K =
∑r

i=1〈diai〉, on 〈ai〉 ∼= Z i 〈diai〉 ∼= diZ sota el mateix
isomorfisme. Anomenant di = 0 per a i = r + 1, . . . , n, podem reescriure K com
K =

∑n
i=1〈diai〉. Aleshores tenim que

G ∼=
F

K
=

∑n
i=1〈ai〉∑n
i=1〈diai〉

∼=
n∑
i=1

〈ai〉
〈diai〉

∼=
n∑
i=1

Z
diZ

.

Notem que si di = 1, aleshores Z/diZ = Z/Z = 0 i si di = 0, aleshores Z/diZ =
Z/0 = Z.

Siguen m1, . . . ,mt els di (en ordre) tals que di > 1 i siga s el nombre de di tals
que di = 0. Aleshores,

G ∼= Z/m1Z⊕ · · · ⊕ Z/mtZ⊕ (Z⊕
(s)
· · · ⊕ Z),

amb m1 > 1 i m1 | m2 | · · · | mt.
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Teorema 1.22. Tot grup G abelià finitament generat és isomorf a una suma
directa finita de grups cíclics on cada sumand és infinit o d’ordre potència d’un
primer.

Demostració. És suficient aplicar el teorema anterior i tindre en compte que si m
és un enter positiu de manera que la seua descomposició en nombres primers és
m = pα1

1 · · · pαnn , aleshores Z/mZ ∼= Z/pα1
1 Z⊕ · · · ⊕ Z/pαnn Z.

Definició 1.23. Donats un grup abelià G, un enter m i un primer p, definim els
següents subgrups de G:

mG = {mg | g ∈ G};
G[m] = {g ∈ G | mg = 0};
G(p) = {g ∈ G | o(g) = pn per a algun n ≥ 0};
Gτ = {g ∈ G | o(g) és finit}.

El subgrup Gτ s’anomena subgrup de torsió de G. A més, si G = Gτ es diu que G
és un grup de torsió i si Gτ = 0, es diu que G és lliure de torsió.

Lema 1.24. Per a qualssevol enters n > 1 i m < n es compleix que:

(i) (Z/pnZ)[p] ∼= Z/pZ.

(ii) pm(Z/pnZ) ∼= Z/pn−mZ.

Demostració. Com l’element pn−1 ∈ Z/pnZ té ordre p, tenim que 〈pn−1〉 ∼= Z/pZ i
〈pn−1〉 ≤ (Z/pnZ)[p]. D’altra banda, si u ∈ (Z/pnZ)[p], aleshores pu = 0 en Z/pnZ,
amb la qual cosa, pu ≡ 0 mod pn en Z. Però que pn dividisca a pu, implica que
pn−1 | u. Per tant, en Z/pnZ, u ∈ 〈pn−1〉 i llavors (Z/pnZ)[p] ≤ 〈pn−1〉. Així, tenim
(i).

Per veure (ii), notem que pm ∈ Z/pnZ té ordre pn−m. Per tant, pm(Z/pnZ) =
〈pm〉 ∼= Z/pn−mZ.

Teorema 1.25. Siga G un grup abelià finitament generat. Aleshores:

(i) Existeix un únic enter no negatiu s de manera que el nombre de sumands
cíclics infinits de qualsevol descomposició de G com a suma directa de grups
cíclics és precisament s.

(ii) O bé G és abelià lliure o bé existeix una única llista d’enters positius (no
necessàriament distints) m1, . . . ,mt amb m1 > 1 i m1 | · · · | mt tals que

G ∼= Z/m1Z⊕ · · · ⊕ Z/mtZ⊕ F,

amb F abelià lliure.
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(iii) O bé G és abelià lliure o bé existeix una llista d’enters positius pα1
1 , . . . , p

αk
k

que és única excepte per l’ordre dels seus membres, de manera que p1, . . . , pk
són primers (no necessàriament distints) i α1, . . . , αk són enters positius (no
necessàriament distints) i es té que

G ∼= Z/pα1
1 Z⊕ · · · ⊕ Z/pαnn Z⊕ F,

amb F abelià lliure.

Demostració. (i) Qualsevol descomposició deG com a suma directa de grups cíclics
(almenys n’hi ha una pel teorema 1.21) es pot veure com G ∼= H ⊕ F , on H és
suma directa de grups cíclics finits (potser 0) i F és abelià lliure amb rang s, el
nombre de sumands cíclics infinits de la descomposició. Si ι : H −→ H ⊕ F és la
injecció canònica h 7→ (h, 0), aleshores Hι és el subgrup de torsió de H ⊕F , i així,
Hι ∼= Gτ . Aleshores,

G

Gτ
∼=
H ⊕ F
Hι

∼= F.

Per tant, qualsevol descomposició de G ens porta a la conclusió que G/Gτ és un
grup abelià lliure amb rang el nombre s de sumands cíclics infinits de la descom-
posició. Com que G/Gτ no depén de la descomposició concreta, tenim que s està
únicament determinat.

(iii) Suposem que G té dues descomposicions, diguem-ne

G ∼=
r∑
i=1

Z/niZ⊕ F i G ∼=
d∑
j=1

Z/kjZ⊕ F,

amb cada ni, kj una potència de primer i F abelià lliure. Hem de veure que r = d
i que (després de reordenar-los) ni = ki per a cada i. Notem que

∑r
i=1 Z/niZ ∼=

Gτ ∼=
∑d

j=1 Z/kjZ. Per a cada primer p,
∑

Z/niZ(p) és clarament isomorf a la
suma directa dels Z/niZ tals que ni és potència de p. Llavors, com

∑
Z/niZ(p) ∼=∑

Z/kjZ(p) per a cada p, podem suposar sense perdre generalitat que cada ni i
kj és potència d’un primer p fix. A més, per simplificar la notació, a partir d’ara
anomenarem a Gτ com G. Així, tenim

r∑
i=1

Z/paiZ ∼= G ∼=
d∑
i=1

Z/pcjZ,

amb 1 ≤ a1 ≤ · · · ≤ ar i 1 ≤ c1 ≤ · · · ≤ cd.
Vegem primer que qualssevol dos descomposicions d’aquest tipus han de tindre
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el mateix nombre de sumands. Pel lema 1.24, tenim que

G[p] ∼=
r∑
i=1

(Z/paiZ)[p] ∼= Z/pZ⊕
(r)
· · · ⊕ Z/pZ

G[p] ∼=
d∑
j=1

(Z/pcjZ)[p] ∼= Z/pZ⊕
(d)
· · · ⊕ Z/pZ

i per tant, r = d.
Siga υ el primer enter tal que ai = ci per a tot i < υ però aυ 6= cυ. Podem

suposar que aυ < cυ. Com paυ(Z/paiZ) = 0 per a cada ai ≤ aυ, el lema 1.24 implica
que

paυG ∼=
r∑
i=1

paυ(Z/paiZ) ∼=
r∑

i=υ+1

Z/pai−aυZ,

amb aυ+1−aυ ≤ · · · ≤ ar−aυ. És clar que hi ha com a molt r− (υ+1)+1 = r−υ
sumands no nuls. De manera similar, com ai = ci per a i < υ i aυ < cυ, de la
segona descomposició obtenim que

paυG ∼=
r∑
i=υ

Z/pci−aυZ,

amb 1 ≤ cυ − aυ ≤ · · · ≤ cr − aυ. Òbviament, hi ha almenys r − υ + 1 sumands
no nuls. Però aleshores tenim dues descomposicions del grup paυG com a suma
directa de grups cíclics d’ordre potència d’un primer amb un nombre de sumands
diferent, el que contradiu el que hem provat al paràgraf anterior. Per tant, ai = ci
per a tot i, com volíem.

(ii) Suposem que G té dues descomposicions

G ∼= Z/m1Z⊕ · · · ⊕ Z/mtZ⊕ F i G ∼= Z/k1Z⊕ · · · ⊕ Z/kdZ⊕ F,

amb 1 < m1 | · · · | mt, 1 < k1 | · · · | kd i F abelià lliure. Cada ni i kj té una
factorització en nombres primers de manera que, afegint termes de la forma p0
quan calga, totes tenen els mateixos nombres primers p1, . . . , pr. Així,

m1 = p
a1,1
1 p

a1,2
2 · · · pa1,rr k1 = p

c1,1
1 p

c1,2
2 · · · pc1,rr

m2 = p
a2,1
1 p

a2,2
2 · · · pa2,rr k2 = p

c2,1
1 p

c2,2
2 · · · pc2,rr

...
...

mt = p
at,1
1 p

at,2
2 · · · pat,rr kd = p

cd,1
1 p

cd,2
2 · · · pcd,rr

Com m1 | m2 | · · · | mt, per a cada j tenim que 0 ≤ a1,j ≤ a2,j ≤ · · · ≤ at,j. De la
mateixa manera, 0 ≤ c1,j ≤ c2,j ≤ · · · ≤ cd,j per a cada j. A més,∑

i,j

Z/pai,jj Z ∼=
t∑
i=1

Z/miZ ∼= Gτ ∼=
d∑
i=1

Z/kiZ ∼=
∑
i,j

Z/pci,jj Z,
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on alguns sumands poden ser 0. Llavors, per a cada j = 1, . . . , r

t∑
i=1

Z/pai,jj Z ∼= G(pj) ∼=
d∑
i=1

Z/pci,jj Z.

Donat que m1 > 1, ha d’haver-hi algun primer pj de forma que 1 ≤ a1,j ≤ · · · ≤
at,j, amb la qual cosa,

∑t
i=1 Z/p

ai,j
j Z té t sumands. Aleshores (iii) implica que∑d

i=1 Z/p
ci,j
j Z ha de tindre t sumands no nuls, i així, t ≤ d. De manera anàloga,

k1 > 1 implica que d ≤ t i per tant t = d. D’aquesta manera, per (iii), hem de
tindre que ai,j = ci,j per a tot i, j, i aleshores mi = ki per a tot i = 1, . . . , t, com
volíem.

Definició 1.26. Si G és un grup abelià finitament generat, aleshores els enters
m1, . . . ,mt únicament determinats de l’apartat (ii) del teorema anterior, s’anome-
nen factors invariants de G i les potències de nombres primers de l’apartat (iii)
s’anomenen divisors elementals de G.

Corol.lari 1.27. Dos grups abelians finitament generats G i H són isomorfs si, i
només si, tenen els mateixos factors invariants (respectivament, divisors elemen-
tals) i les seues parts lliures G/Gτ i H/Hτ tenen el mateix rang.

1.4 Grups lliures i presentacions

1.4.1 Grup lliure

Hem vist que, per a grups abelians, existeix la noció de grup abelià lliure. A con-
tinuació, veurem un concepte anàleg per a grups no abelians: el concepte de grup
lliure. En aquest cas, prendrem com a definició una generalització de la propietat
presentada al teorema 1.12.

Definició 1.28. Donats un grup F i un conjunt no buit A, es diu que F és un
grup lliure sobre A quan existeix una funció ι : A −→ F tal que, donats un grup G
i una aplicació f : A −→ G, existeix un únic homomorfisme de grups ϕ : F −→ G
tal que ιϕ = f .

A F

G

ι

f
ϕ
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Nota 1.29. De la definició de grup lliure podem extraure les següents conclusions.

(a) La funció ι : A −→ F és injectiva: suposem que a1ι = a2ι però a1 6= a2. Prenem
un grup G que tinga almenys dos elements distints g1 i g2 i escollim una funció
f : A −→ G tal que a1f = g1 i a2f = g2. Però llavors tenim una contradicció
perquè, si ϕ és l’únic homomorfisme tal que ιϕ = f , aleshores

g1 = a1f = a1ιϕ = a2ιϕ = a2f = g2

i sabíem que g1 6= g2.

(b) Clarament, F també és lliure sobre la imatge de ι: tan sols cal prendre l’a-
plicació inclusió de Aι −→ F . Per tant, un grup lliure sempre és lliure en un
subconjunt. En aquest cas, es diu que F és lliure amb base Aι, i dir que el
diagrama és commutatiu equival a dir que ϕ és l’única extensió de f a F .

El següent que volem provar és que donat un conjunt no buit, sempre existeix
un grup lliure sobre aquest, però per fer-ho, abans hem de definir el conceptes de
paraula i paraula reduïda sobre un conjunt i dotar-los d’una operació.

Donat un conjunt A, considerem A−1 = {a−1 | a ∈ A} i anomenem Ã =
A ∪ A−1. Direm que una successió finita d’elements de Ã és una paraula en Ã i
denotarem el conjunt de totes aquestes com Ã∗. En aquest conjunt també inclourem
la paraula buida, que representarem com 1.

Podem considerar una operació sobre el conjunt de paraules com segueix: si
w = aε11 . . . aεnn i v = bδ11 . . . b

δm
m amb ai, bj ∈ A i εi, δj ∈ {−1, 1} són dues paraules

sobre el conjunt Ã, el seu producte serà la paraula wv = aε11 . . . aεnn b
δ1
1 . . . b

δm
m .

Donada una paraula w = aε11 a
ε2
2 . . . aεnn amb ai ∈ A i εi ∈ {−1, 1}, direm que la

seua paraula inversa és w−1 = a−εnn . . . a−ε22 a−ε11 .
Una paraula w = aε11 . . . aεnn és reduïda si no té dues lletres adjacents de la

forma aa−1 o a−1a. Notem que la paraula inversa d’una paraula reduïda és també
reduïda. A més, per conveni, la paraula buida és reduïda.

Una subparaula d’una paraula w = aε11 . . . aεnn és una paraula de la forma
v = aεii . . . a

εj
j amb 1 ≤ i ≤ j ≤ n o bé la paraula buida. Aleshores, v és una subpa-

raula de w si existeixen dues subparaules (potser buides) w′ i w′′ amb w = w′vw′′.
Ara bé, el producte de paraules no està ben definit sobre el conjunt de paraules

reduïdes en Ã perquè el fet que w i v siguen reduïdes no implica necessàriament
que wv ho siga. Malgrat això, podem definir una nova multiplicació de paraules
reduïdes: si w i v són reduïdes, considerarem el seu producte com la paraula reduïda
obtinguda del producte wv anterior després de fer les cancel.lacions pertinents.
Per ser més precisos, donades les paraules reduïdes w i v, existeix una subparaula
(potser buida) u de w amb w = w′u de manera que u−1 és una subparaula de v
amb v = u−1v′ i que verifica que w′v′ és una paraula reduïda. Aleshores, definim
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el producte de paraules reduïdes com wv = w′v′. Aquest producte l’anomenarem
juxtaposició.

Teorema 1.30. Donat un conjunt A, existeix un grup lliure F amb base A.

Demostració. Considerem F com el conjunt de totes les paraules reduïdes sobre Ã.
Podríem demostrar que F és un grup amb l’operació de juxtaposició que acabem
de definir, però per verificar l’associativitat hauríem d’analitzar molts casos. Enlloc
d’això, emprarem el truc de Van der Waerden.

Per a cada a ∈ A i ε ∈ {−1, 1}, considerem la funció |aε| : F −→ F definida
com

(aε11 a
ε2
2 . . . aεnn )|aε| =

{
aε11 a

ε2
2 . . . aεnn a

ε si aε 6= a−εnn ,

aε11 a
ε2
2 . . . a

εn−1

n−1 si aε = a−εnn .

Com |aε||a−ε| = |a−ε||aε| = 1F , tenim que |aε| és una permutació de F amb
inversa |a−ε|. Siga SF el grup simétric sobre F i considerem F el subgrup de SF
generat per A = {|a| | a ∈ A}. Vegem que F és un grup lliure amb base A. Notem
que hi ha una bijecció ξ : A −→ A, |a| 7→ a.

Donat un element arbitrari 1 6= g ∈ F , podem trobar una factorització

g = |aε11 | · · · |aεnn | (1.1)

amb εi = ±1 per a cada i = 1, . . . , n i de forma que |aε| i |a−ε| no siguen adjacents
(en cas contrari, els cancel.lem). Observem que a més aquesta factorització és única
ja que 1g = aε11 . . . aεnn és el lletreig d’una paraula reduïda, que és clarament únic.

Per veure que F és lliure amb base A, suposem que G és un grup i prenem una
funció f : A −→ G. Com que la factorització (1.1) és única, l’aplicació ϕ : F −→ G
donada per gϕ = (|aε11 |f) · · · (|aεnn |f) està ben definida i extén f . Per tant, només
ens falta veure que ϕ és un homomorfisme; la unicitat de ϕ la tindrem perquè A
genera F i dos homomorfismes que coincideixen en un sistema generador han de
ser iguals.

Siguen w i v paraules reduïdes sobre A. En cas que la paraula wv també siga
reduïda, és clar que (wv)ϕ = (wϕ)(vϕ). En cas contrari, escribim w = w′u i
v = u−1v′ com en la definició de juxtaposició. Aleshores, tenim que

wϕ = (w′ϕ)(uϕ)

vϕ = (u−1ϕ)(v′ϕ) = (uϕ)−1(v′ϕ)

amb la qual cosa,

(wϕ)(vϕ) = (w′ϕ)(uϕ)(uϕ)−1(v′ϕ) = (w′ϕ)(v′ϕ)

i d’altra banda, com w′v′ és reduïda,

(wv)ϕ = (w′v′)ϕ = (w′ϕ)(v′ϕ)
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i així, ϕ és un homomorfisme.
Amb açò, hem vist que F és un grup lliure amb base A. Ara bé, com l’aplicació

ξ̃ : F −→ F definida com |aε11 | · · · |aεnn | 7→ aε11 . . . aεnn és una bijecció, si considerem
en F l’operació induïda2 per ξ̃ (és a dir, donats ω1, ω2 ∈ F , prenem com a producte
ω1 · ω2 = (g1g2)ξ̃, on g1, g2 ∈ F amb g1ξ̃ = ω1 i g2ξ̃ = ω2), aleshores F és un grup
i ξ̃ és un isomorfisme. A més, com Aξ̃ = Aξ = A, tenim que F és un grup lliure
amb base A, i A genera F ja que A genera F .

Corol.lari 1.31. Qualsevol grup G és un quocient d’un grup lliure.

Demostració. Construïm el conjunt A = {ag | g ∈ G} de manera que f : A −→ G,
ag 7→ g és una bijecció. Si F és un grup lliure amb base A, aleshores existeix un
homomorfisme ϕ : F −→ G que extén f . A més, ϕ ha de ser sobrejectiu perquè f
ho és. Per tant, F/ kerϕ ∼= Fϕ = G.

Lema 1.32. Si F és un grup lliure amb base A, aleshores F/F ′ és un grup abelià
lliure amb base A] = {aF ′ | a ∈ A}.

Demostració. Suposem que G és un grup abelià i que f : A] −→ G és una funció.
Definim f] : A −→ G tal que af] = (aF ′)f per a cada a ∈ A. Com F és lliure amb
base A, existeix un homomorfisme ϕ : F −→ G que extén f].

A F

G

i

f]
ϕ

Si prenem ω ∈ F ′, aleshores existeixen ω1, ω2 ∈ F de manera que ω = [ω1, ω2].
Llavors, ωϕ = ([ω1, ω2])ϕ = (ω1ϕ)−1(ω2ϕ)−1(ω1ϕ)(ω2ϕ) = 1 perquè G és abelià.
Per tant, F ′ ≤ kerϕ i podem considerar l’homomorfisme ϕ̃ : F/F ′ −→ G definit
com ωF ′ 7→ ωϕ que extén f : donat aF ′ ∈ A], (aF ′)iϕ̃ = (aF ′)ϕ̃ = aϕ = aiϕ =
af] = (aF ′)f , amb la qual cosa, iϕ̃ = f .

A] F/F ′

G

i

f
ϕ̃

Vegem que ϕ̃ és única i haurem acabat: suposem que θ : F/F ′ −→ G és tal
que (aF ′)θ = (aF ′)f . Si ν : F −→ F/F ′ és l’homomorfisme natural, aleshores
νθ : F −→ G és un homomorfisme amb aνθ = (aF ′)θ = (aF ′)f = aϕ per a tot
a ∈ A. Ara, com A és una base de F , νθ = ϕ = νϕ̃ i com ν és sobrejectiu, θ = ϕ̃.
Així, F/F ′ és abelià lliure amb base A.

2De fet, aquesta operació que s’indueix és la juxtaposició que hem definit prèviament.
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Teorema 1.33. Siguen F1 i F2 grups lliures amb bases A1 i A2, respectivament.
Aleshores F1

∼= F2 si, i només si, |A1| = |A2|.

Demostració. Comencem suposant que |A1| = |A2|. Prenem les aplicacions injec-
tives ι1 : A1 −→ F1 i ι2 : A2 −→ F2 de la definició de grup lliure i considerem
una bijecció α : A1 −→ A2. Aleshores, existeixen β1 i β2 homomorfismes que fan
commutatius els següents diagrames:

A1 F1

F2

ι1

αι2
β1

A2 F2

F1

ι2

α−1ι1
β2

Notem que ι1β1︸︷︷︸
αι2

β2 = α ι2β2︸︷︷︸
α−1ι1

= αα−1ι1 = ι1, amb la qual cosa, el diagrama

A1 F1

F1

ι1

ι1
β1β2

és commutatiu. Ara bé, l’aplicació identitat sobre F1 també fa aquest diagra-
ma commutatiu. Llavors, per unicitat, β1β2 = 1F1 . Amb un argument similar,
β2β1 = 1F2 i per tant, β1 és un isomorfisme i F1

∼= F2.
Suposem ara que F1

∼= F2, amb la qual cosa, F1/F
′
1
∼= F2/F

′
2. Pel lema 1.32,

F1/F
′
1 és abelià lliure amb base A],1 = {aF ′1 | a ∈ A1} i per tant, el seu rang és

|A],1| = |A1|. Anàlogament, el rang de F2/F
′
2 és |A2|. Aleshores, pel teorema 1.13,

tenim que |A1| = |A2|.

Definició 1.34. El rang d’un grup lliure és el nombre d’elements de qualsevol de
les seues bases.

Exemple: El grup cíclic infinit, Z, és lliure amb base A = {1}. En canvi,G = Z×Z
no és lliure: suposem que G fora lliure sobre un conjunt A. Clarament, |A| ≥ 2 ja
que en cas contrari Z ∼= Z× Z i per tant, podem agafar a, b ∈ A distints. Ara bé,
ab = ba com a elements de G (denotant la operació com a producte) però com a
paraules reduïdes sobre A són distintes, amb la qual cosa, G 6∼= F , on F és el grup
lliure amb base A. Així, G no és lliure. De fet, l’únic grup que és alhora lliure i
abelià lliure és Z.

Nota 1.35. Després d’haver vist les propietats dels grups lliures i els grups abelians
lliures, veiem que hi ha un clar paral.lelisme entre ambdues nocions. Açò es deu
a que es poden veure com a objectes lliures en les categories de grups i de grups
abelians, respectivament.
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1.4.2 Presentacions de grups

Definició 1.36. Siguen A un conjunt i ∆ una família de paraules sobre A. Es diu
que un grup G té com a generadors A i com a relacions ∆ si G ∼= F/R, on F és
el grup lliure amb base A i R és el subgrup normal de F generat per ∆. A més, el
parell ordenat 〈A | ∆〉 s’anomena presentació de G.
Nota 1.37. Segons hem vist al corol.lari 1.31, qualsevol grup G es pot veure
com un quocient F/R d’un grup lliure F . En particular, qualsevol grup G té una
presentació 〈A | ∆〉: tan sols cal prendre una base A del grup lliure F i un conjunt
∆ que genere el subgrup normal R.
Exemple: Un grup lliure té com a presentació F = 〈A | ∅〉, on |A| és el rang de
F . El grup abelià lliure G de rang |A| té com a presentació

G = 〈A | aba−1b−1, per a tot a, b ∈ A〉.

Exemple: Els grups cíclics admeten la presentació Z/nZ = 〈a | an〉, i un grup
G = Z/nZ× Z/mZ té com a presentació 〈a, b | an, bm, aba−1b−1〉.
Exemple: Un grup pot admetre distintes presentacions: per exemple, el grup
simètric d’ordre 4 es pot veure com S4 = 〈a, b | a4, b2, (ab)3〉, però també com
S4 = 〈a, b | a3, b2, (ab)4〉.
Exemple: Una possible presentació del grup dièdric d’ordre 2n és Dn = 〈a, b |
an, b2, (ab)2〉, mentre que la presentació Q8 = 〈i, j, k | i2, j2, k2, ijk〉 representa el
grup quaterni.

Teorema 1.38 (Von Dyck). Siga A un conjunt i siga R el conjunt de paraules
reduïdes sobre A. Suposem que el grup G té una presentació 〈A | R〉. Si H és un
grup generat per A que satisfà les relacions de G, és a dir, per a tot ω ∈ R, ω = 1
en H, aleshores existeix un epimorfisme de grups de G en H.

Definició 1.39. Direm que un grup G és generat per un conjunt A, o A-generat,
si existeix una aplicació f : A −→ G tal que la imatge de f és un sistema generador
de G, açò és, si existeix un epimorfisme ϕG del grup lliure F sobre A a G.

A F

G

i

f
ϕG

En aquest cas, per simplificar la notació, podem identificar els elements de A amb
les seues imatges en G i considerarem que ϕG és fix una vegada donats A i G.
Definició 1.40. Si G i H són dos grups A-generats amb epimorfismes associats ϕG
i ϕH , direm que un homomorfisme ϕ : G −→ H manté generadors si ϕGϕ = ϕH .
Clarament, aquest homomorfisme ha de ser un epimorfisme.



Capítol 2

Introducció a la teoria de grafs

Definició 2.1. Un graf Γ consisteix en un conjunt V (Γ) de vèrtexs i un conjunt
E(Γ) d’arestes juntament amb dues funcions

α : E(Γ) −→ V (Γ) i ¯: E(Γ) −→ E(Γ)

de manera que per a qualsevol e ∈ E(Γ), ¯̄e = e i ē 6= e. A més, podem defi-
nir ω : E(Γ) −→ V (Γ) com eω = ēα. Quan Γ estiga clar, escriurem simplement
V = V (Γ) i E = E(Γ).

Anomenarem vèrtex inicial de l’aresta e a eα; eω serà el vèrtex final i ē l’aresta
inversa de e. A més, direm que un graf Γ és finit si ho són V (Γ) i E(Γ).

Notem que Z2 actua lliurement sobre E via la involució e 7→ ē, fet que motiva
la definició següent.

Definició 2.2. Una orientació de Γ consisteix en l’elecció d’un representant de
cada Z2-òrbita, és a dir, de cada parell d’arestes {e, ē} s’escolleix exactament una.
Els representants escollits s’anomenen arestes positivament orientades.

Un graf Γ junt a una orientació donada, s’anomena graf orientat o dirigit.

Si Γ és un graf orientat, denotarem per E+(Γ) al conjunt d’arestes positivament
orientades. Aleshores, E(Γ) = E+(Γ)∪E+(Γ) i la unió és disjunta. A més, un graf
orientat està completament determinat per E+(Γ) i les funcions α i ω.

Normalment, per dibuixar grafs orientats només representem les arestes positi-
vament orientades emprant una fletxa per marcar l’orientació. S’entén que l’aresta
inversa és la mateixa però recorreguda en el sentit contrari al que marca la fletxa.

Definició 2.3. Un camí p de longitud |p| = n en un graf Γ és una successió
d’arestes e1 . . . en tal que ejω = ej+1α per a j = 1, . . . , n− 1. Es diu que el camí p
comença en pα = e1α i acaba en pω = enω.

17
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En cas que pα = pω, el camí p s’anomena circuit o cicle. En cada vèrtex v,
considerarem el cicle buit (de longitud zero) i el denotarem per 1v.

Si Γ és orientat i tots els ej que formen el camí pertanyen a E+(Γ), p s’anomena
camí dirigit. Per conveni, el cicle buit es considera dirigit.

El camí invers d’un camí p és p̄ = ēn . . . ē1. Notem que p̄α = pω, p̄ω = pα i
¯̄p = p. Per conveni, 1̄v = 1v.

Quan tenim dos camins p1 i p2 de manera que p1ω = p2α, podem composar-
los per obtindre’n un de nou, l’anomenat camí producte p1p2, juxtaposant les
successions d’arestes. Clarament, si p1 i p2 són dirigits, p1p2 també ho serà. A més,
el producte de dos cicles en un vèrtex també és un cicle.

La composició de camins és associativa i els camins buits actuen com identitats
locals, per tant, tenim que els camins en Γ, Π(Γ), formen una categoria menuda:
els objectes són els vèrtexs V (Γ) i donats dos vèrtexs v1, v2 ∈ V (Γ), els morfismes
són els camins de v1 a v2, denotats per Π(Γ)(v1, v2). Notem que aquesta categoria
té una operació involutiva: p 7→ p̄.

Quan Γ siga orientat, denotarem per Γ∗ la subcategoria de Π(Γ) consistent en
tots els camins dirigits. Aquesta se sol anomenar categoria lliure generada pel graf
dirigit Γ.

Definició 2.4. Direm que Γ és feblement connex si qualssevol dos vèrtexs es poden
unir mitjançant un camí. Un graf orientat es diu que és fortament connex si podem
fer el mateix amb camins dirigits.

Una component connexa d’un graf és un subgraf connex maximal i qualse-
vol graf és unió disjunta de les seues components connexes. Un subgraf maximal
fortament connex en un graf orientat s’anomena component fortament connexa.

En un graf orientat, direm que el vèrtex w és accessible des del vèrtex v, i ho
denotarem per w ≤ v, si hi ha un camí dirigit que va de v a w. Notem que aquesta
relació és un preordre i que, si considerem la relació d’equivalència associada a
aquest, aleshores v ≡ w si, i només si, estan en la mateixa component fortament
connexa de Γ.

2.1 Grup fonamental d’un graf
Donats p1, p2 ∈ Π(Γ)(v1, v2), direm que p1 és homotòpic a p2, i ho denotarem per
p1 ∼ p2, si p1 es pot obtindre afegint o esborrant de p2 camins de la forma eē.

Com que clarament si p1 ∼ p2 i p3 ∼ p4, aleshores p1p3 ∼ p2p4, tenim que
aquesta relació d’equivalència és una congruència. Anomenarem π(Γ) al quocient
resultant. Notem que, donada [p] la classe d’homotopia del camí p, el seu invers
és [p]−1 = [p̄], i per tant, π(Γ) és un grupoide al qual anomenarem grupoide fona-
mental de Γ.
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Si v ∈ V (Γ), aleshores definim π1(Γ, v) com π(Γ)(v, v), és a dir, com el conjunt
d’elements de π(Γ) que comencen i acaben en el vèrtex v. Cadascun d’aquests
conjunts és un grup que anomenarem grup fonamental de Γ en v.

Definició 2.5. Un camí p ∈ Π(Γ) es diu reduït si no té cap subcamí de la forma
eē. De fet, qualsevol camí dirigit en un graf orientat és reduït.

Es pot provar que cada classe d’homotopia de π(Γ) conté un únic camí reduït.

Definició 2.6. Un graf és un bosc si els seus cicles reduïts tenen longitud zero.
Un arbre és un bosc connex.

Açò és, si Γ és connex, Γ és un arbre si π1(Γ, v) = 1v per a cada v ∈ V (Γ). A
més, pel lema de Zorn, tot graf connex té un subarbre maximal que conté tot els
vèrtexs.

Teorema 2.7. Siguen Γ un graf connex orientat, T ⊆ Γ un subarbre maximal i
v0 ∈ V (Γ). Per a cada v ∈ V (Γ), considerem pv com l’únic camí reduït en T de v0
a v, i per a cada e ∈ E+(Γ), definim ẽ = peαepeω. Aleshores, π1(Γ, v0) és un grup
lliure generat per {[ẽ] | e 6∈ E(T )}.

Gràcies a aquest teorema, si Γ és finit, podem trobar algorísmicament una base
per al grup fonamental de Γ en cada vèrtex: primer construïm l’arbre maximal T
i després calculem els ẽ apropiats.

2.2 Morfismes de grafs i immersions
Definició 2.8. Un morfisme de grafs φ : Γ −→ ∆ consisteix en un parell de fun-
cions φV : V (Γ) −→ V (∆) i φE : E(Γ) −→ E(∆), que per facilitar la notació
denotarem indistintament com φ, que compleixen:

1. eφα = eαφ, és a dir, el vèrtex origen de la imatge de e en ∆ coicideix amb
la imatge del vèrtex origen de e en Γ.

2. ēφ = eφ, és a dir, la imatge de l’aresta inversa de e en Γ coincideix amb
l’aresta inversa en ∆ de la imatge de e.

Direm que un morfisme de grafs és fidel si e1α = e2α, e1ω = e2ω i e1φ = e2φ
impliquen que e1 = e2.

Exemple: Podem descriure l’arc estàndard de longitud n, An, com l’interval [0, n]
subdividit pels enters i amb una aresta positivament orientada de j a j + 1 per a
j = 0, . . . , n− 1:
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0 1 2 n− 1 n
. . .

Aleshores, un camí p de longitud n de v1 a v2 es correspon a un morfisme de
grafs p : An −→ Γ amb p(0) = v1 i p(n) = v2.

Notem que els grafs formen una categoria on els objectes són els mateixos grafs
i els morfismes són els morfismes de grafs. Aquesta categoria s’anomena categoria
dels grafs.

Donats Γ i ∆ grafs orientats, es diu que el morfisme φ manté l’orientació si
envia arestes positivament orientades en Γ a arestes positivament orientades en
∆. Notem que un camí dirigit p de longitud n és un morfisme de grafs que manté
l’orientació p : An −→ Γ.

Si φ : Γ −→ ∆ és un morfisme de grafs i ∆ és orientat, aleshores hi ha una única
orientació de Γ de manera que φ mantinga l’orientació i s’anomena orientació de
Γ induïda per φ.

Lema 2.9. Siguen Γ1,Γ2 i ∆ grafs orientats i considerem el diagrama commutatiu
de morfismes de grafs següent:

Γ1 Γ2

∆

γ

α
β

Si γ i β mantenen l’orientació, aleshores α també ho fa, i si α i β mantenen
l’orientació, aleshores γ també.

Aleshores, si tenim un graf orientat fix ∆ i considerem tots els grafs amb mor-
fismes a ∆ i els orientem de forma que els morfismes que van a ∆ mantinguen
l’orientació, tots els morfismes entre els distints grafs mantindran l’orientació.

Definició 2.10. Donats un graf Γ i un vèrtex v ∈ V (Γ), definim

Star(v) = vα−1 = {e ∈ E(Γ) | eα = v}.

Si φ : Γ −→ ∆ és un morfisme de grafs, per a cada v ∈ V (Γ) tenim l’aplicació
induïda φv : Star(v) −→ Star(vφ). Llavors, φ s’anomena:

1. Immersió, si φv és injectiva per a cada v ∈ V (Γ).

2. Localment sobrejectiu, si φv és sobrejectiva per a cada v ∈ V (Γ).

3. Cobriment, si φv és bijectiva per a cada v ∈ V (Γ).
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Clarament, la composició d’immersions és una immersió, la composició de mor-
fismes localment sobrejectius és localment sobrejectiu i la composició de cobriments
és un cobriment.
Exemple: Si el morfisme p : An −→ Γ representa un camí reduït de longitud n
en un graf Γ, aleshores p és una immersió.

2.3 Grafs etiquetats

Definició 2.11. Donat un conjunt A, definim el ram BA com el graf amb un únic
vèrtex, V (BA) = {1}, i |A| arestes (totes cicles) E(BA) = Ã = A∪A−1. Orientarem
BA escollint E+(BA) = A i farem que a−1 = ā.

Es pot veure fàcilment que Π(BA) = Ã∗, π(BA) = FG(A), el grup lliure generat
per A, i B∗A = A∗.

Definició 2.12. Un etiquetatge d’un graf Γ sobre A consisteix en un morfisme de
grafs fidel l : Γ −→ BA, orientant Γ amb l’orientació induïda per l. Si e és una
aresta de Γ, anomenarem etiqueta de e a el.

Podem generalitzar açò a camins: si considerem l’aplicació induïda

l : Π(Γ) −→ Ã∗,

donat un camí p, anomenarem etiqueta de p a pl. Notem que si p és un camí dirigit,
aleshores pl ∈ A∗. A més, si pl és una paraula reduïda, aleshores p serà un camí
reduït.

Podem pensar en un graf etiquetat com una col.lecció de vèrtexs i arestes ori-
entades de manera que cadascuna d’aquestes últimes estiga etiquetada amb un
element de A de forma que dues arestes amb els mateixos extrems no tinguen la
mateixa etiqueta. Quan tinguem un graf Γ etiquetat amb A l’anomenarem A-graf.

2.4 El graf de Cayley

Definició 2.13. Donat un grup G A-generat, el graf de Cayley ΓA(G) de G amb
respecte a A és un A-graf que té com a vèrtexs els elements de G, V (ΓA(G)) = G,
i com arestes el conjunt E(ΓA(G)) = G × A de manera que donada una aresta
(g, a) ∈ E, (g, a)α = g i (g, a)ω = ga. Podem veure les arestes de manera més
senzilla: són aquelles de la forma g a−→ ga, on g ∈ G i a ∈ A, etiquetades amb a.

Notem que el graf de Cayley d’un grup A-generat G sempre és feblement con-
nex.
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Nota 2.14. A l’hora de representar els grafs de Cayley identificarem cada genera-
dor a ∈ A amb un color diferent per tal de poder estalviar-nos escriure l’etiqueta
en cada aresta. Així, la representació gràfica és més visual.

Exemple: El graf de Cayley d’un grup lliure sempre és un arbre. Per exemple,
la figura 2.1 mostra el graf de Cayley del grup lliure F = 〈a, b | ∅〉 de rang 2.

Figura 2.1: Graf de Cayley de F

El graf de Cayley del grup lliure de rang 1, Z = 〈a | ∅〉, és simplement el que
mostra la figura 2.2.

Figura 2.2: Graf de Cayley de Z

Exemple: Un exemple senzill és el que proporcionen els grups cíclics: el graf de
Cayley del grup Z/nZ = 〈a | an〉 és simplement un cicle de longitud n. La figura
2.3 representa aquest graf per a n = 7.

Figura 2.3: Graf de Cayley de Z/7Z
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Exemple: El graf de Cayley d’un grup no és únic ja que depén del conjunt
generador A escollit. La figura 2.4 mostra els grafs de Cayley del grup simè-
tric d’ordre 3 associats a les presentacions S3 = 〈a, b, c | a3, b2, c2, abc, (bc)3〉 i
S3 = 〈a, b | a3, b2, (ab)2〉.

(a) Amb 3 generadors (b) Amb 2 generadors

Figura 2.4: Graf de Cayley per a S3

Exemple: La figura 2.5 representa el graf de Cayley associat al grup alternat
d’ordre 4 amb la presentació A4 = 〈a, b | a3, b2, (ab)3〉.

Figura 2.5: Graf de Cayley de A4
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Exemple: La figura 2.6 és el graf de Cayley de D4 = 〈a, b | a4, b2, (ab)2〉.

Figura 2.6: Graf de Cayley de D4



Capítol 3

Extensions de grups tipus Gaschütz

Hi ha un resultat de Gaschütz que afirma que donat un grup finit A-generat G i un
nombre primer p, existeix una extensió G] de G i un epimorfisme ϕ : G] −→ G el
nucli del qual és un grup p-elemental abelià. De fet, aquesta extensió és universal
sobre tots els grups amb aquesta propietat.

En aquest capítol, estudiarem aquesta extensió universal de Gaschütz i trac-
tarem d’extendre el resultat per a qualsevol nombre natural m no necessàriament
primer. A més, utilitzarem el graf de Cayley del grup G per construir un grup
GAbm que serà isomorf a l’extensió de Gaschütz G]

m. Per últim, intentarem fer
una extensió tipus Gaschütz però infinita i de nou tractarem de construir-la amb
l’ajuda del graf de Cayley.

Ara bé, el primer que farem serà provar el teorema de Nielsen–Schreier sobre
subgrups de grups lliures ja que en la demostració d’aquest resultat emprarem una
construcció que ens serà molt útil a l’hora de provar que GAbp és isomorf a G].

3.1 El teorema de Nielsen–Schreier
Notació 3.1. Suposem que tenim un conjunt A i un grup A-generat G. Siguen
A−1 = {a−1 | a ∈ A}, Ã = A∪A−1 i Ã∗ el conjunt de totes les paraules amb lletres
en Ã. Aleshores, donada una paraula ω ∈ Ã∗, denotarem per [ω]G a la imatge de ω
mitjançant l’homomorfisme natural de Ã∗ a G, és a dir, si ω = aε11 a

ε2
2 . . . aεnn ∈ Ã∗

amb ai ∈ A, εi ∈ {1,−1} i f : A −→ G és l’aplicació tal que la imatge de f és un
sistema generador de G, aleshores

[ω]G = (a1f)ε1(a2f)ε2 · · · (anf)εn ∈ G.

Ara bé, com hem dit en la definició 1.39 de grup A-generat, per simplificar la
notació, podem identificar els elements de a ∈ A amb les seues imatges en G, af .
Per tant, podem dir simplement que [ω]G = aε11 · aε22 · · · aεnn .

25
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Teorema 3.2 (Nielsen–Schreier). Siguen F un grup lliure i H un subgrup de F .
Aleshores, H és lliure.

Si, a més a més, F té rang n i H té índex finit en F , llavors el rang de H és
1 + |F : H|(n− 1).

Demostració. Anomenem A a la base del grup lliure F i considerem el graf Γ
amb vèrtexs {Hω | ω ∈ F} i arcs de la forma Hω a−→ Hωa, on ω ∈ F i a ∈ A,
etiquetades per a.

Com que el graf Γ és feblement connex, té un arbre generador T . Aleshores,
donat ω ∈ F hi ha un únic camí de H a Hω en T . Denotarem aquest camí com
pω. En cas que Hω = H, direm que pω = 1.

Donats ω ∈ F i a ∈ A, siga rHω,a = [pωap
−1
ωa ]F , és a dir, el camí en Γ format

pel camí en T que va de H a Hω, seguit de l’aresta Hω a−→ Hωa i del camí invers
en T del que va de H a Hωa, vist com un element de F . Anàlogament, definim
rHω,a−1 = [pωa

−1p−1ωa−1 ]F = (rHωa−1,a)
−1.

Si Hω a−→ Hωa és un arc de T , aleshores rHω,a = rHωa,a−1 = 1. En altre cas,
rHω,a = (rHωa,a−1)−1 6= 1, ja que el camí amb etiqueta pωa que comença en H conté
una vegada l’arc Hω a−→ Hωa que no pertany a T , mentre que el camí etiquetat
amb pωa que comença en H només conté arcs de T .

Notem que donat ω ∈ F tenim que ω ∈ H si, i només si, ω (vist com element
de Ã∗) és l’etiqueta d’un camí en Γ de H a H. Siga

B = {rHω,a | ω ∈ F, a ∈ A, Hω
a−→ Hωa no és un arc de T}.

Provarem que H és un grup lliure amb base B.
Siga U = 〈B〉. Com els generadors de U (vists com a paraules en Ã∗) són

etiquetes de camins deH aH, tenim que U ≤ H. Ara siga ω ∈ Ã∗ tal que [ω]F ∈ H.
Llavors, ω és la etiqueta d’un camí de H a H. Suposem que ω = aε11 a

ε2
2 . . . aεtt , on

ai ∈ A, εi ∈ {−1, 1}, 1 ≤ i ≤ t. Aleshores

t∏
i=1

rHaε11 ...a
εi−1
i−1 ,a

εi
i

=
t∏
i=1

[paε11 ...a
εi−1
i−1

aεii p
−1
a
ε1
1 ...a

εi
i

]F

= [aε11 p
−1
a
ε1
1

]F [paε11 a
ε2
2 p
−1
a
ε1
1 a

ε2
2

]F . . . [paε11 ...a
εt−1
t−1

aεtt p
−1
a
ε1
1 ...a

εt
t

]F

= [aε11 . . . aεtt ]F [p−1
a
ε1
1 ...a

εt
t

]F = [ω]F [p−1ω ]F = [ω]F .

Així ω ∈ U perquè els factors del producte són o bé uns o bé generadors de U
o els seus inversos, i per tant H ≤ U . Aleshores, H = U .

Suposem ara que
∏t

i=1 rHωi,aεii = 1, on rHωi,aεii ∈ B si εi = 1 o rHωia−1
i ,ai

=

(rHωi,a−1
i

)−1 ∈ B si εi = −1 per a 1 ≤ i ≤ t i t ≥ 1 és el més menut possible.



3.2. El graf de Cayley i la construcció de l’extensió de Gaschütz 27

Aleshores,
∏t

i=1 rHωi,aεii pot interpretar-se com l’etiqueta d’un camí en Γ que
comença en H i amb tots els arcs en T excepte els de la forma Hωi

ai−→ Hωiai (si
εi = 1) o Hωia−1i

ai−→ Hωi (si εi = −1), per a 1 ≤ i ≤ t.
Com el producte és 1, l’operació de reduir el camí simplificant els productes

de factors consecutius de la forma aa−1 o a−1a ha de convertir el camí en un de
longitud zero. En particular, hi ha dos arcs consecutius no continguts en T que
se simplifiquen, de la forma Hωi

ai−→ Hωiai i el seu invers, o viceversa. Aquests
arcs corresponen a rHωi,ai i rHωiai,a−1

i
= (rHωi,ai)

−1. Però en aquest cas, el producte
d’aquests dos factors és trivial i per tant, podem trobar una altra expressió de 1
com a producte de factors de la forma rHω,aε amb menys factors, el que contradiu
la minimalitat de t. Per tant, H és lliure amb base B.

Suposem ara que A i |F : H| són finits. Llavors el graf Γ té |F : H| vèrtexs
i n|F : H| arcs. Així, un arbre generador de Γ té exactament |F : H| − 1 arcs.
Aleshores, Γ té n|F : H| − (|F : H| − 1) = 1 + |F : H|(n− 1) arcs fora de l’arbre
generador de Γ. Ara, com H és lliure en un conjunt amb el mateix cardinal que el
conjunt d’arcs fora de l’arbre generador de Γ, H és lliure de rang 1+ |F : H|(n−1),
com volíem.

3.2 El graf de Cayley i la construcció de l’extensió
de Gaschütz

El següent és el resultat clàssic de Gaschütz sobre extensions universals que trac-
tarem de generalitzar en els següents apartats:

Teorema 3.3 (Extensió de Gaschütz). Donat un grup finit A-generat G i un
nombre primer p, aleshores existeixen un grup A-generat G] i un epimorfisme
ϕ : G] −→ G que manté generadors el nucli del qual és un grup p-elemental abelià
N amb la següent propietat universal:

Si H és un grup A-generat i ψ : H −→ G és un epimorfisme que manté ge-
neradors el nucli del qual és un grup p-elemental abelià K, aleshores existeix un
epimorfisme β : G] −→ H tal que βψ = ϕ.

En la demostració d’aquest teorema es veu que si F és un grup lliure sobre A
i R és un subgrup normal de F de manera que F/R ∼= G, aleshores el grup G] =
F/R′Rp satisfà les condicions requerides. Una de les conseqüències més importants
d’aquest resultat és que el grup G] definit així, s’utilitza en la construcció del grup
E: una extensió universal p-elemental de Frattini del grup finit G. E és un grup
amb un subgrup normal A 6= 1 p-elemental abelià tal que A ≤ Φ(E) i E/A ∼= G.
A més, aquesta extensió E juga un paper important en la prova del teorema de
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Gaschütz, Lubeseder i Schmid que diu que tota formació saturada pot ser definida
localment per una funció de formació.

La resta d’aquesta secció la dedicarem a construir, amb l’ajuda del graf de
Cayley, un grup GAbp i a demostrar que és isomorf a l’extensió G] que dóna el
teorema 3.3.

Considerem un grup finit A-generat G amb A finit. Si recordem la definició
2.13, el graf de Cayley de G amb respecte a A és aquell que té com a vèrtexs els
elements de G i arestes de la forma g a−→ ga, on g ∈ G i a ∈ A, etiquetades amb a.
Anem a anomenar E al conjunt d’aquestes arestes.

Donat un nombre primer p, definim V (E) l’espai vectorial sobre el cos Z/pZ
amb base E, és a dir, si v ∈ V (E), aleshores v =

∑|E|
i=1miei, on mi ∈ Z/pZ i

ei ∈ E = {e1, . . . , e|E|}.
El grup G actua per l’esquerra sobre E com segueix:

si g ∈ G i e1 = h
a−→ ha ∈ E, aleshores g · e1 = e2 = gh

a−→ gha ∈ E,

per a tots g, h ∈ G, a ∈ A. Notem que aquesta acció la podem extendre de manera
única a una acció de G sobre V (E):

si g ∈ G i v =

|E|∑
i=1

miei ∈ V (E), aleshores g · v =

|E|∑
i=1

mi(g · ei) ∈ V (E).

Amb açò, podem considerar l’homomorfisme σ : G −→ Aut(V (E)) tal que
gσ = σg ∈ Aut(V (E)) per a tot g ∈ G, on vσg = g ·v per a v ∈ V (E). Així, podem
construir el producte semidirecte (extern) U = [V (E)]G (via σ). Si recordem la
definició 1.3, l’operació binària que fa que U siga grup és

(v, g)(v′, g′) = (v + v′σg, gg
′),

per a tots v, v′ ∈ V (E), g, g′ ∈ G.1
Tot seguit, anem a considerar el subgrup

GAbp = 〈(1 a−→ a, a) | a ∈ A〉

de U. Per veure quina forma tenen els elements de GAbp , vegem primerament com
funciona el producte de dos elements del seu sistema generador:

(1
a1−→ a1, a1)(1

a2−→ a2, a2) = ((1
a1−→ a1) + σa1(1

a2−→ a2), a1a2)

= ((1
a1−→ a1) + (a1 · (1

a2−→ a2)), a1a2)

= ((1
a1−→ a1) + (a1

a2−→ a1a2), a1a2).

1Notem que emprem notació additiva en el primer component malgrat que en el segon utilit-
zem notació multiplicativa perquè els elements de V (E) commuten.
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Notem que, en general, aquest producte no és commutatiu:

(1
a2−→ a2, a2)(1

a1−→ a1, a1) = ((1
a2−→ a2) + (a2

a1−→ a2a1), a2a1)

6= (1
a1−→ a1, a1)(1

a2−→ a2, a2).

Aleshores, com donat u ∈ GAbp existeixen a1, . . . , ar en A (ordenats) amb r finit
de manera que u =

∏r
i=1(1

ai−→ ai, ai), desenvolupant el producte obtenim que els
elements de GAbp són de la forma

u =
r∏
i=1

(1
ai−→ ai, ai)

= ((1
a1−→ a1) + (a1

a2−→ a1a2) + · · ·+ (a1 · · · ar−1
ar−→ a1 · · · ar), a1 · · · ar).

Per tant, podem interpretar cada element u de GAbp com un camí del graf
de Cayley de G que comença en 1, passa per les arestes que indica la primera
component de u i acaba en el vèrtex indicat per la segona component.

Considerem ara el següent epimorfisme:
ψ : GAbp −→ G

(1
a−→ a, a) 7→ a

A continuació, anem a estudiar les propietats del seu nucli, que anomenarem C.
Donat u =

∏r
i=1(1

ai−→ ai, ai) ∈ GAbp , aleshores uψ =
∏r

i=1(1
ai−→ ai, ai)ψ =∏r

i=1 ai. Per tant, tindrem que u ∈ C = kerψ si, i només si, a1 · · · ar = 1, és a dir,
si u és de la forma

((1
a1−→ a1) + (a1

a2−→ a1a2) + · · ·+ (a1 · · · ar−1
ar−→ 1), 1).

Notem que u ∈ C es pot interpretar com el camí en el graf de Cayley de G que
comença i acaba en 1 i que passa per les arestes descrites en la primera component.

Amb açò, com hem definit V (E) com l’espai vectorial sobre el cos Z/pZ amb
base E, podem veure fàcilment que C és p-elemental abelià: donats u, v ∈ C
existeixen a1, . . . , ar, b1, . . . , bs en A (ordenats) amb r i s finits de manera que

u = ((1
a1−→ a1) + (a1

a2−→ a1a2) + · · ·+ (a1 · · · ar−1
ar−→ 1), 1)

v = ((1
b1−→ b1) + (b1

b2−→ b1b2) + · · ·+ (b1 · · · bs−1
bs−→ 1), 1)

i llavors,

uv = ((1
a1−→ a1) + · · ·+ (a1 · · · ar−1

ar−→ 1) + (1
b1−→ b1) + · · ·+ (b1 · · · bs−1

bs−→ 1), 1)

= ((1
b1−→ b1) + · · ·+ (b1 · · · bs−1

bs−→ 1) + (1
a1−→ a1) + · · ·+ (a1 · · · ar−1

ar−→ 1), 1) = vu

up = (p̄(1
a1−→ a1) + p̄(a1

a2−→ a1a2) + · · ·+ p̄(a1 · · · ar−1
ar−→ 1), 1) = (0, 1)

D’altra banda, com GAbp és clarament un grup A-generat,2 donada una paraula
2És suficient prendre f : A −→ GAbp tal que a 7→ (1

a−→ a, a).
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ω ∈ Ã∗ podem trobar-ne l’element de GAbp associat, [ω]GAbp , com en la nota 3.1.
De fet, si donada una aresta e ∈ E, denotem per ω(e) al nombre de vegades (amb
signe)3 que passa per aquesta aresta el camí del graf de Cayley de G etiquetat per
ω i que comença en 1, i anomenem ωp(e) = ω(e) mod p, tenim que

[ω]GAbp =

(∑
e∈E

ωp(e)e, [ω]G

)
.

Lema 3.4. Suposem que tenim tres grups G1, G2 i G3 de manera que existeixen
epimorfismes α : G1 −→ G2 i β : G2 −→ G3. Aleshores, ker(αβ)/ kerα ∼= ker β.

Demostració. Vegem que f : ker(αβ)/ kerα −→ ker β donada per x kerα 7→ xα,
amb x ∈ ker(αβ), és un isomorfisme.

Si x, y ∈ ker(αβ), aleshores

x kerα = y kerα⇐⇒ xy−1 ∈ kerα⇐⇒ (xy−1)α = 1⇐⇒ xα(yα)−1 = 1

⇐⇒ (x kerα)f = xα = yα = (y kerα)f,

amb la qual cosa, f està ben definida i és injectiva. A més, com α és un homomor-
fisme, f també ho és.

Ara, si y ∈ ker β, com α és suprajectiva, existeix x ∈ G1 de manera que xα = y.
A més, xαβ = yβ = 1 i llavors x ∈ ker(αβ). Així, l’antiimatge mitjançant f de y
és x kerα i f és suprajectiva.

Teorema 3.5. El grup GAbp és isomorf al grup G] del teorema 3.3.

Demostració. Malgrat que en aquesta secció no ho hem provat ja que més endavant
ho veurem en un cas més general, el grup G] = F/R] amb R] = R′Rp, on F és
el grup lliure sobre A i R és un subgrup normal de F amb F/R ∼= G, verifica les
condicions del teorema 3.3. A més, el nucli N de l’epimorfisme ϕ de l’enunciat és
N = R/R].

La construcció del Teorema 3.2 per a H = R dóna un graf Γ isomorf al graf
de Cayley de G si identifiquem els elements g ∈ G amb coclasses a dreta Rω
amb ω ∈ F . Així, escriurem rg,a en lloc de rRω,a. Per tant, R està generat per
B = {rg,a | g ∈ G, a ∈ A, g

a−→ ga no està en T}, on T és un arbre generador del
graf de Cayley de G.

Notem que si associem cada element g ∈ G amb una coclasses a dreta Rω amb
ω ∈ F , el neutre 1 de G s’identifica amb R. Aleshores, pω serà l’únic camí en T
que va de 1 a [ω]G (en cas que [ω]G = 1, direm que pω = 1) i rg,a = [pωap

−1
ωa ]F amb

[ω]G = g (si g a−→ ga és un arc de T , aleshores rg,a = 1).

3Cada vegada que el camí ω passa per una aresta e = (g
a−→ ga) ∈ E en sentit contrari (una

de les lletres de la paraula ω és a−1), ω(e) es redueix una unitat.
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A continuació, considerem l’epimorfisme µ : F −→ GAbp tal que ω 7→ [ω]GAbp .
Anem a veure que el conjunt B = {rg,a | rg,a ∈ B}, on rg,a denota la imatge de rg,a
sota l’epimorfisme que acabem de definir, és una base del Z/pZ-espai vectorial C,
amb la qual cosa, la dimensió de C serà |B| = |B|.

Com rg,a ∈ B representa un camí en el graf de Cayley que comença i acaba en
1, tenim que rg,a ∈ C. A més, com cada rg,a té un únic arc que no està en T , l’arc
g

a−→ ga, i aquest no forma part de cap dels altres camins de B, tenim que B és
linealment independent.

Donat u ∈ C, existeix ω ∈ Ã∗ de manera que u = [ω]GAbp i [ω]G = 1. Si
ω = a1 . . . at, per a cada i = 1, . . . , t, denotarem per ωi = a1 . . . ai i per gi = [ωi]G.
Aleshores, de manera semblant al que hem fet en la prova del teorema de Nielsen–
Schreier,

t∏
i=1

rgi−1,aiµ =

(
t∏
i=1

rgi−1,ai

)
µ =

(
t∏
i=1

[pωi−1
aip
−1
ωi

]F

)
µ

=
(
[ω]F [p−1ω ]F

)
µ = [ω]GAbp = u.

Ara bé, els únics factors que no són trivials en el producte anterior són els rgi−1,aiµ

tals que l’arc gi−1
ai−→ gi no està en T , amb la qual cosa, rgi−1,aiµ = rgi−1,ai ∈ B.

Així, B és un sistema generador de C i per tant, n’és base.
D’altra banda, com R/R] és p-elemental abelià, el podem veure com a Z/pZ-

espai vectorial i com el conjunt {rg,aR] | rg,a ∈ B} n’és un conjunt generador, la
dimensió de R/R] com a Z/pZ-espai vectorial és com a molt |B|.

Per la universalitat de G], existeix un epimorfisme β : G] −→ GAbp tal que
βψ = ϕ.

G] GAbp

G

β

ϕ
ψ

Per tant, com GAbp ∼= G]/ ker β, si veiem que K = ker β = 1, tindrem que GAbp i
G] són isomorfs. Pel lema 3.4, tenim que

R/R]

K
=

kerϕ

ker β
∼= kerψ = C.

Així, veient R/R] i C com a Z/pZ-espais vectorials, existeix una aplicació lineal
suprajectiva γ : R/R] −→ C amb nucli K, i llavors

|B| ≥ dimR/R] = dimK + dimC = dimK + |B| =⇒ dimK = 0,

i així, K = ker β = 1.
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Exemple: Anem a calcular l’extensió de Gaschütz amb p = 2 del grup G cíclic
d’ordre 3 de dues formes: treballant com en el teorema 3.3 i calculant el grup GAbp .

1. Sabem que G es pot veure com a quocient del grup lliure de rang 1: G =
Z/3Z. Així, si anomenem F = Z i R = 3Z, el grup que busquem és
G] = F/(R′R2). Ara bé, com R és abelià, R′ = 1 i R2 = 2(3Z) = 6Z
(emprem notació additiva perquè estem treballant amb grups abelians). Per
tant, l’extensió que busquem és G] = Z/6Z, el grup cíclic d’ordre 6.

2. La figura 3.1 mostra el graf de Cayley de G. Aleshores, el grup que busquem
és GAb2 = 〈(1 a−→ a, a)〉. Anem a comprovar que aquest és el grup cíclic d’ordre
6:

(1
a−→ a, a)2 = ((1

a−→ a) + (a
a−→ a2), a2);

(1
a−→ a, a)3 = ((1

a−→ a) + (a
a−→ a2) + (a2

a−→ 1), 1);

(1
a−→ a, a)4 = ((1

a−→ a) + (a
a−→ a2) + (a2

a−→ 1) + (1
a−→ a), a)

= (2 · (1 a−→ a) + (a
a−→ a2) + (a2

a−→ 1), a)

= ((a
a−→ a2) + (a2

a−→ 1), a);

(1
a−→ a, a)5 = (2 · (a a−→ a2) + (a2

a−→ 1), a2)

= (a2
a−→ 1, a2);

(1
a−→ a, a)6 = (2 · (a2 a−→ 1), 1) = (0, 1).

a2

1 a

a

a

a

Figura 3.1: Graf de Cayley de Z/3Z



3.3. Extensió a m del teorema de Gaschütz 33

3.3 Extensió a m del teorema de Gaschütz
Tot seguit, generalitzarem el resultat de Gaschütz mostrat en l’apartat anterior
per a qualsevol natural m. A continuació, veurem si existeix alguna relació entre
aquesta extensió i les que s’obtenen amb les potències de nombres primers de la
descomposició de m. Per acabar, veurem si en aquest cas també podem obtindre
un grup isomorf a l’extensió tipus Gaschütz mitjançant el graf de Cayley del grup
original.

Teorema 3.6. Donats un grup finit A-generat G i un nombre natural m, ales-
hores existeixen un grup A-generat G] i un epimorfisme ϕ : G] −→ G que manté
generadors el nucli del qual és un grup N abelià i amb exponent m amb la següent
propietat universal:

Si H és un grup A-generat i ψ : H −→ G és un epimorfisme que manté gene-
radors el nucli del qual és un grup K abelià amb exponent m, aleshores existeix un
epimorfisme β : G] −→ H tal que βψ = ϕ.

Demostració. Siga G un grup A-generat amb epimorfisme associat ϕG : F −→ G,
on F és el grup lliure amb base A. Aleshores, R = kerϕG és subgrup normal de F
i G ∼= F/R.

Construïm R] = R′Rm i considerem G] = F/R]. Aleshores, G] és un grup
A-generat perquè

ϕG] : F −→ G]

ω 7→ ωR]

és un epimorfisme del grup lliure F sobre A en G].
Ara podem considerar l’epimorfisme

ϕ : G] = F/R] −→ G = F/R
ωR] 7→ ωR

el nucli del qual és N = R/R] ja que (ωR])ϕ = ωR = R si, i només si, w ∈ R.
Anem a comprobar que N = R/R] és un subgrup normal abelià amb exponent m
de F/R]:

(r1R
])(r2R

]) = r1r2R
′Rm = r1r2 r

−1
2 r−11 r2r1︸ ︷︷ ︸
∈R′

R′Rm = r2r1R
′Rm = (r2R

])(r1R
]);

(rR])m = rmR] = rmR′Rm = 1 · rm︸ ︷︷ ︸
∈R′Rm

R′Rm = R′Rm = R].

A més, ϕ manté generadors perquè si veiem ϕG com

ϕG : F −→ G = F/R
ω 7→ ωR
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clarament ϕG]ϕ = ϕG.
Vegem ara que es verifica la propietat universal de l’enunciat del teorema: siga

H un grup A-generat amb epimorfisme associat ϕH : F −→ H i siga ψ : H −→ G
un epimorfisme que manté generadors amb nucli un subgrup normal K abelià i
d’exponent m.

Donat ω ∈ R, com ψ manté generadors, ωϕHψ = ωϕG = 1. Així, en particular,
ωϕH ∈ K. Aleshores, si ω1, ω2 ∈ R, per les propietats de K, tenim que:

([ω1, ω2])ϕH = (ω−11 ω−12 ω1ω2)ϕH = (ω1ϕH)−1(ω2ϕH)−1(ω1ϕH)(ω2ϕH)

= (ω1ϕH)−1(ω2ϕH)−1(ω2ϕH)(ω1ϕH) = 1.

(ωm1 )ϕH = (ω1ϕH)m = 1.

Donat ω ∈ R] = R′Rm, existeixen ω1, ω2, ω3 ∈ R amb ω = [ω1, ω2]ω
m
3 i, pel que

acabem de veure, la imatge de ω en H és

ωϕH = ([ω1, ω2])ϕH(ωm3 )ϕH = 1.

Per tant, H satisfà les relacions de G] i llavors, pel teorema de von Dyck, existeix
un epimorfisme β : G] −→ H que manté generadors tal que βψ = ϕ.

3.3.1 Factorització en producte subdirecte de l’extensió

Suposem que tenim G un grup finit A-generat i un nombre natural m = m1m2

on m1 i m2 són nombres coprimers. Anem a veure que l’extensió universal G]
m

del teorema 3.6 es pot veure com a producte subdirecte de les extensions G]
1 =

F/R]
1 = F/(R′Rm1) i G]

2 = F/R]
2 = F/(R′Rm2).

Considerem els epimorfismes

ε1 : G]
1 = F/R]

1 −→ F
ωR′Rm1 7→ ω

ε2 : G]
2 = F/R]

2 −→ F
ωR′Rm2 7→ ω

Aleshores, el producte subdirecte de G]
1 i G]

2 amb factor de grup amalgamat F és

G = {(g1, g2) | g1 ∈ G]
1, g2 ∈ G

]
2, g1ε1 = g2ε2} = {(ωR]

1, ωR
]
2) | ω ∈ F}.

Si trobem un isomorfisme entre aquest grup i G]
m ja ho tindrem. Considerem

l’aplicació
φ : G −→ G]

m

(ωR′Rm1 , ωR′Rm2) 7→ ωR′Rm
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Clarament, φ és un homomorfisme sobrejectiu i per tant, només ens falta veure
que també és injectiu:

(ωR′Rm1 , ωR′Rm2) ∈ kerφ⇔ ω ∈ R′Rm

⇔ ω = [r1, r2]r
m
3 = [r1, r2](r

m2
3 )m1 = [r1, r2](r

m1
3 )m2

⇔ w ∈ R′Rm1 ∩R′Rm2

⇔ (ωR′Rm1 , ωR′Rm2) = (R′Rm1 , R′Rm2)

Per tant, kerφ = {(R]
1, R

]
2)} i φ és un isomorfisme.

Emprant aquest raonament successivament, si prenem un nombre natural m
de manera que la seua descomposició en factors primers siga m = pα1

1 p
α2
2 · · · pαnn ,

l’extensió universal G]
m del teorema 3.6 es pot veure com a producte subdirecte de

les extensions G]
1, G

]
2, . . . , G

]
n, on G

]
i = F/R]

i = F/(R′Rp
αi
i ) per a cada i = 1, . . . , n.

3.3.2 Interpretació en termes del graf de Cayley

A continuació, anem a veure si podem trobar una interpretació en termes del graf
de Cayley equivalent a la vista en la secció anterior per a l’extensió G]

m amb m un
nombre natural.

Considerem el graf de Cayley del grup A-generat G amb respecte a A i anome-
nem E al conjunt d’arestes d’aquest. Tot seguit, considerem M el Z/mZ-módul
lliure sobre E. Així, si x ∈M , aleshores existeixen uns únics me ∈ Z/mZ tals que
x =

∑
e∈Emee.

Recordem que el grup G actua per l’esquerra sobre E com segueix:

si g ∈ G i e1 = h
a−→ ha ∈ E, aleshores g · e1 = e2 = gh

a−→ gha ∈ E.

Podem extendre l’acció a una acció de G per l’esquerra sobre M fent

g · x =
∑
e∈E

meg · e,

per a cada g ∈ G i x ∈M .
Llavors, tenim que σ : G −→ Aut(M) tal que gσ = σg ∈ Aut(M) per a tot

g ∈ G, on xσg = g ·x per a x ∈M , és un homomorfisme. Amb açò, podem construir
el producte semidirecte (extern) U = [M ]G amb l’operació

(x, g)(x′, g′) = (x+ x′σg, gg
′),

per a tots x, x′ ∈M, g, g′ ∈ G.
Seguidament, prenem el subgrup de U definit com segueix:

GAbm = 〈(1 a−→ a, a) | a ∈ A〉.
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Treballant de manera similar al que hem fet per a un nombre primer p, cada
element u ∈ GAbm es pot escriure com

u =
r∏
i=1

(1
ai−→ ai, ai)

= ((1
a1−→ a1) + (a1

a2−→ a1a2) + · · ·+ (a1 · · · ar−1
ar−→ a1 · · · ar), a1 · · · ar).

per a determinats a1, . . . , ar en A (ordenats) amb r finit. A més, donada una
paraula ω ∈ Ã∗,

[ω]GAbm =

(∑
e∈E

ωm(e)e, [ω]G

)
,

on ωm(e) denota el nombre de vegades (amb signe) módul m que l’aresta e és
creuada pel camí del graf de Cayley de G que comença en 1 i té ω per etiqueta.

D’altra banda, si considerem l’epimorfisme

ψ : GAbm −→ G

(1
a−→ a, a) 7→ a

és fàcil veure que el seu nucli, kerψ = C, és abelià i té exponent m: en primer lloc,
u ∈ C si, i només si, u és de la forma

((1
a1−→ a1) + (a1

a2−→ a1a2) + · · ·+ (a1 · · · ar−1
ar−→ 1), 1),

per a determinats a1, . . . , ar ∈ A ordenats. De nou, els elements de C es poden
interpretar com camins del graf de Cayley de G que comencen i acaben en 1. Ara,
donats u, v ∈ C existeixen a1, . . . , ar, b1, . . . , bs en A (ordenats) de manera que

u = ((1
a1−→ a1) + (a1

a2−→ a1a2) + · · ·+ (a1 · · · ar−1
ar−→ 1), 1)

v = ((1
b1−→ b1) + (b1

b2−→ b1b2) + · · ·+ (b1 · · · bs−1
bs−→ 1), 1)

i com hem definit M com el Z/mZ-módul lliure sobre E, tenim que

uv=((1
a1−→ a1) + · · ·+ (a1 · · · ar−1

ar−→ 1) + (1
b1−→ b1) + · · ·+ (b1 · · · bs−1

bs−→ 1), 1)

=((1
b1−→ b1) + · · ·+ (b1 · · · bs−1

bs−→ 1) + (1
a1−→ a1) + · · ·+ (a1 · · · ar−1

ar−→ 1), 1)=vu

um=(m̄(1
a1−→ a1) + m̄(a1

a2−→ a1a2) + · · ·+ m̄(a1 · · · ar−1
ar−→ 1), 1)=(0, 1)
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Teorema 3.7. El grup GAbm és isomorf al grup G]
m del teorema 3.6.

Demostració. Per la universalitat de G]
m vista al teorema 3.6, existeix un epimor-

fisme β : G]
m −→ GAbm tal que βψ = ϕ.

G]
m GAbm

G

β

ϕ
ψ

Per tant, GAbm ∼= G]
m/K, on K = ker β. Pel lema 3.4, tenim que

R/R]

K
=

kerϕ

ker β
∼= kerψ = C.

Seguidament provarem que |R/R]| ≤ mt i |C| ≥ mt, on t és el nombre d’arestes
que hi ha fora d’un arbre generador del graf de Cayley de G. Aleshores, tindrem
que

mt

|K|
≥ |R/R

]|
|K|

= |C| ≥ mt =⇒ 1 ≥ |K| =⇒ K = 1,

i així, β serà un isomorfisme.
D’una banda, si en la demostració del teorema 3.2 prenem com a H el grup

R, tenim que el graf Γ és isomorf al graf de Cayley de G (identificant els elements
g ∈ G amb coclasses Rω amb ω ∈ F ). Llavors, R és un grup lliure sobre el conjunt
B = {rg,a | g ∈ G, a ∈ A, g

a−→ ga no està en T}, on T és un arbre generador del
graf de Cayley de G i clarament, |B| = t. Per facilitar la notació, podem enumerar
els elements deB; així,B = {r1, r2, . . . , rt}. Notem que, donat un element qualsevol
xR] ∈ R/R], tenim que x es pot veure com una paraula x = s1 . . . sn amb cada
si ∈ B ∪B−1. Ara bé, com R/R] és abelià i té exponent m, reordenant els factors
quan calga i tenint en compte que (riR

])−1 = (riR
])m−1, tenim que

xR] = (s1 . . . sn)R] = (s1R
]) · · · (snR]) = (r1R

])α1 · · · (rtR])αt ,

amb αi ∈ {0, 1, . . . ,m} per a cada i = 1, . . . , t. Llavors, com per a cada αi hi ha
m possibilitat i açò passa per a tot element de R/R], tenim que |R/R]| ≤ mt.

D’altra banda, els elements de B es poden veure com a camins del graf de
Cayley de G que comencen i acaben en 1 i amb una única aresta fora de l’arbre
generador T , amb la qual cosa, els podem veure com elements distints de C. A
més, si ri ∈ C, els elements {r0i , r1i , . . . , rm−1i } són tots distints ja que si anomenem
ω a la paraula en A que dóna lloc a l’element rji (0 ≤ j ≤ m − 1), llavors en
l’expressió

[ω]GAbm =

(∑
e∈E

ωm(e)e, [ω]G

)
,
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es té que ωm(ē) = j, on ē és l’aresta de rji que no està en l’arbre generador. Alesho-
res, elsmt possibles elements de C de la forma rα1

1 · · · rαtt amb αj ∈ {0, 1, . . . ,m−1}
són tots distints, i així, |C| ≥ mt.

3.4 Extensió universal infinita
En els apartats anteriors, donat un grup finit A-generat G = F/R amb F un
grup lliure sobre A (A finit), hem estudiat les seues extensions universals G]

m =
F/(R′Rm) per a qualsevol m natural i la seua interpretació en termes de grafs. Per
això, tot seguit estudiarem què ocorre si considerem l’extensió natural G∗ = F/R′.

Teorema 3.8. Donats un conjunt finit A i un grup finit A-generat G, aleshores
existeixen un grup A-generat G∗ i un epimorfisme ϕ : G∗ −→ G que manté gene-
radors el nucli del qual és un grup G∗0 abelià amb la següent propietat universal:

Si H és un grup A-generat i ψ : H −→ G és un epimorfisme que manté ge-
neradors el nucli del qual és un grup K abelià, aleshores existeix un epimorfisme
β : G] −→ H tal que βψ = ϕ.

Demostració. Com G és A-generat, podem considerar l’epimorfisme ϕG : F −→ G,
on F és el grup lliure amb base A. Aleshores, denotant R = kerϕG, tenim que
G ∼= F/R.

Considerem G∗ = F/R′ i notem que és un grup A-generat ja que

ϕG∗ : F −→ G∗

ω 7→ ωR′

és un epimorfisme del grup lliure F sobre A en G∗.
Aleshores, l’epimorfisme

ϕ : G∗ = F/R′ −→ G = F/R
ωR′ 7→ ωR

manté generadors i té com a nucli G∗0 = R/R′, que és abelià: donats r1 i r2 en R,

(r1R
′)(r2R

′) = r1r2R
′ = r1r2[r2, r1]R

′ = r2r1R
′ = (r2R

′)(r1R
′).

Vegem ara que es verifica la propietat universal: siga H un grup A-generat amb
epimorfisme associat ϕH : F −→ H i siga ψ : H −→ G un epimorfisme que manté
generadors (ϕHψ = ϕG) i tal que el seu nucli és un grup abelià K.

Si prenem ω ∈ R, ωϕHψ = ωϕG = 1 i per tant, ωϕH ∈ K. Aleshores, si
ω1, ω2 ∈ R, com K és abelià,

([ω1, ω2])ϕH = (ω1ϕH)−1(ω2ϕH)−1(ω1ϕH)(ω2ϕH) = 1.
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Per tant, si ω ∈ R′, existeixen ω1, ω2 ∈ R amb ω = [ω1, ω2] i, pel que acabem
de veure, ωϕH = 1. Així, H satisfà les relacions de G∗ i llavors, pel teorema de
von Dyck, existeix un epimorfisme β : G∗ −→ H que manté generadors tal que
βψ = ϕ.

A continuació, anem a tractar de construir l’extensió G∗ emprant el graf de
Cayley de G. Com en els casos anteriors, utilitzarem el graf de Cayley per obtin-
dre un grup amb les propietats desitjades i seguidament provarem que hi ha un
isomorfisme entre aquest grup i el grup G∗ del teorema anterior.

Considerem el graf de Cayley de G amb respecte a A i en particular ens fixarem
en el conjunt d’arestes d’aquest, que anomenarem E. A continuació, prenem el grup
abelià lliure W =

⊕
e∈EWe amb base E, és a dir, si x ∈ W aleshores existeixen

uns únics me ∈ Z tals que x =
∑

e∈Emee.
Llavors, podem extendre l’acció per l’esquerra de G sobre el conjunt E donada

per g · (h a−→ ha) = gh
a−→ gha a una acció de G sobre W fent simplement g · x =∑

e∈Emeg · e. Així, de manera anàloga als casos anteriors, podem construir el
producte semidirecte de W amb G, T = [W ]G, i considerar el subgrup

H = 〈(1 a−→ a, a) | a ∈ A〉.

Aleshores, la interpretació del grup H és la següent: donada una paraula ω ∈ Ã∗,

[ω]H =

(∑
e∈E

ω(e)e, [ω]G

)
,

on ω(e) denota el nombre de vegades (amb signe) que l’aresta e és creuada pel
camí del graf de Cayley de G etiquetat per ω.

Teorema 3.9. El grup H és isomorf al grup G∗ del teorema 3.8.

Demostració. Comencem prenent el grup U = H ∩W . Com W és abelià, tenim
que U és un subgrup normal abelià de H. A més, pel segon teorema d’isomorfia,
també tenim que

H

U
=

H

H ∩W
∼=
HW

W
=

T

W
∼= G.

Aleshores, si ψ : H −→ G és l’epimorfisme amb nucli U , per la universalitat provada
al teorema 3.8, existeix un epimorfisme β : G∗ −→ H que manté generadors i tal
que βψ = ϕ.

G∗ H

G

β

ϕ
ψ
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Recordem que ϕ és l’epimorfisme de G∗ en G que manté generadors i té com a
nucli G∗0 = R/R′. Notem que com F és lliure, pel teorema de Nielsen–Schreier, R
també ho és i pel lema 1.32, tenim que R/R′ és abelià lliure amb base B] = {xR′ |
x ∈ B}. A més, G∗0 = R/R′ és també finitament generat ja que |B]| ≤ |B| i sabem
que |B| és finit perquè com |F : R| = |G| és finit podem aplicar la segona part del
teorema de Nielsen–Schreier.

Anomenem N = ker β. Si veiem que N = 1, β serà un isomorfisme i ja ho
tindrem. Notem que si x ∈ N , aleshores xϕ = xβψ = 1ψ = 1 i, per tant, tenim
que x ∈ kerϕ = G∗0. Així, N EG∗0 i com G∗0 és abelià lliure de rang finit (diguem-
ne n), pel teorema 1.17, existeixen una base {a1, . . . , an} de G∗0 i enters positius
d1, . . . , dk amb 1 ≤ k ≤ n i d1 | · · · | dk de manera que

G∗0 =
n∑
i=1

〈ai〉 i N =
k∑
i=1

〈diai〉.

En particular, G∗0/N ∼= Z/d1Z⊕ · · · ⊕ Z/dkZ⊕ Zn−k.
D’altra banda, pel lema 3.4, tenim que

G∗0
N

=
kerϕ

ker β
∼= kerψ = U.

Però U , per ser subgrup deW , és un grup abelià lliure finitament generat (diguem-
ne de rang r) i llavors té una descomposició U ∼= Zr. Aleshores, pel corol.lari 1.27,
r = n− k i di = 0 per a cada i = 1, . . . , k. Per tant, N = 1, com volíem.
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