
Capítulo 1

Reacciones Nucleares a bajas
energías

1.1. Descripción cuántica de las reacciones a
bajas energías

Las reacciones nucleares a bajas energías (E≤ 20 MeV) precisan una des-
cripción completamente cuántica, a diferencia de las reacciones nucleares a
energías intermedias y relativistas, donde la aproximación rayo de la Mecani-
ca Cuántica empieza a ser válida. Además, la energía es inferior a la energía
de Fermi, por lo que la función de onda nuclear es un objeto bien definido,
antes y después de la colisión. Si tenemos una colisión

a + A −→ b + B

los estados antes y después de la colisión están definidos por las funciones
de ondas inicial ψi = ψAψaψ(raA) y ψf = ψBψbψ(rbB). Cuando ocurre una
transición, suponemos que esta tiene lugar en un instante del tiempo median-
te un potencial de interacción Vint(r), que podemos describir en la forma de
diagrama de Feynmann. Esta interacción puede tener lugar en varios instan-
tes sucesivos, dando lugar a efectos de segundo orden y superior. En general,
después de la interacción, la función de ondas del estado final se encuentra
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en una combinación lineal de todos los estados posibles:

ψint =
∑

i

ciψBiψbiψ(rbiBi)i

que colapsa a un estado determinado cuando se realiza una medición. La
probabilidad de transición de un estado inicial aA a otro final bB, en primer
orden, es

Pif = |〈ψbψBψ(rbB), VintψaψAψ(raA)〉|2

Cuando los efectos de orden superior son importantes esta expresión resulta
más complicada, con términos de interferencia.

Las reacciones a bajas energías permiten obtener información sobre las
funciones de ondas nucleares (modelos nucleares, formas nucleares, estados
excitados, ...) y sobre el potencial de interacción V . Permiten igualmente
crear nuevos núcleos mediante el proceso de reacción.

1.2. Diseño de un experimento a bajas energías

En una interacción a bajas energías, tanto la función de onda relativa
como las probabilidades de transición varían fuertemente con la energía. Por
lo tanto, la energía incidente debe de estar muy bién definida. En general, se
requieren resoluciones de energía &E/E < 10−3. Esto sólo se consigue con
aceleradores electrostáticos, tipo tandem van de Graaf. También se puede
conseguir haces con buena resolución energética con ciclotrones, que propor-
cionan un haz con mala resolución energética pero de alta intensidad. Cuando
este haz se acopla a un espectrométro magnético, se selecciona sólamente una
parte del haz pero con la resolución de energía requerida. Este método por
supuesto es antieconómico, pues aceleramos muchas más partículas que las
que utilizamos en realidad, con la consiguiente pérdida de energía. Por esto,
los ciclotrones se han usado muy poco a bajas energías.

El haz se transporta mediante tubos a una cámara de reacción, donde se
encuentra el blanco. El sistema de aceleración haz-blanco, debe de encontrar-
se a alto vacío, mejor en general que 10−6 mm Hg, para evitar pérdida del
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haz, reacciones indeseadas con su radiactividad asociada y pérdida de resolu-
ción de energía. En la reacción se producen partículas cargadas (electrones y
positrones, protones y fragmentos nucleares) y partículas neutras (neutrones
y rayos gamma). Las partículas cargadas sufren una gran pérdida de ener-
gía cuando atraviesan la materia. Por lo tanto, los detectores de partículas
cargadas deben de ser colocados en el interior de la cámara de reacción. Los
detectores de partículas cargadas usualmente empleados son detectores de
silicio. En el pasado se emplearon detectores de silicio sensibles a la posición
y detectores de barrera de superficie. Estos detectores sólo pueden medir su-
cesos incidentes en el ángulo sólido subtendido por el detector. En general,
sólo se utilizaban dos o tres detectores, con lo que se podía medir sólo sucesos
en una aceptancia relativamente reducida. Los detectores se cambiaban de
posición durante el experimento para medir todo el intervalo angular. Con
el abaratamiento y la miniaturización de los detectores de silicio han surgido
los detectores microstrip, que permiten medir las posiciones de las partícu-
las con una resolución espacial de hasta 5 micras y una excelente resolución
energética. Las partículas de diferente carga se pueden indentificar superpo-
niendo dos SSD, uno fino y otro delgado, qur miden E y ∆E. La tendencia
es la de utilizar sistemas de micro-strips que cubran todo el intervalo angular
deseado, en general una fracción importante de 4π. Esto conlleva el gestionar
un mayor número de canales, lo cual tampoco es un problema hoy en día
debido al abaratamiento de los sistemas de adquisición de datos.

Los detectores de partículas neutras se colocan normalmente fuera de
la cámara de reacción. Esto es posible debido a la baja interacción de las
partículas neutras en aire. Los detectores empleados para rayos gamma son
en general centelleadores inorgánicos. Proporcionan un resolución de energía
relativamente baja, del orden del 7 % a 1 MeV, pero son baratos y eficientes.
Cuando una partícula cargada penetra en estos centelleadores, preoducen
como respuesta una luz de centelleo, de la forma

L = L0

(
e−t/τ − e−t/τ1

)
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Figura 1.1: Cámara de reacción

donde τ es el tiempo de población del estado excitado molecular que emite
luz de centelleo y τ1 es el tiempo de desintegración de dicho estado. La luz
de centelleo emitida es proporcional a la pérdida de energía de la partícula
en el detector

dL

dx
= S

dE

dx

Cuando mayor sea S mayor es la eficiencia. La luz se lee mediante tubos
fotomultilpicadores, en los que la luz arranca electrones en el ánodo, que se
multiplican por avalancha en los sucesivos dínodos, produciendo un impul-
so eléctrico en el cátodo. Este impulso eléctrico tiene un tiempo se subida
similar a τ , por lo cual se pueden construir mediante los llamados discrimi-
nadores de fracción constante puertas lógicas con una resolución temporal de
este orden, que sirven para cronometrar los tiempos de llegada a los detecto-
res de las distintas partículas y el origen del tiempo de adquisición (trigger).
Hay centelleadores que tienen dos orbitales moleculares distintos, con tiem-
pos de población y desintegración distintos, y que son excitados en distinta
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proporción por partículas cargadas y neutras. Este es el caso del fluoruro de
bario y el ioduro de cesio (ICs). Esta característica se puede emplear para
discriminar partículas cargadas y neutras. El centelleador inorgánico que tie-
ne una mejor resolución temporal es el fluoruro de bario, con una resolución
del orden de los 200 ps. El ioduro de sodio (INa) es un detector barato y
eficiente, pero con una resolución temporal pobre. En los últimos años ha
habido un investigación muy intensa en centelleadores inorgánicos, motivada
esencialmente por la Física Médica, para el desarrollo de la tomografía PET
(Positron-Electron Tomography). Se han desarrollado nuevos centelleadores
como LYSO y LSO, con excelente eficiencia y buena resolucion temporal y de
energía. También se han obtenido centelleadores como el bromuro de lantano
con una resolución temporal excelente (del orden del 3%).

En aplicaciones donde es necesaria una excelente resolución de energía
se emplean los detectores de germanio hiperpuro (HpGe), qaue tienen una
resolución energética mejor que 3 keV a 1 MeV. Sin embargo su coste es
elevado y precisan criogenia durante su funcionamiento. Para rayos X y rayos
gamma de baja energía se utilizan detectores de SiLi.

Para neutrones se pueden emplear los mismos centelleadores que para
fotones, aunque en este caso la eficiencia es baja (menor del 10 %). Si se desea
mayor eficiencia se emplean plásticos centelleadores, que generan protones
de retroceso, y vidrios dopados con 7Li, que se descompone en la interacción
con neutrones en una partícula α y un núcleo de tritio con una probabilidad
elevada.

1.3. Observables

Los observables que se miden usualmente son secciones eficaces diferen-
ciales dσ

dΩ , definidas para un procerso x por

dσ

dΩ
=

nx

npnB∆Ω
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donde nx es el número de sucesos x detectados, nP es el número de proyectiles
empleado en el experimento, nB es el número de núcleos blanco por unidad
de área, y ∆Ω es el ángulo sólido subtendido por el detector. El número nB

viene dado en función de la densidad superficial del blanco ρs y su número
atómico AB por

nB =
NAρS

AB

donde NA es el número de Avogadro. El número de proyectiles por dado por

nP =
QF

QP

donde QF es la carga recogida en la copa de Faraday y QP es la carga de los
iones del proyectil. Finalmente el número de sucesos nx viene dado por

nx =
ndet

x

ε(1− τ)

donde ndet
x es el número de sucesos x detectados y ε es el producto de todas

las eficiencias de detección ligadas al suceso x: a) producto de las eficiencias
intrínsecas de los detectores y aceptancias geométricas εint y εgeo, b) eficiencia
de la electrónica, εele, determinada porque sólo se aceptan las señales que son
superiores al ruido y que pasan los diferentes discriminadores establecidos, c)
eficiencia del trigger, εtrig , que acepta los sucesos buscados con una proba-
bilidad inferior a la unidad, d) eficiencia del proceso de análisis de los datos,
εana , deter minada por los criterios estadísticos y restricciones impuestas
a los datos adquiridos para considerarlos como buenos. Por último, τ es la
fracción de tiempo muerto de la adquisición, por lo cual sólo se adquieren
sucesos durante la fracción de tiempo 1− τ . Si la tasa de sucesos aceptados
por el trigger es rx y el tiempo necesario para adquirir un suceso es Tadq,
tendremos τ = rxTadq.

Hoy en día se determinan todas estas eficiencias mediante simulaciones
mediante programas adecuados, como GEANT4, que incluyen un información
geométrica exacta, un generador de sucesos realista y la simulación de la
respuesta de los detectores, aunque este no es el caso de los experimentos
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realizados antes de los años 90.
Las secciones eficaces diferenciales proporcionan información detallada

sobre la interacción nuclear. Cuando queremos obtener información sobre la
evolución del sistema con la energía, se miden las secciones eficaces diferen-
ciales en función de la energía incidente, con pasos de energía suficientemente
pequeños para que el proceso que queremos observar sea visible. Este es el
caso de las resonancias. La figura muestra las resonancias de neutrones. Al
observable

dσ

dΩdE

en función de la energía se le denomina función de excitación.

1.4. Interpretación de los datos mediante mo-
delos

1.4.1. Desarrollo en ondas parciales

Cuando se produce el proceso de colisión tenemos que la función de onda
emergente tiene la forma

Ψout = ψ0δα,0 + fα(θ)
eikr

r

donde la función de onda incidente ψ0 es esencialmente una onda plana eikz

para partículas neutras y una onda plana de Coulomb para partículas car-
gadas, en el canal de entrada, es decir el elástico. Para los demás canales es
nula. La función fα(θ) se denomina amplitud de dispersión en el canal α, y
contiene toda la información que podemos extraer del proceso de reacción.
Notemos que en reacciones nucleares, la información mediante medida, que
produce el colapso de la función de onda, tiene lugar en la zona asintótica.
La amplitud de dispersión se puede desarrollar en polinomios de Legendre:

fα(θ) =
1

2ik

(
v0

vα

)1/2 ∑

l

(2l + 1) (Sα
l − δα,0) Pl(cos θ)
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Este desarrollo se denomina desarrollo en ondas parciales. Cada término
corresponde a la amplitud de la función de onda emergente con un momen-
to angular l determinado. Los elementos de matriz S, Sα

l , contienen toda la
información medible sobre el proceso de colisión. El modelo mínimo de una
reacción nuclear es por lo tanto una parametrización de Sα

l (E). De hecho los
primeros modelos que se desarrollaron en los años 50 y 60 eran de este tipo.
El modelo del disco negro es el más simple (e irrealista) de todos. Supone
que no hay dispersión elástica hasta una onda parcial L, es decir que toda
la amplitud es absorbida, y que a partir de L la dispersión es nula, es decir
Sl = 1 para l ≤ L y SL = 0 para l > L. En función de la amplitud de
dispersión, tenemos para la sección eficaz diferencial

dσα

dΩ
=

va

v0
|fα(θ)|2

Para la sección eficaz total en el canal α tenemos

σα =

∫
dΩ

dσα

dΩ
=

π

k2

∑
(2l + 1) |Sα

l − δα,0|2l

Se define la sección eficaz de reacción como la sección eficaz a todos los
canales distintos del elástico. Tenemos por lo tanto

σr =
∑

α "=0

σα =
π

k2

∑

l

(2l + 1)
∑

α "=0

|Sα
l |

2

La condición de unitariedad de la matriz S, de que el flujo emergente sea
igual al flujo incidente da

∑

α "=0

|Sα
l |

2 +
∣∣S0

l

∣∣2 = 1

Por lo que tenemos

σr =
∑

α "=0

σα =
π

k2

∑

l

(2l + 1)
(
1−

∣∣S0
l

∣∣2
)
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Los elementos de matriz S0
l describen la sección eficaz elástica. Por lo tanto

si conocemos la sección eficaz elástica, conocemos la sección eficaz de reac-
ción. En el modelo de absorción fuerte contribuyen todas las ondas parciales
hasta L. Tenemos por lo tanto la siguiente expresión para la sección eficaz
de reacción:

σr =
π

k2

L∑

l=0

(2l + 1) =
π(L + 1)2

k2

que vale aproximadamente σr = πR2 utilizando la relación semiclásica entre
el parámetro de impacto y el momento angular, L + 1 = kR, donde R es el
parámetro de impacto (radio del disco) por debajo del cual que se produce
absorción. En el pasado se utilizaron modelos que parametrizaban la matriz
S. Poniendo S0

l = η0
l e

2iδ0
l , se parametrizaba

η0
l =

[
1 + exp

(
L− l

∆

)]−1

δ0
l = δ

[
1 + exp

(
L− l

∆δ

)]−1

con L, ∆, δ, ∆δcomo parámetros ajustables. Estos modelos reproducían de
forma precisa los datos experimentales aunque no daban ninguna información
acerca de los mecanismos de reacción en función de la interacción nuclear.

1.4.2. Interacción mediante un potencial

En cualquier modelo microscópico deseamos interpretar los fenómenos
a partir de una interacción nucleón-nucleón, a partir de la cual derivamos
un potencial núcleo-núcleo VN(r), originado por la interacción fuerte de los
nucleones entre sí. La función de ondas del sistema núcleo-núcleo la podemos
desarrollar en ondas parciales

Ψ(r) =
∞∑

l=0

ul(r)Pl(cos θ) =
∞∑

l=0

wl(r)

r
Pl(cos θ)
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Cuando esta función de ondas se introduce en la ecuación de Schrödinger
(tridimensional)

(
− !2

2µ
∇2 + VN(r) + VC(r)− E

)
Ψ(r) = 0

obtenemos una ecuación de Schrödinger unidimensional para cada función
de onda radial

− !2

2µ

d2wl(r)

dr2
+

(
V (r) +

l(l + 1)!2

2µr2
− E

)
wl(r) = 0

donde el potencial total es la suma del potencial nuclear y el Coulombiano,
V (r) = VN(r) + VC(r). Vemos que cada onda radial obedece a un potencial
efectivo

U(r) = V (r) +
l(l + 1)!2

2µr2

Al término
l(l + 1)!2

2µr2
se le denomina potencial centrífugo y juega un papel

fundamental en los procesos de colisión. Vemos que tiende a infinito cuando el
radio se anula, por lo que juega el papel de una barrera repulsiva que impide
que los núcleos se aproximen para valores elevados del momento angular.
La combinación del potencial nuclear atractivo y el Coulombiano repulsivo
produce una especie de bolsillos en el potencial nuclear efectivo para una serie
de ondas parciales, desde l = 0 hasta una onda crítica lcr, como se muestra
en la figura 1.4.2 Estos bolsillos pueden tener como consecuencia que ambos
núcleos queden ligados, dando lugar a diversos fenómenos, como la fusión y
las resonancias moleculares.

1.4.3. Descripción mediante el modelo óptico

En los procesos de reacción parte del flujo incidente va a parar a cana-
les que ni somos capaces de medir ni nos interesa estudiar. La manera de
introducir en la ecuación de Schrödinge una pérdida de flujo (sumideros) es
mediante un potencial complejo, cuya parte imaginaria es negativa. En el
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Figura 1.2: Potencial efectivo núcleo-núcleo
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llamado modelo óptico, el potencial nuclear se parametriza de la forma

V (r) = − V0

1 + exp ((r −RV )/aV )
− iW0

1 + exp ((r −RW )/aW )

donde RV = rV

(
A1/3

P + A1/3
T

)
, RW = rW.

(
A1/3

P + A1/3
T

)
. Esta parametriza-

ción es similar al modelo de Fermi para la densidad nuclear, y está justificado
por el hecho de que al ser la interacción nuclear de corto alcance, la interac-
ción nuclear debe de tener una forma similar a la densidad. Los parámetros
V, rV , aV , W, rW , aW se ajustan a los dastos experimentales. Este potencial
empírico se puede comparar con potenciales deducidos teóricamente de la in-
teracción nucleón-nucleón. En la figura 1.4.3se muestra un ejemplo de ajuste
de datos experimentales mediante modelo óptico.

1.5. Formación de resonancias y del núcleo com-
puesto

Cuando en una onda parcial determinada la energía incidente es similar
al techo del potencial efectivo en esa onda parcial, tendremos un sistema
dinuclear que rota con la velocidad angular correspondiente al momento an-
gular l, pero que tiene una velocidad radial muy reducida, por lo cual tiene
un tiempo de vida grande. Se forma una resonancia. Dependiendo de la es-
tructura, masa y carga de ambos núcleos, el resultado de esta resonancia
podrá ser el núcleo compuesto, o un sistema dinuclear que vuelve a separarse
en dos núcleos, sea en el mismo canal elástico o en canales inelásticos o de
transferencia de partículas de baja energía de excitación. En el primer caso,
el núcleo compuesto estará en general a una energía de excitación elevada
dada por

Eex = Ecm + B(AP + AT , ZP + ZT )−B(AP , ZP )−B(AT , ZT )

con momento angular l!.
Se define la línea Yrast como el conjunto de estados excitados de menor
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Figura 1.3: Potencial óptico ajustado para reproducir el sistema 28Si+ 16O
en función de la energía.
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Figura 1.4: Esquema de la desintegración del núcleo compuesto con respecto
de la línea Yrast

energía para cada momento angular. Está formada por fragmentos de bandas
rotacionales, construidas sobre el estado fundamental o sobre estados excita-
dos. Normalmente el núcleo compuesto se forma a energías muy por encima
de la línea Yrast. Entonces desintegra mediante emisión de neutrones cerca
de la línea Yras, en dirección vertical, es decir sin perder prácticamente mo-
mento angular. Seguidamente puede emitir también algún protón o partícula
α, perdiendo unas pocas unidades de momento angular, hasta situarse sobre
la línea Yrast.

Una vez que el núcleo está sobre la línea Yrast, se desintegra mediante
transiciones electromagnéticas cuadrupolares al estado fundamental. Si se
producen Nγ transiciones hasta alcanzar el estado fundamental, el momento
angular inicial era I = 2Nγ! más el momento angular transportado por
neutrones que suele ser 2 − 4!, y el transportado por partículas cargadas,
que depende de su masa y número.
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En una banda rotacional la relación entre la energía de los estados y el
spin de rotación es

EI =
!2

2I I(I + 1) + E0

donde I es el momento de inercia nuclear y E0 la energía del estado cabeza
de banda (estado intrínseco cuya rotación origina la banda rotacional). En
la transición de un estado de momento angular I a I − 2, la energía del rayo
γ emitido será

Eγ(I) =
!2

2I I(I + 1)− !2

2I (I − 2)(I − 1) =
!2

2I (4I − 2)

Por lo tanto los rayos γ se presentan en el espectro con espaciado constante

∆Eγ(I) = Eγ(I)− Eγ(I − 2) =
4!2

I

La observación de una serie de rayos γ con espaciado constante es una marca
de la presencia de una banda rotacional.

Una de las magnitudes fundamentales de los núcleos deformados es su
momento de inercia. Lo podemos obtener de la relación

!2

2I =
dE(I)

dI(I + 1)
( E(I)− E(I − 2)

4I − 2

que de denomina momento de inercia dinámico. Cuando este momento de
inercia se representa en función de I aparecen variaciones bruscas. Estas
variaciones son más evidentes cuando se representa en función del cuadrado
de la velocidad de rotación, que se obtiene de la relación

E(I) =
L2

2I

Como L =
√

I(I + 1)! tenemos

dE(I)

dL
=

dE(I)

d
√

I(I + 1)!
=

L

I = ω
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Figura 1.5: Comparación del momento de inercia θ teórico y experimental
en función del cuadrado de la frecuencia rotacional para 158Er. !, teoría; ◦,
experimento.

de donde

(!ω)2 = 4I(I + 1)

[
dE(I)

dI(I + 1)

]2

Cuando representamos E(I) en función de (!ω)2, obtenemos para ciertos
núcleos una gráfica semejante a la de la figura 1.5.

Vemos que se produce un aumento brusco del momento de inercia para
la transición de I = 12+ a I = 14+. La interpretación de este fenómeno es
que el núcleo pasa de ser superfluido a casi rígido. Esto ocurre porque es más
favorable romper un par de Cooper para aumentar la energía de excitación
que aumentar un nivel rotacional. Este fenómeno se produce a un momento
angular crítico en el que se cumple

!2

2Isup
IC(IC + 1) + Epair =

!2

2Irig
IC(IC + 1)
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La disminución de energía producida por el aumento del momento de inercia
es mayor que la energía invertida en romper el par de Cooper. El momento
de inercia predicho por el modelo de Bohr y Mottelson es

I =
3ρR5

0

2
β2 =

9

8π
AR2

0β
2 =

45

16π
Irigβ

2

donde Irig es el momento de inercia de una esferas rígida dado por Irig =

2
5MR2

0 . En la zona de las tierras raras, A = 170,
!2

2Isup
( 90 keV mientras

que
!2

2Irig
(6 keV.

En los espectros experimentales se observa una disminución del espacia-
do de los picos de energía de los fotones, indicando la transición a bandas
rotacionales de momento de inercia mayor.

El backbending se puede interpretar también como el cruce de la banda
rotacional fundamental (superfluida) con la banda rotacional excitada (rígi-
da). Conforme se van rompiendo pares de Cooper, sobre todo en orbitales de
spin elevado, los momentos angulares de los nucleones se alinean, producien-
do un aumento del spin total. Se pueden producir núcleos de spin elevado,
del orden de 60!. Este es un ejemplo de materia nuclear sometida a condi-
ciones extremas. Las velocidades de los nucleones en el borde del núcleo son
prácticamente relativista en un modelo clásico.

La naturaleza deformada de un núcleo se expresa a través de los paráme-
tros de deformación. Para un núcleo con simetría axial tenemos:

R = R0(1 + β2Y20(θ,φ) + β4Y40(θ, φ) + β6Y60(θ,φ) + · · ·

Sólo se han podido constatar experimentalmente deformaciones cuadripolares
y hexadecapolares. Las deformaciones observadas en el estado fundamental
son del orden de β2 ≤ 0,3. Para poder mantener spines tan elevados los nú-
cleos deben deformarse mucho más a fin de aumentar su momento de inercia.
El momento de inercia de un núcleo deformado está ligado a la deformación



20 CAPÍTULO 1. REACCIONES NUCLEARES A BAJAS ENERGÍAS

mediante la expresión

I =
2

5
AMNR2

0(1 + 0,31β2 + O(β2
2))

Este aumento del momento de inercia se observa experimentalmente a través
del espaciado de los rayos γ de desintegración. Se encuentra que a valores
de spin elevados β2 ( 0,6. Esto equivale a una relación entre los ejes axial y
longitudinal de

< r2
3 >1/2:< r2

⊥ >1/2= 2 : 1

Se ha especulado con la posibilidad de producir núcleos hiperdeformados con

< r2
3 >1/2:< r2

⊥ >1/2= 3 : 1

Las deformaciones se pueden obtener también a partir de las probabili-
dades reducidas de transición cuadripolares, o lo que es lo mismo, el tiempo
de vida, que dependen del momento cuadripolar intrínseco Q0. Las expre-
sión que permite obtener el momento cuadrupolar intrínseco Q0a partir del
tiempo de vida del estado es:

1

T1/2
= 1,83× 108E5

γe
2Q2

0

I(I − 1)

(2I + 1)(2I − 1)

de done podemos obtener la deformación β2 como la solución de la ecuación

Q0 (
3√
5π

ZR2
0β2(1 + 0,26β2 + O(β2

2))

donde la solución positiva corresponde a una deformación prolate y la nega-
tiva a la deformación oblate.

Las reacciones para producir núcleos superdeformados deben de producir-
se a energías suficientemente bajas para que el núcleo compuesto no fisione.
Como ejemplo de reacciones empleadas tenemos

100Mo(36S, 4n)132Ce
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Figura 1.6: Detalle del detector Euroball alrededor del blanco.

y
120Sn(36S, 4n)152Dy

con un haz incidente de 36S a 155 MeV. Para realizar los experimentos se
utilizan conjuntos de detectores dispuestos alrededor de una esfera, de forma
que cubran un ángulo sólido cercano a 4π. Estos detectores son usualmente
detectores de HPGe con blindaje antiCompton. Este blindaje es esencial para
descartar los rayos gamma que produzcan un gamma adicional por efecto
Compton, ya que esto falsearía la multiplicidad de gammas del suceso. Los
blindajes anti-Compton se hacen de cristales centelleadores de alta densidad,
ya que lo importate es una eficiencia elevada. Un material frecuente para
estos cristales es el BGO.

Existen diversos detectores de alto spin en el mundo, construidos por
colaboraciones de decenas de personas. Podemos citar por ejemplo Euroball
y Gammasphere.
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Figura 1.7: Detector Euroball visto desde el exterior.

1.6. Resonancias moleculares

Uno de los fenómenos más interesantes en colisiones nucleares a bajas
energías es la aparición de las llamadas resonancias moleculares. Estas reso-
nancias se observaron por primera vez en colisiones de 12C +12C en 1960 por
Bromley y colaboradores. En la figura 1.6 se muestran datos de las funciónes
de excitación de 12C +12C donde se observan resonancias en diversos canales.

Este fenómeno despertó gran interés, en parte porque en aquel entonces se
pensaba que la fusión de iones pesados jugaba un papel más importante del
que ahora se cree en la nucleosíntesis estelar. Estudios posteriores revelaron
que estas resonancias aparecían en otros sistemas ligeros como 12C +16O,
16O +16O, siendo el sistema más pesado en el que este fenómeno se observa
28Si+28Si. Estudios de sistemas más pesados como 28Si +32S, 32S +32S y
40Ca +40Ca no revelan ningun indicio de la presencia de resonancias. Todos
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Figura 1.8: Comparación de las funciones de excitación de reacciones induc-
cidas en la colisión 12C +12C. En la figura superior se muestra la función de
excitación elástica. En la figura intermedia la función de excitación para el
rayo γ 16O(3− → 0+). En la figura inferior se presentan las funciones de ex-
citación integradas en el ángulo para la excitación inelástica simple y mutua
al primer estado 2+y para la sección eficaz total de fusión.
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Figura 1.9: Función de excitación de la dispersión elástica 28Si +28Si

los sistemas que prese resonancias moleculares se caracterizan por tener un
número par de protones y neutrones y con el mismo número de protones
que de neutrones, por lo que se pueden suponer constituidos por partículas
α. Estos sistemas se caracterizan por el hecho de que sus estados excitados
están situados a una energía relativamente alta. En términos del potencial
óptico, la parte imaginaria es mucho más débil que la real y con un radio
menor, por lo que en la posición de la barrera del potencial apenas hay
absorción. Cuando se el potencial óptico cumple esta propiedad se dice que
existe transparencia superficial.

La estructura presente en la función de excitación se caracteriza por unas
resonancias gruesas, de anchura Γ ( 2 MeV, en la que está superpuesta una
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estructura intermedia, de anchura Γ ( 200 keV. De la conocida relación entre
el tiempo de vida y la anchura de una resonancia

τ =
!
Γ

=
!c

Γc
=

197,02

3Γ(MeV)
10−23 s

obtenemos que los tiempos de vida característicos del estado metaestable
son τ = 3 · 10−22s y τ = 3 · 10−21s para las estructuras gruesa e intermedia,
respectivamente. Estos tiempos son aproximadamente uno y dos órdenes de
magnitud más largos que el tiempo de colisión.

Vimos anteriormente que cuando la energía incidente coincide con la al-
tura de la barrera del potencial efectivo para una onda parcial, la velocidad
radial debe ser muy pequeña, mientras que la velocidad angular es práctica-
mente constante, determinada únicamente por el momento angular de esta
onda parcial y el momento de inercia del sistema. Este fenómeno debe dar
origen a una resonancia conocida como resonancia de órbitas (orbiting), tam-
bién llamas resonancia de pico de la barrera (barrier-top resonances). Este
fué el fenómeno al que se intentó asignar la naturaleza de la estructura gruesa
en las funciones de excitación desde un principio. Para obtener una concor-
dancia entre la teoría y el experimento hicieron falta avances en el cálculo del
potencial óptico. Un aspecto fundamental es que incluso si la energía inciden-
te es mayor que la barrera de la onda parcial, una excitación nuclear puede
provocar una disminución de la energía cinética relativa, de forma que los
núcleos queden atrapados en el potencial efectivo. Este fenómeno se ilustra
en la figura 1.6.

Debido al parecido entre el potencial efectivo y el potencial de Morse que
liga las moléculas, se denomina a estas resonancias resonancias moleculares.
Los cálculos microscópicos permiten visualizar espacialmente las resonancias
moleculares como se indica en las figuras 1.6 y 1.12para las trayectorias radial
y angular.
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Figura 1.10: Ilustración esquemática del mecanismo de las resonancias mole-
culares. Un sistema incidente en el canal elástico con energía Eise convierte
en un sistema cuasiligado mediante excitación a un estado excitado de energía
E∗.
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Figura 1.11: Perfiles de densidad de 12C sobre 12C a E=64A · MeV ilustrando
la formación de unamolécula nuclear. La unidad de tiempo es 1 fm/c =
3,3 × 10−24s. Los cálculos fueron realizados por maruhn y Cusson mediante
el método de Hartree-Fock.
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Figura 1.12: Líneas de contorno de densidad nuclear en la colisión 16O so-
bre 16O a Elab = 105 MeV con un momento angular de 13!, que ilustra la
formación de una molécula nuclear que rota y vibra. La unidad de tiempo
es 10−22s. Los cáculos fueron realizados mediante el método de Hartree-Fock
por Flocard, Koonin y Weiss.
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En la realidad, debido en este fenómeno pueden resonar varias ondas
parciales para una energía incidente, produciendo resonancias correlacionadas
en varios canales de salida distintos.

Se obtuvo un avance fundamental en la comprensión de la naturaleza de
las resonancias moleculares mediante la interpretación de la dispersión me-
diante el método de canales acoplados (CC). En este método, la función de
onda de ambos núcleos se desarrolla en términos de funciones de ondas radia-
les relativas y funciones de ondas angulares, formadas por el acoplamiendo
de funciones internas intrínsecas y una función relativa de momento angular
(armónico esférico):.

ΨJM(ξ, r) =
∑

α

1

r
ψ(r)J

αΦJM
α (ξ, r̂, r)

donde α representa el conjunto de números cuánticos necesarios para especi-
ficar completamente la función de ondas, en particular el momento angular
relativo L, los spines de cada uno de los núcleos I1, I2 y las variables internas
de sus funciones de ondas ξ1 y ξ2.

La función de ondas ΦJM
α (ξ, r̂, r) viene dada por el acoplamiento de las

funciones de ondas relativas y las intrínsecas:

ΦJM
α (ξ, r̂, r) = [[φ1(ξ1), φ2(ξ2)]I , YL(r̂)]JM

donde φ1(ξ1) y φ2(ξ2) son las funciones de ondas intrínsecas de ambos núcleos.
Cuando esta función de ondas se inserta en la ecuación de Schrödinger

[H − E] ΨJM(ξ, r) = 0

con Hamiltoniano

H = H1(ξ1) + H2(ξ2) + T + V (ξ, r)
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obtenemos un conjunto de ecuaciones diferenciales acopladas para cada onda
parcial:

{
− !2

2µ

d2

dr2
+

!2

2µ

Li(Li + 1)

r2
+ Uii(r)− Ei

}
ψJ

i (r) = −
∑

j "=i

UJ
ij(r)ψ

J
j (r)

donde
UJ

ij(r) =
〈
ΦJM

i |V (ξ, r)|ΦJM
j

〉

y Ei es la diferencia entre la energías total y las energías de excitación de
cada núcleo.

Ei = E − ε1
ξ1iI1 − ε2

ξ2iI2

Vemos que el Hamiltoniano toma la forma de una matriz para cada onda
parcial en esta representación. Cuando esta matriz se diagonaliza, tenemos los
estados propios, que serán los estados en los que se encuentren las resonancias
moleculares. Cuando estos estados quedan atrapados por el potencial efectivo
observamos las resonancias moleculares.

Por ejemplo, en la figura 1.6 se muestra el potencial efectivo para 12C
+16O, en el que se muestra la energía incidente y varias ondas parciales.

En la figura 1.6 se muestran las funciones de excitación experimentales
del sistema 12C+ 16O, en las que se observan las resonancias predichas en la
figura 1.6.

Las funciones de onda que diagonalizan la matriz del potencial son los
estados propios suponiendo que la interacción es adiabática. Si consideramos
el Hamiltoniano que incluye las partes intrínsecas, angular y el potencial de
interacción

H = H1(ξ1) + H2(ξ2) +
!2L2

2µr2
+ V (ξ, r)

sus elementos de matriz serán

hJ
ij =

{
ε1
ξ1iI1 + ε2

ξ2iI2 +
!2

2µ

Li(Li + 1)

r2

}
δij +

〈
ΦJM

i |V (ξ, r)|ΦJM
j

〉
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Figura 1.13: Parte real del potencial efectivo distorsionado κJ
0 (r) para las

ondas parciales más bajas del sistema 12C+ 16O. Los niveles de canales aco-
plados se indican por líneas a trazos.
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Figura 1.14: Función de excitación inelástica

Si lo diagonalizamos en la base formada por las funciones de ondas angulares

HΦJM
α (ξ, r̂) = κJ

α(r)ΦJM
α (ξ, r̂)

tenemos que para cada valor del radio el valor propio del Hamiltoniano es

HJ
ij(r) = κJ

i (r)δij

con vectores propios

ΦJM
α (ξ, r̂, r) =

∑

α

aαj(r)Φ
JM
j (ξ, r̂)

Estas funciones de onda son las funciones de onda propias adiabáticas, es
decir, cuando el movimiento relativo entre ambos núcleos es infinitamente
lento. Si estas funciones las introducimos en la ecuación de Schrödinger mul-
tiplicadas por sus respectivas funciones de onda radiales u(r)J

α/r, tenemos
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las funciones de onda totales

ΨJM
α (ξ, r) =

∑

α

uJ
α

r
ΦJM

α (ξ, r̂, r)

Estas funciones están acopladas entre sí, y los coeficientes de acoplamiento
son debidos a la energía cinética radial

{
− !2

2µ

d2

dr2
+ εJ

α(r)− E

}
uJ

α(r) = −
∑

β "=α

UJ
αβ(r)uJ

β(r)

donde
εJ
α(r) = κJ

α(r)− !2

2µ
bJ
αα(r)

y

UJ
αβ(r) =

!2

2µ

{
bJ
αα(r) + 2aJ

αβ(r)
d

dr

}

donde los coeficientes aJ
αβ y bJ

αβvienen dadios por

aJ
αβ(r) =

〈
ΦJM

α (ξ, r̂, r)

∣∣∣∣
d

dr

∣∣∣∣ ΦJM
β (ξ, r̂, r)

〉

y

bJ
αβ(r) =

〈
ΦJM

α (ξ, r̂, r)

∣∣∣∣
d2

dr2

∣∣∣∣ ΦJM
β (ξ, r̂, r)

〉

En la medida que el movimiento es adiabático, los coeficientes aJ
αβ(r) y bJ

αβ(r)

son despreciables y las ecuaciones radiales se desacoplan. En la aproximación
adiabática, el principal efecto del acoplamiento sobre el potencial efectivo en
el canal elástico es la adición de una función radial ∆κJ

0 (r) dada por

∆κJ
0 (r) = κJ

0 (r)− UJ
00(r)−

{
ε1
ξ1iI1 + ε2

ξ2iI2 +
!2

2µ

Li(Li + 1)

r2

}

A ∆κJ
0 (r) se le denomina el potencial de distorsión y no es otra cosa que

el desplazamiento del potencial efectivo en el estado fundamental debido al
acoplamiento. A κJ

0 (r) se le denomina el potencial adiabático distorsiona-
do. Los estados mostrados anteriormente en el potencial efectivo12C +16O,
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corresponden a los estados adiabáticos. El potencial distorsionado reprodu-
ce satisfactoriamente la posición de las resonancias de la estructura gruesa.
Para que este potencial de distorsión tenga un efecto observable es necesaria
la condición de transparencia superficial, es decir que la absorción (represen-
tada por la parte imaginaria del potencial óptico) no sea importante en la
zona de la barrera del potencial modificada por el potencial de distorsión.

La estructura fina se interpreta como debida a la fragmentación cde la
estructura gruesa por los estados inelásticos y de acoplamiento de partículas.

1.6.1. Modelo del cruce de bandas

Un modelo que ayuda a interpretar la aparición de resonancias molecu-
lares el el modelo del cruce de bandas. En este modelo, el sistema compues-
to formado en la resonancia molecular tiene un movimiento rotacional de
acuerdo con la relación entre la energía del sistema y el momento angular de
rotación, dada por

EJ =
!2J(J + 1)

2(µr2 + I(r))

donde el denominador es doble del momento de inercia total del sistema
I(r) = µr2 + Iin y Iin es el momento de inercia interno del sistema inducido
durante la colisión. El modelo del cruce de bandas establece que aparecen
resonancias en un canal inelástico, de transferencia de partículas o de reacción
cuando las bandas rotacionales en dicho canal y en el canal elástico se cruzan.

Se observa que un canal inelástico se acopla al canal elástico cuando el spin
interno y el momento angular relativo del canal inelástico están alineados,
es decir I = I1 + I2 y J = L + I. Si en el canal elástico ambos núcleos
tienen spin nulo, en dicho canal J = L, mientras que en el canal inelástico
L′ = L − I = J − I. El valor de J para el que se produce esta resonancia
viene dado por la igualdad entre las energías de la banda fundamental

EJ = E0 +
!2

2I J(J + 1)
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Figura 1.15: Ilustración del modelo de cruce de bandas.
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y de la banda inelástica

E ′
J = E0 + εI1 + εI2 +

!2

2I (J − I)(J − I + 1)

Igualando EJ y E ′
J obtenemos el valor de J para el cual aparece la resonancia.

J =
εI
I!2

+
I

2
− 1

2

donde ε = εI1 + εI2 . Se encuentra que el momento de inercia obtenido de la
energía de las resonancias moleculares viene dado con buena aproximación
por el momento de inercia de dos masas separadas una distancia R

I = µR2

con
R = r0(A

1/3
P + A1/3

T )

y r0 el radio reducido de la parte real del potencial óptico.

1.6.2. Moléculas Gigantes.

En el caso de núcleos ligeros la estabilidad nuclear proporcionada por
la estructura en cúmulos α proporciona la transparencia superficial necesa-
ria para la formación de mol´eculas nucleares. Se ha especulado mucho con
la existencia de moléculas nucleares gigantes, formadas en colisiones de nú-
cleos transuránidos: U+U, U+Th. Th+ Cf, etc. En este caso la repulsión
coulombiana proporciona la transparencia superficial necesaria. Greiner y
colaboradores han encontrado que el potencial entre núcleos transuránidos
tiene bolsillos.

1.6.3. Dispersión anómala a grandes ángulos (ALAS)

Uno de los efectos producidos por las resonancias moleculares es que la
sección eficaz elástica de los sistemas que presentan resonancias molecula-
res es anormalmente grandes ángulos grandes. Este efecto no es exclusivo
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de sistemas con resonancias moleculares. De hecho está presente en muchos
sistemas ligeron con transparencia superficial. Por ejemplo, en el sistema
α+40Ca se observó un aumento anómalo de la sección eficaz a grandes án-
gulos a finales de los años 70 (Delbar et al. 1978). Se observan marcadas
variaciones de un núcleo a otro, lo que está relacionado con la variación de
la<absorción con la estrructura nuclear. Otros sistemas ligeros que presentan
la dispersión anómala a grandes ángulos (ALAS de Anomalous Large Angle
Scattering) son α+16O y 6Li + 16O. En estos sistemas el ALAS se ha in-
terpretado como debido a la interferencia entre la onda reflejada en la parte
externa de la barrera y la reflejada en la parte interna. En otros sistemas
como 32S + 28Si, el ALAS se la interpretado como debido a la intergerencia
entre la dispersión elástica y la la transferencia elástica de una partícula α,
en la que el 32dispersado hacia atrás es realmente el núcleo blanco de 28Si que
ha capturado una partícula α. La dispersión a grandes ángulos está domina-
da por la transferencia de una partícula α. Podemos escribir laq amplitud de
dispersión como la suma coherente de la dispersión elástica y la transferencia
de partículas:

f(θ) = fEl(θ) + fTr(π − θ)

Tenemos los siguientes desarrollos en ondas parciales

fEl(θ) =
∑

l

(2l + 1)(SEl − 1)Pl(cosθ)

fTr(θ) =
∑

l

(2l + 1)STrPl(cosθ)

f(θ) =
∑

l

(2l + 1)(SEl,l + (−1)lSTr,l − 1)Pl(cosθ)

con lo que la inclusión del proceso de transferencia es equivalente a una matriz
S que depende de la paridad.

La explicación de la interferencia entre la dispersión elástica y la transfe-
rencia elástica no explica el fenomeno ALAS en todos los casos. La presencia
de oscilaciones a grandes ángulos implica la existencia de una interferencia
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entre al menos dos amplitudes distintas. Brink y Takigawa propusieron un
modelo en el que la interferencia era debia a la onda reflejada en la parte
externa de la barrera y la reflejada en la parte interna de la barrera.

Fuller propuso una interferencia entre la parte difundida por el lado lejano
y el cercano.

1.7. Fusión bajo la barrera

Uno de los fenómenos que más sorpresa causaron fue la obsevación de
fusión de núcleos pesados a energías por debajo de la barrera de Coulomb. A
estas energías, el único mecanismo posible es el efecto túnel. De heco, para
núcleos ligeros, las sección eficaz predicha por el modelo túnel unidimensional,
predice correctamente la sección eficaz observada, como se muestra en la
figura. Sin embargo, como veremos más adelante, este no es el caso para
sistemas pesados.

1.7.1. Medida experimental de la fusión subcoulombia-
na

Existen diversos procedimientos para la medida de la fusión. Para siste-
mas cuya masa total es inferior a 120, A = A1 +A2 < 120, se forman residuos
de evaporación. Para sistemas con A > 240, el núcleo compuesto se desin-
tegra por fisión una vez formado, por lo que hay que medir los fragmentos
de fisión. Para sistemas ligeros hay diversos procedimientos de medida de los
residuos de evaporación. Uno de los métodos es la medida ded los residuos
pesados de retroceso mediante un separador de fragmentos. Otras posibili-
dades incluyen la medida de rayos γ del residuo de evaporación, rayos X
retardados. En la figura se muestra un esquema de los productos originados
en la fusión subcoulombiana.
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Figura 1.16: ALAS
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Figura 1.17: Fusión de sistemas ligeros

Figura 1.18: Representación esquemática de los productos de una reacción
fusión



1.7. FUSIÓN BAJO LA BARRERA 41

1.7.1.1. Rayos X rápidos

Un método frecuentemente empleado en la detección de residuos de eva-
poración es medir los rayos X de la capa K, emitidos tras procesos de conver-
sión interna. Estos rayos X son característicos del elemento producido como
residuo de evaporación. La multiplicidad de rayos X depende de Z y A del
rresiduo de evaporación y también de su estructura nuclear y de la población
de estados excitados producidos por la reacción. Las multiplicidades típicas
para la formación de tierras raras con núcleos ligeros cmo C y N varían entre
0.2 y 1.2 rayos X K por reacción. Varía con A como A7,3.

1.7.1.2. Rayos X retardados

La medida de rayos X retardados producidos después de la captura elec-
trónica del
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Fig. 9. Gamma-ray pulse height spectrum for 14N + ‘11B taken with a 73cm5 coaxial Ge(Li) detector placed at 0~.The numbered full-energy peaks

are identified in table 1 [71].

oxygen contaminants and to Coulomb excitation of the target and copper backing. In systems where
0-values are favorable, transitions corresponding to one-neutron transfer can be observed, as well.
To obtain total cross sections for evaporation residue formation using the Ge(Li) technique, a

summing and branching correction factor may be applied. The summing correction compensates for the
loss of counts from the photopeak of interest due to the simultaneous detection of two or more y-rays.

It is important in those instances when high total y-ray detection efficiencies are achieved by placing the

Ge(Li) detectors close to the target. The branching correction compensates for the direct population of

Table I
List of 7-rays for ‘4N + °Bidentified in fig. 9. Column 3 gives the 7-ray transition

plus the evaporation channel

Peak E

5 Source Peak E7 Source

(keV) (keV)

I 74

22Na(2—~1)-s pn~ 12 671 63Cu Coulex

2 85 Pb X-ray 13 718 iOB Coulex

Pb X-ray 14 890 22Na(3-.0)+ pn

3 110 9F(l—~0)+ap 15 1233 ‘9F(31)+op
4 197 isF(20)+ op 1236 9Ne(3—~2)+an

5 238 iSNe(1 0)±an 16 1275 22Ne(l = 0) + pp
6 275 iSNe(2_.0)+ an 17 1369 22Na(6—* l)+ pn
7 351 21Ne(1 0) + ppn 1369 24Mg(1—~Of

8 440 23Na(1—aO)+ p 18 1400 22Na(7—* l)+ pna

9 451 23Mg(l —a 0) + n 19 1528 22Na(4—a 0) + pn4
10 511 13 annihilation 20 1554 22Na(8= 2)4 pn

II 583 22Na(l~.0)+pn~ 2) 1634 20Ne(l—aO)-l-o

585 25Mg(1 = Of’ a 6)31 160(2 = 0) +

a Also formed by ‘4N + 2C fusion.

Formed by 4N + i2C and ‘4N + ~ fusion.

Formed h~‘4N + I2( fusion.

Figura 1.19:

1.7.1.3. Rayos γ

1.7.1.4. Medida de residuos de evaporación mediante separadores
de fragmentos y filtros de velocidad

1.7.1.5. Fragmentos de fisión

1.7.2. Modelos teóricos de fusión subcoulombiana

1.7.2.1. Modelo túnel unidimensional

Este modelo se basa en suponer que la parte real el potencial efectivo
entre ambos núcleos describe adecuadamente la interacción nuclear y que
los grados de libertad correspondientes a los estados excitados no juegan un
papel importante. Tenemos por lo tanto que la energía incidente corta a la
barrera exterior del potencial efectivo en un punto exterior r2 y un punto
interior r1. Tentremos que la sección eficaz de fusión la podemos calcular
como la suma de las secciones eficaces de fusión para cada una de las ondas
parciales:

σF =
π

k2

∑

l

(2l + 1)T F
l

Aunque Tl se puede calcular resolviendo exactamente la ecuación de Schrö-
dinger, se encuentra que las aproximaciones semiclásicas dan resultados muy
próximos al resultado exacto. Una de las apñroximaciones semiclásicas mas
populares el el método BKW (Brilluin-Kramers-Wentzel). El método BKW
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Figura 1.20: Funciones de excitación de formación de residuos de evaporación.
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define un momento local

p(r) =
√

2µ(E − V (r)

que permite obtener el coeficiente de penetración como una integral de este
momento local entre los puntos de retorno interior y exterior clásicos

TBKW = exp

(
−2

!

∫ r2

r1

|p(r)| dr

)

En el caso de una barrera parabólica V0 − 1
2µω2r2 esta integral tiene una

solución analítica sencilla:

TBKW = exp

[
−2π (V0 − E)

!ω

]

El cálculo exacto mecanocuántico da como resultado

TQM =
TBKW

1 + TBKW
= TBKW

(
1− TBKW + T 2

BKW − T 3
BKW + · · ·

)

cuya interpretación es que el cálculo exacto difiere del semicásico en que tiene
en cuenta reflexiones múltiples.

Un potencial que presenten una barrera en R0 de altura V0 se puede
aproximar en segundo orden en serie de Taylor alrededor de esta barrera:

V (r) ( V (R0) +
1

2
µω2

0(r −R0)
2

con
ω2

0 = − 1

µ

d2V (r)

dr2

∣∣∣∣
r0

En el caso de la fusión subcoulombiana podemos aproximar con precisión
razonable el potencial de la onda parcial l por

V (r) ( VB +
!2l(l + 1)

2µR2
B

− 1

2
µω2

Bl(r −RB)2

donde VB y RB son la altura de la barrera de Coulomb y su posición del
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potencial en la onda s y

ω2
Bl = − 1

µ

d2

dr2

(
V (r) +

!2l(l + 1)

2µr2

)∣∣∣∣
r=RB

Aunque el máximo de las ondas parciales se mueve hacia el exterior lige-
ramente cuando l aumenta, es una aproximación razonable tomarlo fijo en
RB y tomar ωB contante e igual al valor para la onda s. Cuando utilizamos
el coeficiente de transmision para la aproximación parabólica obtenemos la
fórmula de Hill y Wheeler

THW
l (E) =

1

1 + exp

{
2π

[
VB +

!2l(l + 1)

2µR2
B

− E

]
/!ωB

}

La llama fórmula de Wong se obtiene escribiendo para la sección eficaz de
fusión

σF (E) =
π

k2

∑

l

(2l + 1)THW
l (E)

Si pasamos la variable discreta la la variable continua λ

∑

l

(2l + 1) = 2
∑

l

(
l +

1

2

)
−→ 2

∫
λdλ

tenemos

σF (E) =
2π

k2

∫ ∞

0

λdλ

1 + exp

{
2π

[
VB +

!2λ2

2µR2
B

− E

]
/!ωB

}

Utilizando la fórmula
∫ ∞

0

dx

1 + a exp(bx)
=

1

b
ln

(
1 +

1

a

)
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con a = exp {2π [VB − E] /!ωB} y b =
π!

µR2
BωB

obtenemos

σF (E) =
!ωBR2

B

2E
ln {1 + exp [2π (E − V B) /!ωB]}

con

!ωB = !

√
|V ′′(RB)|

µ

Esta fórmula se conoce como fórmula de Wong y tiene como límite a energías
por encima de la barrera la expresión usual a estas energías

σF (E) → πR2
B

[
1− VB

E

]
E > VB

mientras que a energías muy por debajo de la barrera da como límite la
expresión BKW:

σF (E) → !ωBR2
B

2E
exp [−2π (VB − E) /!ωB] E , VB

La fórmula de Wong funciona bien para sistemas ligeros pero falla para
los sistemas pesados, como se ve en la figura para diversos sistemas Ni+Ni.

La descripción como efecto túnel unidimensional falla especialmente para
núcleos deformados, núcleos con niveles vibracionales bajos y núcleos ricos en
neutrones. En el caso de núcleos deformados vemos un ejemplo en la siguiente
figura:

En los siguientes datos de O+Sm vemos que la sección eficaz aumenta
con el número de neutrones.

1.7.3. Inversión de barreras

Una de las sorpresas que se encontraron fue cuando se invirtieron datos
experimentales de fusión subcoulombiana para encontrar la barrera unidi-
mensional que los describía. Es posible obtener el grosor de la barrera a
partir de los datos experimentales. Si la parte exterior esta fijada por el po-
tencial Coulombiana, de esta manera determinamos el potencial interior. El
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Figura 1.21: Fusión Ni+Ni

resultado fué el mostrado en la figura. Mientras que para sistemas ligeros
se encuentran barreras que coinciden con las obtenidas del potencial ópti-
co, en el caso de sistemas pesados el resultado es claramente inconsistente,
indicando la necesidad de introducir acoplamientos.

1.7.4. Núcleos deformados

La idea básica en la interpretación de la sección eficaz de fusión sub-
coulombiana en el caso de núcleos deformados es la constatación de que la
barreta es más baja cuan el proyectil incide en la dirección del eje de simetria
para un núcleo prolato que cuando incide perpendicular a dicho eje. El radio
de la densidad de materia nuclear se puede expresar como

R(θ) = R0(1 + βλYλ0(θ, 0))

La sección eficaz de fusión depende de la orientación Si se calcula el
potencial entre ambos núcleos en función de la orientación relativa, tenemos
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Figura 1.22: Fusion Ca Pt
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Figura 1.23: Fusion O+Sm
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Figura 1.24: Inversión de barreras
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Figura 1.25:

una penetrabilidad que depende del ángulo de orientación. En primer orden
de aproximación podemos tomar

V (R(θ)) = V (R0) + R0β2Y20(θ, 0)
dV

dR
= V (R0) + β2

√
5

4π
P2(cos θ)

dV

dR

con lo que tenemos una barrera cuya altura depende de la orientación. En
unas orientaciones será más baja que la del núcleo esférico equivalente y en
otras más alta. El coeficiente de penetrabilidad efectivo se calcula prome-
diando sobre las orientaciones

Tl(E) =

∫ 1

0

d cos θT0l

(
E, V (R0, r) +

dV

dR
R0β2

√
5

4π
P2(cos θ)

)

En caso de que ambos núcleos sean deformados hay que promediar sobre
ambas deformaciones. Este procedimiento explica razonablemente bien la
fusión de núcleos deformados. Vemos que existe una distorsión de la barrera
dependiendo de la deformación.
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1.7.5. Núcleos vibracionales

En el caso de núcleos vibracionales, el radio nuclear depende de los ope-
radotres de deformación como

R = R0(1 +
∑

λµ

αλµYλµ(θ, φ))

Los operadores αλµ son osciladores armónicos que tienen vibraciones del pun-
to cero. Estas vibraciones del punto cero causan distorsiones dinámicas de
la barrera. Disminuyen la sección eficaz de fusión cuando suben la barrera y
la aumentan cuando la bajan. Al igual que en el caso de núcleos deformados
podemos desarrollar el potencial nuclear en primer orden de los operadores
de deformación:

V (R) = V (R0) + R0
dV

dR

∑

λµ

αλµYλµ

Las amplitudes de oscilador armónico se distribuyen de forma Gaussiana, y
cada multipolaridad es independiente de las demás. Se demuestra que esto
produce una disminucion neta de la altura de la barrera efectiva.

1.7.6. Canales acoplados

En los párrafos anteriores hemos visto que los estados excitados producen
un aumento de la fusión bajando la barrera efectiva, tanto en núcleos rotacio-
nales como vibracionales. Una manera de tener ambos tipos de excitaciones y
otras adicionales de una forma unificada es mediante las ecuaciones acopladas

{
− !2

2µ

d2

dr2
+

!2

2µ

Li(Li + 1)

r2
+ Uii(r)− Ei

}
ψJ

i (r) = −
∑

j "=i

UJ
ij(r)ψ

J
j (r)

donde
H = H1(ξ1) + H2(ξ2) + T + V (ξ, r)

UJ
ij(r) =

〈
ΦJM

i |V (ξ, r)|ΦJM
j

〉

Ei = E − ε1
ξ1iI1 − ε2

ξ2iI2
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Es conveniente estudiar las predicciones de los efectos de acoplamiento
en el caso simple de un modelo unidimensional con dos canales acoplados.
Tenemos las siguientes ecuaciones

{
− !2

2µ

d2

dx2
+ Vii(x)− E + εi

}
ψi(r) = −

∑

j "=i

Vij(x)ψj(x)

donde Vij(x) es el potencial de interacción y εi la energía de excitación. En
el caso de dos canales tenemos

{
− !2

2µ

d2

dx2
+ V00(x)− E + ε0

}
ψ0(x) = −V01(x)ψ1(x)

{
− !2

2µ

d2

dx2
+ V11(x)− E + ε1

}
ψ1(x) = −V10(x)ψ0(x)

Como el potencial de acoplamiento es simétrico, ponemos V01 = V10 = F (x)

y ε0 = 0, ε1 = Q. Tomamos además V00(x) = V11(x) = V (x). Tenemos para
las ecuaciones acopladas

{
− !2

2µ

d2

dx2
+ V (x)− E

}
ψ0(x) = −F (x)ψ1(x)

{
− !2

2µ

d2

dx2
+ V (x)− E −Q

}
ψ1(x) = −F (x)ψ0(x)

Estas ecuaciones se pueden poner en forma matricial



− !2

2µ

d2

dx2
+ V (x)− E 0

0 − !2

2µ

d2

dx2
+ V (x)− E





[
ψ0(x)
ψ1(x)

]
+

[
0 F

F −Q

] [
ψ0(x)
ψ1(x)

]
=

[
0
0

]

Si diagonalizamos la matriz

M =

[
0 F

F −Q

]
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Figura 1.26: Barreras de fusión eb canales acoplados.

tenemos los valores propios

λ± =
1

2

(
−Q ±

√
Q2 + 4F 2

)

Vemos que el efecto es crear dos barreras, una mas alta que la inicial y otra
más baja, como se representa en la figura.

En el caso exacto los resultados son similares como se muestra en la figura
para el potencial de O+Sm.

Tendremos como consecuencia del proceso de diagonalización que la barre-
ra inicial se desdobla en dos barreras, una más alta y otra más baja que la
inicial, que tendrán como penetrabilidades Tl±(E) = Tl(E, V (x)+λ±). Si los
vectores propios correspondientes a λ± son (U+, V+) y (U−, V−) tendremos
que la penetrabilidad total en el canal elástico será

TFus(E) = U2
+T+ + U2

−T−

Se obtiene
U2
± =

2F 2

4F 2 + Q2 ∓
√

4F 2 + Q2

En el caso límite de Q = 0 tenemos λ± = ±F y U± = ±1

2
. La penetrabilidad

se representa en la figura en este caso y observamos un aumento a bajas
energías.

El caso de muchos canales acoplados de distinta naturaleza y valores de
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Figura 1.27:
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Q diferentes es más complicado desde el punto de vista formal, pero los
resultados son análogos. Se encuentra que los canales que producen más
aumento de fusión son aquellos con Q positivo. Estos canales corresponde
a transferencia de partículas, y en particular a neutrones. En las figuras se
muestran resultados para diferentes sistemas.

Aunque no todos los aspectos de la fusión subcoulombiana se entiende
bien, se acepta que la inclusión de todos los canales relevantes en canales
acoplados debe de conducir al la explicación de la fusión subcoulombiana.

1.7.7. Descripción de la fusión subcoulombiana en el
modelo óptico

Es interesante la posibilidad de describir la fusión como un proceso de
absorción originado por la parte imaginaria del potencial óptico. Dicha par-
te imaginaria tiene en cuenta todas las interacciones que eliminan flujo de
partículas del canal elástico, desde las interacciones superficiales hasta la for-
mación del núcleo compuesto. El interés radica en que esta interpretación
ofrece la posibilidad de localizar espacialmente la zona de superposición en-
tre ambos núcleos en la cual el destino de ambos núcleos es la formación del
núcleo compuesto. Por otra parte ofrece una visión alternativa del proceso
de fusión explicando desde otro punto de vista el aumento observado de la
fusión subcoulombiana con respecto del efecto túnel unidimensional. De la
ecuación de Schrödinger con un potencial complejo tenemos:

− !2

2m
∇2Ψ + (V (r) + iW (r)) Ψ = EΨ

− !2

2m
∇2Ψ∗ + (V (r)− iW (r)) Ψ∗ = EΨ∗

Multiplicando la primera ecuación por Ψ∗a la izquierda y la segunda por Ψ

y restándolas, tenemos

− !2

2m

(
Ψ∗∇2Ψ−Ψ∇2Ψ∗) + 2iW (r)Ψ∗Ψ = 0
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Figura 1.28: Efectos de acoplamiento de canales en la fusión de Ni+Zr.
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Figura 1.29: Efectos de acoplamiento de canales en la fusion de Ni+Ni.

que la podemos poner como

∇ · (Ψ∗∇Ψ−Ψ∇Ψ∗) =
4mi

!2
W (r)Ψ∗Ψ

Teniendo en cuenta que la corriente dfe probabilidad en Mecánica Cuántica
viene dada por

j ==
!

2im
(Ψ · .Ψ∗ −Ψ∗ · .Ψ) = −2

!W (r)Ψ∗Ψ

El flujo emergente perdido debido al potencial imaginario es

Φout =

∫
. · joutd

3r =

∫
d3r. ·

!
2im

(Ψ ·.Ψ∗−Ψ∗ ·.Ψ) = −2

!

∫
W (r) |Ψ|2 d3r

La sección eficaz es
σ =

Φout

jin

donde el flujo incidente jin viene dado por

jin =
!

2im
(Ψin · .Ψ∗

in −Ψ∗
in · .Ψin) =

2ik!
2im

= v
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Figura 1.30: Efectos de acoplamiento de canales en la fusión de S+Mg.
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Figura 1.31: Efectos de acoplamiento de canales en la fusión de Ca+Pt.
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Figura 1.32: Efectos de acoplamiento de canales en la fusión de Ca+Sn.

con lo que tenemos para la sección eficaz

σ = − 2

!v

∫
r2drdΩW (r) |Ψ|2

que es positiva para W (r) negativo. Si W (r) fuera positivo tendríamos que
aparecen partículas en el haz incidente como consecuencia de la colisión.
Escribiendo la función de ondas en su desarrollo en ondas parciales

Ψ(r, θ) =
1

kr

∞∑

l=0

(2l + 1)ilul(r)Pl(cos θ)

y teniendo en cuenta la ortogonalidsad de los polinomios de Legendre
∫

d cos θPl(cos θ)Pl′(cos θ) =
2

2l + 1
δll′
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podemos escribir finalmente para la sección eficaz

σ =
π

k2

∞∑

l=0

(2l + 1)

(
− 8

!v

∫ ∞

0

dr |ul(r)|2 W (r)

)

con lo que podemos identificar las penetrabilidades como

Tl = − 8

!v

∫ ∞

0

dr |ul(r)|2 W (r)

La ventaja de este tratamiento es que podemos tratar de identificar que
partes del potencial imaginario corresponden a la fusión y a las reacciones
directas, escribiendo la descomposición

W (r) = WD(r) + W F (r)

que da unas penetrabilidades de reacción directa y fusión como

TD
l = − 8

!v

∫ ∞

0

dr |ul(r)|2 WD(r)

T F
l = − 8

!v

∫ ∞

0

dr |ul(r)|2 W F (r)

con lo que tendremos para las secciones eficaces

σF (l) =
π

k2
(2l + 1)T F

l

σF =
∞∑

l=0

σF (l)

El modelo más sencillo de descomposición sería el del radio crítico, según el
cual ocurre fusión siempre que la superposición de ambos núcleos es mayor
que una distancia crítica Rcrit, y ocurre reacción directa en caso contrario.
Tenemos en este modelo

W F (r) =





W (r) r ≤ Rcrit

0 r > Rcrit
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Figura 1.33:

Incluso este modelo sencillo da resultados satisfactorios para las secciones
eficaces de fusión y las distribuciones de spin

< l >=

∑∞
l=0 σF (l)l

σF

< l2 >=

∑∞
l=0 σF (l)l2

σF
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Figura 1.34:



1.7. FUSIÓN BAJO LA BARRERA 65

Figura 1.35:
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