Capitulo 5

Interpolacion

5.1. Introduccion

El problema matemadtico de la interpolacion es el siguiente: Dada un conjunto de n pares de
valores (xx,yx), encontrar una funcién f(x) que cumpla f(x;) = yr,k = 1,n. Existen diversos
métodos para encontrar dicha funcién. Los mds conocidos son los métodos que interpolan f(x)
mediante un polinomio o una funcion racional (cociente de dos polinomios). En los ultimos afios.
los métodos que utilizan funciones definidas a tramos (splines) han cobrado gran popularidad,
justificada por su capacidad de reproducir formas complicadas y altamente variables. De hecho
existe una activa investigacion es splines.

Vamos a estudiar en primer lugar la interpolacioén polindmica. En este caso, dados n puntos,
el grado mds bajo del polinomio que pasa por los n puntos es n — 1 (salvo que dos 0 mds puntos
pertenezcan a un polinomio de grado mas bajo). El Teorema Fundamental del Algebra garantiza
que este polinomio de grado n — 1 es unico. Existen diversos métodos de determinar el polinomio
interpolador, que dan por supuesto el mismo resultado. Unos métodos son mds conveniente que
otros, dependiendo del nimero de puntos en los que se desee conocer el polinomio interpolador.

5.2. Método de interpolacion de Lagrange

Este método consiste en construir el polinomio interpolador de grado n que pasa por n+ 1

puntos (x;,y;) de la forma
n

Pn(x) = ELi(x)yi
=0
donde las funciones L;(x) cumplen L;(xx) = 0 si i # k y Li(x;) = 1. Esta propiedad garantiza
P,(xx) = yk. Las funciones L;(x) se construyen como:

(x—x)(x—x2) - (X —xi ) (X —Xig1) - (X —Xn)
(xi = x1) (i —x2) -+ (= Xi—1) (% — Xi1) -+ (X — Xn)

L,'(x) =
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De su forma explicita, vemos que L;(x;) = 1 y que L;(x;) = 0 para i # k. Podemos escribir el

polinomio interpolador de una funcién f(x) en los puntos xp,x1, .. .,x,de forma compacta como:
n n (x —x )
Palx) =) flx) T—
l;) l:[ (xi —Xj )
j=0
J#i

El método de Lagrange permite construir facilmente de forma explicita, el polinomio inter-
polador. Dos de las interpolaciones mads utilizados son las interpolaciones lineal y parabdlica.
Los correspondientes polinomios interpoladores son:

Lineal
X — X X—X
P(x) = . 1 ! Jo
X1 —X0 Xp — X1
Parabdlica
Py(x) = (r—x1) (x = x2) (x —x0) (x —x2) (x —x0) (x —x1)

(x0 —x1) (v —x2)"" " (v —x0) (v —x2)” ' (32 —x0) (%2 — x1)

Sin embargo, cuando deseamos evaluar el polinomio interpolador en uno o varios puntos, el
método de Lagrange no es conveniente ya que no da los coeficiente de cada grado, lo cual es
necesario para aplicar el algoritmo de Horner. Sin embargo el método de Lagrange es facil de
entender, lo que justifica su valor pedagdgico, y es de utilidad a la hora de elaborar un cierto
nimero de demostraciones, como por ejemplo la férmula del error cometido por el polinomio
interpolador, que pasamos a demostrar a continuacion.

Un aspecto importante es la determinacién del error del polinomio interpolador P,(x) con
respecto a la funcién interpolada f(x), en el intervalo [xo,x,]. Sea x; un punto arbitrario de este
intervalo, en el que deseamos estimar el error. Construimos la funcién

n

(=0 -P - [ S0 - Pl
j=0 "

que, por construccidn, se anula en xp,xp, ...x, y x;. Como g(x) tiene n+ 2 ceros y por el teorema
de Rolle la derivada g(!) (x) tiene n+ 1 ceros, la derivada g? (x) tiene n ceros y asf sucesivamente
hasta la derivada g(”“)que tiene al menos un cero. Sea a este cero. Derivando n+ 1 veces la
anterior igualdad y sustituyendo x = o obtenemos (la derivada n+ 1 de P,(x) es nula y la del
polinomio de orden n + 1 del numerador del dltimo término es (n+ 1)!)

(n+1)!
HnJ:O (XS—XJ')

g" () =0 = f" ) (a) - (f (xs) = Palxs)

con lo cual, concluimos que:

n f(rH—l)(a)
T 1)
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El punto o es desconocido, pero si podemos acotar la funcién f**1)(x) en el intervalo [xg,x,] por

el valor f("*1)(x,,), donde x,, es el punto donde f"*1)(x) alcanza el valor mdximo, encontramos

la cota de error en el intervalo [xg,x,]:
Ty ) f D )

(n+1)!
que es valida, independientemente del método empleado para obtener el polinomio interpolador.

@)~ Pa) < 1=

5.3. Algoritmo de Neville

A veces no es necesario obtener la forma exolicita del polinomio interpolador y basta con
obtener su valor numérico en un punto dado. Ademds en este caso nos gustaria el poder aumen-
tar el orden del polinomio interpolador a voluntad y parar cuando el error sea suficientemente
pequefio. Para estos propdsitos el algoritmo de Neville estd especialmente indicado. El algoritmo
de Neville estd inspirado en la férmula de interpolacidn lineal. La expresion

X —X0 X — Xk
P(x) = Ji—
Xk — X0 Xk — X0

pasa por los puntos (xo, fo) ¥ (xk, fx)- Si, en lugar de f, ponemos en la anterior expresién un

polinomio interpolador Pl(];}c) (x) que pasa por una serie de puntos x,,r = 1,2,... k, y en lugar
de fp, un polinomio interpolador Py;...,—1(x) que pasa por (x, f;), r =0,1,...,k— 1, obtenemos
X—X0 (k1) X=Xk (k1)
P(x) = P — P,
(x) X —x0 12k (x) Xp — o 01--k—1 (x)
Es obvio de la expresion anterior que, para los puntos comunes de interpolacion x,,r =1,2,... k-
1 de Pékil) (x)y P,Ekil) (x), se cumple
Xr — X Xr—X
P(x;) = - Ofr_ : lfr:fr
X1 — X0 X1 — X0

y que ademds, P(xg) = Pé]ff_llc)_l (x0) = foy P(xx) = PI(I;_IIC) (xx) = fi1. Por lo tanto podemos cons-
truir un polinomio de orden k a partir de dos polinomios de orden k — 1, mediante la férmula de
interpolacidn lineal. El algoritmo de Neville utiliza este hecho, conjuntamente con una adecuada
redisposicion de los puntos de interpolacidn en una tabla, para calcular el valor del polinomio
interpolador en un punto x. La tabla que se construye, en el caso de cuatro puntos, es

x—xo0 fo
1
i
x—xi fi Pors
1 3
L
x—x2 fo szé
1
g
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donde cada columna se obtiene de la anterior mediante la férmula de interpolacidn lineal, que
equivale a un producto cruzado entre la primera columna y la columna previa a la que calculamos.
Concretamente:

AW = a0 Gox)f
P = )P () - (xR )
PR = xR0 — (e xa) o)

Vemos que cada término de la tabla se obtiene como la diferencia de los productos cruzados
de vecinos inferior y superior en la columna inmediatamente anterior con la diferencia entre la
abcisa de evaluacion y la abcisa de interpolacion en la primera columna correspondiente con el
otro vecino, siguiendo la diagonal, dividida (la diferencia de productos cruzados) por la diferen-
cia entre las diferencias de abcisas correspondientes superior e inferior de la primera columna.
Podemos escribir el t€rmino general.como sigue. Si denominamos y; = x — x, tenemos:

(i+1)
Ps--~(s+i+l)

_ i (@)
B Vs = Ys+i+1 ysps+1"'s+i+l _)’s+i+1Ps,_,S+i]

El algoritmo de Nevillel es particularmente indicado en el caso de que se desee evaluar el poli-
nomio interpolador en un dnico punto, o en un nimero muy reducido de puntos.

5.4. Método de Newton o de diferencias divididas

El método de Newton de diferencias divididas es otra forma de obtener el polinomio interpo-
lador. En este método el polinomio interpolador se escribe de la forma
P,(x) =ao+ (x—x0)a; + (x —xp)(x —x1)az+ -+ (x —x0) (x —x1) -+ - (x —Xp—1)an
y el algoritmo proporciona una regla para obtener los coeficientes ag,ay, . . . ,a,. Imponiendo que
el polinomio interpolador pase por los puntos de interpolacion obtenemos
Pa(x0) = ao= f(x0)
Py(x1) = ao+(x1 —xo0)ar = f(x1)
P,(x2) = ao+ (x2—x0)ar+ (x2—x0)(x2 —x1)az = f(x2)

Pu(xy) = ao+ (xp—x0)ar+-+ (xn—x0) - (xn — Xn—1)an = f(xn)

De estas ecuaciones, es obvio que ag depende sélo de xg, a; de xp y x1 y asi sucesivamente.
Introducimos la nueva notacién ag = f[xo], a; = f|xo,x1], y asi sucesivamentre, con f[xg] =
f(x0), como se ve de la primera ecuacién. Restando las dos primeras ecuaciones obtenemos

J(x1) = f(xo)

X1 — X0

ay = flxo,x1] =
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Restando la segunda y la tercera ecuacion obtenemos:

a = flxo,x1.%2] = fO2) = fa) = flxo, xi](a —x1) _ flxi, xa] — flxo, x1]
R (2= 0) (2 — 1) -

Podemos proceder de igual modo para demostrar que

_ _f[xla"'7xn]_f[x07"'7xn—1]
an = flx0,X1,- - Xn] =
Xn — X0
aunque la forma mds comoda es por induccién. Suponemos que la expresion vale para a,_1 y

construimos el polinomio de grado n, Q,(x), definido por

X—X
0u(x) = Pry(9)+ = (Bl () — Py (0]
n 0
donde P!_,(x) es el polinomio interpolador en xy,...,x,. Estd claro de la definicion de Q,(x)"

que para xi,x2, ...,Xn—1, Qu(x;) = P,_,(x;) = f(x;), yaque P, _,(x) — P,—1(x) se anula en estos
puntos. También en x, se cumple que Q(x,) = P, | (xn) = f(xn). En xo se cumple Q,(xo) =
Pl (x0) —[P,_{(x0) = Ps—1(x0) = Pu—1(x0) = f(x0). Luego Q,(x) coincide con P,(x), ya que el
polinomio interpolador es dnico, y su coeficiente en x" es por lo tanto a,. Como hemos supuesto
que la férmula de diferencias divididas es vélida para P,_i(x) y P,_,(x), entonces tenemos,
identificando potencias en x" en ambos lados, que que el coeficiente en x" de Q,(x) viene dado

por:

1 X1,X25 s Xn| — J1X0s X1y« Xn—1
anEf[xo,xl,...,xn]: (a;_l_anfl):f[ ) ) 7n] f[ ) I VN ]

Xn — X0 Xn — X0

relacion que es el origen del nombre de diferencias divididas para los coeficientes a,.
Podemos por lo tanto escribir el polinomio interpolador como,
P, (x) = flxo] + flxo0,x1](x —x0) + -+ - fx0, X1, -, xn] (x —x0) -+ (x —Xp—1)
y la férmula de aproximacién a f(x) con su término de error queda en la siguiente forma:

f(n—i—l)(xm)

f ) = f ol + f o, 1] (e=x0) -+ flxo, X1, - Xa) (6 =x0) -+ (0 =20 -1) + ﬁ S Y

Jj=0

El método de Newton permite obtener los coeficientes del polinomio interpolador facilmente en
forma de tabla, que damos abajo para el caso de 4 puntos.

X0 Jo
flxo0,x1]
X1 fi flx0,x1,x2]
flx1,x2] flxo,x1,x2,x3]
x f flxt,x2,x3]
f[x27x3]
x3 f3

10, (x) es el resultado de aplicar el algoritmo de Neville a P, (x) y P, (x).
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El método de Newton es especialmente indicado en el caso de que deseemos realizar muchas
evaluaciones del polinomio interpolador, ya que da el polinomio preparado para ser evaluado por
el algoritmo de Horner. Otro aspecto particularmente conveniente es que, si deseamos aumentar
el orden del polinomio interpolador, los coeficientes a; ya calculados permanecen inalterados, es
decir, no destruimos el trabajo ya realizado cuando deseamos aumentar el orden del polinomio
interpolador. Se dice en este caso que los coeficientes axtienen la propiedad de permanencia.

En el caso de puntos igualmente espaciados, el polinomio de Newton toma una forma espe-
cialmente conveniente. Supongamos que tenemos una red de puntos espaciados un paso h, de
forma que x,, = xo + nh. Tenemos que

fi—fo
h

o] —flox] _ f2=2fi+fo

2h 2h?
Si introducimos la notacién de diferencias finitas A fy = f1 — fo, A2 fo = AAfy) = for— f1 —
(fi — fo) = f2— 2f1 + fo llegamos facilmente por induccién al resultado

f[X(),Xl] =

flxo,x1,x2] =

A" fo
flxo,x1, ., x] = Ty
ya que
Anilfl - An71f0 n—1 n
f[x X x ]:f[xlv"';xn]_f[x()v---;xnfl] _ (n—1)!n=1 (n—1)tp1 _ A(A fo) _ A fo
0yAly---yAn X — X0 s e Tt

El polinomio interpolador adquiere una forma particularmente simple en el caso de puntos
igualmente espaciados. Si denotamos un punto arbitrario x, comprendido entre xg y x,, como
X0 + sh, tenemos que el término j del polinomio interpolador se puede expresar como:

: N i A .
(x—xo)---(x—xj_l)f[xo,---,xj]:sh---(s—]-l—l)hj!}?:j!(i_j)! hjfoz<j.)AJfo

Con esta extension de los niimeros combinatorios a nimeros reales, podemos expresar el polino-
mio interpolador con su término de error en la siguiente forma extraordinariamente compacta:

Pn(X> :Pn(XO+S]’l) = i ( j >A1f0_|_ ( nj_l )hn+1f(n+1)(§)
J=0

5.4.1. Relacion de las derivadas con las diferencias

Las derivadas de f(x) y las diferencias finitas estdn {ntimamente relacionadas. Para demos-
trarlo, vamos primero a expresar la funcién f(x) en término de diferencias divididas. La expre-

sion
f(xo) = f(x)

X0 —X

f[x,X()] =
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podemos reescribirla como
J(x) = flxo] + (x —x0) f1x, x0]

A su vez, podemos escribir
f[XO;xl] —f[X,XO]

X1 —X

flx,x0x1] =
que podemos reescribir como
flxxo] = flxo, x1] + (x — x1) fTx, x0,x1]
y nos permite expresar f(x) como
f(x) = flxo] + (x—x0) fTxo, x1] + (x — x0) (x — x1).fx, X0, 1]

Repitiendo este proceso nveces, llegamos a la expresion

F(x) = fxo]+ (x—x0) flxo,x1]+ (x—x0) - - - (x—xp—1) fxX0, X1, - - s Xn| + (x—2x0) - - - (x —x) f[x0, X1, - - -

Los n primeros términos constituyen el polinomio interpolador, dado por la férmula de Newton,
y por lo tanto, el ultimo término es el término de error. Tenemos por consiguiente la relacion:

f(n+l)(xm)

(x—=x0) -+ (x —xn) fx0, X1, X, X] = (x —x0) -+ (% — xp) (n+1)!

de donde deducimos la siguiente relacion entre las diferencias divididas y las derivadas:

f(n—H) (Xm)

flxo,x15. 00X, x| = CESM

En el caso de puntos igualmente espaciados la anterior igualdad toma la forma:

An+1f0 f(n+1)(xm)

(n+ 1)t (n41)!

Luego podemos escribir la siguiente relacion entre las derivadas y las diferencias finitas:
A foy = (x)

donde x,, es un punto del intervalo [xo,x,|. Cuando el intervalo [xo,x,] se hace infinitamente
pequefio, tenemos el siguiente limite cuando x,, — xo:

lim A" fy — B (xo)

Xp——X0

que nos dice que las diferencias y las derivadas de orden n son proporcionales en este limite.

X, X]
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5.5. Eleccion de los puntos de interpolacion

El polinomio interpolador puede presentar comportamientos patoldgicos, en el sentido de
que, cuando aumentamos el nimero de puntos de interpolacién en un intervalo, la desviacién
madxima entre el polinomio y la funcién en dicho intervalo aumente con el grado del polinomio.
Esto pasa con las funciones de Bernstein, B(x) = |x|, y Runge

1
- 1+425x2

R(x)

en el intervalo [—1, 1]. Cuando aumentamos el grado del polinomio interpolador de estas funcio-
nes con puntos igualmente espaciados, sucede que

MéXp—o0 | f(X) = Pa(x)| — 0
—-1<x<1

Podemos preguntarnos cual es la mejor eleccion de los puntos de interpolacion, en caso de
que tengamos libertad para elegirlos. La respuesta es que el error se minimiza si se eligen los
puntos de interpolacion como los ceros de los polinomios de Chebychev, definidos por

T,(x) = cos(narccos(x))

De su definicidn, es obvio que lox T,(x) s6lo toman valores en el intervalo [—1, 1], pues fuera
de este intervalo la funcién arccos(x) no estd definida. Como sus ceros estdn en el intervalo

[—1,1], para una funcién f(x) definida en un intervalo [a,b] tenemos que realizar un cambio

b— b
Tt ﬂ, de forma que f(¢) toma valores en

de variables a la variable ¢ definida por x =

[-1,1]. Los valores de los ceros de los polinomios de Chebychev vienen dados por los valore de
X que satisfacen

cos(nB) =0
donde 0 = arccosx. Tenemos por lo tanto
0 — (2k+1)m
2
g— (2k+1)m
N 2n

por lo que los ceros x,, de 7, (x) vienen dados por la expresion:

((Zk—l—l)n)
X, =COoS | ————
2n

Los polinomios de Chebychev satisfacen la relacion de recurrencia

Thi1(x) = 2xT,(x) — T—1 (%)
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con Tp(x) = 1y T1(x) = x. Esta relacion se puede demostrar facilmente a partir de las relaciones
trigonométricas

cos(n+1)0 = cosnBcosO —sinnOsin®

cos(n—1)0 = cosnBcosB+sinnBsind
Sumando ambas igualdades, y poniendo 0 = arccosx, tenemos
cos((n+ 1)arccosx) = 2xcos(narccosx) — cos((n — 1)arccosx)

que da la anterior relacién de recurrencia, teniendo en cuenta la definicion de 7;,(x). De la relacién
de recurrencia se obtiene que el coeficiente del término principal de T;,(x) es 2"~ 1.

La razén de la idoneidad de los ceros de los polinomios de Chebychev como puntos de
interpolacidén radica en que los polinomios de Chebychev son los polinomios con coeficiente
principal 2"~! con un menor valor méximo en [-1,1]. Esta afirmacién es ficil de demostrar. Los

polinomios de Chebychev alcanzan su valor mdximo (+1 o-1),enx=1,x = —1, y en los puntos
que anulan sus derivadas (7’(x) = 0). Estos puntos vienen dados por
ke
Xk = COS —
n

conk=1,2,...,n—1, por lo que tenemos que alcanzan su maximo valor absoluto en n+ 1 puntos,
en los que alternan el signo. Si suponemos que un polinomio Q,(x), con el mismo coeficiente del
término principal, es siempre menor en mddulo que 7,(x), entonces la diferencia 7,(x) — Oy (x),
que es un polinomio de grado n — 1 (los términos de grado n de ambos polinomios son iguales),
debe de tomar valores con signos opuestos en todos los mdximos (en valor absoluto) de 7;,(x), o
sea en n+ 1 puntos. Como esta diferencia es una funcidn continua, debe de anularse en n puntos.
Pero un polinomio de grado n — 1 que se anula en n puntos debe ser idénticamente nulo. Por lo
tanto, no existe un polinomio de coeficiente principal 2"~! que sea menor que 7,(x) en [-1,1].
Consideremos ahora el término del error del polinomio interpolador

f(n—|—1) (OL)

f(x) = Pu(x) + ﬁ (x_xj)m

Jj=0
0 (x —x;) es Ty41(x)/2" cuando los x; se toman como los ceros de 7, (x), ya
que tiene los mismos ceros que 7,1 (x) y debe coincidir con él, salvo una constante multiplicati-
va, y esta constante debe ser 27" para que el coeficiente del término principal sea 1. Por lo tanto,
si se toman los puntos de interpolacion en los ceros de los polinomios de Chebycheyv, el error de
P,(x) viene dado por

El término ]_[”j _

_ Tt (x) £ D ()
Fla) = Palo) + =35 (n+1)!

Por lo tanto, el término de error tiene la propiedade de 7,41 (x) de tomar el menor valor absoluto
posible, en [-1,1], si despreciamos las variaciones debidas a f (n+1) (o) (adepende del punto x en
el que se calcula el error).
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Cuando se interpolan las funciones de Bernstein y Runge en los ceros de los polinomios de
Chebychev se obtiene que
mix|f(x) ~ P(x)]  — 0
—1<x<1 n— o

aunque la convergencia es lenta, en comparacién con la que se obtiene para funciones de com-
portamiento “normal”.

5.6. Interpolacion por splines

La interpolacion polinomial tiene el inconveniente de que el polinomio interpolador puede
oscilar fuertemente entre los puntos interpolados, como hemos visto en el apartado anterior. Para
muchas aplicaciones practicas interesa un algoritmo que proporcione una funcién interpoladora
que se comporte suavemente. El modelo mds sencillo es una interpolacién lineal a tramos, cons-
tituida por rectas que unen los puntos interpolados. Sin embargo, este tipo de aproximacion tiene
una derivada discontinua en lo puntos de interpolacion. Para muchas aplicaciones prdcticas, en
las que se incluyen la resolucion de ecuaciones diferenciales en las que intervienen funciones
medidas experimentalmente, interesa una funcion aproximadora que tenga derivadas continuas
hasta un orden dado, aparte de ser continua. El método de splines se basa en encontrar funciones
que cumplan estas caracteristicas. Se define un spline de orden m en una serie de n+ 1 puntos
de interpolacion {(xp,y0),- .. (¥n,¥»)} como un conjunto de n funciones Si(x) (frecuentemente
polinomios de orden m) definidas en el intervalo [x;,x;1] , que satisfacen

Sc(xx) = Sky1(xx)
Sp(k) = S ()

Sixk) = S ()

S V) = SV ()

Como veremos mds abajo, hay que introducir en general condiciones de contorno adicionales en
los extremos xo y X, para que las funciones Si(x) estén univocamente definidas. Los splines mds
utilizados son los cubicos, debido a que son los mds sencillos con derivada segunda continua, y
por lo tanto son adecuados para aproximar funciones que intervienen en ecuaciones diferenciales
de segundo orden. Si escribimos

Sk(x) = ag + b (x — xg) + cx(x —x)% + dy (x — xz.)*
las dos primeras derivadas vienen dadas por

Sk () = by + 24 (x — xg) + 3dj (x — x)?

S,Z(x) =2cr+ 6dk(x - xk)
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La condicién de que los splines pasen por los puntos de interpolacion da Sy (x) = ax = yx, que nos
dice que los coeficientes a; son los valores de la funcidn interpolada en los nodos. El significado
de los otros coeficientes es obviamente S) (xx) = bk, S” (xx) = 2cx y S (xk) = 6d}. Tenemos que
las ecuaciones de continuidad de las funciones Si(x) y sus derivadas primera y segunda en los
n— 1 puntos de interpolacion intermedios xxy1, K =0,...,n—2 (las condiciones de continuidad
no se aplican a los extremos) dan

are1 = g+ b — k) + k(X1 —x0)* + di (s 1 —x0)?
brr1 = bk+20k(xk+1—Xk)+3dk(xk+1—xk)2
2cki1 = 2c;+6di(xpp1 —xx)

que constituyen un sistema de 3(n — 1) ecuaciones para determinar los 3n coeficientes by,cy y dg.
Una condicion adicional es que el dltimo spline pase por el dltimo punto: S, (x,) = y,. Nece-
sitaremos por lo tanto dos condiciones adicionales para poder determinar todos los coeficientes.
Daremos mads adelante estas condiciones. Para simplificar la notacién, introducimos la definicién
hy = xp41 — x;. Podemos escribir las ecuaciones de continuidad anteriores como

w = bk +crhy + dkh]%
Dy,
b1 —br = 2cihi+ 3dkh]%
Chr1 —Ck = 3dihy (5.1)

De las posibles formas de resolver el sistema de ecuaciones anterior, la mds comoda es despejar
los coeficientes dy y by de forma que obtengamos un sistema de ecuaciones para los coeficientes
ck. Si despejamos
Ckt1 — Ck
dp =X
3hy

en la ultima ecuacidn y lo introducimos en la segunda ecuacion, obtenemos

whi = (k4 Chs1) i (5.2)

biri1—br =2chy +3
k+1 — Dk Crhi + 3

Necesitamos otra expresion independiente de by, | — by para obtener una ecuacién para los cy.
En la primera de las ecuaciones 5.1 podemos despejar by:

Qg1 — Qg 2 Qpy1—ag Cht1—Ck,p Qg1 —ap 2 1
by, = —— —cihy—dih; = ——— —crhi — h; = — —crhy — = h
k e CrNy — d e KMk 3k e 3Ck k 3Ck+1 k
y cambiando k por k+ 1 obtenemos
Qg2 — g1 2 1
brv1 = % — SCkr i1 — S Cka2hir
k+1 3 3

Restando estas dos ecuaciones queda

Q2 —Agy1 Gy —ag 1 1 2
— b= = — S Ck+2Pkr1 + k1 — S Chr 1B + e (5.3)

b
ki Bt hi 3 3 3 3
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Igualanddo esta expresion con la ecuacion 5.2, obtenemos finalmente una relacién entre los cy:

! 2 1 Aj2 — Q1 Qg1 — A
~Crrahit + S crpt (b)) + sephy = —— 1 Tkt
3 3 3 i1 hy

Estas ecuaciones forman un sistema tridiagonal. Si definimos

A2 — Ayl Qg1 — Ak
Vil = 3 —
* M1 hy

tenemos que el sistema tridiagonal queda como

Cr2Pir1 +2¢k1 (Mg + it 1) + cihie = Vier

cuya forma matricial es:

ho 2(h0+h1) h] 0--- 0 0 0 co Vi
0 h 2(hy +hy) hy 0 .- 0 c1 )
0 0 hy 2(h2 + h3) h3 0 ) V3
0 0 0 h3 2(h3 + hy) 0 =
. . Cp—2 Vp—3
L 0 0 0 e hn—3 2(hn73 + hn72) hn—2 1 L ¢n—1 | Vn—2 |
5.4)

que es un sistema de n — 2 ecuaciones para n incognitas. Necesitamos dos ecuaciones adicionales
para determinar los c. Estas dos ecuaciones se proporcionan mediante dos condiciones en cierta
forma arbitrarias, pero de las que depende la calidad del ajuste. Las dos formas mds usuales de
proporcionar estas condiciones adicionales son:

1. La condicién denominada splines naturales, que impone derivada nula en los extremos:
7 QN —
SO (XQ) - Sn—l (Xn) =0.

2. La condicién de splines sujetos (clamped), que fija la derivada en los extremos Sj(xo) =
f'(x0) y )y (%) = f(%n)-

La condicion de splines naturales implica co = ¢, = 0. El coeficiente ¢, no pertenece a ninguno
de los splines en [xg,x,], sino a un spline arbitrario que comienza en el extremo x,, pero la
introduccion de S, (x) permite extender las ecuaciones para los coeficientes ¢, con una ecuacion
adicional

hn—2cp—2+ z(han +hyq )Cnfl = Vn-1
La condicién ¢y = 0 nos permite eliminar la primera columna de la matriz del sistema 5.4. Con
estas dos modificaciones, el sistema de ecuaciones queda de la forma:

[ 2(h0+h1) hy 0--- 0 0 0 - . _

hy 2(hy +hy) hy 0 - 0 “l

0 hs 2(hy + h3) hs 0 2

0 0 hs 2(h3 +hy) 0 .

0 0 - ooy 23+ hy2) hn2 fn-2 Yn=2
o 0 0 has 2hya+hyy) | LA L
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que es un sistema de n — 1 ecuaciones con n — 1 incdgnitas. Este sistema se puede resolver
facilmente por eliminacion de Gauss. Cada paso de eliminacion se aplica sélamente a la fila
inmediatamente inferior, ya que los elementos inferiores de la columna son nulos. El factor de
eliminacion de la segunda fila es

hi
2(ho +hy)

Después de la eliminacion, la subdiagonal inferior se anula. El término en la diagonal toma un
nuevo valor u dado por

fr=-

M
2(h0—|—h1)

Los elementos u; de la diagonal a partir de la segunda fila, después de la reduccion, vienen
dados por

Uy = 2(h1 —|—h2) —

hi
uk+1 = 2(h + i) + i firr = 2(he+ hir) — ”

h
Jir1= T

y los términos independientes quedan como,

;o hivi
Vi1 = Vikt+1 — e

El sistema de ecuaciones, después de la reduccion de Gauss, toma la forma:

[ 2(hg+hy) hy O--- O 0 0 ][ a | ¢ -
0 w h 0 0 1) V1
0 0 uz Iy 0 3 V2
0 0 0 u 0 S
. . : : V/.
0 o - 0 w2 hyo Cn—2 V71_2
0 0 0 o 0 wy ||| bt

Este sistema se resuelve facilmente por sustitucion hacia atrds,

/
. Va1
Ch—1 = U
n—1
/
Vk_hkaJrl
Cr, = I,{—
k

con lo que determinamos todos los coeficientes c;. A partir de los ¢, determinamos los coefi-
cientes d; mediante la relacion
Ci+1 — Ck
dp=—-—=
3hy
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Los coeficientes by se obtienen de la relacion de recurrencia
i1 = br+ (ck+ cr1) i

con el valor inicial de by determinado por la ecuacion de continuidad de Sp y Sien el primer nodo
X1-

donde hemos tenido en cuenta que ¢y = 0.

En el caso de splines sujetos, damos como datos adicionales los valores de fy f; (o estima-
ciones de los mismos). Tenemos por lo tanto Sy (xo) = bo = f3 y Sn—1(xn) = bp—1 +2cn—1hp—1 +
3dn_1h%71 = f7. La ecuacién de continuidad en x;da

ai

—dad
coho +doh§ = o 0—f6

La anterior expresion, introduciendo dy en funcién de ¢ y ¢, queda como

1 —¢Co
3hg

al —ap
coho + h = e f

ar —da
(200+cl)h0:3< lho 0—f(,>

Andlogamente, en el punto x, imponemos la condicién de que la derivada de S,_;(x) valga

S (xn): )
byn1+2cp—1hy— +3dn71hn_1 = f,;

De la condicion de que el spline S,,—1 pase por el extremo x, obtenemos

ap —dp—1

2
by—1+cp—1hy—1+dp1h, | =
hn—l
Restando ambas ecuaciones eliminamos b,_1 con lo que obtenemos la relacion,

n — dn—1

a
Cnflhnfl‘f’Zdnflh%fl :fr/z_ h
n—1

Poniendo d,,_; en funcién de los ¢y,

Cn — Cp—1

d,_ 1=
n—1 3hn71

obtenemos finalmente la ecuacion adicional para ¢, buscada:

a, —dy—
(Cn—l +2Cn)hn—1 =3 (f;; - n—n])
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Afiadiendo al sistema de ecuaciones que determina los ¢ las dos ecuaciones adicionales en los
extremos inicial y final, tenemos que los ¢, vienen dados por la solucion de un sistema de n+ 1
ecuaciones con n+ | incdgnitas:

2hg ho 0--- 0 0 0 Co Yo
ho  2(ho+hy) h 0 0 cl Vi
0 h 2(h1 +/’L2) hy 0 c) 1%)
0 0 o hu—2 2(hn—2 +hyq ) hu—1 Cn—1 Vn—1
| 0 0 tet 0 hn—l Zhn_l 1L Cn | | Vn |

con

al —aq
v0:3( ™ — 6)
o y Gn—dp—1
w3
n—

Para los otros valores de k, v; viene dado por la misma expresion que en el caso de splines
naturales:

(ak+2 —Qk+1 Akl — ak>
Vi = 3 -
i1 hy,

Por lo tanto, en el caso de splines sujetos obtenemos un sistema de n+ 1 ecuaciones con n + 1
incognitas, que se resuelve como en el caso de splines Inaturales. La primera etapa de eliminacion
de Gauss da el sistema reducido

[ 2hg hg 0--- 0 0 O ][ c | [ v |
O w h 0 -~ 0 i Vi
0 0 wu h 0 c) _ v'2
0 0 0 u3 0 -
D : : Cn—1 Vi,

| 0 0 0 0 up || e | _v;_

con
3
u1:2h1—5h0
hi_y
ue=2(hg—1+h) ——— k=1,...,n—1
Up—1
h2
Uy =2h,_1 — nl
Un—1
hy_1vi_
Vi = Vg — k1Y 1,k>0
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Este sistema se resuelve por sustitucion hacia atrds:

/

v
="
Up
/
Vi — hicit1
=t
k

con v6 = vy y up = 2hg. Los coeficientes by y d; se determinan como en el caso de splines
naturales.



