Capitulo 4

Diagonalizacion de matrices

El problema de diagonalizacion de matrices consiste en, dada una matriz A, encontrar una
aplicacion lineal lineal Stal que A se reduzca a la forma diagonal mediante la transformacion
similar S1AS es decir

SAS=A

donde A es una matriz diagonal. El algebra elemental da la siguiente prescripcion para encontrar
dicha transformacion lineal:
1. Resolver la ecuacion caracteristica dada por la anulacion del determinante |A— Al |:

A=A =0

donde | es la matriz identidad y A una variable. Si la matriz A es diagonalizable, dicha ecuacién
caracteristica, de la forma
Co+CiA+-+CA" =0

tiene n soluciones, no necesariamente distintas.

2. Construir la aplicacion lineal buscada Scon columnas dadas por los vectores propios vk
normalizados a la unidad, obtenidos como solucion de los sistemas de ecuaciones (indetermi-
nadas)

Avik = Ak

o lo que es lo mismo
(A—=Ad)w =0

En el caso de raices multiples, se toma una base ortogonal del subespacio propio definido por
el valor propio maltiple. Si un valor propio A; tiene multiplicidad nj, el subspacio propio corre-
spondiente tiene dimension n;j.

3. La matriz diagonal A tiene como elementos de la diagonal los valores propios Ag. Cada
valor propio aparece repetido un namero de veces igual a su multiplicidad.

Esta receta no es eficiente para desarrollar métodos numéricos. De hecho, el primer paso,
consistente en calcular las raices de la ecuacion caracteristica (por cualquiera de los métodos
estudiados en el capitulo 2 o similares), es mucho més lento que los métodos mas eficientes de
diagonalizacion numerica, hasta el punto de que uno de los métodos que existen de encontrar
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raices de polinomios es buscar una matriz cuya ecuacion caracteristica sea el polinomio cuyas
raices se desea calcular, y diagonalizar dicha matriz por métodos numéricos eficientes.

Los métodos de diagonalizacién de una matriz arbitraria son relativamente complejos. Uno
de los casos mas frecuentes es el de matrices simétricas. En este caso, existen métodos mucho
mas sencillos que el método general. Vamos a ver el método de Jacobi.

4.1. Meétodo de Jacobi

Este es un método de diagonalizacion de matrices simétricas especialmente disefiado para
realizar los calculos manualmente o con calculadora, aungque cuando se programa en un orde-
nador es un metodo robusto y relativamente eficiente. La idea del método de Jacobi es realizar
rotaciones de forma que se anule el elemento mas grande fuera de la diagonal. Una rotacion es
una transformacion similar mediante una matriz ortogonal. Como la inversa y la transpuesta de
una matriz ortogonal coinciden, cada paso del método de Jacobi consiste en realizar la transfor-
macion

An=Of Aq 105
donde Oy, es la matriz de rotacion del paso n—ésimo y A, _1 es el resultado de las n— 1 rotaciones
precedentes. Para fijar ideas, antes de estudiar el caso general vamos a ver el efecto de una
rotacion en los ejes x e y sobre una matriz de tres dimensiones. Podemos escribir la matriz de

rotacion como _
cos® sin@ 0

O=| —sin® cosB 0
0 0 1
y el resultado de la rotacion es
cos® —sin® 0 a;; a2 a3 cos® sin@ 0 ]
O'AO=| sin® cos6 0 a;p axp ax —sin® cos® 0 | =
0 0 1 a3 ap3 asz 0 0 1 ]
cos®@ —sinB 0 a11c0s0 —a;osin® a;pcos0+agrsind  azs |
sin@ cos6 0 a12€0s0 — axsin® axycos0— +asin® axs | =
0 0 1 ai3 ax asz |

1100520 + ap»5in% 0 — 2a1sinBcos®  a1n(cos?0 —sin?@) + (agy — app)sinBcos®  a3cosO — azsin®
a12(c0s20 — sin?0) + (ag1 — az2) SinOcos O 220520 + a315in% 0 + 2a325iNHcos B ap3c0s0+ a13sin®
a;3Cc0S0 — ax3sin® a»3c0s0 + a13sin® ass

Si deseamos que se anule el elemento &}, debemos de elegir el &ngulo de rotacion 8 que cumple
a12(cos? @ —sin?0) + (a1 —apz)sinBcos@ =0

que da
sinBcosO a

(cos20—sin’0)  axp —au1

(4.2)

(4.1)
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Podemos expresar esta igualdad en funcién del angulo doble como

dp —a1

cot20 =
2a12

(4.3)
Vemos que no es necesario invocar funciones trigonometricas para calcular cot26. A fin de econ-
omizar tiempo de célculo también es conveniente calcular sin® y cos@ sin invocar funciones
trigonométricas. Denominando a al valor de cot26 dado por la ecuacion 4.3, y teniendo en cuen-
ta que

(cos?@—sin?@)  1—tan?@

2sinBcos®  2tanB
podemos escribir la siguiente ecuacion de segundo orden para tan©

cot20 =

tan0+2atan®—1=0

cuyas soluciones son

tan6=—a++va2+1

La experiencia indica que el método converge mas rapido si siempre se coge la rotacion de
menos de 45°, que corresponde a la raiz mas pequefa. Dicha raiz mas pequefia se puede escribir
en funcion del signo de a como

tan® = —a +sig(a) Va2 +1 (4.4)
Los valores de sin@ y cos0 los podemos determinar a partir de tan® mediante las formulas que
no precisan el uso de funciones trigonométricas.

Pasemos ahora a considerar el método de Jacobi en el caso general. En cada etapa buscamos el
elemento mayor en valor absoluto fuera de la diagonal, que tomamos como apq. Realizamos una
rotacion que anule dicho elemento. La matriz de rotacion correspondiente tendré 1 en la diagonal
y 0 fuera de la diagonal salvo en los elementos Opp, Ogq, Opq Y Ogp. La podemos escribir como
como

1 0 0 0 1 0 0
0 Opp -+ Opqg 0 0 cos© sin@
O= : L= : : (4.5)
0 Ogp “++ Oqq 0 0 —sin® cos©
| 0 0 0 1) | 0 0 0
donde, definiendo
8gq — dpp
o= ———"" (4.6)
2apq

la anulacion de a’pOI

nos da las relaciones
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1
cosf =
ViZ4+1
sin@ = tcosO
t = —a+sig(a)voi+1 (4.7)

Mediante esta rotacion, denominando s=sinBy c = cos0 y teniendo en cuenta la ecuacion 4.1,
los elementos de la matriz A se transforman como

8y = C’agq+ S app+ 250ap
2
g = (—5)apg+Sc(app — aq) (4.8)
&p = Carp—Saq
&q = Caq +S&p
donde r indica todos los indices distintos de py g. Todos los demas elementos quedan inalterados.

Estas relaciones se pueden escribir de forma alin mas compacta, teniendo en cuenta la anulacion
de apq, como:

p = app—tapg

dgq = agq+tap
ap = ap—S(arq+Tarp) (4.9)

&g = aq+S(@p—Tang)
donde 0

s
T=tan-=— 4.10
2 1+4c ( )

Esta es la relacion que se debe de utilizar para actualizar A en cada iteracion en la programacion
del algoritmo, ya que como se puede observar por un lado ahorra algunas operaciones y por otro
expresa el elemento actualizado como el elemento inicial mas un valor de actualizacién, evitando
cancelaciones de términos similares (underflows).

La demostracion de estas Ultimas relaciones es como sigue: De las relaciones trigonométricas
del angulo doble y de la anulacion de aj,, obtenemos

0 0 0 0
2 02 2 2
2sin 5 2sin §+cos E—cos 5 1-c _ 2 S
tans = 606 0 ~ s s(If+0 1+c
23|n§cos§ 23|n§cos§
2
App —8gq = Apqg

SC
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con lo que las ecuaciones de actualizacion de A 4.8 quedan como:

l1-c
a&p = Carp—sarq:arp+(C—1)arp—33rqZarp—s(arq‘*‘Tarp) = ap—S(arq+Tarp)

c—-1
d&q = Caqt+SAp=2aq+(c—1)ag+sap= arq"‘S(Tarq"‘arp) = &q+S(arp— Tarq)

ahp = app+ (¢ —1)app+ SPagg — 2Capg = app — S (App — 8qq) — 2Capq =
&

SC

= ap-—+¢ @pq — 2SCapg = app — tapq

dyg = aqo|+szapp+(c2—1)aqq+230apq:aqq+szcz_s2

@pq+ 2SCapg = 8qq +tapg

Cuando sucede que app = aqq, entonces a es infinito. En este caso se toma 6 =45°y t = 1.
Si el método converge en m iteraciones, los vectores propios seran las columnas la matriz V
obtenida como producto de las m transformaciones realizadas:

V =0:0;---On
La matriz V se puede actualizar en cada iteracion mediante V/ = VO que da las relaciones:

\/rs = Vsl #P,S#Q
Vip = CVip—SVq (4.11)
\/rq = SVrp+Cqu

que se obtinen de la forma de O dada por la ecuacion 4.5.

El método tal y como lo acabamos de exponer es conveniente para el calculo manual o con
calculadora, pero en la practica, en el caso de matrices de grandes dimensiones, buscar el ele-
mento con mayor valor absoluto fuera de la diagonal es muy costoso en tiempo de céalculo, tanto
0 mas que los calculos de la iteracion en si,! por lo que es mas conveniente anular los elementos
fuera de la diagonal mediante ciclos sistematicos o barridos. EI método de Jacobi converge, en
el sentido que dado un € arbitrariamente pequefio, después de un numero de rotaciones suficien-
temente elevado se cumple

A=Y al <¢ (4.12)
r<s
De hecho, de las ecuaciones 4.8 se obtiene facilmente que a’r% + a§2p = afzq + afzp con lo que la
unica disminucion de A es la debida a la anulacion de apq por lo que se cumple que el efecto de
una rotacion sobre A es
N =N—ab, (4.13)

. .. nn-1 . . .
IDeterminar el elemento de mayor valor absoluto implica ( 5 ) comparaciones, mientras que actualizar la

matriz despues de una iteracion implica actualizar 2n+ 1 elementos. Sea tcompar €l tiempo de CPU requerido para
comparar dos elementos y taua €l tiempo promedio necesario para actualizar un elemento. Si n es suficientemente
grande para que se cumpla n(n — 1)tcompar > 2(2N+ 1)taqua €ntonces determinar el mayor elemento cueta mas
tiempo que la iteracion. Cuando n es enorme Nteompar Puede ser muchas veces mayor que 4tacyal -
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Como podemos anular el apq que deseemos, es obvio que el método es convergente. Cuando se
programa el algoritmo, € es la tolerancia especificada. Cuando se aplica el método de Jacobi por
ciclos, después de algunos ciclos hay elementos que se hacen muy pequefios. Es conveniente
definir un umbral & de forma que si un elemento a%q < d entonces se salta la rotacion para dicho
elemento. Se puede fijar d como por ejemplo un orden de magnitud inferior al valor promedio de

a%,q cuando se alcanza la tolerancia €:

1 2 €
~10n(n—1) ~ 52

Resumen: La manera mas adecuada de programar el método de diagonalizacion de Jacobi
es realizar ciclos de iteraciones, anulando por ejemplo a;2 al comienzo del ciclo y a, 1, al
final del mismo. En cada iteracion se calcula a y de aqui t, c y s mediante las ecuaciones 4.7 y
seguidamente T mediante la ecuacion 4.10. A continuacidn se procede a la actualizacién de Ay de
los vectores propios mediante las ecuacion es 4.9 y4.11. Finalmente, se verifica si se ha alcanzado
la convergencia deseada calculando el valor de A dado por 4.12 (mediante la ecuacion 4.13) y
comparandolo con la tolerancia especificada €.

Ejemplo: Sea A dada por

2 -1 0
A=| -1 2 -1
0 -1 2

_2 L1

Anulamos a2 lo que da tan® = o= oo, Tomamos por lo tanto 6 = n loquedat=1,s=c=
1 S 1
E—— y'[: =

V2 1+c 1442

y actualizamos Ay V:

a’ll = a—tapr=2+1=3

a&Z == 0

a, = apttar,=2-1=1

a; = as1—S(agp+Taz)=0 i( 1+i0)—i

31 31 32 +Tagy NG 12 NG

1 1 1+v2

ap = ap+S@m—Tagp)=-1+-—=(0+ ==

32 32 + (831 — Tag?) \/é( 1+\/§) 21/

Vis = V3=V =Vg=0; V=1

Vi = -V = Vi, = +cv -1

1 -2 =a Vi nt =75

Vo, = cv sv—l'\/—sv+cv—1

2 = Ma-Sp=-Tg Vp=SatOn =g
Observamos que A = aZ, + a2, + a3, ha pasado de A = 2 para la matriz inicial a

1 3+42v2
N==432F \/_zle—a%Z

2 6+42
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después de la primera iteracion. En la segunda iteracion anulamos ag; y procedemos analoga-
mente.

4.2. Matrices hermiticas

Una matriz H es hermitica si cumple que es igual ala matriz compleja conjugada de su
transpuesta denotada por H'
H=H'

Las matrices hermiticas son las analogas de las simétricas en el campo complejo, en el sentido
de que todos sus valores propios son reales. EI método de Jacobi se puede aplicar a matrices
hermiticas. En vez de una rotacién se realiza una transformacién unitaria que se puede expresar
convenientemente de la forma

[ cosBexp(i) sinBexp(ip) O '|
U= —sin@ cos0 0
| o o 1]

que actuando sobre A da

[ cosBexp(—i¢) —sn® O a1 a2 a3 cosbexp(ip)  sinBexp(2ip) O
utau = snBexp(—ip) cos® O al, a» ap —sin® cosf 0
0 0 1 aj; @3 ass 0 0 1
[ cosBexp(—ig) —sin® O aj1cosbexp(ig) —ajpsin® @ cosB+agg inBexp(ip) a13
= sinBexp(—ig) cosf 0 aj,cosexp(igp) —apsin®  apcosB+ aj,sinBexp(i@) a3 | =
0 0 1 ajycosfexp(ig) —as,sin®  aj;sinBexp(ig) +aj;c0s0 asz
ag1 c0s? 0+ app sin? B — 25inB cosBRefa exp(—ip)] a1 cos? exp(—ig) — aj, in?Bexp(ig) + (411 — a2)iNBCOSO  ag3cosOexp(—ig) — apzsin®
= a}, cos? Bexp(ig) — agp sin? Bexp(—i@) + (a1 — agp) iNBcosd ag c0s? 6+ ag1 SN2 0 + 2sinB cosBRe{a 2 exp(—ig)] 230050+ a3 SinBexp(—ip)
aj;cosfexp(ip) —azzsin® a53c080 + aj3sinBexp(ig) aszs

La condici6n de anulacion de &}, es
a1 cos? Bexp(—ig) — af,sin?0exp(—i@) + (a1 —apz)sinBcosO =0
que , separando partes real e imaginaria, queda como

(cos? 0 — sin? B)Refas2 exp(—i@)] + (a11 — az2) sinBcosB = 0

(cos? @+ sin@)Imag, exp(—i@)] =0

De la expresion

appexp(—ig) = (a} +ial,)(cos@—ising) = af cos @+ aj, sing+i(aj, cosp— at, sing)

obtenemos que las condiciones que deben cumplir los angulos 8 y @ son:
|
)

tang=o0qy= 2
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2(al}, cosp+a),sing)

a2 —ai1
De estas expresiones se procede analogamente al caso real al calculo de t, s, c,exp(i@) mediante
operaciones puramente algebraicas y seguidamente la actualizacion de la matriz A. Tenemos

1 i Og
2 2
\/1-1—% \/1+0((p
1

t=—a+sig(a)yvoi+1l, c= T s=tc
+

tan20 =0 =

z=exp(—i@) = (cos@—ising) =

/

3pp C*app -+ S*agq — 2SCRe[Zapq]
Ay = C2app + S2aqq + 2SCRe| ]
a’pq 0

/

8y = CZAp—SBg T'#PQ
dy = Cag + Sy

que se pueden escribir de la forma mas compacta

agq = aqq+tRezap]
Ay = Zap —S(ay +1Zay)

8y = Zaqr+S(ap — T28qr)

0
con T =tan >
al igual que en caso real se cumple

12 12 2 2
apr + aqr = apr + aqr

En el caso de matrices de pequefia dimension se elimina el elemento de fuera de la diagonal
de mayor modulo.

Otra posibilidad es plantear el problema de diagonalizar una matriz compleja de n dimen-
siones como el de diagonalizar una matriz real de 2n dimensiones. Podemos escribir una matriz
hermitica como

H=A+iB

donde Ay B son matrices reales que cumplen

AT = A
B" = _B
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El problema de encontrar los valores propios A correspondientes a los vectores propios (comple-
Jos) X =u+iv lo podemos plantear como

Hx = AX
que se se puede expresar COMO
Au—Bv+i(Av+Bu) = A(u+iv)

Este problema es equivalente al siguiente problema en 2n dimensiones:
A -B ul_,|u
B A v| T |v

A —-B
5~
es obviamente simetrica. Los valores propios de la matriz H aparecen repetidos dos veces, con
vectores propios (u,Vv) y (—v, u).

En general, en compiladores eficientes, la utilizacién de la clase complex permite resolver el
problema en el campo complejo mas rapidamente que el problema asociado en el campo real,
aunque el factor de velocidad nunca llegue a 2 (lo cual s6lo se consigue prescindiendo de la clase
complex y programando las operaciones de complejos en aritmética real). La diagonalizacion de
matrices hermiticas es un problema béasico en Mecanica Cuantica y todas las disciplinas que la
utilizan (Fisica Nuclear, Fisica Atomica,...).

donde matriz extendida



