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Prologo

Este proyecto docente se ha redactado para la participacion en
el concurso publico para la provision de plazas en la Universitat
de Valéncia convocado mediante la Resolucion de 23 de junio de
2022, de la Universitat de Valéncia, por la que se convoca concurso
de acceso a plazas de cuerpos docentes universitarios. Convoca-
toria Num. 167, publicada en el Boletin Oficial del Estado Num.
157/2022, de 1 de julio. En concreto, este proyecto se presenta
para el concurso publico de la plaza num. 1321, correspondiente
al area de conocimiento de Matematica Aplicada, del Departamen-
to de Matematicas.

Este texto constituye el proyecto docente a que se refiere el pun-
to 6.1 de las bases de dicha convocatoria. Tal como se especifica
en el perfil docente de la convocatoria, el proyecto corresponde a
la asignatura Aproximacion numérica de tercer curso del Grado en
Matematicas de la Universitat de Valéncia. En este texto hemos
hecho una propuesta docente para esta asignatura, como parte de
los méritos evaluables por el tribunal de la plaza a concurso, de
acuerdo con lo que se indica en el punto 7.1 a) de las bases de la
convocatoria:

Exposicion y defensa del proyecto docente, que debera incluir ne-
cesariamente al menos el programa de una asignatura obligatoria
o basica de grado del area de conocimiento, estructurado en lec-
ciones. En caso de que la convocatoria exprese un perfil docente el
proyecto habra de ajustarse al mismo. El/la concursante dispondra
de un tiempo mdximo de una hora para la defensa del proyecto y
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de una hora mads para el debate con la comision.

Siguiendo este punto, hemos configurado un proyecto docente
para la asignatura, donde hemos incluido las competencias gene-
rales y basicas que se desarrollaran al cursar la asignatura, una
descripcion de los contenidos y su posible exposicion. Asi como
las actividades de ensenanza-aprendizaje que hemos considerado
necesarias para la compresion y adquisicion de las competencias
y el proceso de evaluacion de la asignatura. Ademas, hemos en-
cuadrado nuestra propuesta en los contextos normativo, social y
curricular actuales.

Hemos dividido el proyecto en 5 capitulos. En el primero, si-
tuamos la propuesta en el contexto normativo e institucional de
la Universitat de Valéncia. Seguidamente, analizamos el contexto
social y profesional que nos guiara a la hora de elegir las compe-
tencias que deseamos aportar al perfil de graduado en Matema-
ticas desde la asignatura Aproximacion numérica. En el capitulo
tercero introducimos el plan de estudios del grado en Matematicas
de la Universitat de Valéncia. El capitulo 4 lo dedicamos a expo-
ner la guia docente de la asignatura, tomando como referencia el
modelo de Guia Docente utilizado en la Facultat de Ciéncies Ma-
tematiques en la que se describen los objetivos, las competencias
y resultados de aprendizaje que se pretenden alcanzar, los conte-
nidos, el volumen de trabajo y organizacion de las sesiones y la
metodologia docente que se llevara a cabo. En el capitulo 5, se de-
talla con mayor profundidad los contenidos por temas y se incluye
una propuesta para las sesiones de practicas y seminarios.
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Contexto legal e
institucional

El primer elemento que tenemos en cuenta para disenar una
propuesta didactica de una asignatura de un grado oficial dentro
del Espacio Europeo de Educacion Superior (EEES) es contextua-
lizarla legalmente, es decir, describir cuales son las leyes y decre-
tos que establecen las ensefianzas universitarias en la Comunitat
Valenciana, en Espana y en la Union Europea. Recientemente, el
pasado junio de 2022, se aprobo el anteproyecto de la Ley Orga-
nica del Sistema Universitario (LOSU) que derogara la vigente Ley
Organica 6/2001, de 21 de Diciembre, de Universidades (LOU).
Segun la “Memoria del analisis de impacto normativo del proyecto
de LOSU' esta iniciativa surge de la necesidad de adaptacion de
la normativa vigente a los intensos cambios ocurridos en las univer-
sidades durante las ultimas décadas. Los objetivos que persigue

I www.universidades.gob.es/stfls/universidades/Servicios/

articulos/transparencia_gobierno/participacion_publica/
audiencia/ficheros/LOSU_MAIN_20210903.pdf


https://www.universidades.gob.es/stfls/universidades/Servicios/articulos/transparencia_gobierno/participacion_publica/audiencia/ficheros/LOSU_MAIN_20210903.pdf
https://www.universidades.gob.es/stfls/universidades/Servicios/articulos/transparencia_gobierno/participacion_publica/audiencia/ficheros/LOSU_MAIN_20210903.pdf
https://www.universidades.gob.es/stfls/universidades/Servicios/articulos/transparencia_gobierno/participacion_publica/audiencia/ficheros/LOSU_MAIN_20210903.pdf
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este nuevo marco legal son:

1. Conseguir una universidad de calidad, accesible, equitativa e
internacionalizada.

2. Conseguir una universidad productora de conocimiento al ser-
vicio de la sociedad y que contribuya al desarrollo econémico
sostenible.

3. Garantizar que los recursos humanos y financieros del sistema
universitario son adecuados y suficientes para el cumplimiento
de las funciones que tiene encomendadas la universidad.

4. Asegurar una universidad auténoma, democratica y participa-
tiva que constituya un espacio de libertad, de debate cultural
y de desarrollo personal al mismo tiempo que sea eficaz y efi-
ciente en la toma de decisiones y su gestion.

Esta ley pretende ser un nuevo hito en el desarrollo del marco
juridico del sistema universitario en el que destacan, principal-
mente, otros dos segun el Anteproyecto de LOSUE]:

La Ley Organica 11/1983 de Reforma Universitaria: que sienta
las bases de un sistema universitario propio de un Estado de-
mocratico de derecho.

La Ley Organica 6/2001 de Universidades: que reforma la or-
ganizacion de las ensenanzas universitarias en consonancia
con el EEES.

Nos encontramos, por tanto, en un momento de cambio legis-
lativo. Sin embargo, como se prevé que esta ley entre en vigor en
el primer semestre del ano 2023, nos centraremos en las leyes y
reales decretos actuales que regulan las ensenanzas universitarias
en el ambito estatal y autonomico.

A finales de los anos 90 se establece un nuevo espacio de edu-
cacion superior en Europa (EEES) que se fundamenta en los seis

2www.universidades.gob.es/stfls/universidades/Servicios/

articulos/transparencia_gobierno/participacion_publica/audiencia/
ficheros/APLOSU_20210903_Texto_audiencia.pdf


https://www.universidades.gob.es/stfls/universidades/Servicios/articulos/transparencia_gobierno/participacion_publica/audiencia/ficheros/APLOSU_20210903_Texto_audiencia.pdf
https://www.universidades.gob.es/stfls/universidades/Servicios/articulos/transparencia_gobierno/participacion_publica/audiencia/ficheros/APLOSU_20210903_Texto_audiencia.pdf
https://www.universidades.gob.es/stfls/universidades/Servicios/articulos/transparencia_gobierno/participacion_publica/audiencia/ficheros/APLOSU_20210903_Texto_audiencia.pdf
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objetivos firmados por los ministros europeos en la declaracion
conjunta de 1999 (Declaracion de Boloniaﬁ]:

1. La adopcion de un sistema de titulos de sencilla legibilidad y
comparabilidad, a través de la introduccion del Diploma Sup-
plement, con tal de favorecer la employability (ocupabilidad)
de los ciudadanos europeos y la competitividad internacional
del sistema europeo de ensenanza superior.

2. La adopcion de un sistema basado esencialmente en dos ci-
clos principales, respectivamente de primer y segundo nivel.
El acceso al segundo ciclo precisa de la conclusion satisfac-
toria de los estudios de primer ciclo, que duran un minimo
de tres anos. El titulo otorgado al final del primer ciclo sera
utilizable como cualificacion en el mercado laboral europeo.
El segundo ciclo debe conducir a un titulo de master o doc-
torado como en muchos paises europeos.

3. El establecimiento de un sistema de créditos —como el modelo
ECTS- como medio de promover la movilidad de estudiantes.
Los créditos también pueden adquirirse en otros contextos,
como la formacion permanente, siempre que estén reconoci-
dos por las universidades receptoras en cuestion.

4. La promocion de la movilidad; mediante la eliminacion de los
obstaculos para el pleno ejercicio de la libre circulacion con
especial atencion a lo siguiente:

e Para los estudiantes: el acceso a oportunidades de estu-
dio y formacion, y a servicios relacionados.

e Para profesores, investigadores y personal técnico- admi-
nistrativo: el reconocimiento y valorizacion de periodos
de investigacion en contextos europeos relacionados con
la docencia y la formacion, sin perjuicio para los dere-
chos adquiridos.

5. La promocion de una colaboracion europea en la garantia de
calidad con vistas al diseno de criterios y metodologias com-
parables.

Secees.umh.es/contenidos/Documentos/DeclaracionBolonia.pdf


http://eees.umh.es/contenidos/Documentos/DeclaracionBolonia.pdf

6. La promocion de las dimensiones europeas necesarias en la
ensenanza superior, sobre todo en lo que respecta al desarro-
llo curricular, colaboracion interinstitucional, planes de mo-
vilidad y programas integrados de estudio, formacion e inves-
tigacion.

Tal y como hemos mencionado anteriormente, la ley que regula
la adaptacion del sistema universitario espanol al EEES es la LOU.
Esta convergencia tiene, entre otras consecuencias, dos especial-
mente relevantes en el ambito de las ensefianzas universitarias:

e Se establece el crédito ECTS (European Credit Transfer and
Accumulation System), que es un sistema que mide las ho-
ras lectivas docentes y el trabajo que deberan realizar los/as
alumnos/as para adquirir las competencias necesarias para
poder superar las asignaturas. Unifica el concepto de crédito
que ya existia en muchos paises y facilita a las universida-
des europeas la convalidacion de asignaturas. Se regula por
medio del Real Decreto (RD) 1125/2003, que ademas en su
articulo 4. Asignacion de créditos indica:

1. El numero total de créditos establecido en los planes de
estudios para cada curso académico sera de 60.

2. El numero de créditos de cada titulacion sera distribuido
entre la totalidad de las materias integradas en el plan
de estudios que deba cursar el alumno, en funcion del
numero total de horas que comporte para el alumno la
superacion o realizacion de cada una de ellas.

3. En la asignacion de créditos a cada una de las materias
que configuren el plan de estudios se computara el nu-
mero de horas de trabajo requeridas para la adquisicion
por los estudiantes de los conocimientos, capacidades y
destrezas correspondientes. En esta asignacion deberan
estar comprendidas las horas correspondientes a las cla-
ses lectivas, tedricas o practicas, las horas de estudio, las
dedicadas a la realizacion de seminarios, trabajos, prac-
ticas o proyectos, y las exigidas para la preparacion y
realizacion de los examenes y pruebas de evaluacion.
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4. Esta asignacion de créditos, y la estimacion de su corres-
pondiente numero de horas, se entendera referida a un
estudiante dedicado a cursar a tiempo completo estudios
universitarios durante un minimo de 36 y un maximo de
40 semanas por curso académico.

5. El niamero minimo de horas, por crédito, sera de 25, y el
numero maximo, de 30.

6. El Gobierno, previo informe del Consejo de Coordinacion
Universitaria, fijara el numero minimo de créditos que
deban ser asignados a una determinada materia en pla-
nes de estudio de ensenanzas conducentes a la obten-
cion de titulos universitarios oficiales con validez en todo
el territorio nacional.

e Las ensenanzas universitarias se configuran en tres etapas:
Grado, Master y Doctorado. Segun el RD 822/2021, que de-
roga el RD 1393/2007, la organizacion y las estructuras de
las ensenanzas universitarias oficiales se anuncia en el ar-
ticulo 37 de la LOU y es ratificado en la Ley Organica 4/2007
por la que se modifica la LOU y se concreta en el Real Decreto
1393/2007.

En el RD 822/2021 se consolida que los Grados sean de 240
créditos, en particular, el grado en Matematicas. Ademas, se sena-
la que la estructura esencial del modelo universitario espanol es:
Grados de 240 créditos, Masteres de 60, 90y 120 créditos y el Doc-
torado al que se accede habiendo superado los 300 créditos en las
dos etapas formativas anteriores. Asimismo, en el articulo 14 de
este RD se regula que los grados se configuraran de 60 ECTS por
curso y tendran materias o asignaturas basicas (minimo 60 ECTS
en los grados de 240 créditos), materias o asignaturas obligatorias
u optativas, y el trabajo de fin de Grado (minimo 6 créditos, maxi-
mo 24 créditos en los grados de 240 créditos), y podran incorporar
practicas académicas externas (maximo 25% de los créditos del
titulo), asi como seminarios, trabajos dirigidos u otras actividades
formativas.



6 NORMATIVA AUTONOMICA

1.1
Normativa autonomica

A nivel autonomico, segun la Conselleria de Innovacion, Univer-
sidades, Ciencia y Sociedad Digital, el marco legislativo valenciano
en materia universitaria esta formado por las siguientes leye (ex-
ceptuando la Ley de creacion del Instituto Superior de Ensenanzas
Artisticas de la Comunitat Valenciana):

e Ley 5/2006, de 25 de mayo, de la Generalitat, de Creacion de
la Agéncia Valenciana d’Avaluacio i Prospectiva (AVAP) (DOGV
5267/2006, de 26 de mayo de 2006, BOE 154/2006, de 29
de junio).

e Ley4/2007, de 9 de febrero, de coordinacion del Sistema Uni-
versitario Valenciano. (DOCV 5449, de 13 de febrero de 2007,
BOE 71/2007, de 23 de marzo), que tiene por objeto la orde-
nacion y coordinacion del Sistema Universitario Valenciano
en el marco del sistema universitario espanol y del EEES.

e Ley 2/2008, de 17 de abril, de la Generalitat, del Sistema Va-
lenciano de Titulos y Acreditaciones de Educacion Superior.
(DOCV 5749, de 24 de abril de 2008, BOE 124 /2008 de 22 de
mayo), que tiene por objeto la ordenacion y coordinacion del
Sistema Valenciano de Titulos y Acreditaciones de Educacion
Superior, en el marco del sistema universitario espanol y del
EEES.

1.2
Contexto institucional

En esta ultima seccion mencionamos el reglamento de la Uni-
versitat de Valéncia:

4innova.gva.es/es/web/universidad/marco-legislativo


https://innova.gva.es/es/web/universidad/marco-legislativo
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e Estatutos de la Universitat de Valéncia, aprobados por De-
creto 128/2004, de 30 de julio, del Consell de la Generalitat
(DOGV 4811, de 3 de agosto de 2004, BOE 69/2005, de 22
de Marzo) y modificados por Decreto 45/2013, del Consell de
la Generalitat, de 28 de marzo de 2013 (DOCV 6994, de 2 de
abril de 2013, BOE 94/2013 de 19 de abril).

que alberga a, entre otras, la Facultat de Ciéncies Matematiques
que imparte el grado en Matematicas donde se encuentra la asig-
natura de Aproximacion numérica. Tres departamentos estan ads-
critos a la Facultat de Ciencies Matematiques:

1. Analisis Matematico.
2. Estadistica e Investigacion Operativa.
3. Matematicas.

En el Departamento de Matematicas hay tres areas: Algebra, Geo-
metria y Topologia y Matematica Aplicada, siendo esta ultima la
encargada de la coordinacion de la asignatura Aproximacion nu-
meérica.



CONTEXTO INSTITUCIONAL



Contexto social y
profesional

A la hora de proponer un proyecto docente para la asignatura
Aproximacion Numérica del grado en Matematicas es importante
analizar en qué contexto social se situara el/la futuro egresado/a,
qué habilidades le demandaran como graduado/a en Matematicas
y qué se esperara profesionalmente de €l/ella. De esta manera,
podremos reflexionar sobre qué competencias aportaremos desde
la asignatura al perfil de graduado en Matematicas que queremos
formar. Dedicaremos este capitulo a estudiar brevemente este con-
texto social y profesional.

Tal y como se indica en el Libro Blanco de las Matematicas, [6]:

“Los estudios de Matematicas han tenido, en los ultimos aros,
un importante auge en su demanda, con un gran reconocimiento
social y prestigio, asi como un elevado aumento en la empleabilidad
de su personal egresado.”

Si analizamos esta afirmacion nos encontramos ante dos valo-
raciones relevantes. Por una parte, los estudios de Matematicas
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tienen un gran reconocimiento social y prestigio. Esta caracteris-
tica se adquiere con el tiempo y nos indica que hasta ahora se ha
trabajado en un camino correcto. En otras palabras, la formacion
que se ha ofrecido en los grados en Matematicas ha dado como
resultado profesionales competentes y con actitud critica y cons-
tructiva. Esto nos orienta en la elaboracion de nuestra propues-
ta didactica. En ella, necesariamente, reflejaremos caracteristicas
que siempre han estado presente en las asignaturas del grado co-
mo son: rigor en las afirmaciones, analisis critico, suficiencia para
afrontar y resolver problemas, capacidad para generalizar y parti-
cularizar soluciones. Todas estas propiedades forman parte de la
idiosincrasia de los estudios en Matematicas y estaran presentes
en esta propuesta de proyecto docente de la asignatura.

Por otra parte, se indica un elevado aumento en la empleabili-
dad. Los datos ofrecidos en [6] son 7.5% de paro entre las perso-
nas activas, menos de la mitad que la poblacion en general. La En-
cuesta de Poblacion Activa (EPA) del ano 2020 ([7]) también arroja
valores similares con un 9.26 % en las especialidades de estudios
“Ciencias naturales, quimicas, fisicas y matematicas”. Cabe, por
tanto, analizar en qué sectores economicos predomina la actividad
de los egresados en Matematicas. Asi, en [6], se ofrece una compa-
rativa de los campos de trabajo de los egresados en Matematicas
entre 2018 y el estudio realizado por la RSME en 2007 ([8]) que
resumen en la tabla 2.1

% 2018-2019 % RSME 2007

Administracion publica 10.4% 14.5%
Bancos/Finanzas 7.8% 16.4%
Ciencia/Tecnologia/Industria 7.6% 7.2%
Consultoria 15.6% 6.4 %
Informatica/Telecomunicaciones 8% 8.3%
Ensenanza preuniversitaria 16.1%

Universidad/Investigacion 27.7%

Centro Docente 38.7%
Otras 6.8% 8.5%

Tabla 2.1: Empleo por campo de actividad, [6]

Se observa una tendencia al alza de personas contratadas en
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el campo de la Consultoria, que sube hasta 9 puntos porcentuales
con respecto a 2007, que compensa las bajadas en los sectores de
Finanzas (menos 8.6 puntos) y Administracion Publica (menos 4.5
puntos). Las razones que explican esta subida tan pronunciada
podrian ser, entre otras, la elevada demanda que existe actual-
mente de analista de datos, profesionales que se caracterizan por
ser capaces de analizar problemas aplicando procesos numeéricos.
Para llevar a cabo estas tareas es fundamental el uso, dominio
y adaptacion a distintos softwares y lenguajes de programacion.
Asi, anadimos a las caracteristicas de nuestra propuesta didacti-
ca la capacidad de elaborar programas complejos, el analisis de
problemas reales y la busqueda de soluciones.

Por otra parte, sigue siendo predominante el sector educativo,
esto implica, entre otras caracteristicas: capacidad de sintesis, sa-
ber trabajar en equipo, habilidad para transmitir ideas y concep-
tos de distintas formas adaptando el discurso y la argumentacion.
Asi, proponemos una asignatura donde el/la alumno/a desarrolle
estas competencias.

Finalmente, gran parte de los/as egresados/as elige la Uni-
versidad/Investigacion (27.7 %). Para investigar, es necesario que
el/la estudiante trabaje de manera autonoma y sea capaz de leer,
estudiar y analizar nuevos resultados asociandolos con los ya co-
nocidos. Centraremos, por esta razon, parte de la asignatura y de
su evaluacion en la elaboracion de practicas y trabajos de resul-
tados explicados en clase y de conceptos nuevos que tienen que
estudiar de forma autonoma.

En definitiva, disenaremos la propuesta didactica basandonos
en los distintos aspectos sociales y profesionales que brevemen-
te hemos apuntado en este capitulo. Recapitulando, propondre-
mos una asignatura donde el/la alumno/a desarrolle competen-
cias como capacidad para analizar y resolver problemas reales,
que pueda elaborar programas complejos que resuelvan estos pro-
blemas y que analice las distintas soluciones. Siempre, desde el
rigor matematico y demostrando, si es posible, teéricamente como
se comportara la solucion y qué error se puede cometer. Final-
mente, explicara los resultados obtenidos de forma oral y escrita
argumentando cada afirmacion.
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Contexto académico y
curricular

Como hemos visto en el capitulo[I], las ensenanzas académicas
se adaptaron al EEES antes del comienzo del curso 2010-2011.
Todos los titulos oficiales se verificaron por la Agencia Nacional de
Evaluacion de la Calidad y Acreditacion (ANECA). En particular, el
grado en Matematicas de la Facultat de Ciéncies Matematiques de
la Universitat de Valéncia fue verificado el 31 de mayo de 2010}
En la memoria de verificacion ([3]) se especifica el plan de estudios
del grado indicando la division por materias, las competencias ba-
sicas, las competencias especificas, los resultados de aprendizaje,
etc.

El plan de estudios del grado en Matematicas consta de 240
ECTS, distribuidos en cuatro cursos. En este capitulo analizamos
su estructura y la organizacion, asi como las dependencias de las
asignaturas del grado respecto a la asignatura Aproximacion nu-
mérica. Profundizaremos en la relacion con el resto de asignaturas

lCarta de la Comisién de Verificacion


https://www.uv.es/graus/qualitat/INFMV/1107_INFMV.pdf

14 ESTRUCTURA DEL PLAN DE ESTUDIOS

del area de Matematica Aplicada.

3.1
Estructura del plan de estudios

Los planes de estudios, tal y como hemos indicado anterior-
mente (capitulo (1) se dividen en materias de distinto caracter. Asi,
en el plan de estudios conducente a la obtencion del titulo oficial
de graduado/a en Matematicas tenemos:

Materias de formacion basica: 60 créditos, correspondientes a las
8 asignaturas de primer curso.

Materias obligatorias: 138 créditos, correspondientes a todas las
asignaturas de segundo, tercer curso y Andlisis matematico
IV'y Cdlculo Numérico de cuarto curso.

Materias optativas: 30 créditos, a elegir por el estudiante o bien
cursando una de las 10 asignaturas que se ofertan o bien
realizando practicas externas (9 créditos optativos). También,
puede solicitar el reconocimiento de créditos no correspon-
dientes al grado en Matematicas (ver “Reglamento para la
transferencia y el reconocimiento de créditos de la Univer-
sitat de Valéncia”, [4]).

Trabajo Final de Grado: 12 créditos de caracter obligatorio.

En las Tablas y se puede ver la distribucién de materias
y asignaturas.
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Materias Asignaturas ECTS C
Seminario de Analisis funcional 6 4°
Analisis matematico Analisis armonico 6 4°
Seminario Teoria de grupos 6 4°
de Algebra Teoria de anillos 6 4°
Modelos de Estadistica € Modelizacion estadistica 6 4°
Investigacion operativa Modelos de inv. op. 6 4°
Seminario de Topologiay Topologia dif. 6 4°
geometria diferencial Geometria dif. 6 4°
Métodos numeéricos Métodos num. avanzados 6 4°
Ampliacion ec. dif. Ampliacion ec. dif. 6 4°
Complementos Mecanica I 6 4°
de fisica Mecanica II 7.5 4°
Oscilaciones y ondas 4.5 4°
Termodinamica 7.5 4°
Fisica de la atmosfera 4.5 4°
Practicas externas Practicas externas 9 4°
Créditos totales 99
optativos
Trabajo Fin de Grado Trabajo Fin de Grado 12 4°
Créditos totales 12

Trabajo Fin de Grado

Tabla 3.1: Distribucion de los médulos de Optatividad y Trabajo Fin de

Grado
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Materias Asignaturas ECTS C
Matematica basica 6 1°
Matematicas Matematica discreta 6 1°
Algebra lineal y geometria I 12 1°
Analisis matematico I 12 1°
Estadistica Estadistica basica 6 1°
Fisica Fisica 6 1°
formatica Informatica 6 1°
Herramientas informaticas 6 1°
Créditos totales 60
Formacion basica
Optimizacion Programacion matematica 6 2°
Algebra lin. y Geo. Algebra lin. y geo. II 9 2°
Mét. num. para algebra lin. 6 2°
Métodos numeéricos Aproximacion numeérica 6 3°
Calculo numeérico 9 4°
Analisis matematico II 12 2°
Analisis matematico Analisis matematico III 9 3¢
Analisis matematico IV 9 4°
Topologia y Topologia 12 2°¢
geometria dif. Geometria dif. clasica 12 3¢
Probabilidad Probabilidad 6 3°
y estadistica Estadistica matematica 9 3¢
Estructuras Estructuras algebraicas 6 2°
algebraicas Ecuaciones algebraicas 6 3°
Ecuaciones EDO 9 2°
diferenciales EDP 6 3°
Modelizacion mat. Modelizacion mat. 6 3°
Créditos totales 138

Formacion obligatoria

Tabla 3.2: Distribucion de los médulos Formacion bdsica y obligatoria
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3.2

El Analisis numérico y la
Matematica Aplicada en el grado en
Matematicas

En cada curso del grado en Matematicas hay una asignatura
relacionada con Analisis numérico. En primero, dentro de la ma-
teria Informatica esta Herramientas Informaticas donde se traba-
ja, entre otros contenidos, la resolucion de ecuaciones no lineales
y la propagacion del error en un sistema de precision finita. En
segundo, tercero y cuarto estan las tres asignaturas obligatorias
que conforman la materia Métodos numéricos. En cuarto curso,
ademas, se oferta la asignatura Métodos numéricos avanzados que
completa la formacion en Analisis numeérico. Los contenidos de es-
tas asignaturas vienen recogidos en la Memoria Verifica (ver [3]) y
son los siguientes:

e Herramientas Informaticas, 1°" curso- segundo cuatrimestre
(2C) (6 ECTYS).

® Programas de calculo simbolico: Mathematica y Matlab.
Nociones basicas.

* Representaciones numéricas y fuentes de error en el or-
denador. Precision.

¢ Algoritmos basicos en Matlab. Calculo matricial basico.
® Algoritmos para la solucion de ecuaciones no lineales.

¢ Edicion de textos cientificos (BIjX).
e Métodos numeéricos para el algebra lineal, 2°-1C, (6 ECTS).

¢ Resolucion numérica de sistemas de ecuaciones lineales.

¢ Calculo de valores y vectores propios de una matriz.

e Aproximacion numeérica, 3°-1C, (6 ECTS).
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* Aproximacion de funciones. Interpolacion. Minimos cua-
drados.

* Integracion numeérica.
e Calculo numérico, 42-1C, (9 ECTS).

¢ Diferenciaciéon numeérica.
¢ Resolucion numeérica de EDO.

¢ Resolucion numeérica de EDP.
e Métodos numéricos avanzados, 4°-2C, (6 ECTS).

* Métodos numéricos en diferencias finitas para ecuacio-
nes en derivadas parciales.

¢ Analisis de la estabilidad y convergencia de los métodos
numeéricos para ecuaciones en derivadas parciales.

* Métodos numeéricos implicitos para ecuaciones en deri-
vadas parciales lineales.

* Métodos iterativos para la resolucion de sistemas de ecua-
ciones lineales.

El area de conocimiento Matematica Aplicada tiene adscritas,
ademas de las asignaturas de Analisis numeérico, las asignaturas
correspondientes a las materias Ecuaciones diferenciales: EDO (2°-
2C, 9 ECTS), EDP (32-2C, 6 ECTS); Modelizacion matemdtica (32-
1C, 6 ECTS) y Ampliacion de ecuaciones diferenciales (4°-1C, 6
ECTS).

En resumen, de los 54 créditos de las asignaturas adscritas al
area de Matematica Aplicada, 21 son de la materia Métodos numé-
ricos y 6 de Herramientas informaticas. El resto, 27 ECTS, estan
repartidos en asignaturas relacionadas con modelizacion matema-
tica y ecuaciones diferenciales.
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3.3

Contextualizacion de la asignatura
Aproximacion numeérica en el grado
en Matematicas

La asignatura Aproximacion numérica se imparte en el primer
cuatrimestre del tercer curso del grado en Matematicas. Los con-
tenidos que veremos con mas detalle en los capitulos 4]y [5] son tal
y como se indica en la Memoria de Verificacion ([3]): Aproximacion
a funciones. Interpolacion y minimos cuadrados e Integracion nu-
meérica. Resulta evidente, por tanto, la vinculacion en la parte teo-
rica con dos asignaturas basicas de primero: Andlisis matematico
Iy Algebra lineal y geometria I. Ciertos contenidos de estas asigna-
turas seran necesarios como base para probar resultados teoricos
como el error de interpolacion o conceptos como espacios vecto-
riales. En la parte practica de la asignatura se implementaran los
meétodos numéricos y se comprobaran los resultados teodricos. Por
tanto, se necesitan conocimientos de programacion que se estu-
dian en las asignaturas Herramientas Informaticas e Informdtica.

Para aproximar una funciéon por minimos cuadrados resolvere-
mos el sistema de ecuaciones normales utilizando contenidos de la
asignatura Métodos numéricos para el algebra lineal. También, uti-
lizaremos conceptos como convergencia de sucesion de funciones
y minimizaremos una funcioén de varias variables que son parte de
los contenidos de Anadlisis matemcditico II.

Los contenidos de esta asignatura se utilizan en Cdlculo numéri-
coy en la optativa de cuarto curso Métodos numéricos avanzados.
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Guia de la asignatura

En esta seccion presentaremos la estructura docente de la asig-
natura Aproximaciéon numeérica. En particular, especificaremos
su planificacién y toda la informaciéon necesaria para su segui-
miento. Lo haremos utilizando el esquema de guia docente de la
Facultad de Ciéncies Matematiques donde se describen los objeti-
vos y las competencias generales, asi como las competencias es-
pecificas que debe adquirir un/a alumno/a. Comentaremos los
resultados de aprendizaje que debe alcanzar el/la alumno/a y ha-
remos un breve recorrido por los contenidos de la asignatura que
desarrollaremos con mas detalle en el capitulo [5, Plantearemos
una secuenciacion de los contenidos especificos indicando lo que
trabajaremos en cada una de las sesiones. Finalmente, indicare-
mos la metodologia docente que utilizaremos y el sistema de eva-
luacion que llevaremos a cabo. Para desarrollar este capitulo nos
basamos fundamentalmente en dos documentos: la Guia de asig-
natura de Aproximacion numeérica [2] y la Memoria de verificacion
[3] que se encuentran en la pagina web del grado de Matematicad'|

"http://www.uv.es/grado/matematicas


http://www.uv.es/grado/matematicas
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Comenzamos, por tanto, con la descripcion general y el objetivo
de la asignatura.

4.1

Descripcion y objetivo de la
asignatura

La finalidad de esta asignatura es introducir al/a la alumno/a
en el aprendizaje de los conceptos, resultados y algoritmos basicos
en cuanto se refiere a la aproximacion e interpolacion numeérica
de funciones, asi como algunas de sus aplicaciones, como es la
integracion numérica. Asi, familiarizaremos al/a la estudiante en
diferentes métodos de interpolacion, polinémica o segmentaria, y
de aproximacion por minimos cuadrados, al igual que a estimar,
cuando sea posible, la calidad de tales interpolaciones o aproxi-
maciones. Estas técnicas ayudaran a disenar y describir reglas
basicas de integracion numérica.

Esta asignatura, que se encuentra ubicada en el primer se-
mestre del tercer curso del grado, tiene caracter obligatorio y se
imparte posteriormente a la asignatura de Métodos Numéricos pa-
ra el Algebra Lineal, también perteneciente a la rama de Analisis
Numérico, tal y como hemos comentado en la seccién [3.3]

4.2

Competencias y
resultados de aprendizaje

La transformacion y adecuacion de las titulaciones al EEES a
raiz de la Declaracion de Bolonia de 1999 se realizo configurando-
las en torno a una serie de competencias que son segun el Proyecto
de Definicién y Seleccion de Competencias (DeSeCo 2003, [9]) de
la OCDE:
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“la capacidad de responder a demandas complejas y llevar a
cabo tareas diversas de forma adecuada’. Asi, la competencia “su-
pone una combinacion de habilidades practicas, conocimientos, mo-
tivacion, valores éticos, actitudes, emociones, y otros componerntes
sociales y de comportamiento que se movilizan conjuntamente para
lograr una accion eficaz*.

En esta seccion analizaremos la contribucion de la asignatura
Aproximacion numérica, en términos de competencias, al grado en
Matematicas. En la Memoria de verificacion [3] se introducen com-
petencias basicas que mostramos en la tabla [4.1] Estas competen-
cias se adquieren de manera transversal y, por tanto, se trabajan
en todas las asignaturas.

Asimismo, se establecen las competencias generales recogidas
en la tabla [4.2] de las cuales, el estudio de Aproximacion numérica
contribuye al desarrollo de CGO1, CG02, CG04, CGO5 y CGO6.
Estas se trabajan, entre otras situaciones, en la elaboracién de
las practicas con ordenador que son de gran importancia en la
asignatura. Esto queda reflejado de manera clara en los criterios
de evaluacion.

Finalmente, se indican las competencias especificas, tabla [4.3]
En la Memoria de Verificacion [3], se detallan qué competencias
se desarrollan en el modulo de nivel 2 Métodos numéricos que son
CEO1, CEO5, CEO6, CE07, CEO8, CE09. Resulta llamativa la au-
sencia de las competencias CEO3, CEO4, ya que esta asignatura se
encuadra en el area de Matematica Aplicada y las practicas y semi-
narios van enfocados al estudio de distintos métodos numéricos,
analisis de resultados e interpretacion de soluciones. Entendemos
que la ausencia de CEO2 se debe a que las asignaturas que contri-
buyen mas al desarrollo de esta competencia por parte del/de la
alumno/a son las optativas de cuarto curso vinculadas de forma
directa con la practica.

En esta memoria utilizamos la siguiente definicion extraida de
[1] citando a [10]:

“Los resultados del aprendizaje son declaraciones de lo que se
espera que un estudiante conozca, comprenda y/o sea capaz de
hacer al final de un periodo de aprendizaje.

En la Memoria de Verificacion se indican los resultados apren-
dizaje que recogemos en la tabla para la materia Métodos nu-
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COMPETENCIAS Y RESULTADOS DE APRENDIZAJE

Id.

Descripcion

CBl1

CB2

CB3

CB4

CB5

Que los estudiantes hayan demostrado poseer y com-
prender conocimientos en un area de estudio que
parte de la base de la educacion secundaria gene-
ral, y se suele encontrar a un nivel que, si bien se
apoya en libros de texto avanzados, incluye también
algunos aspectos que implican conocimientos proce-
dentes de la vanguardia de su campo de estudio.
Que los estudiantes sepan aplicar sus conocimien-
tos a su trabajo o vocacion de una forma profesional
y posean las competencias que suelen demostrarse
por medio de la elaboracion y defensa de argumentos
y la resolucion de problemas dentro de su area de
estudio.

Que los estudiantes tengan la capacidad de reunir e
interpretar datos relevantes (normalmente dentro de
su area de estudio) para emitir juicios que incluyan
una reflexion sobre temas relevantes de indole social,
cientifica o ética.

Que los estudiantes puedan transmitir informacion,
ideas, problemas y soluciones a un publico tanto es-
pecializado como no especializado.

Que los estudiantes hayan desarrollado aquellas ha-
bilidades de aprendizaje necesarias para emprender
estudios posteriores con un alto grado de autonomia.

Tabla 4.1: Competencias bdsicas del Grado en Matemdaticas

méricos. Los correspondientes a la asignatura Aproximacion Numé-
rica son RAO3 y la primera parte (integracion numeérica) de RA0O4;
RAO5 y RAO6 que son transversales a todas las asignaturas del

modulo.

E1 RAOS es un resultado de aprendizaje muy general que permi-
te disenar la asignatura desde distintos prismas. A continuacion,
concretamos por medio de los contenidos desde qué punto de vis-
ta introducimos al/a la alumno/a la aproximacion numeérica de
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Id. Descripcion

CGO1 Tener capacidad de analisis y sintesis.

CGO02 Tener capacidad de organizacion y planificacion.

CGO3 Tener capacidad de critica.

CGO0O4 Resolver problemas que requieran el uso de herra-
mientas matematicas.

CGO5 Saber trabajar en equipo.

CGO6 Aprender de manera autonoma.

CGO7 Adaptarse a nuevas situaciones.

CGO8 Tener la capacidad de reunir e interpretar datos rele-
vantes con perspectiva de género, para emitir juicios
que incluyan una reflexion sobre temas relevantes de
indole social, cientifica o ética, en particular sobre
los derechos y practicas de igualdad entre mujeres y
hombres.

Tabla 4.2: Competencias generales del Grado en Matemdticas.
funciones.

4.3
Descripcion de contenidos

En la Memoria de Verificacion del grado en Matematicas [3] se
senalan los siguientes contenidos para la asignatura Aproximacion
Numérica:

e Aproximacion de funciones. Interpolacion. Minimos cuadra-
dos.

¢ Integracion numeérica.

El primer descriptor es muy general ya que podemos aproximar
funciones utilizando una amplia cantidad de técnicas matemati-
cas. En esta asignatura nos centramos en aproximar una funcion
como combinacion de polinomios de un determinado grado. Asi,
repartimos los contenidos en siete temas planteando un problema
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Id. Descripcion

CEO1 Poseer y comprender los conocimientos matematicos.

CEO2 Saber aplicar los conocimientos al mundo profesio-
nal.

CEO3 Visualizar e interpretar las soluciones que se obten-
gan.

CEO4 Argumentar logicamente en la toma de decisiones.

CEO5 Expresarse matematicamente de forma rigurosa y
clara.

CEO6 Razonar logicamente e identificar errores en los pro-
cedimientos.

CEQ7 Tener capacidad de abstraccion y modelizacion.

CEO08 Participar en la implementacion de programas infor-
maticos y conocer software matematico.

CEQ9 Conocer el momento y el contexto historico en el que
se han producido las grandes contribuciones de mu-
jeres y hombres al desarrollo de las matematicas.

Tabla 4.3: Competencias especificas del Grado en Matemditicas.

en cada uno de ellos. En todos los temas analizamos y probamos
el error cometido y mostramos una serie de ejemplos para clarifi-
car los conceptos teoricos. En el primer tema, introducimos a la
aproximacion por polinomios demostrando el teorema de Weiers-
trass. En la segunda parte del mismo, supondremos conocidos el
valor de la funcion y de sus derivadas hasta un determinado orden
obteniendo asi el problema de Taylor (ya visto en primer curso, en
Andlisis matemdtico I, ver capitulo [3). En el segundo tema, se ana-
liza el problema de interpolacion de Lagrange, es decir, sabiendo
el valor de la funcién en un numero determinado de puntos, lla-
mados nodos, hallar un polinomio que pase por esos puntos. En
el tercer tema, se estudia como elegir la posicion de los nodos con
el fin de minimizar el error cometido. Si, ademas de conocer los
valores de la funcion en los nodos, conocemos los valores de las
sucesivas derivadas en estos nodos podemos enunciar el problema
de Hermite que es hallar un polinomio que interpole la funcién y
las sucesivas derivadas en los puntos dados. Dedicamos el tema
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Id. Descripcion

RAO1 Conocer y aplicar los métodos basicos de resolucion
de ecuaciones y sistemas de ecuaciones lineales.

RAO2 Conocer y aplicar los métodos de calculo de valores y
vectores propios de matrices.

RAO3 Conocer y aplicar los métodos de aproximacion nu-
meérica de funciones.

RAO4 Conocer y aplicar los métodos de integracion y di-
ferenciacion numeérica, y los métodos de resolucion
numeérica de ecuaciones diferenciales ordinarias.

RAO5 Conocer las técnicas basicas del analisis numeérico
y su traduccion en algoritmos a implementar en un
lenguaje de programacion.

RAO6 Utilizar herramientas de software matematico que
sirvan para la resolucion de problemas numeéricos

Tabla 4.4: Resultados de aprendizaje de la materia Métodos numéricos

4 a resolver este problema. En el tema 5 extendemos lo visto en
los temas 2 y 4 definiendo interpolacion segmentaria e introduci-
mos el concepto de splines. En el tema 6 aplicamos interpolacion
de Lagrange para definir reglas o formulas que nos permitan cal-
cular la integral de una determinada funciéon. En los temas del
2 al 5, la aproximacion a una funcion se ve desde el punto de
vista interpolatorio, es decir, buscamos otra funcion, en este caso
una combinacion de polinomios, que sea exacta en los datos. Sin
embargo, en gran numero de aplicaciones los datos presentan un
cierto ruido y no es conveniente utilizar una técnica interpolado-
ra. En este tipo de ejemplos conviene aplicar técnicas aproximan-
tes como minimos cuadrados. Asi, en el tema 7 trabajamos este
concepto, introduciendo distintas formas optimas de resolver este
problema.
Esquematizamos estos contenidos en el siguiente indice:

Tema 1: Aproximacion de funciones I: Los problemas de Weiers-
trass y Taylor

1.1. Introduccion.
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1.2. El problema de Weierstrass.

1.3. El problema de Taylor.
Tema 2: La interpolacion de Lagrange

2.1. Introduccion

2.2. El problema de interpolacion de Lagrange

2.3. La base de polinomios de grado menor o igual a n.
2.4. El error de interpolacion de Lagrange.

2.5. La forma de Newton del polinomio interpolador. Las
diferencias divididas.

Tema 3: La eleccion de los nodos de interpolacion

3.1. Introduccion.

3.2. Los polinomios de Chebyshev.
Tema 4: La interpolacion de Hermite

4.1. Introduccion
4.2. Interpolacion de Hermite

4.3. La forma de Newton del polinomio interpolador de
Hermite

4.4. El error de interpolacion de Hermite.
Tema 5: La interpolacion polinémica segmentaria
5.1. Introduccion: Convergencia de sucesiones de polino-
mios.
5.2. Interpolacion de Lagrange segmentaria.
5.3. El error de la interpolacion de Lagrange segmentaria.
5.4. Interpolacion de Hermite segmentaria.
5.5. El error de la interpolacion de Hermite segmentaria.

5.6. Interpolacion por splines.

Tema 6: Integracion numeérica
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6.1. Introduccion. Cuadratura numeérica.
6.2. Reglas de integracion simples.
6.3. Reglas de integracion compuestas.

6.4. Reglas de integracion gaussianas.
Tema 7: Aproximacion a funciones II: Minimos cuadrados

7.1. Introduccioén.
7.2. El método de las ecuaciones normales.

7.3. Métodos basados en la descomposicion QR.

4.4

Volumen de trabajo y organizacion
de las sesiones presenciales

Desde la adaptacion de los titulos universitarios al EEES (ver
capitulo |1) entendemos que un crédito ECTS equivale a 25 horas
de trabajo del/de la alumno/a. Esta asignatura es de 6 créditos,
es decir, 60 horas presenciales mas 90 de trabajo del/de la estu-
diante. El reparto de estas horas se puede ver en la tabla [4.5]

A continuacion, secuenciamos los contenidos por temas, indi-
cando cuantas sesiones dedicaremos a cada uno de los temas. La
distribucion la hacemos siguiendo los horarios que desde el curso
12-13 (implantacion de 3° de grado) se le asignan a Aproximacion
numérica, es decir 30 sesiones de una hora de teoria, 11 sesiones
de 2 horas de practicas, 4 sesiones de hora y media de semina-
rios y una sesion complementaria correspondiente a seminarios
con practicas de dos horas que utilizaremos para recapitular todo
lo visto en la asignatura y realizar ejercicios complementarios. En
la tabla incluimos la cantidad de horas dedicadas a cada te-
ma y el namero de sesiones que utilizaremos para trabajar cada
practica.

Sesiones presenciales de practicas
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30 PRESENCIALES
Actividades presenciales Horas
Clases de teoria 30
Clases de practicas en aula de informatica 22.5
Sesiones de seminarios 7.5

Total actividades presenciales 60

Actividades no presenciales Horas
Preparacion de clases de teoria 35
Preparacion de actividades de evaluacion 25
Preparacion de clases practicas y de seminarios 30
Total actividades no presenciales 90

Horas totales 150

Tabla 4.5: Reparto del volumen de trabajo de la asignatura de Aproxima-
cion numérica

Tema ST (1 h.) SP (2 hs.)
1. Aproximacion de funciones I 4 1
2. Interpolacion de Lagrange 6 2
3. La eleccion de los nodos 2 1
4. La interpolacion de Hermite 3 1
5. La interpolacion segmentaria 6 2
6. Integracion numeérica 6 2
7. Minimos cuadrados 4 1
Ejercicios complementarios 1 1

Sesiones totales 32 11

Tabla 4.6: Niuimero de sesiones tedricas (ST) y prdcticas (SP) dedicadas a
cada tema

En este apartado comentamos brevemente qué trabajaremos en
cada practica. Los enunciados de las mismas se pueden ver con
detalle en el capitulo [5]

Practica 1 Aproximacion a funciones I: Polinomios de Bernstein y
de Taylor.

Esta practica tiene dos partes, analizar la convergencia de los
polinomios de Bernstein en el espacio normado de funciones
continuas (Cla, b], || -||«) ¥ la aproximacion a una funcion utili-
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zando polinomios de Taylor. Por tanto, los objetivos seran los
siguientes:

- Analizar numéricamente los resultados teoricos sobre la
aproximacion de Weierstrass utilizando polinomios de Berns-
tein.

- Analizar numéricamente los resultados teéricos sobre la
aproximacion de Taylor.

En la primera parte, polinomios de Bernstein, disenaremos
una funcion en Matlab para calcular el error numeérico entre
la funcion real y el polinomio n-ésimo de Bernstein. A partir
de esta funcion analizaremos la velocidad de convergencia
de los polinomios y el/la alumno/a tendra que justificar a
través de los experimentos numeéricos si hay convergencia y
su velocidad.

En la segunda parte, polinomios de Taylor, disennamos un ex-
perimento cogiendo una funcién continua y desarrollando-
la por Taylor en un determinado punto. Al igual que antes,
programamos una funcion para calcular el error numeérico y
compararlo con la cota tedrica demostrada en las sesiones
tedricas. Finalmente, se pide un analisis también grafico de
estos desarrollos.

Como tercer ejercicio se propone que el/la alumno/a disene
una estrategia para analizar el error cometido en un intervalo
concreto hallando en primer lugar el numero de derivadas
necesario para aproximar correctamente la funcion utilizando
el error numeérico.

Practica 2 Interpolacion de Lagrange I: La base de Lagrange.

En esta practica estudiaremos el problema de interpolacion
de Lagrange resolviendo algunos ejemplos. Nos centraremos
en la base de Lagrange y compararemos nuestros resultados
con los obtenidos utilizando el comando polyfit de Matlab
visto en teoria. Los objetivos de esta practica son los siguien-
tes:
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- Estudiar el método de interpolacion de Lagrange.

- Analizar la base de Lagrange para el calculo de interpo-
lacion.

- Analizar la formula del error de interpolacion de Lagran-

ge.

Esta practica consta de 4 ejercicios. En el primero pedimos
al/a la alumno/a que disenie una funcién para obtener el
polinomio interpolador utilizando la base de Lagrange y lo
compare con los resultados vistos en clase de teoria. En el
segundo ejercicio se pide que analice el error numérico com-
parandolo con la cota tedrica. Los dos ultimos ejercicios son
de caracter mas teorico, en el tercer ejercicio se analiza que
ocurre con el polinomio interpolador cuando le aplicamos una
funcion afin a los nodos y en el cuarto estudiamos para qué
grado de polinomio la interpolacion de Lagrange es exacta.

Practica 3 Interpolacion de Lagrange II: La base de Newton.

En esta segunda practica, correspondiente a los contenidos
vistos en el tema 2, profundizaremos en el concepto de dife-
rencia dividida y la forma de Newton del polinomio interpola-
dor. Asi, los objetivos planteados son:

- Estudiar el método de interpolacion de Lagrange.
- Estudiar el concepto de diferencias divididas.

- Analizar la base de Newton para el calculo del polinomio
de interpolacion.

- Analizar la formula del error en funcion de las diferencias
divididas.

Comenzamos programando una funcion en Matlab que de-
vuelva la matriz de diferencias divididas. Utilizamos esta fun-
cion para ver varios ejemplos. Seguidamente, en el segundo
ejercicio, analizamos las diferencias divididas de funciones
polinomicas y analizamos la relacion de las derivadas con las
diferencias divididas vistas en clase de teoria. En el ejercicio
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3 disennamos una funcion para calcular el polinomio interpo-
lador utilizando la base de Newton llamando a la funcién del
ejercicio 1. Al igual que antes, usamos estos programas en al-
gunos ejemplos. Finalmente, en el ultimo ejercicio se plantea
una situacion real y pedimos al/a la alumno/a que idee una
posible solucion. Este ejercicio lo utilizaremos en una prac-
tica posterior para ver los efectos no deseados de utilizar un
numero de nodos demasiado elevado para la interpolacion.

Practica 4 Los nodos de Chebyshev: Analisis del error de la inter-
polacion de Lagrange.

La eleccion de los nodos en la interpolacion de Lagrange, si
es posible, puede provocar que la interpolacion calculada se
aproxime mejor a la funcion real. En esta practica analizare-
mos qué nodos minimizan la férmula del error que podemos
controlar utilizando los polinomios de Chebyshev. Marcamos
los siguientes objetivos:

- Analizar numéricamente los resultados teoricos sobre la
interpolacion de Lagrange utilizando los nodos de Cheby-
shev.

- Comparar entre la interpolacion utilizando nodos igual-
mente espaciados y nodos de Chebyshev.

El primer ejercicio lo dedicamos a comprobar numéricamente
que, efectivamente, cuando interpolamos la funcion de Runge
utilizando nodos igualmente espaciados el error que comete-
mos crece con el grado del polinomio de interpolacion usado.
Sin embargo, cuando escogemos los nodos de Chebyshev el
error disminuye. Para llevar a cabo este experimento disena-
mos una funcion de Matlab que devuelva el error numérico en
un mallado equiespaciado entre la funcion y los polinomios
interpoladores.

En el segundo ejercicio se utiliza lo visto en las practicas an-
teriores para interpolar una funcion suave y analizar el error
cometido. Esta practica sera la base para el informe que en-
tregara el/la alumno/a sobre las practicas 2, 3y 4.
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Practica 5 La interpolacion de Hermite

Si supiésemos como datos junto con los valores de la funcion
en los nodos, ciertos valores de la derivada podriamos calcu-
lar un polinomio interpolador que ademas tuviese la misma
pendiente (o derivadas de orden mayor) que la funcion en los
puntos dados. Este es el conocido como problema de inter-
polacion de Hermite que trabajaremos en esta practica. Los
objetivos que nos marcamos son:

- Estudiar el concepto de diferencias divididas generaliza-
das.

- Estudiar la interpolacion de Hermite y analizar el error.

Esta practica consta de tres ejercicios, los dos primeros estan
destinados a la programacion de dos funciones, una para cal-
cular las diferencias divididas generalizadas de un conjunto
de datos dados, otra para calcular el polinomio de Hermite
en la forma de Newton. Finalmente, en el ejercicio 3 hay que
poner en practica estas funciones para calcular el polinomio
interpolador de Hermite de varias funciones en varios nodos.
Ademas, se pide una comparacion entre el error real cometido
y la cota teodrica.

Practica 6 La interpolacion segmentaria.

En esta practica y en la siguiente vamos a trabajar la inter-
polacion segmentaria. Los objetivos son:

- Estudiar la interpolacion segmentaria, analizar los resul-
tados teoricos vistos en el tema 5.

- Comparar la interpolacion segmentaria con la interpola-
cion utilizando todos los nodos del mallado.

Esta practica consta de 5 ejercicios, los dos primeros para di-
senar dos funciones: una para interpolacion de Lagrange seg-
mentaria y la otra para calcular el polinomio cubico de Her-
mite. A partir de estos dos ejercicios, el resto es para compro-
bar los resultados tedricos vistos en el tema 5. Como hemos
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hecho en practicas anteriores analizamos qué ocurre cuando
aplicamos la interpolacion a funciones polinémicas. Acaba-
mos recuperando el ejercicio que vimos en la practica 3. En
este caso, la interpolacion utilizando todos los nodos disponi-
bles no ofrece un resultado adecuado, es necesario otro tipo
de interpolacion, por ejemplo, segmentaria. Guiamos al/a la
alumno/a para que deduzca una solucion. Esta es un practi-
ca central en la asignatura.

Practica 7 La interpolacion segmentaria en una mallado unifor-
me.

En diversas aplicaciones reales como tratamiento de senales
o de imagenes, los nodos utilizados son equiespaciados. En
esta practica trabajamos especificamente este caso. Los obje-
tivos, por tanto, son:

- Estudiar la interpolacion segmentaria en un mallado uni-
forme, analizar los resultados tedricos vistos en el tema
5.

- Comparar la interpolacion segmentaria en un mallado
uniforme con la interpolacion utilizando todos los nodos
del mallado uniforme.

El primer ejercicio trata sobre el error de la interpolacion seg-
mentaria en un mallado uniforme. La segunda parte de la
practica esta dedicada a analizar el error y el orden numeéri-
co, aunque este ultimo concepto no se definira ya que se vera
en cuarto curso en la asignatura de Cdlculo numérico.

Practica 8, (sesiones 8 y 9) Integracion numeérica I: Reglas com-
puestas.

En esta practica trabajaremos los conceptos vistos en la pri-
mera parte del tema 6. Los objetivos son:

- Estudiar los métodos de integracion numeérica basados
en interpolacion polinéomica con nodos igualmente espa-
ciados.
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- Analizar numéricamente los resultados teoricos vistos en
el tema 6.

Comenzamos disefando una funciéon de Matlab que calcu-
le las aproximaciones a la integral de una funcion utilizando
las reglas del rectangulo, trapecio y Simpson compuestas y
devuelva el error si conocemos el valor real de la integral. Uti-
lizamos este ejercicio para ver ejemplos en polinomios, lo que
nos permitira analizar la férmula del error en los siguientes
3 ejercicios. Seguidamente, propondremos un ejercicio plan-
teando un experimento completo. El ultimo ejercicio esta de-
dicado al analisis del error.

Practica 9, (voluntaria) Integracion numeérica II: Reglas gaussia-
nas.

Si escogemos los nodos y los coeficientes de una determina-
da forma podemos mejorar la aproximacion a la integral. Por
esta razon, definimos las reglas gaussianas que trabajaremos
en esta practica. Tenemos los siguientes objetivos:

- Estudiar las reglas gaussianas de integracion numeérica.

- Analizar numéricamente los resultados teoéricos vistos en
el tema 6.

Empezamos, como en todas las practicas, disenando una fun-
cion en Matlab. En este caso, que halle el polinomio moénico
ortogonal en el espacio £?[a,b], las raices de este polinomio y
la regla gaussiana que se obtiene al utilizarlas como nodos
en las formulas de Newton-Cotes. Usando esta funcion pro-
ponemos un segundo ejercicio para resolver un ejemplo de
una funcioén polinémica en £?[—1,1] y un ejercicio completo,
similar al visto en la Practica 8 comparando el resultado de
aplicar las reglas gaussianas con las reglas del trapecio y de
Simpson.

Finalmente, el ultimo ejercicio es tedrico, lo dedicamos a ana-
lizar qué relacion hay entre las férmulas gaussianas cuando
cambiamos el intervalo donde integramos.
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Practica 10 Minimos cuadrados y sistemas sobredeterminados.

Dedicaremos la ultima practica del curso a aproximar funcio-
nes utilizando minimos cuadrados o ajustes no lineales que
se puedan resolver con minimos cuadrados. Los objetivos en
esta practica seran:

- Estudiar la aproximacion de funciones utilizando mini-
mos cuadrados.

- Analizar numéricamente los resultados teoricos vistos en
el tema 7.

En el primer ejercicio se pedira al/a la alumno/a que disene
una funciéon que ajuste una serie de datos ya sea por medio
de una recta de regresion, ajuste hiperbolico, exponencial,
potencial o polinomico. Se facilitaran una serie de datos para
que usando la funcién programada devuelva de forma grafica
los distintos ajustes.

Finalmente, se analizara la resolucion de sistemas sobrede-
terminados utilizando la factorizacion de Cholesky y la des-
composicion QR.

Sesiones presenciales de seminarios

En las sesiones de seminarios el alumnado, en grupos de 3 o
4 personas, realizaran un trabajo en formato BIX explicando un
tema relacionado con la asignatura y lo presentaran en la ultima
sesion de seminarios a toda la clase. Estos trabajos constaran de
varias secciones obligatorias que seran: Introduccion, experimen-
tos numeéricos, programas utilizados, conclusiones y bibliografia.
Los objetivos de los seminarios son:

- Buscar informacion de un tema relacionado con la asignatura
Aproximacion numérica que no necesariamente ha sido visto
en las sesiones teoricas.

- Ser capaz de leer y comprender un tema relacionado con la
asignatura.
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- Disenar experimentos y funciones en Matlab para probar nu-
meéricamente resultados de un tema relacionado con la asig-
natura.

- Escribir un texto breve explicando los principales resultados
sobre un tema relacionado con la asignatura.

- Presentar con claridad los principales resultados sobre un
tema relacionado con la asignatura.

Brevemente, describimos qué trabajaran en cada sesion de se-
minario presencial.

Seminario 1 Eleccion del trabajo a realizar y formacion de los
grupos.

En este primer seminario formaran los grupos de trabajo y es-
cogeran uno de los temas del listado que ofreceremos. Todos
los temas estan relacionados con una parte de la asignatura
y ningun grupo podra repetir tema. Comenzaran buscando
informacion sobre el tema y planteando un primer indice que
entregaran al final de clase.

Seminario 2 Elaboracion de los experimentos numeéricos.

En todos los temas habra la posibilidad de disenar experi-
mentos numeéricos. Dedicaremos la segunda sesion presen-
cial de seminario a este fin. Dependiendo del tiempo disponi-
ble comenzaran a programar estos experimentos.

Seminario 3 Conclusiones y elaboracion de la presentacion.

Dividiremos esta sesion en dos partes:

Primera parte: la dedicaremos a obtener conclusiones del
trabajo y terminar la parte escrita.

Segunda parte: elaboraran en formato beamer una presen-
tacion del trabajo que tendran que exponer en 5-7 minu-
tos en la sesion siguiente.

Seminario 4 Presentacion de los trabajos.
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Cada grupo durante 5-7 minutos presentara su trabajo. Abri-
remos un turno de preguntas, que podria ser de caracter obli-
gatorio, dependiendo del namero de grupos y del tiempo dis-
ponible.

4.5
Metodologia docente

Presentamos una metodologia docente clasica dentro del tipo
de asignatura y del modulo donde se encuadra Métodos numeéricos.
Asi, citamos a continuacion el apartado correspondiente a meto-
dologia que aparece en la guia docente oficial de la asignatura [2]:

El desarrollo de la asignatura se estructura en torno a tres ejes:
las sesiones de teoria, las clases prdcticas (en el aula con el orde-
nador) y las tutorias y seminarios.

Por lo que respecta a las primeras, el profesor desarrollara los
puntos principales del temario, usando el ordenador del aula cuan-
do sea necesario ilustrar algun punto concreto. El/La alumno/a
debe atender al tiempo de preparacion de las clases previsto pa-
ra su aprovechamiento optimo. Las clases prdcticas serviran para
que el/la alumno/a verifique el grado de conocimiento adquirido,
enfrentandose a problemas relativamente complejos y analizando
los resultados obtenidos. Al igual que antes, el/la alumno/a debera
preparar dichas sesiones para poder realizar los experimentos en el
tiempo previsto.

4.5.1
Metodologia de las sesiones presenciales

La metodologia utilizada buscara la maxima participacion del
alumnado, intentado que sean los/as estudiantes los/as que cons-
truyan su propio aprendizaje. Intentaremos que las demostracio-
nes de los teoremas, el diseno de los algoritmos y los ejemplos
planteados sean resueltos de manera autonoma con la ayuda que
les prestamos.
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En seccion explicamos cual sera la metodologia que utilizare-
mos en las sesiones presenciales de teoria, practicas y seminarios.

Sesiones presenciales de teoria

Las clases presenciales de teoria se llevaran a cabo siguiendo
unas transparencias que serviran como guion. Todas las clases
comenzaran con una introduccion a modo de repaso de los con-
ceptos o contenidos vistos en la sesion anterior dando continuidad
al curso académico. Los conceptos tedricos definidos en clase se
analizaran, pidiendo al/a la alumno/a que indique cuales son las
partes mas relevantes de la definicion. En cuanto a los resultados
teoricos demostrados en clase se procurara que el/la alumno/a
proponga una posible demostracion antes de ver una posible solu-
cion propuesta por el profesor. De esta manera, se hara hincapié
en que no hay necesidad de aprenderse de memoria ninguna de
las pruebas. Se dividira la demostracion del teorema o proposicion
en preguntas mas sencillas indicando los puntos clave, de manera
que el/la alumno/a sea capaz de construir toda la demostracion
mediante pasos mas sencillos.

Después de cada concepto se mostraran una serie de ejemplos
con el fin de que se clarifiquen las definiciones. Finalmente, se in-
troduciran ciertas aplicaciones o ejemplos practicos asi como ejer-
cicios que resolveran en el aula o se dejara como trabajo autonomo
del/de la alumno/a.

En estas clases tedricas, si fuese necesario, se utilizara el pro-
grama Matlab para generar nuevos ejemplos. También, se indica-
ran los comandos que este software tiene implementados de ma-
nera optima para trabajar los conceptos clasicos de la asignatura.

En todo momento, en las clases tedricas, se incitara a la par-
ticipacion activa del/de la alumno/a, se veran ejemplos practicos
con graficas y tablas de convergencia donde se podran contrastar
todos los resultados teoricos presentados.

Por tanto, la metodologia utilizada es la clase magistral, bus-
cando la alta participacion del alumnado.

Sesiones presenciales de practicas

Las sesiones practicas se llevaran a cabo mediante la metodo-
logia que se utiliza habitualmente en las asignaturas de la mate-
ria Métodos numéricos y Herramientas Informaticas. Se haran en
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el laboratorio de informatica utilizando el programa Matlab como
software para realizar los experimentos numéricos. Se planteara
un problema o experimento determinado en un guion entregado
por el profesor. Se analizara teéricamente, en los casos que sea
posible, qué resultados se obtendrian y por qué. Se disenharan los
algoritmos necesarios para trabajar ese experimento o ejemplo y
se estudiaran los resultados numéricos en comparacion con los
teoricos dando justificacion de cada uno de ellos. Se elaborara un
documento en formato ElgX donde se detallen las soluciones del
experimento o ejemplo propuesto.

Las practicas se corregiran posteriormente y se entregaran una
serie de comentarios y sugerencias a modo de retroaccion para que
el/la alumno/a vea donde estan los errores y como solucionarlos.

Sesiones presenciales de seminarios

En las sesiones de seminarios se realizara un trabajo por grupo
de un tema relacionado con los contenidos de la asignatura que no
se vera en las sesiones teoricas. Se trabajara de manera autéonoma
guiados/as por el profesor. En la ultima sesién, se presentaran
en grupo los trabajos propuestos potenciando, de esta manera, la
dimension comunicativa del/de la alumno/a.

4.5.2
Aspectos y recursos didacticos

En las sesiones presenciales se utilizaran como recursos:
e Transparencias.

Pizarra.

El software Matlab.

Guiones de practicas o de seminarios.

Ordenadores.

El material docente que se proporcionara a través de la plata-
forma MOODLE-UV a los/as alumnos/as se puede resumir en los
siguientes puntos:



42 METODOLOGIA DOCENTE

Transparencias: Guiones de los resultados tedricos que sirven co-
mo guia de la asignatura.

Apuntes teodricos: Documento con toda la teoria basada en el ma-
nual [5].

Guiones de las practicas Guia para realizar las practicas.

Solucion de las practicas: Después del plazo de entrega de la me-
moria de practicas, se facilitara una posible solucion de las
mismas.

Ejercicios complementarios: Documento con posibles problemas
de interés que no se resolveran en el aula y que serviran para
la preparacion del examen.

Bibliografia: Seleccion de libros o documentos que complementan
los apuntes proporcionados.

4.5.3
Evaluacion

En esta seccion introducimos la evaluacion senalada en la guia
de asignatura [2]:

La evaluacion del aprendizaje de los conocimientos y competen-
cias conseguidas por los estudiantes se hara de _forma continuada
a lo largo del curso y constara de los siguientes bloques de evalua-
cion:

Teoria y practicas: dado que los objetivos de la asignatura se cen-
tran en el afianzamiento de técnicas de calculo por ordenador,
esta evaluacion se realizara en dos etapas: Evaluacion conti-
nua de las sesiones practicas y la presentacion de memorias,
con codigo, resultados y comentarios. Realizacion de contro-
les sobre los contenidos prdcticos. (Hasta 4 puntos, es decir,
el 40% de la nota final). Evaluacién final, consistente en un
examen teorico puntuado hasta 5 puntos, es decir, el 50% de
la nota final.
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Seminarios: se evaluard la participacion en estas sesiones y la ela-
boracion del trabajo pedido con una nota méaxima de 1 punto,
es decir, el 10% de la nota final.
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Desarrollo de los
contenidos de la
asignatura

En este capitulo estructuraremos los contenidos de la asignatu-
ra Aproximacion numérica. Dividimos el capitulo en siete secciones
correspondientes a los temas propuestos en el capitulo 4}

1.

N o o s N

Aproximacion de funciones I: Los problemas de Weierstrass y
de Taylor.

Interpolacion de Lagrange.
La eleccion de los nodos.

La interpolacion de Hermite.
La interpolacion segmentaria.
Integracion numeérica.

Aproximacion de funciones II: Minimos cuadrados
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Comenzamos cada seccion indicando los objetivos especificos, un
resumen del tema y el indice del mismo. Plantearemos una moti-
vacion por medio de un problema matematico en cada tema que
sirva como punto de partida para el desarrollo de cada leccion.

Tema 1

Aproximacion de funciones I:
Los problemas de Weierstrass y
Taylor

Objetivos del tema

e Introducir los conceptos de aproximacion y distancia
entre funciones.

e Estudiar la relacion entre los polinomios y las funciones
continuas en un intervalo.

e Revisar los conceptos adquiridos sobre aproximacion de
funciones: serie de Taylor, calculo del error de aproxi-
macion.

En este primer tema introducimos una serie de conceptos que
seran necesarios a lo largo del curso. Comenzamos revisando el
espacio vectorial de funciones continuas en un compacto, Cla,?|,
y lo dotamos de espacio normado definiendo la norma infinito. Se
puede demostrar que es un espacio de Banach pero no lo hare-
mos en este curso, los/as estudiantes lo veran en la asignatura
Analisis matematico III. Asi mismo, repasamos el concepto de su-
cesion de funciones, convergencia uniforme y demostramos que es
equivalente a la convergencia en norma infinito. Por ultimo, vemos
como aproximar una funcion por un polinomio en un intervalo de-
terminado, en este caso [0, 1], es equivalente a hacerlo en cualquier
otro intervalo [q, b]. Esto aparecera de manera recurrente en todos
los temas. Esta parte, por tanto, nos servira como base para los
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siguientes contenidos.

A continuacion, definimos el espacio de polinomios y demos-
tramos que es denso en (C|a, b], || ||~ ), problema de Weierstrass. La
idea es construir una sucesion de polinomios que se aproxime a
la funcion continua. Por tanto, esta demostracion sera constructi-
va utilizando los polinomios de Bernstein. Esta propiedad es muy
interesante a nivel tedrico, sin embargo, existe un coste en la velo-
cidad de convergencia. Por medio de un ejemplo analizaremos esta
propiedad.

En la tercera parte del tema abordamos el problema de Taylor
que consiste en aproximar una funcion por medio de un polinomio
en un entorno de un punto z, a partir del valor de la funcion y de
las sucesivas derivadas en ese punto. Repasamos este problema
probando la existencia y la unicidad de la solucion. Finalmente,
calculamos el error de aproximacion y mostramos algunos ejem-
plos.

Dividimos en tres secciones este primer tema como podemos
ver en el siguiente indice.

a )

Indice
e Introduccion.
e El problema de Weierstrass.

e El problema de Taylor.

Introduccion

Tal y como hemos indicado antes, introduciremos cada tema
con un problema matematico y propondremos al alumnado que
indiquen distintas posibilidades de resolucion. La idea es generar
en el/la alumno/a la capacidad de abordar problemas complejos a
raiz de los conocimiento adquiridos. La solucion de dicho problema
y las preguntas que surgen nos serviran como hilo conductor en
todo el tema.

En este tema comenzamos con una funcion continua cualquie-
ra ¢ : [0,1] - R y nos preguntamos si podemos de alguna manera
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encontrar un polinomio que esté suficientemente cerca de dicha
funcién, ver figura[5.1] En este problema subyacen varios concep-
tos que planteamos al alumnado en forma de pregunta:

e Definicion/repaso de las funciones continuas en un intervalo.

e /Qué significa que dos funciones estén cerca?

JPodemos generar una sucesion de polinomios que converja
a la funcion continua?

cQué significa converger en ese espacio de funciones?

¢Podemos ampliarlo cambiando [0, 1] por un intervalo [a, b]?

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

Figura 5.1: Funcion continua y su entorno

Una vez planteadas estas preguntas, dedicamos el resto de la
introduccion a repasar conceptos ya vistos en cursos anteriores,
en particular, en el area de Analisis matematico. Empezamos por
el espacio vectorial de las funciones continuas en un intervalo ce-
rrado y acotado, Cla, b] y lo dotamos de espacio normado definiendo
la norma infinito como

[/ lloc o) = max{[f ()] : = € [a, 0]}

Dejamos como ejercicio la prueba de que es norma. Si tuviése-
mos tiempo suficiente resolveriamos este ejercicio con la ayuda
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del alumnado. Nuestra intencion es aproximarnos a una funcion
continua por medio de una sucesion de funciones, en este caso de
polinomios de grado cada vez mayor. Asi, es necesario repasar la
convergencia uniforme de funciones y establecer una equivalencia
con la convergencia en norma infinito, es decir, si {f,},cy €5 una
sucesion de funciones en C|a, b] entonces

Lol o gty g
También planteamos esta demostracion como un ejercicio para
el/la estudiante. Finalmente, definimos el espacio de polinomios
en [a,b] que denotamos como Il[a, b]. Con estos ingredientes ya po-
demos abordar el problema de Weierstrass.

El problema de Weierstrass

La intencion de la segunda parte del tema 1 es principalmente
probar el siguiente teorema:

Teorema 5.1 (Teorema de Weierstrass). Sea f € C[0,1]. Para
todo ¢ > 0 existe P(f,¢) € I1]0, 1] tal que:

1P(f,€) = flleo <&

La primera pregunta que surge y que planteamos a los/as alum-
nos/as es, si al probar el teorema entonces queda probado el
mismo resultado pero para funciones continuas en cualquier in-
tervalo cerrado [a,b]. Con el fin de extender el teorema inducimos
al alumnado a plantear un posible resultado en forma de lema.
Asi, probamos que con la composicion de la funcion con el homeo-
morfismo v : [0,1] — [a,b] definida como ~(z) = a + (b — a)z queda
resuelto el problema.

Para demostrar el teorema de Weierstrass, definimos los poli-
nomios de Bernstein, B,,(f) : [0,1] - R como

B0 =3 (F)ra - (£).
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y vemos que B,(f) — f cuando n — oo en norma infinito. Durante
el curso, intentamos que el alumnado desarrolle las pruebas de
manera autonoma hasta encontrarse en una situacion demasiado
compleja, que llamaremos punto clave y donde intervendremos
dando la solucion en ese punto de la demostracion. En este caso
particular, hay dos puntos claves. Cuando restamos la funcién con
un polinomio de Bernstein en un punto cualquiera del intervalo
[0, 1] obtenemos:

/@) = Balf)()| = ‘f(x) S (1)t —ars () ‘ _

S ()

que es la expresion que tenemos que acotar. Por una parte, como
f € C[0,1] entonces es uniformemente continua en [0,1]. Asi, si
definimos

A, ={keN,:

k

tenemos un punto clave solucionado ya que los términos | f(z) — f (%) \
estan acotados. Para resolver el segundo punto clave, es decir
aquellos puntos que no pertenecen a A,, tenemos que probar el
siguiente lema previo:

Lema 5.2. Sea z € [0,1] y n € N con n > 2, entonces:

n

S (Pea-art—r (1) (5)a-are -

k=0 k=0 (5 1)

£ (e

k=0
Con este resultado y del hecho que:

k k\? (1 — )k k\?
r——|=8<z—— :>xk(1—x)”’k<M r——1,
n n 02

Sifd <

el alumnado podria concluir la prueba de manera auténoma.
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Este resultado es muy interesante desde el punto de vista teo-
rico. Sin embargo, en la practica los polinomios de Bernstein pre-
sentan una convergencia lenta. Mostramos esto por medio de un
ejemplo grafico (figura y numeérico.

4

35

3t

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

Figura 5.2: Aproximacion a la funcion ¢(x) = e* + cos(4nz) en el intervalo
[0, 1] por medio de polinomios de Bernstein

Tal y como hemos comentado, en todos los temas introducire-
mos una parte de programacion en Matlab. En este caso, mostra-
mos el comando bernstein y unas lineas de codigo como ejemplo:

Ejemplo 5.3. Si introducimos en la ventana de comandos:

>> syms X

>> f=Q (x)exp(x)+cos (4*pi*x)
>> y=bernstein(f, 2, x);

>> B2=simplify (y)

devolvera By (¢)(z).

Con una serie de ejercicios terminamos esta parte del tema.
Dependiendo del tiempo empleado resolveremos alguno durante
la clase teodrica. Dejamos para el final del tema la bibliografia. Pa-
ra el problema de Weierstrass hemos utilizado principalmente el
capitulo 7 de [AAAT02], la secciéon 1 del capitulo 5 de [IK94] y el
capitulo 4 de [Atk88] (presenta el teorema pero no lo prueba).
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El problema de Taylor

Comenzamos la tercera parte del primer tema motivando el pro-
blema de Taylor. Planteamos el problema de aproximar una fun-
cion en un entorno de un punto, z,, sabiendo cuanto vale la fun-
cion y ciertas derivadas sucesivas en ese punto. Esta es la parte
central del tema asi que emplearemos mas tiempo de clase teori-
ca que en las partes anteriores. Sin embargo, este concepto ya es
conocido, pues es un teorema que se ha visto en Anadlisis matemad-
tico I en primer curso y su version en varias variables en Andlisis
matemdtico II en segundo curso. Por otra parte, nos preguntamos
como de “lejos” esta la aproximacion de la funcion real.

Comenzamos recordando dos teoremas basicos que se vieron
en primer curso, el teorema de Rolle y el teorema del valor medio.
Ambos teoremas seran utilizados durante el curso. No realizamos
las pruebas, las dejamos como ejercicios, a modo de recordatorio
para el alumnado.

Como hemos hecho hasta ahora, introducimos un ejemplo sen-
cillo previo que nos permitira generalizar el resultado de forma
directa. Asi, por medio de este ejemplo, pedimos al alumnado que
demuestre la siguiente afirmacion a modo de ejercicio durante la
clase:

Ejercicio 5.4. Existe solucion del problema de Taylor y es unica.
Denotaremos al polinomio de Taylor de grado n desarrollado en x
como T7°(f).

Después de probar el teorema, se pondran algunos ejemplos
que resolveran los/as alumnos/as en clase. Seguidamente, anali-
zaremos la distancia entre el polinomio de Taylor y la funcion (bajo
ciertas condiciones de suavidad) en un determinado punto del in-
tervalo donde esta contenido z, probando el siguiente teorema.

Teorema 5.5 (Error de Taylor). Sea n € N, f € C""[a,b] y zo €
(a,b) entonces para cada z € (a,b) existe £(z) € (a,b) tal que

n+1) T
F() = T2 () () = %@ ),
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El punto clave en la demostracion de este teorema es el siguiente:
Si cogemos un punto z € (q,b) distinto de z, tenemos que definir la
funcion

ot0) = ft0) — (LTI ¢ - oyt — ()0

y aplicar el teorema de Rolle sucesivamente. Como hicimos en la
primera parte y haremos durante todo el curso procuraremos que
el/la alumno/a desarrolle la prueba de manera autonoma hasta
llegar a este punto clave. El teorema [5.5] es clave porque en los
siguientes temas (en interpolacion de Lagrange y en interpolacion
de Hermite) probaremos dos teoremas de forma similar.

Afianzamos el concepto mostrando un ejemplo con ¥ (x) = e +
cos(4rz). Como en la segunda parte del tema, vemos como utili-
zar Matlab para calcular los polinomios de Taylor con la funciéon
taylor:

Ejemplo 5.6. Si introducimos en la ventana de comandos:

>> syms x f

>> f=exp (x)tcos (4+xpixx)

>> g=taylor (f,x,’Order’,3);
>> T2=simplify (g)

devolvera T5(¢)(z).

Finalmente, terminamos el tema con una serie de ejercicios y
un apartado de limitaciones al utilizar la aproximacion utilizando
el desarrollo de Taylor. Especialmente, nos interesaremos por los
siguientes ejercicios:

Ejercicio 5.7. Sea n € N. Demuestra que si p € II, entonces
15 (p) = p.

Ejercicio 5.8. Sean € N, f € C""a,b], 7y € [a,b], 0 < h < b — =y,
calcula T (f)(zo + h) y halla una cota del error entre 77°(f)(zo + h)
y f(zo+h).

El ejercicio nos indica hasta que grado de polinomios es
exacta la aproximacion; y el ejercicio[5.8|se utilizara con frecuencia
en cuarto curso en la asignatura de Calculo numérico.
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Secciones ST (1 h.)
1.1. Introduccion 1
1.2. El problema de Weierstrass 1
1.3. El problema de Taylor 2

Aproximacion de funciones I 4

Tabla 5.1: Numero de sesiones teoricas (ST) dedicadas a cada seccion del
tema 1

En la tabla resumimos el numero de sesiones para cada
seccion del tema.

La presentacion en formato beamer de este tema la podemos
encontrar en el siguiente enlace:

[ www.uv.es/diofeya/temal.pdf ]

Tema 2. La interpolacion de
Lagrange

Objetivos del tema

e Construir un polinomio interpolador para n + 1 datos
dados.

e Estudiar el concepto de diferencia dividida.

e Analizar el error de interpolacion de Lagrange en un
punto dado.

e Particularizar la interpolacion de Lagrange para nodos
igualmente espaciados.

En este tema tratamos el problema de Lagrange que consiste en
calcular un polinomio que interpole los valores de una funcién en
un mallado zq, ..., z,. Este sera un tema central en el curso ya que
la interpolacion de Lagrange sera la base en parte de los conteni-


https://www.uv.es/diofeya/tema1.pdf
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dos de los siguientes temas. Como en todos los temas del curso, la
estructura es la misma, comenzamos con un problema matema-
tico que nos servira de motivacion. Resolveremos este problema
dando un caso particular de la teoria general que desarrollaremos
en las siguientes secciones. A partir del ejemplo, conduciremos al
alumnado a dos preguntas fundamentales:

e ;Existe un polinomio tunico que interpole los datos de una
funcion en un conjunto de nodos?

e Si existe este polinomio, ¢a qué distancia esta de la funcion
en un punto dado?

Las soluciones de estas dos preguntas nos serviran para secuen-
ciar el tema. Probamos, en primer lugar, existencia y unicidad del
problema de Lagrange. Seguidamente, representamos el polinomio
interpolador en la base de Lagrange y hallamos el error de inter-
polacion cuando la funcion es suficientemente derivable. A con-
tinuacion, vemos la base de polinomios de Newton definiendo el
concepto de diferencia dividida y damos una expresion del error
minorando las condiciones de la funcion requeridas, en este caso,
respecto al grado de suavidad. Finalmente, vemos qué funciones
de Matlab podemos usar para hallar este polinomio y mostramos
algunos ejemplos. La estructura del tema la vemos en el siguiente
indice.

Indice

e Introduccion.

El problema de interpolacion de Lagrange.

La base de polinomios de grado menor o igual a n.

El error de interpolacion de Lagrange.

La forma de Newton del polinomio interpolador. Las di-
ferencias divididas.
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Introduccion

Comenzamos el tema con un problema fisico que motivara la
construccion de un polinomio interpolador. Es un problema basi-
co que consiste en calcular un valor de una funcion desconocida a
partir de los datos conocidos en otros puntos. Invitamos al alum-
nado a buscar una posible solucion y resolvemos con ellos/as este
problema. A continuacion, mostramos tres ejemplos clasicos de
interpolacion: recta que pasa por dos puntos, parabola que pasa
por tres puntos y un polinomio de grado superior que pase por
un conjunto de valores dados. De esta manera, surgen las dos
preguntas basicas que hemos senalado anteriormente. Para ter-
minar esta seccion, enunciamos de manera explicita el problema
de Lagrange que consiste en hallar un polinomio de grado menor
o igual que n que interpole en una serie de nodos distintos de un
intervalo, zy,...,x, € [a,b], los valores de una funcién f, es decir

Lo (f) eI, tal que L (f)(z;) = f(z;), i=0,....,n

En cuanto a la notacion utilizada, cuando esté suficientemente
claro utilizaremos L, (f) = L&*(f), incluso podemos omitir tam-
bién la dependencia de la funcion, dejando tan solo L,, = Lo (f),
con la precaucion de no confundirla con la base de Lagrange que
veremos durante el tema, en ese caso podemos cambiar la nota-
cion de L, por P,.

El problema de Lagrange

Comenzamos esta parte del tema analizando la solucion del
problema. Para ello, simplemente tomamos la base de polinomios
I1,, formada por los monomios (1,z,...,z") y planteamos un sis-
tema de ecuaciones cuya matriz de coeficientes es la matriz de
Vandermonde:

I g ... ag
1z ... 2}
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Como este tipo de matrices aparece en distintas partes del tema-
rio, por ejemplo en el tema 7 (minimos cuadrados), probamos por
medio de un lema que su determinante si zy,...,x, son diferentes
es distinto de cero. Con este lema tenemos, de manera directa, la
existencia y unicidad de solucion del problema de Lagrange. Sin
embargo, para probar la unicidad planteamos una prueba alter-
nativa basada en el teorema fundamental del algebra. Este tipo de
demostraciones también aparece en distintas partes del temario,
por ejemplo en el tema 4. Concluimos esta seccion mostrando al-
gun ejemplo sencillo y advirtiendo de que la base de monomios no
es la mas practica para el calculo del polinomio interpolador.

La base de polinomios de grado menor o
igual a n

Una vez visto que la base de monomios no es la mas practica,
definimos la base Lagrange:

Definicion 5.9 (Base de Lagrange). Sean zj,x,...,2, € Rn+1
puntos distintos, definimos la base de Lagrange relativa a estos
puntos, 5,, a los n + 1 polinomios definidos como:

n
Xr — T; .
Li(z) = ” xj,z:O,...,n.
j=0,j#i " J

Asi, obtenemos una representacion del polinomio interpolador:

lo que nos permite probar de manera muy sencilla una serie de
propiedades como son:

o Ly (] +g) = Lo (f) + Livan(g)
o LIoTn(qf) = aLio~"(f), para todo a € R.

También nos permite hallar para un punto dado # un vector de
filtros que al multiplicarlo por los datos nos da la aproximacion en
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ese punto. Por ejemplo, si tenemos un z; = a+ih,con h = (b—a)/3,
i =0,1,2,3, un mallado equiespaciado entonces:

e (f) (D50) = (o) + JGea)) + 1500 + Sl

Este tipo de ejemplos los utilizaremos en el tema 5 (Interpolacion
segmentaria). Terminamos la seccion proponiendo una serie de
ejercicios que seran resueltos en clase de teoria si disponemos de
tiempo necesario o se dejaran como trabajo auténomo del/de la
alumno/a.

El error de interpolacion de Lagrange

Una vez disenado y representado el polinomio de interpolacion,
resulta razonable preguntarse como de precisa es la aproximacion
si la funciéon cumple ciertas condiciones de suavidad. Asi, enun-
ciamos el siguiente teorema:

Teorema 5.10 (Error en la interpolacion de Lagrange). Sean

n €N, feC"a,b], zo,71,...,7, € [a,b] distintos. Para cada z €
[a,b] existe &(z) con min{z,z,...,z,} < &(z) < max{z,xg,...,2,}
tal que

fn+1 e

@) - LDe) = L=5s H 5 -2

1=

La prueba del teorema se hara por parte del alumnado. La de-
mostracion es similar a la del teorema (error de Taylor). Por
tanto, solo tiene un punto clave que es la definicion de la funcion:

o) = 0~ (H= DN ) - L0

i=0 i=0

Haremos especial énfasis en las condiciones que tiene que cumplir
la funcion f ya que en la siguiente seccion las reduciremos. Con
este teorema deducimos que la interpolacion de Lagrange con n+1
nodos es exacta para polinomios de grado menor o igual que n.
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Seguidamente, introducimos algunos ejemplos para clarificar
los contenidos dados (ver, por ejemplo, figura [5.3).

Para terminar esta seccion senalamos como calcular el polino-
mio interpolatorio utilizando Matlab por medio de las funciones
polyfit y polyval introduciendo un ejemplo como el siguiente.

Ejemplo 5.11. Si introducimos en la ventana de comandos:

>> x=linspace(0,1,5)
>> f=Q (x)exp(x)+cos (4*pi*x)
>> p=polyfit (x,f(x),4);

devolvera un vector p donde cada entrada es el coeficiente de una
potencia de z. Si queremos evaluarla introducimos polyval:

>> t=linspace(0,1,1076+1)
>> y=polyval (p,t);

devolvera y un vector de 10° + 1 puntos con y(i) = Ly(¢)(i/10°),
i=0,...,108.

La(¥)

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

Figura 5.3: Ejemplo de interpolacién de la funcién ¢(z) = e* + cos(4rz) con
nodos x; =ith coni=0,...,4yh=0.25

Finalizamos la seccion mostrando las limitaciones de la base
de Lagrange como motivacion para ver la forma de Newton del
polinomio interpolador.
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La forma de Newton del polinomio
interpolador. Las diferencias divididas.

Esta ultima seccion del tema la dedicamos a la forma de New-
ton del polinomio interpolador. Empezamos con una motivacion
que consiste en ir anadiendo puntos en la interpolacion. Utiliza-
mos la recta que pasa por dos puntos para introducir las diferen-
cias divididas de dos nodos distintos y deducimos a partir de ahi
cual seria la definicion para n + 1 puntos diferentes. A continua-
cion, definimos la base de Newton y damos una representacion del
polinomio interpolador:

L) =3 fiao, - rd [~ )

Con el fin de facilitar el calculo de las diferencias divididas propo-
nemos la siguiente proposicion:

Proposicion 5.12. Sean € N, f una funcion y sean xg, z1,...,z, € R
n + 1 puntos distintos entonces:

flzo, .. x,] = f[ml""’xni__fg[jxoo,...,xn1]’

siendo f[z;] = f(x;), 1 =0,...,n.

Instamos a los/as alumnos/as a probarla en clase. Hay distin-
tas pruebas, sugerimos la basada en el método de Aitken (ver, por
ejemplo, [JS92] pag. 40), de esta manera veran un método distinto
para configurar el polinomio de interpolacion. Por medio de una
serie de ejemplos aclaramos como calcular de manera algoritmica
la matriz de diferencias divididas siguiendo el esquema presentado
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en [AAAT02]:

Zo flzo)
¢

1 fled] = flxo, 1]
N\ N\

z2  flza] = floae] =

: : : hY
T f[xn] — f[xnfbxn] — — f[xOV"?fEn]a

En el teorema del error de interpolacion de Lagrange exigimos que
la funcion sea de clase n + 1, por tanto, una pregunta que surge
de manera natural es si podriamos, utilizando diferencias dividi-
das, relajar esta condicion. Resolvemos de manera afirmativa esta
cuestion probando la proposicion:

Proposicion 5.13. Sea f : [¢,b] — R una funcioén y sean zy, z1,...,z, €
R n + 1 puntos distintos de [a, b], entonces para cada z € [a, b]:

fl@) = Lo(f)(x) = flzo, 21, - .. n, 7] H(:c — ).

)

Finalizamos esta seccion con un apartado especifico para pun-
tos igualmente espaciados. Concluimos el tema con una serie de
ejercicios que dependiendo del tiempo disponible haremos en clase
o dejaremos como trabajo auténomo.

En este tema hemos utilizado, principalmente, el capitulo 8 de
[AAAT02]. Ademas, el capitulo 2 de [JS92]. En el capitulo 6 de
[IK94] se puede encontrar un desarrollo para puntos igualmente
espaciados. A continuacion, mostramos en una tabla la distribu-
cién aproximada de sesiones para el tema 2, tabla [5.2]

La presentacion en formato beamer de este tema la podemos
encontrar en el siguiente enlace:

[ www.uv.es/diofeya/tema2.pdf ]
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Secciones ST (1 h.)
Introduccion 0.5
El problema de interpolacion de Lagrange 0.5
La base de polinomios de grado menor o igual a n 0.5
El error de interpolacion de Lagrange 2
La forma de Newton del polinomio interpolador. 2.5
Las diferencias divididas

La interpolacion de Lagrange 6

Tabla 5.2: Numero de sesiones teoricas (ST) dedicadas a cada seccion del
tema 2

Tema 3. Los polinomios de
Chebyshev

e N

Objetivos del tema

e Analizar si la eleccion de los nodos en un problema de
interpolacion permite obtener una aproximacion mejor
en términos del error en cada punto.

e Construir el polinomio que minimice la parte de la for-
mula del error que no depende de la derivada de la fun-
cion.

En este tema analizaremos si la eleccion de los nodos en la
interpolacion de Lagrange puede, bajo ciertas condiciones, mini-
mizar el error de aproximacion cometido en un cierto punto. Para
ello, estudiaremos las distintas partes de la formula del error de
Lagrange vista en el teorema [5.10}

nt1) (£ (1)) <"
@) = uthio) = LS T - a0

)

El término % no lo podemos acotar ni minimizar. Asi pues,

buscamos una soluciéon para el polinomio (z — zg)...(x — z,), €s
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decir, buscamos &, .. ., &, € [a,b] tales que:

H(l’ - éi)

n

[ -z

< méx
z€a,b]

max

ax VZ; € la,b], con 7; # &, sii#j.
z€la,

(5.2)

La solucion a este problema se da utilizando las raices de los

polinomios de Chebyshev. Asi, este tema, que sera el mas corto de

toda la asignatura, lo dedicaremos a definir los polinomios men-

cionados y probar que sus raices cumplen la propiedad (5.2). Por
tanto, el indice de este tema es:

Indice
e Introduccion.

e Los polinomios de Chebyshev.

Introduccion

Planteamos el siguiente experimento como motivacion:
Cogemos la funciéon de Runge p : [-1,1] — R definida como
p(z) = (1 + 252%)~! y la interpolamos utilizando 7 nodos:

e Equiespaciado, es decir z; = -1+1i/3, i=0,...,6.
e Cambiando dos de los nodos equiespaciados z; = —0.9,75 =
0.9

2i—1
14

e Tomando los nodos y; = cos (217) ,i=1,...,7,

y obtenemos como resultado las aproximaciones representadas en
la figura [5.4] Este ejemplo nos suscita la siguiente cuestion: ¢la
eleccion de los nodos afecta a la precision del interpolador? En
este tema probaremos que si elegimos las raices de los polinomios
de Chebyshev entonces tendremos mejor cota teorica del error bajo
ciertas condiciones. Estos polinomios estan definidos en el inter-
valo [—1, 1], sin embargo, queremos trabajar en cualquier intervalo
[a,b]. Para esto, enunciamos un lema similar al visto en el tema 1
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Figura 5.4: Interpolacion utilizando diferentes nodos.

que consiste en un cambio de variables transformando el intervalo
[a,b] en el intervalo [—1, 1].

Para terminar esta parte introductoria del tema planteamos un
boceto de la prueba que consiste en

1. Construir un polinomio 7}, de grado n con coeficiente director
1 que cumpla que

1
2%—1

Hj%Haﬂ—lﬂ =
2. Probar que para cualquier otro polinomio p, de grado n con
coeficiente director 1 se cumple:

1
2n—1

HjZHaﬂ—lJ]:: Sguanuﬂ—lﬂy
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Los polinomios de Chebyshev

Comenzamos definiendo los polinomios de Chebyshev por recu-
rrencia y damos algunos ejemplos de los mismos utilizando Matlab.
Para esto, utilizamos la funcién chebyshevT.

Ejemplo 5.14. Si introducimos en la ventana de comandos:
>> x=linspace(-1,1,1001)
>> y=chebyshevT (7, x)

>> plot(x,y,’'b’)

evaluara el polinomio 77 en un mallado equiespaciado z; = —1 +
/500, ¢ =0...,1000 y representara la figura 5.5,

1

0.8

0.6

0.4 r

0.2

oH

-0.2

-0.4

-0.6

-0.8

Figura 5.5: Polinomio de Chebyshev T,

Hacemos notar al/a la alumno/a el niumero de raices que tiene
y donde se encuentran los maximos y los minimos. Asi mismo, en-
fatizamos en el calculo del coeficiente director de estos polinomios.

Sugerimos al alumnado hacer el cambio de variable x = cos(6)
ya que x € [—1, 1] e inducimos a deducir la férmula:

T, (z) = cos(narccos(z)), x € [—1,1].
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Con esta definicion, probamos analiticamente donde estan los ma-
ximos y los minimos. Definimos, entonces,

~ T, ~
T, = on—1 — HTnHoo,[—l,l} =

T,

n
2n—1’

y tenemos la primera parte resuelta.

Nos queda por probar que todo polinomio de grado n > 1 con
coeficiente director 1 tiene norma infinito en el intervalo [—1, 1] ma-
yor que 2'7". Enunciamos este teorema y senalamos como punto
clave demostrarlo por reduccion al absurdo.

Para finalizar la seccion, pondremos diversos ejercicios que rea-
lizaremos en el aula o se quedaran para trabajo autéonomo del/de
la alumno/a dependiendo del tiempo del que dispongamos.

Para este tema hemos utilizado el capitulo 9 de [AAAT02]. En la
siguiente tabla (Tabla [5.3) indicamos el numero de sesiones para
cada parte del tema.

Secciones ST (1 h.)
3.1. Introduccion 1
3.2. Los polinomios de Chebyshev 1

Los polinomios de Chebyshev 2

Tabla 5.3: Numero de sesiones teoricas (ST) dedicadas a cada seccion del
tema 3

La presentacion en formato beamer de este tema la podemos
encontrar en el siguiente enlace:

[ www.uv.es/diofeya/tema3.pdf ]
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Tema 4. La interpolacion de
Hermite

Objetivos del tema
e Motivar los problemas de interpolacion de Hermite

e Construir un polinomio interpolador de Hermite para
N + 1 datos dados.

e Estudiar el concepto de diferencia dividida generalizada

e Analizar el error de interpolacion de Hermite en un pun-
to dado.

En este tema abordamos la interpolacion de Hermite, es decir,
calcular un polinomio que interpole los datos en una mallado de
una funciéon y sus derivadas. La introduccion la haremos a partir
de los temas 1 y 2. En el primer tema, teniamos como datos los
valores de una funcion y sus derivadas hasta un orden determi-
nado en un solo punto z;; en el tema 2 los valores de la funciéon
en varios puntos. En el caso de la interpolacion de Hermite tene-
mos ambas informaciones. La unicidad del polinomio de Hermite
la probaremos utilizando que un polinomio de grado n tiene a lo
mas n raices (contando sus multiplicidades). Para probar la exis-
tencia, ampliaremos el concepto de diferencias divididas, introdu-
cido en el tema 2, utilizando los datos conocidos de la derivadas
de la funcion definiendo diferencias divididas generalizadas. Por
ultimo, como hemos hecho hasta ahora, analizaremos la distancia
entre el polinomio interpolador y la funcién. Asi, este tema queda
dividido en el siguiente indice.
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Indice

Introduccion.

Interpolacion de Hermite.

La forma de Newton del polinomio interpolador de Her-
mite.

El error de interpolacion de Hermite.

Introduccion

Comenzamos el tema con una pregunta natural que surge de
pensar qué ocurriria si tuviésemos los datos del problema de Tay-
lor y los datos del problema de Lagrange. Ese es el problema de
interpolacion de Hermite. Para ver con mas claridad este problema
y una posible solucion se plantea al alumnado un ejemplo como el
siguiente:

Ejemplo 5.15. Sea [a,b] C R, supongamos z,z; € (a,b) con zy # x;
y sea f € C'a,b]. Supongamos conocidos:

fo=f(xo), fr = f(z1), fo = f'(x0), fi=f(z1).

JExiste algun polinomio de grado 2 + 2 — 1 = 3 tal que:

p(wo) = fo, pla1) = f(x1), p'(w0) = f'(x0), p'(21) = f'(21)? (5.3)

Guiamos al/a la alumno/a a buscar la solucion de este ejemplo
utilizando la base {(z — z¢), (x — 20)?, (z — 2¢)?(x — 11)}. De esta forma
aparecen de manera natural las diferencias divididas generaliza-
das, concepto que se vera en la seccion 3 del tema.

Cuando haya calculado el ejemplo teorico, lo aterrizaremos usan-
do un ejemplo practico como el siguiente:

Ejemplo 5.16. Sea ¢ : [—1,1] — R definida como ¢(z) = ¢*
cos(4rz), supongamos que sabemos los datos en zp =0y en z; =
asl

ho=2, =1 4

_I_

’

N

— et —1=0.284025, ) =e1 = 1.284025.

1
1
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La solucion, que hallara el estudiantado, es:

1
O’Z

H,{(¥)(z) = 2+ x — 95.50288z” + 256.189152°.

Representaremos su grafica utilizando Matlab obteniendo la figura

5.6

4

O Datos
3.5 [ [sexrnnnn P(z) = e* + cos(dmz)
— KU )

sl
25

ol
15
10
o5l

ob

-0.5

1 . . .
-1 -0.5 0 0.5 1

Figura 5.6: Interpolacion de Hermite para la funcién ¢ (z) = e* + cos(4nx)

Es importante hacer notar al/a la alumno/a la suavidad pre-
sentada por el polinomio interpolador. En el siguiente tema (In-
terpolacion segmentaria) veremos con detalle por qué es relevante
esta afirmacion. Con este ejemplo numeérico, donde aparecen de
manera explicita las diferencias divididas generalizadas, termina-
mos la introduccion al tema.

Interpolacion de Hermite

En esta seccion solo introducimos el problema de Hermite con
detalle de la siguiente manera:

Sean n+1 puntos, xg, z1,...,7, € R distintos con sus respectivos
valores m; € N, i = 0,...,n y supongamos que conocemos N + 1 =
> oio(m; + 1) valores que son la evaluacion de una funcién f €
Cla,b] con K > méxo<;<,{m;} en cada nodo z; y en sus derivadas
sucesivas hasta la m,;-ésima, es decir los datos son:

=), j=0,...,my i=0,....n,
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queremos construir un polinomio de grado menor o igual a N,
TQy.eny Tn .
Hpo-on (f) € Iy tal que:

(HZoon (P () = 7, j=0,...,mi, i=0,... 0. (5.4)

Como sucede en interpolacion de Lagrange, la notacion, si esta
suficientemente clara, puede ser simplificada utilizando H(f) =
Hywn (f) o incluso H = Hyw-—n (f).

Finalizamos esta seccion probando la unicidad de la solucion
si existiera. En la siguiente seccion construiremos una solucion
pero necesitamos previamente el concepto de diferencias divididas
generalizadas. Se inducira al/a la alumno/a a que realice de ma-
nera autonoma la prueba que esta basada en el numero de raices
(incluyendo multiplicidades) que puede tener un polinomio de gra-
do n. Durante todo el curso, se hara notar al/a la alumno/a que
en esta asignatura se utilizan tanto conceptos algebraicos como
analiticos, ademas de desarrollar experimentos numéricos compu-
tacionales.

Diferencias divididas generalizadas

Extendemos la definicion de diferencia dividida dada en el tema
2 para n + 1 puntos distintos de la siguiente manera

Definicion 5.17 (Diferencias divididas generalizadas). Sea n € N,
fecla,blyxy <z <...<z, € [a,b] n+ 1 puntos entonces:

flz1,e o] = flxo, s Tn—1]
, ToF T
f[IOa“'aIn] — Ty —x0 0 7é n
Tog = Tp

Utilizandola probamos la existencia de solucion en el problema
de Hermite. Este teorema puede ser algo engorroso de demostrar.
En primer lugar, enunciaremos dos ejercicios: el primero que ya
fue resuelto en el tema 2 y tiene que ver con la equivalencia en-
tre una diferencia dividida de n + 1 y la derivada n-ésima de una
funcion perteneciente a C"[q, b]. El segundo ejercicio que dejaremos
como trabajo autéonomo del/de la alumno/a sera probar la conti-
nuidad de las diferencias divididas generalizadas como funcién de
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n+ 1 variables. Con estos dos ejercicios, el problema tiene un pun-
to clave que es el siguiente. Tenemos z;, i = 0,...,n puntos y para
cada z; conocemos el valor de la funcion y de las derivadas has-
ta m; entonces llamamos N +1 = )" ,(m; + 1) y generamos N + 1
sucesiones distintas que cumplan que en limite se tiende a

k _k k
(y07y17"'7yN+1) k——>>oo (g/’(b"'7'%973;17"'7'%37'"7§n7"'7x75)7

Vv Vv Vv
mo+1 mi+1 mp+1

con y; # y;, i # j. Aplicamos la forma de Newton del polinomio
interpolador y utilizamos la continuidad para obtener el polino-
mio de Hermite. Finalmente, comprobamos que cumple las pro-
piedades buscadas. Durante la demostracion del teorema se da de
manera explicita la forma del polinomio de Hermite.

Como es un teorema que, en principio, puede resultar tedio-
so para el/la alumno/a ilustramos, si fuese necesario, cada pa-
so de la demostracion con varios ejemplos. Al finalizar el teorema
realizamos, de nuevo, algun ejemplo para clarificar los conceptos
utilizados. En esta seccion, resulta muy ilustrativo ver los dos si-
guientes ejemplos ya que se puede observar en la figura 5.7/ como
cambia la pendiente dependiendo de la interpolacion.

Ejemplo 5.18. Sea ¢ : [—1,1] — R definida como ¢(z) = e* +
cos(4mz), supongamos que sabemos los siguientes datos en zy = 0
yen z; =0.1:

Yo =2, ¢y =14141, ¢ = —10.8461

Ejemplo 5.19. Sea ¢ : [-1,1] — R definida como ¥(z) = e* +
cos(4mz), supongamos que sabemos los siguientes datos en zy = 0
yen z; = 0.1:

o =2, by =14141, o} =1.
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Figura 5.7: Comparativa entre dos polinomios interpoladores de Hermite
dependiendo de los datos dados

El error de interpolacion de Hermite

Como hemos hecho hasta ahora, concluimos analizando la dis-
tancia entre el polinomio interpolador de Hermite y una funcién en
un punto dado. Enunciamos el teorema del error, que es similar
a los vistos anteriormente en los temas 1 y 2. La demostracion la
hara el/la alumno/a de manera auténoma en clase. Finalmente,
se plantearan una serie de ejercicios que se resolveran en clase o
de manera autonoma dependiendo del tiempo del que se disponga.
En los ejercicios se podra ver la relacion entre los polinomios in-
terpoladores de Hermite y de Taylor y Lagrange, recuperando los
argumentos utilizados en la seccion de introduccion. Del mismo
modo, se analizara la reproduccion exacta de polinomios.

Para este tema, hemos utilizado el capitulo 10 de [AAAT02]. En
la tabla se puede ver como distribuimos las sesiones de teoria.

La presentacion en formato beamer de este tema la podemos
encontrar en el siguiente enlace:

[ www.uv.es/diofeya/tema4.pdf ]
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Secciones ST (1 h.)
4.1 Introduccion 0.5
4.2 Interpolacion de Hermite 0.5
4.3 La forma de Newton del polinomio
interpolador de Hermite 1.5
4.4 El error de interpolacion de Hermite 0.5
La interpolacion de Hermite 3

Tabla 5.4: Numero de sesiones teoricas (ST) dedicadas a cada seccion del
tema 4

Tema 5. Interpolacion segmentaria

Objetivos

e Motivar la construccion de interpolantes polinémicos a
trozos.

e Definir la interpolacion de Lagrange segmentaria.

e Estudiar el error de la interpolacion de Lagrange seg-
mentaria.

e Comparar la interpolacion de Lagrange segmentaria con
la interpolacion utilizando todos los nodos.

e Definir la interpolacion de Hermite segmentaria.

e Estudiar el error de la interpolacion de Hermite segmen-
taria.

e Ejemplificar la importancia de no utilizar muchos nodos
en los problemas de interpolacion.

e Estudiar la interpolacion por splines.

\. J

Cuando interpolamos una funcién en un intervalo cerrado y
acotado y vamos aumentado el namero de puntos, es razonable
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pensar que la aproximacion a la funciéon va siendo cada vez mas
precisa. Sin embargo, se puede probar (ver [[K94]) que esta afir-
macion no es cierta, por ejemplo, cuando tomamos puntos igual-
mente espaciados e interpolamos la funcion de Runge en el inter-
valo [—1, 1]. Una posible solucién a este problema puede ser esco-
ger los nodos de Chebyshev si es que podemos elegir los nodos
de interpolacién. Sin embargo, esta sucesion de funciones, pese
a ser convergente (ver [[K94]), produce ciertas oscilaciones cuan-
do la funcion (incluso siendo suficientemente continua) presenta
gradientes elevados.

Para resolver este problema, por tanto, conviene utilizar una
estrategia distinta como podria ser escoger tan solo los puntos
cercanos al intervalo donde deseamos hacer la interpolacion. Esta
técnica recibe el nombre de interpolacion segmentaria y es amplia-
mente utilizada en analisis numeérico. En este tema, la explicamos
con detalle, analizando el control del error por el caracter local
de la interpolacion. Mostramos varios ejemplos y ejercicios ya que
consideramos que es un tema central en el curso debida a su im-
portancia en aplicaciones reales. Lo hacemos en cuatro bloques
fundamentales que se pueden ver en el siguiente indice.

Indice

e Introduccion: Convergencia de sucesiones de polino-
mios.

e Interpolacion de Lagrange segmentaria.

e El error de la interpolacion de Lagrange segmentaria.
e Interpolacion de Hermite segmentaria.

e El error de la interpolacion de Hermite segmentaria.

e Interpolacion por splines.
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Introduccion: Convergencia de sucesiones
de polinomios.

Como motivacion e introduccion al tema, comenzamos con una
serie de experimentos:

1. El primer experimento consiste en ir interpolando la funcion

Y [-1,1] — R, definida como ¢(x) = e® + cos(4nz) utilizando
cada vez mas puntos de un mallado equiespaciado. Hallamos
el valor del error numérico definido como: z; = —1 + ¢ - 1076,
i=0,...,2-10°% y calculamos
= mix |L ) — (). .
en =, mdx |L(y)(z:) — 9(z:) (5.5)

Como podemos ver en la figura [5.8(b) los errores numeéricos
disminuyen cuando aumenta el numero de nodos utilizados.

4 T T T 15

R L L L L L L
-1 -0.5 0 0.5 1 4 6 8 10 12 14 16 18 20 22

(@) (b)

Figura 5.8: Experimento 1. (a) Aproximacion utilizando grado n = 21, (b)
Errores cometidos cuando vas utilizando cada mads nodos.

2. Repetimos el experimento cambiando la funcion. En este ca-
so, usamos la funciéon de Runge vista en el tema 3 (p(z) =
(1 + 252%)~! con = € [-1,1]). Se ve claramente (figura que
el error aumenta con el niumero de nodos (se puede probar
pero no lo haremos, ver [IK94]).
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Figura 5.9: Experimento 2. (a) Aproximacion utilizando grado n = 21, (b)
Errores cometidos cuando vas utilizando cada mads nodos.

3. Como posible solucion, elegimos los nodos de los polinomios
de Chebyshev vistos en el tema 3, planteamos esta solu-
cion y llegamos numeéricamente a la conclusion de que la su-
cesion de polinomios interpoladores utilizando los nodos de
Chebyshev converge cuando aumenta el numero de nodos,

ver figura |5.10|
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Figura 5.10: Experimento 3. (a) Aproximacion utilizando grado n = 21, (b)
Errores cometidos cuando vas utilizando cada mds nodos de Chebysheuv.

4. Debido al resultado del experimento anterior, planteamos uno
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Figura 5.11: Experimento 4. (a) Utilizando nodos equiespaciado, LYy (¢), (b)
Utilizando nodos de Chebyshev, L$,(¢).

nuevo, esta vez con una funcion que tiene un gradiente pro-
nunciado, por ejemplo ¢ : [—1,1] — R definida como

() = %tanh(le).

Utilizamos 20 nodos igualmente espaciados y 20 nodos de
Chebyshev para interpolar la funcion y obtenemos una apro-
ximacién no deseada como podemos ver en la figura |5.12|

Al terminar estos experimentos, inducimos al/a la alumno/a para
que piense y dé una posible solucion al problema. La idea es guiar-
los/las para que construyan ellos/as mismos/as la interpolacion
de Lagrange segmentaria. Intentaremos que de manera visual el/la
alumno/a vea la importancia de utilizar este tipo de interpolacion.
Finalmente, se comparara entre las versiones obtenidas, ver figura

Interpolacion de Lagrange segmentaria

En esta seccion, definimos con detalle la interpolacion de La-
grange segmentaria que habitualmente se utiliza. Se puede ver
otra definicion en el capitulo 11 de [AAAT02] y en [Atk88] que se
dejaran como trabajo auténomo para el/la alumno/a. Utilizamos
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I I I
-1 -0.5 0 0.5 1

Figura 5.12: Interpolacion segmentaria centrada utilizando 4 puntos,

LE(9).

la forma general y hacemos varios ejemplos empezando por la li-
neal. Ponemos nuestra atencion en el interpolante polinomico a
trozos resultante, haciéndole notar al/a la alumno/a el tipo de
suavidad que se tiene como introduccion a las secciones de Her-
mite y de splines. Continuamos con el ejemplo clasico descentrado
comparando hacia un lado y hacia el otro y, finalmente, mostra-
mos el centrado de 4 puntos. En este punto, senalamos distintos
ejemplos de aplicacion como tratamiento de senales y de imagenes,
generacion de curvas y otras muchas. Hacemos algunos ejemplos
explicitos.

Respecto a la frontera, optamos por definir los polinomios de
Lagrange descentrados pero conservando el grado del polinomio.
Comentamos distintas posibilidades y analizamos las ventajas y
desventajas de utilizar una u otra opcion.

El error de la interpolacion de Lagrange
segmentaria

Una vez vista la forma del polinomio interpolador segmentario,
estudiamos el error cometido en cada punto. Este resultado es di-
recto si utilizamos y conocemos los teoremas que aparecen en el
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tema 2 sobre el error. Asi, planteamos un teorema y animamos
al alumnado a que lo demuestre en clase. Aprovechamos para re-
cordar las formulas del error. En esta seccion, nos centramos en
el error cometido al utilizar interpolacion polinomica segmenta-
ria centrada de dos, cuatro y seis puntos. Senalamos y vemos en
profundidad como tenemos el control del error debido al caracter
local de la aproximacion. Este hecho es de relevancia en aplicacio-
nes reales. También nos servira para indicar posibles extensiones
de los conceptos que se veran en el tema 7 (minimos cuadrados).

Interpolacion de Hermite segmentaria

Al igual que hemos hecho con la interpolacion de Lagrange seg-
mentaria, definimos con detalle el caso de conocer los valores de
las derivadas en los puntos. En estas seccion, por reducir la no-
tacion, lo hacemos centrado y suponiendo que sabemos el mismo
numero de datos para cada valor, es decir, con la notacion que
utilizamos en el tema 4, m; = m; para todo i,j. Realizamos una
serie de ejemplos. Especialmente, nos centramos en el polinomio
de Hermite cubico ya que en la practica es el que mas se utili-
za. Hacemos un ejemplo numeérico como el siguiente y damos su
solucion explicita.

Ejemplo 5.20. Sea ¢ : [0, 1] — R definida como ¢(z) = e* + cos(4nz),
supongamos que sabemos los datos en z; =i/4i=0,...,4, asi

o =2, Uy =1, 1 = 0.284025, ¢ = 1.2840, 1h1 = 2.6487,
4 4 2
Vs = L648T, by = 11170, vy = 2.1170, ¢y = 3.7183, ¢ = 2.7183
4

cuya solucion se puede ver en la figura |5.13|

El error de la interpolacion de Hermite
segmentaria

Esta seccion la planteamos de manera similar a la 5.3. Utiliza-
mos los teoremas ya vistos en el tema 4 para enunciar un nue-
vo resultado y demostrarlo de manera conjunta con los/as alum-
nos/as. Introducimos algunos ejercicios para ver el grado de los
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......... Y(x) = e* + cos(4nz)| |

O Datos

Hia(y)

0 . . . .
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

Figura 5.13: Polinomio ctibico de Hermite segmentario

polinomios que reproduce la interpolacion de Hermite segmenta-
ria de manera exacta. Finalmente, como ya hicimos anteriormente,
nos centramos en el caso equiespaciado y vemos una cota del error
para este caso.

Interpolacion por splines

En las secciones anteriores profundizamos, por medio de dis-
tintos ejemplos, el tipo de interpolante polinomico a trozos que se
obtiene y la continuidad global del mismo. Asi, en interpolacion
segmentaria de Lagrange solo podemos asegurar funciones con-
tinuas pero se producen picos en los nodos que unen los distin-
tos polinomios interpoladores de cada intervalo. Este fenomeno en
ejemplos reales es no deseado ya que se requiere cierta suavidad
en la aproximacion. En la interpolacion de Hermite se necesitan
conocer los datos en derivadas sucesivas, suceso que no siempre
ocurre. Como solucion suave, sin necesidad de aumentar el nume-
ro de datos conocidos, basandonos exclusivamente en los datos de
la funcion, se pueden generar curvas de clase C?[a, b] que reciben el
nombre de splines. Esta seccion esta dedicado a la construccion de
este tipo de interpoladores. Empezamos definiendo las condiciones
naturales mas utilizadas y después configuramos el sistema para
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determinar una aproximacion a la segunda derivada.

Se veran algunos ejemplos y ejercicios para clarificar los con-
ceptos utilizados. Finalmente, se mostrara la funcion de Matlab
spline que genera curvas splines para datos dados. Se pondria
un ejemplo similar al siguiente:

Ejemplo 5.21. Si introducimos en la ventana de comandos:

>> x=linspace (0,1,10)

>> =0 (x)exp(x)+cos (4*pi*x)

>> p=spline (x, [1 £(x) exp(l)]);
>> tl=linspace(0,1,1e6);

>> plot(x,f(x), ro’,...
tl,f(tl),"k:", ...
tl,ppeval(p,tl), b7, ...
"LineWidth’, 2, "'MarkerSize’,10)
>> grid on

devolvera la siguiente grafica (figura [5.14).

4

35

3t

251

O Datos |
s h(2) = €” + cos(4mz)
5(4)

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

Figura 5.14: Ejemplo de spline para los datos {(i/9,v:)}}_, con datos ini-
ciales conocidos.

Hemos utilizado el capitulo 11 de [AAAT02] para la tercera parte
del tema. Dividimos el tema en sesiones como podemos ver en la
tabla [5.5]
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La presentacion de este tema la podemos encontramos en:

www.uv.es/diofeya/temab.pdf

Secciones ST (1 h.)

5.1 Introduccion: Convergencia de 1.5

sucesiones de polinomios

5.2 Interpolacion de Lagrange segmentaria 1

5.3 El error de la interpolacion

de Lagrange segmentaria 0.5

5.4 Interpolacion de Hermite segmentaria 0.5

5.5 El error de la interpolacion de Hermite seg. 0.5

5.6 Interpolacion por splines 2
La interpolacion segmentaria 6

Tabla 5.5: Numero de sesiones teoricas (ST) dedicadas a cada seccion del
tema 5

Tema 6. Integracion numeérica

Objetivos del tema

Motivar los problemas de integracion numeérica

Construir reglas basicas de integracion basadas en in-
terpolacion.

Construir reglas compuestas basadas en las reglas sim-
ples.

Analizar el error producido por cada regla.

Definir reglas gaussianas de integracion numeérica.

Uno de los usos mas utilizados en aplicaciones reales de la teo-
ria de la interpolacion es la integracion numeérica. La idea consiste
en hallar una aproximacion al valor de la integral de una determi-
nada funcion bien sea por su conocimiento explicito bien porque


https://www.uv.es/diofeya/tema5.pdf
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se disponen de ciertos datos en un determinado intervalo. En es-
te curso, solo veremos intervalos acotados dejando para la parte
de seminarios una posible extension a integracion impropia. Los
meétodos mas comunes, que son los que vamos a trabajar en este
tema, se basan en interpolar la funciéon por medio de un polinomio
y calcular la integral. Este tipo de métodos, se les llama métodos
simples. Si aprovechamos la linealidad de la integral y dividimos el
intervalo en subintervalos mas pequenos podemos aplicar las re-
glas simples en cada subintervalo obteniendo las conocidas como
reglas compuestas. Tanto para las reglas simples como para las
reglas compuestas se puede calcular el error cometido entre el va-
lor de la integral y la aproximacion. Para probar los resultados del
error en las reglas compuestas sera necesario el uso de algunos
teoremas clasicos que recordaremos durante el curso.

Tipicamente, los nodos con los que se calcula la aproximacion
son equiespaciados dando lugar a las reglas clasicas como la del
rectangulo, punto medio, trapecio o Simpson. Sin embargo, una
eleccion de nodos adecuada puede mejorar la precision disminu-
yendo el error. La clave radica en conseguir un polinomio ¥, (z) de
la forma

n

W, () = [J(x - ).

=0

que sea ortogonal en el espacio £2[a,b], donde w es una funcién
peso positiva. Para poder utilizar este tipo de razonamientos, de-
finiremos con detalle estos espacios y conceptos durante el tema.
Asi, quedara dividido en el siguiente indice.

indice
e Introduccion. Cuadratura numeérica.
e Reglas de integracion simples.
e Reglas de integracion compuestas.

e Reglas de integracion gaussianas.
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Introduccion. Cuadratura numeéerica.

Como en cada leccion, planteamos un primer ejercicio para in-
troducir el tema. En este caso, uno de los problemas que surge de
manera natural en la asignatura de Anadlisis matemcditico I es cal-
cular el valor numérico de la integral de una funciéon integrable,
por ejemplo, una funcion continua en un compacto que no tenga
primitiva elemental como 6(z) = ¢*°, z € [0, 1]. Asi, invitamos al/a la
alumno/a a que disefie un método para resolver esta cuestion. Lo
guiamos, por ejemplo, a utilizar una interpolacion de la funcién en
tres puntos del intervalo [0, 1] obteniendo asi el método conocido
como regla de Simpson.

Definimos, por tanto, cuadratura numeérica al método que con-
siste en aproximar una integral en un intervalo acotado por medio
de una combinacion lineal de valores de la funcién en unos deter-
minados nodos pertenecientes al intervalo. Utilizaremos para este
proposito la interpolacion de Lagrange. Con esta definicion con-
cluimos la introduccion al tema.

Reglas de integracion simples

Las formulas de Newton-Cotes se basan en calcular el valor de
la integral de una funciéon en un intervalo interpolandola usando
el polinomio interpolador de Lagrange en un conjunto de puntos
del intervalo igualmente espaciados.

Definicion 5.22. Sea [a,b] C R un intervalo y f una funcién in-
tegrable en [a,b], supongamos un mallado de n + 1 puntos, z;, <
Ty < ... < x,1 < x, €n [a,b] igualmente espaciados. Definimos la
formula de Newton-Cotes de n + 1 puntos a la aproximacion

b n
E(f) = / Lo () (@)de = S Asf (),
a i=0

siendo LZo*~( f) el polinomio interpolador de Lagrange en los pun-
tos (zi)izo ¥

b
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con Li(z) = [[_q . % los polinomios de la base de Lagrange B,
(tema 2).

En esta seccion del tema explicaremos con detalle las formulas
mas habituales utilizando uno, dos y tres puntos, es decir:

Regla del rectangulo:
Ey*(f) = (b= a)/(a).

Regla del punto medio:

w0 = 0-af (57).

2

Regla del trapecio:

() = YO+ SN0 =)

Regla de Simpson:

Bt = (M50 (s a7 (“57) + 1)

Una vez vistas estas féormulas, analizamos el error. Nos basamos
en el error de interpolaciéon de Lagrange teniendo en cuenta la for-
ma de Newton de dicho error. Asi, proponemos una cota general
para las formulas de Newton-Cotes y la utilizamos para analizar
la exactitud al aproximar la integral de un determinado polinomio.
En este punto, definimos el método de los coeficientes indetermi-
nados y planteamos un ejercicio para que el/la alumno/a afiance
este concepto. Con el fin de mejorar la cota del error dada ante-
riormente, podemos estudiar qué ocurre cuando f; U, (z)de =0 ya
que tenemos el siguiente resultado en forma de ejercicio:

Ejercicio 5.23. Sean z, ..., 7,41 € [a,b] n+2 nodos, demuestra que:

flzos - s xn,x) = flxo, ..., Tn, Tnyr, ) (T — Tpg1) + flxo, .o Tny T -
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Asi, podemos obtener una cota del error mas precisa bajo cier-
tas condiciones de la funcién. Con estas premisas enunciamos
como proposiciones los siguientes resultados sugiriendo al/a la
alumno/a que lo demuestre de manera autéonoma.

Regla del rectangulo: Sea f € C'[q,b] entonces existe ¢ € (a,b) tal
que:
(b—a)
5

b
/ f(@)dz — E2M(fF) = £()

Regla del punto medio: Sea [ € C*a,b] entonces existe £ € (a,b)
tal que:
(b—a)’
24

b
/ f(@)dz — RE"(F) = £'(€)

Regla del trapecio: Sea f € (C?[a,b] entonces existe ¢ € (a,b) tal
que:

(bh—ay

b
[ tarda - B = 119"

Regla de Simpson: Sea f € C%a,b] entonces existe £ € (a,b) tal
que:

b 5
b—a)
d _ Ea,b — 4) ( .
[ t@ris = B30 =~ g
Consideramos dos puntos claves en las demostraciones. El prime-
ro se puede enunciar como lema o comentar durante la demostra-
cion y seria el siguiente resultado:

Lema 5.24. Si f € Cla,b] y w € L'[a, ] con w sin cambio de signo en
[a,b] entonces existe £ € [a, b]

[ e =1 [ o

El segundo punto clave es utilizar el ejercicio [5.23] Para con-
cluir esta seccion pondriamos algunos ejemplos si el tiempo dis-
ponible fuera suficiente.
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Reglas de integracion compuestas

Cuando disponemos de los datos de la funcion en un mallado
equiespaciado podemos dividir la integral, gracias a la linealidad
que presenta, en suma de integrales en intervalos mas pequenos
y utilizar las reglas simples vistas en la seccion anterior. Esto da
lugar a lo que denominamos reglas compuestas. En esta seccion
damos las formulas de las reglas compuestas siguientes:

Regla compuesta del rectangulo

N-1 N-1 N-1
EMN() =D BT () = Y (@i —w) fw) =h Y fi
=0 =0 =0
Regla compuesta del punto medio
N—-1 N—-1 N—-1
Re™N(F) = SORFT ) =Y i —a) flo ) =0 Y fios.
=0 =0 =0

Regla compuesta del trapecio

N-1

u h
EMN() = o+ In) +h Y S
=1
Regla compuesta de Simpson

h N-1 N-1
SQa’b’N(f) = g <f0+fN+2Zfi+4Zfi+§) .
=1 =0

Después, analizamos el error usando el siguiente lema:

Lema 5.25. Sean f € Cla,b], o,...,z, n + 1 puntos distintos y A,
i=0,...,nn+1valores con el mismo signo entonces existe n € [a, §]
tal que:

ZAzf(xz) = f(n) ZAz
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Concluimos planteando las formulas para las reglas compues-
tas de los métodos basicos como proposiciones y proponiendo al
alumnado que las demuestren. En este punto es interesante plan-
tear un analisis del numero de evaluaciones y operaciones que
realiza cada método. Sugerimos utilizar la tabla que podemos en-
contrar en el capitulo 1 de [AMOS8] (pag.25). Ejemplificaremos o
enunciaremos algun ejercicio para clarificar las férmulas obteni-
das.

Reglas gaussianas

Introducimos en el problema de integracion numeérica una fun-
cion peso w(x) quedando el siguiente enunciado:

Sea [a,b] € R un intervalo (no necesariamente finito), w una
funcion suave y no negativa, y f una funcion suave en [q,?], el
problema de integracion general es hallar una aproximacion de

[ s

Y nos planteamos si, de alguna manera, podemos calcular los
n + 1 coeficientes y los n + 1 nodos necesarios para que la formula
de cuadratura sea exacta para polinomios de grado menor o igual
que 2n + 1, asi definimos:

Definicion 5.26 (Regla gaussiana). Una regla de n + 1 nodos para
aproximar

b n
[ Haeta)dn = Ra(f) = 3 Aif)
@ i=0
se dice que es gaussiana si para todo p € Iy,
b
| p@rsta)ds = By fo)
Analizamos la formula del error y hacemos notar que como V,, €

1,1 si queremos que la regla sea exacta para polinomios de grado
menor o igual a n entonces si p € 11, tenemos que

b
0= Ru(Wp) = [ Ea(olp(ohela)d = (. p)
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donde (-, ), es un producto escalar.
Introducimos en este punto el espacio £2[a,b] con el producto

escalar definido como:
b
=/fmmwwm

Si f,g € L2]a,b],
Y definimos polinomio ortogonal en £2[a, b].

Definicion 5.27 (Polinomios ortogonales). Sea p € 11,,, diremos que
es ortogonal en £2[a,b] si

<p7 > O Vq S Hn—l'

Estudiamos las propiedades de los polinomios ortogonales co-
mo base de los polinomios de grado menor o igual que n y vemos el
numero de raices reales que tiene y en qué intervalo estan conte-
nidas. Con todos estos ingredientes, que probamos junto a los/as
alumnos/as, enunciamos el siguiente teorema:

Teorema 5.28. Si zg,...,z, son las raices de un polinomio orto-
gonal en L2[a,b] de grado n + 1, entonces la regla de integracion
R,,, definida por los nodos zy,...,z,, €s exacta para polinomios de
grado 2n + 1, y el error es:

(2n+2) b
/f m—(ﬂai—@@/wmwmm

2n+2)!  J,

para algun 7(f) € (a,b) y cualquier f € C*"*2. Esta regla es la inica
que se basa en n + 1 nodos y que coincide con la integral para
polinomios de grado inferior a 2n + 2.

Este teorema tiene el siguiente punto clave:

flzo, s xn, 2] = flxo, .., T, Toy - -+ Ty, ]V (2) + pr()

que probaremos por induccion con la ayuda del alumnado.

Por tanto, si conseguimos un polinomio ortogonal de n + 1 rai-
ces en el espacio £2[a,b] entonces podremos hallarlas y calcular
la regla gaussiana por medio del método de los coeficientes inde-
terminados. Asi, para construir el polinomio ortogonal probamos
junto al alumnado la siguiente proposicion.
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Proposicion 5.29. La recurrencia

Qn<x> = (l’ - an)Qn—1<x> - ann_2<l’>, n = 2, 3, ce
con

<xQn—17 Qn—l)w

a, = . n=1,23..
<Qn—17 Qn—l)w
<$Qn—17 Qn—Z)w

bn = s = 2, 3, .
<Qn727 an2>w

genera una sucesion de polinomios ortogonales en £2[a,b], moni-
cos, y con grado de @); igual a i.

Con el fin de aclarar el proceso para obtener las reglas gaussia-
nas planteamos una serie de ejemplos como el siguiente.

Ejemplo 5.30. Hallamos la regla gaussiana de dos puntos para

aproximar
1
| s
0

es decir w : [0, 1] — R es la identidad.
La aplicamos en un ejemplo numeérico.

Ejemplo 5.31. Supongamos ¢(z) = 2° — x + 1 entonces es facil ver
que:

/Olq(x)dx:%(q (% <3+\/§>) +q<é (3—\/5)))

Podemos ver la representacion en la figura |5.15|
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.
",
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08} (5 (3+V3)
06}
04l

02

-02 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2

Figura 5.15: Ejemplo de regla gaussiana para dos puntos

A continuacion, trabajariamos con el/la alumno/a el diseno de
la regla gaussiana para tres puntos. Senalamos como, sabiendo
las reglas gaussianas para un numero determinado de puntos en
el intervalo [0, 1] podemos, mediante un cambio de variable, traba-
jar en un intervalo cualquiera [a, b|.

Como parte final de la seccion y del tema se veran, si hubiese
tiempo disponible, ejemplos de polinomios ortogonales en espacios
habitualmente utilizados. Terminamos el tema planteando varios
ejercicios. Para este tema hemos utilizado el capitulo 1 de [AMOS].
Orientamos la duracion de cada seccion en la tabla [5.6.

Secciones ST (1 h.)
6.1. Introduccion. Cuadratura numérica 0.5
6.2. Reglas de integracion simples 1
6.3. Reglas de integracion compuestas 1.5
6.4. Reglas de integracion gaussianas 3

Integracion numérica 6

Tabla 5.6: Numero de sesiones teoricas (ST) dedicadas a cada seccion del
tema 6

La presentacion en formato beamer de este tema la podemos
encontrar en el siguiente enlace:
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www.uv.es/diofeya/tema6.pdf

Tema 7. Aproximacion a funciones
II: Minimos cuadrados

Objetivos del tema
e Motivar el problema de los minimos cuadrados
e Construir el método de minimos cuadrados lineal.
e Introducir y disenar métodos de ajuste no lineal.

e Estudiar métodos para resolver sistemas de manera efi-
caz.

En muchas aplicaciones se dispone de datos que contienen
cierto ruido debido a mediciones erroneas, a los aparatos de me-
dicion u otros motivos. En estos casos no es conveniente utilizar
interpolacion ya que la aproximacion hallada es exacta en los pun-
tos dados. Una alternativa es utilizar una aproximacion que no
pase por los puntos sino que se aproxime a ellos minimizando la
distancia en norma 2 en cada punto. A este método se le llama mi-
nimos cuadrados y lo trabajamos en el tema 7. Comenzamos con
una introduccion donde mostramos directamente como calcular la
recta de regresion. A continuacion, ampliamos el problema intro-
duciendo distintos métodos como regresion polinomica y ajustes
no lineales que se pueden resolver de forma lineal. Damos la ver-
sion del problema en ecuaciones normales y obtenemos el sistema

ATAx = ATy.

Recordamos el algoritmo de Cholesky para resolverlo. Analizamos
problemas en la estabilidad en términos del niimero de condicion
de la matriz AT A y vemos cémo resolverlos utilizando descompo-
siciones ()R. En particular, presentamos las transformaciones de


https://www.uv.es/diofeya/tema6.pdf
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Householder que utilizaremos para descomponer la matriz. Asi, el
tema queda dividido en el siguiente indice.

Indice
e Introduccion.

e Minimos cuadrados.

e Descomposiciones (R.

Introduccion

Como en todos los temas, presentamos un problema inicial de
datos que presentan cierto ruido y pedimos al alumnado que pro-
ponga posibles soluciones de aproximacion. Hacemos notar que
estos datos presentan una forma determinada y que contienen
cierto ruido. Orientamos a una posible solucion aproximando los
datos a una recta bien sea por medio de minimizar una funcion
analitica o por medio de las ecuaciones normales. Durante la re-
solucion del problema iran surgiendo distintas cuestiones como la
unicidad o la existencia de solucion que iremos resolviendo pro-
poniendo algun problema complementario. Finalmente, daremos
una solucion explicita de la recta de regresion y mostraremos una
serie de cuestiones que analizaremos durante el transcurso del
tema.

Minimos cuadrados

En la segunda parte del tema, definimos el problema de mini-
mos cuadrados de forma general particularizando a regresion poli-
nomica pero subrayando que la resolucion es similar si la funcion
que deseamos aproximar es combinacion lineal de funciones no
necesariamente polinomicas. Asi, llegaremos al sistema de la for-
ma AT Ax = ATy. Consideramos durante todo el tema que el rango
de la matriz A es maximo y probamos que existe solucion unica
del sistema como lema. Inducimos al alumnado a que intente ha-
cer la prueba de manera auténoma indicandole como punto clave
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el calculo del rango de la matriz AT A. Seguidamente, demostramos
que el resultado de las ecuaciones normales es la tnica solucion
del problema de minimos cuadrados. Al igual que antes, propone-
mos que sea el/la alumno/a el/la que pruebe este lema. Enuncia-
mos varios ejercicios a modo de ejemplo para afianzar conceptos.
Proponemos un ejercicio que consiste en resolver de manera ana-
litica el problema de minimos cuadrados calculando el minimo de
una funcion en varias dimensiones.

Como hemos hecho anteriormente, dedicamos un apartado al
uso de Matlab. En este caso, utilizando la funcion ya vista polyfit
(tema 2) en un ejemplo como el siguiente.

Ejemplo 5.32. Si introducimos por pantalla:

>> t=linspace(-0.2,1.2,1e6);
>> x=linspace(0,1,11);
>> y=[-1.1208 -0.8892 -1.2375 -1.2821 -1.5858
-1.5469 -1.5072 -1.3102 -1.3478 -1.1098 -1.2052];
>> p=polyfit(x,y,2)
>> plot (t,polyval(p,t),’'b’,x,y, ' ro’, ...
"LineWidth’, 2, 'MarkerSize’,10)
>> grid on

devolvera un vector p donde cada entrada es el coeficiente de una
potencia de x y la siguiente grafica (Figura 5.16).

-0.4

-0.6

-0.8

Figura 5.16: Ejemplo de regresion polinémica
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Para terminar esta seccion, vemos distintos ajustes no lineales
que por medio de cambios de variable se pueden resolver utilizan-
do las formulas vistas para la recta de regresion. En particular,
presentamos los siguientes:

El ajuste exponencial: Silos datos provienen de una funcién f(z) =
ape™®, con ap,a; € R desconocidos.

El ajuste hiperbélico: Silos datos provienen de una funcioén f(z) =
ap + %, x # 0, con ap,a; € R desconocidos.

El ajuste potencial: Silos datos provienen de una funcion f(z) =
apx®™, con ag,a; € R desconocidos.

Proponemos una serie de ejercicios para que los resuelvan y
clarifiquen posibles problemas. Asimismo, sefialamos un algorit-
mo para resolver las ecuaciones normales que se puede encontrar
en el tema 7 del manual [ADMOO]:

1. Calculamos C = AT A
2. Calculamos d = AT Ay

3. Factorizamos utilizando Cholesky (vista en el curso 2) C' =
GGT.

4. Resolvemos Gk =d, G'x = k.

Terminamos esta seccion mostrando un ejemplo de inestabili-

dad del sistema de ecuaciones debido, en este caso, al redondeo.
Esto nos servira como punto de partida en la ultima seccion.

Descomposicion (R

Empezamos definiendo matriz ortogonal (Q7Q = I) y obtenemos
la siguiente relacion:

1Q(Ax — y)|3 = (Q(Ax — y)) " Q(Ax — y) = (Ax — y)TQfQ(AX ~y)

= (Ax —y) (Ax —y) = [|[Ax — y][.
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Si conseguimos hallar ) y R que cumplan A = QR con R una
matriz triangular entonces obtenemos un problema equivalente.
El foco del problema, por tanto, ha cambiado a como obtener una
descomposicion QR de la matriz. En esta ultima seccion usamos
las transformaciones de Householder que se definen como:

Definicién 5.33 (Matriz Householder). Sea v € RY un vector dis-
tinto de O entonces definimos la matriz Householder P, € RY*¥
como: 9
P,=1———vwv.
V113

Con estas matrices obtenemos la descomposicion buscada apli-
candolas de forma reiterada. Con el fin de clarificar esta parte, rea-
lizamos un ejemplo completo de un problema de minimos cuadra-
dos resolviéndolo utilizando las transformaciones de Housholder.

Para terminar el tema volvemos al uso del Matlab presentando
dos funciones:

e gr: que devuelve la descomposicion QR de una matriz, y

e chol: que devuelve la matriz correspondiente a la descompo-
sicion de Cholesky.

Con estos comandos terminariamos el tema haciendo algun
problema o ejercicio si el tiempo disponible lo permite. En la tabla
se puede ver la division de secciones y la temporalizacion.

Secciones ST (1 h.)
7.1. Introduccion 1
7.2. Minimos cuadrados 1.5
7.3. Descomposiciones QR 1.5
Aproximacion de funciones II: Minimos cuadrados 4

Tabla 5.7: Numero de sesiones teoricas (ST) dedicadas a cada seccion del
tema 7

La presentacion en formato beamer de este tema la podemos
encontrar en el siguiente enlace:

[ www.uv.es/diofeya/tema7.pdf ]
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Enunciados de practicas y
seminarios

En esta seccion presentamos los enunciados de las practicas.
Conservamos el formato entregado a los/as alumnos/as donde se
puede ver que anadimos a los enunciados de los ejercicios un re-
sumen de los temas y los objetivos de cada practica.

Como senalamos anteriormente hay al menos una practica por
cada tema. Hay diversidad de problemas, desde ejercicios de pro-
gramacion hasta ejercicios mas teoricos. En todas las practicas se
hace un estudio y varios experimentos para ratificar los resultados
teoricos vistos en cada tema. Las practicas estan pensadas para
que se trabajen en el aula de clase y de manera autonoma. Asi,
el enunciado estara dispuesto en el aula virtual al menos una se-
mana antes de la sesion presencial correspondiente sugiriendo al
alumnado que revise los ejercicios e intente resolverlos con ante-
rioridad a la explicacion dada de manera presencial.

En el caso de los seminarios, tal y como indicamos en el capi-
tulo |4] se propondra un trabajo escrito para realizar en grupos de
3 0 4 personas sobre un tema relacionado con la asignatura. Este
trabajo lo tendran que presentar en la ultima clase de tutorias.



98

Practica 1. Aproximacién a funciones I:
Polinomios de Bernstein y de Taylor

Aproximacion numérica. Grado de Matematicas
Curso 22-23

Objetivos
Los objetivos para esta practica son los siguientes:

- Analizar numéricamente los resultados tedricos sobre la aproximacién de Weierstrass utilizando polinomios
de Bernstein.

- Analizar numéricamente los resultados tedricos sobre la aproximacién de Taylor.

Polinomios de Bernstein
Sea el espacio normado de funciones continuas (Cla, b, || - ||o,[a,6)) cOn norma definida como:
1/ llsc a0y = max{|f(z)] : = € [a, 0]}
Sean € Ny f €C[0,1]. Los polinomios de Bernstein se definen de la siguiente manera:
B = (3)ata-ar s () )
k=0 "

sabemos que cuando n tiende a infinito B, (f) se aproxima en norma infinito a f, es decir:

Teorema 1: Sea f € C[0, 1] entonces

nli—>1rolo 1Bn(f) = flloo.fo.1) = 0

Ejercicio 1: Estudia numéricamente la afirmacién del teorema 1.
Para analizarlo, define una funcién ¢ : [0,1] — R

(z) = €* 4 cos(z), x € [0,1]. (2)
(a) Justifica que la funcién es continua en [0,1]. Calcula ||¢|]c-
(b) Calcula analiticamente Bo(v), B1(y) y Ba2(v).
(¢) Disenia una funcién en Matlab que se llame errorbernstein.m que tenga como variables de entrada:

f: Una funcién simbdlica.

n: Numero de puntos para calcular la aproximacion.
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Y como variables de salida:

e: Error mdximo en un mallado equiespaciado de 10 + 1 puntos en [0, 1] definido como

en= max [(i/10%) = By (4)(i/10%)].

siendo By, (%) el n-ésimo polinomio de Bernstein, utiliza la funcién de Matlab bernstein.
(d) Configura una tabla con en para n = 2,4, 8,16, 32,64, 128, 256.

(e) Analiza los resultados de la tabla anterior. Utiliza las siguientes preguntas como base para el analisis:
Se satisface numéricamente el teorema? ;Cudl es el error minimo obtenido, con qué grado? ;Consi-
deras que es una convergencia rapida?

(f) Dibuja la funcién, y los polinomios Ba (1)), Bs(v), Bea(¢), B2ss(¥) en el intervalo [0, 1].

Polinomios de Taylor

Sean a,b € R, n € N, f € C"*'[a,b] y 29 € (a,b). Los polinomios de Taylor tienen la forma:
n i
: RN i
() =3 L gy 3)
i=0

y sabemos que cumplen el siguiente resultado:

Teorema 2: Sean € N, f € C"*[a,b] y 29 € (a,b) entonces para cada z € (a,b) existe &(x) € (a, b) tal que

_ )

+1
(iR YT H——
(n+1)!

(2 — 20)" ™ = |f(2) — T2 (f)(z)| < (n+1)!

f@) =T (F)(x)

Ejercicio 2: Define la funcién ¢ : [—1,1] — R (abuso de notacién ya que estaba definida en [0,1]):
P(z) = €* + cos(x).
(a) Justifica que la funcién es C*°[—1,1]. Calcula analiticamente |[¢)™) || (_1,1] Para cualquier n € N.
(b) Sea zo = 0 halla T2(¢)) = T,,(1)).
(c¢) Diseia una funcién en Matlab que se llame errortaylor.m que tenga como variables de entrada:

f: Una funcién simbdlica.
n: Grado del polinomio de Taylor.
x0: Punto xy donde se desarrolla el polinomio de Taylor.

x: Punto x donde se evalia el polinomio de Taylor.
Y como variables de salida:

en: Error absoluto entre la funcién y el polinomio de Taylor en el punto =
en = [f(z) = Tn(f)(2)]-

Puedes utilizar la funcién taylor de Matlab.
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(d) Haz una tabla calculando en una columna en para x = 1y n = 1,2,3,4,5 y en otra columna los
valores: .
1™ Vlloo, (1,1

(n+1)!

tn+1 =

(e) Analiza los resultados obtenidos en la tabla del apartado anterior.

(f) Dibuja la funcién y los polinomios 71 (v), T2(¢), T5() en el intervalo [—1, 1].

Ejercicio 3: Sea ¢ : [—7, 7] — R la funcién definida como

¢(z) = sin(x),

supongamos que queremos utilizar el polinomio de Taylor en el punto o = 0 para aproximar la funcién ¢ en el
intervalo [—m, 7] con un error menor que ¢ = 0.1.

(a) Utiliza la férmula del resto de Taylor para calcular de forma analitica la n mds pequena para conse-
guirlo.

(b) Disefia una estrategia para analizar el comportamiento del error

€n = max | |p(z) = Tn(9) ().

ze[—1,1
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Practica 2. Interpolaciéon de Lagrange I:
La base de Lagrange

Aproximacion numérica. Grado de Matematicas
Curso 22-23

Objetivos
Los objetivos para esta practica son los siguientes:
- Estudiar el método de interpolacién de Lagrange.
- Analizar la base de Lagrange para el calculo de interpolacién.

- Analizar la férmula del error de interpolacién de Lagrange.

Interpolaciéon de Lagrange

Sea [a,b] C R un intervalo y zo,...,z, € [a,b], n + 1 puntos distintos y supongamos conocidas sus cor-
Iespondlentes imdgenes de una funcién {f(x;)}",. Definimos el polinomio interpolador de Lagrange como
Lo-on(f) € II,, que satisface que:

LEoon(f)(x;) = f(x;), i=0,...,n.

Por comodidad denotaremos f; = f(x;) y L,(f) = LZ>"(f). El polinomio interpolador se puede expresar

en la base de Lagrange como:
=Y Li@)f(x:) =) Li(x) fi, (1)
i=0 i=0
con
L r— Ty
Li xr) = — | i =0,...,n.
(2) H <$L*I,> 7 RO )
J=0,57i :

Hemos probado en el tema 2 el siguiente teorema:

Teorema 1 (Error en la interpolacién de Lagrange): Sean n € N, f € C"*Y[a, b], w0, %1, ..., 2, € [a,b] distin-
tos. Para cada z € [a, b] existe (z) con min{z, zo, ..., z,} < &(z) < max{z,zo,...,z,} tal que
fn+1) n fn+1) € o
1@ - L)) = L ED [ gy = LBy, @)

n+1 (n+1)!

=0

siendo Wy, (z) = [[iL,(z — ;).

Ejercicio 1: Empezamos calculando algunos ejemplos de polinomios interpolatorios usando la base de Lagrange.
Para esto, comenzamos programando una funcién en Matlab.
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e Disefia una funcién en Matlab que se llame lagrangeinter.m que tenga como variables de entrada:
x: Vector de nodos o, . .., Z,, (variable numérica).
£: Vector de datos fo, ..., fn, (puede ser una variable numérica o simbélica).

y: Punto y donde se interpola, (puede ser una variable numérica o simbélica).
Y como variable de salida:
p: polinomio de Lagrange L, (f) evaluado en y, (puede ser un valor numérico o una variable simbdlica).

e Sean los datos x; = ih, h = 0.25, i = 0,1,2,3,4, ¥g = 2, ¢; = 0.2840, 1o = 2.6487, ¢¥3 = 1.1170,
1hy = 3.7183 provenientes de una funcién ¢ desconocida evaluada en z;, i = 0,1, 2, 3, 4, utiliza el apartado
anterior para calcular Ly ().

Calcula el polinomio interpolatorio para la funcién g(z) = €* para los datos x; = ih, h=1/5,i=0,...,5.

Calcula Ls(9)(0.7), Ls(9)(0.33), Ls(g)(0.12).

Representa la funcién g(z) = e* y Ls(g) en el intervalo [0,1].
e Comprueba el polinomio obtenido con el resultado de aplicar la funcién polyfit.
e Analiza los resultados.

Ejercicio 2: Continuamos analizando el error numérico utilizando la interpolacién de Lagrange para nodos
equiespaciados.
e Disena una funcién en Matlab que se llame lagrangeerror.m que tenga como variables de entrada:
: Limite inferior del intervalo.
: Limite superior del intervalo.

: Niimero de nodos m =n + 1.

H B o p

: Funcién f.

M: Cota de la derivada (n + 1)-ésima, es decir, || "V || oo a0) < M.
Y como variables de salida:

en: Error numérico méximo en un mallado equiespaciado de 10% + 1 puntos en [a, b] definido como

f (a + i(bu;“)> — La(f) (a + %) ‘ ,

siendo L, (f) el polinomio interpolador en un mallado equiespaciado de n 4+ 1 = m nodos en [a, b].

en =

max
i=0,...,106

M2: MAximo numérico en un mallado equiespaciado de 10 + 1 puntos en [a, b] definido como

i(b—a)
M2 = i:g,l.%?iloﬁ ‘\Pn <a + BT > ‘ .

Calcula el error en entre la funcién g(z) = e* y L,(g), m = 3,5,9, en el intervalo [0,1]. Compérala con la
cota % en una tabla.

e Analiza los resultados obtenidos.

Ejercicio 3: Veamos en este ejercicio como la interpolacién de Lagrange varia cuando aplicamos una aplicaciéon
afin a los datos z;. Comenzaremos en un mallado igualmente espaciado de n + 1 puntos en un intervalo [a, b,
es decir

(b-a)

n

ri=a+ih, h= i=0,...,n.
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e Calcula Ly(f) (QTM), Ls(f) (%b): Ls(f) (HTM)

e Supongamos conocidos los siguientes datos:

T (f1)i i (f2)i T (f3)i
0 0 0 0 -3 0
1/3  0.3272 1 0.3272 -1/3  0.3272
2/3 0.6184 2 0.6184 7/3 0.6184
1 0.8415 3 0.8415 5 0.8415

5

Calcula Lg’%’g’l(fl)(l/Q), LYV23(£2)(3/2), L;S‘f%’f%’ (f3)(1) y compéralos.

e Deduce y prueba que si f : [0,1] = R, y zo, ..., 2, un mallado equiespaciado de [0, 1] y I [a,b] — R tal

que f(z) = f(a+ (b—a)x) y Zo,..., 2, es un mallado equiespaciado de [a, b] entonces

; . 1 i o )
szn’“"l"(f) (§> — L;Elnﬁ,,.,z"(f) <(z~2|» ) .

e Sea 7y : [0,1] — [a,b] definida como y(z) = a+ (b —a)z, f:[0,1] = Ry f: la,b] = R con la relacién
f=fov x;,i=0,...,n puntos distintos entonces

Lz () (@) = L0 0060 () (3 (a)

e Halla L3(1), siendo ¢(z) = e + cos(4mz) en x; = ih, h =1/3,4=0,1,2,3 y utiliza en apartado anterior
para hallar L3(p) siendo p(z) = ei= + cos(z) utilizando los nodos z; = t&— con i = 0,1,2,3.
e Analiza los resultados obtenidos.

Ejercicio 4: Finalmente, veamos que los polinomios interpolatorios de Lagrange de grado menor o igual n son
exactos para polinomios de grado n o menor.

e Utilizando la funcién programada en el ejercicio 1 calcula La(p), sabiendo x; = 4, i = 0,1,2 y p(z) =
2?41

Utilizando la funcién programada en el ejercicio 1 calcula L3(p) y Ls(q), sabiendo z; = ih, h = 4,
i=0,1,2,3yqz) =2 +x— 1.

Sea p € II,,, demuestra sin utilizar la férmula del error que para cualquiera n+1 puntos distintos xg, . .., x,

Ln(p) = p.
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Practica 3. Interpolaciéon de Lagrange lI:
La base de Newton

Aproximacion numérica. Grado de Matematicas
Curso 22-23

Objetivos
Los objetivos para esta practica son los siguientes:
- Estudiar el método de interpolacién de Lagrange.
- Estudiar el concepto de diferencias divididas.
- Analizar la base de Newton para el calculo del polinomio de interpolacion.

- Analizar la férmula del error en funcién de las diferencias divididas.

Interpolacion de Lagrange usando la base de Newton

El primer concepto que utilizaremos en esta practica es el siguiente:

Definicién 1 (Diferencias divididas): Sea f : [a,b] — R una funcién y sean zg,x1,...,%, € R n+ 1 puntos
distintos de [a, b], entonces definimos:

T1y.. ey Tn] — flT0oy .o Tne
f[IO,u-,In]:f[l n} f[ () ) nl]7
Ipn — X0
siendo flz;] = f(z;), i1 =0,...,n.
Sea [a,b] C R un intervalo y zo,...,z, € [a,b], n + 1 puntos distintos y supongamos conocidas sus cor-

respondientes imdgenes de una funcién {f(z;)}",. Definimos el polinomio interpolador de Lagrange como
Lioron(f) € II,, que satisface que:

Lyt () (@) = f(ze), i=0,...,n.

Por comodidad denotaremos f; = f(z;) y Ln(f) = L%~ (f). El polinomio interpolador se puede expresar
en la base de Newton como:

La(f)@) =) flvo,... @i Ni(x), 1)
i=0

con
j—1

No=1, Nj(z)= H(xfx,»), j=1,...,n.
i=0
Podemos expresar el error de interpolacién en funcién de las diferencias divididas utilizando la siguiente
proposicion.
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Proposicién 1: Sea f : [a,b] — R una funcién y sean xg, Z1, ..., &, € [a,b] n+ 1 puntos distintos, entonces
para cada € [a, b]:

f(l‘) - Ln(f)(QZ) = f[$07371,- oo 7$nvx] H(l‘ - ‘TZ)
=0

Ejercicio 1: Comenzamos estudiando las diferencias divididas de un funcién.

Disenia una funcién en Matlab que se llame difdiv.m que tenga como variables de entrada:

x: Vector de valores de entrada z, ..., x,, (variable numérica).

f: Vector de datos fo, ..., fn, (variable numérica).
Y como variables de salida:

A: Matriz de diferencias divididas.

v: Diagonal de la matriz A.

Sean los datos x; = ih, h = 0.25, i = 0,1,2,3,4, 19 = 2, 11 = 0.2840, o = 2.6487, 3 = 1.1170,
1y = 3.7183 provenientes de una funcién ¢ desconocida evaluada en z;, i = 0,1, 2, 3, 4, utiliza el apartado
anterior para calcular [z, za], ¥[zo, T1, T2], Y[T1, T2, T3], Y[w0, T1, T2, T3] ¥ Y[T0, T1, T2, T4].

Calcula g[zg, 1, T2, T3, x4] con g(x) = e para los datos x; =ih, h=1/4,i=0,...,4.
Demuestra (af + 89)[xo, 1, - .., Tn] = aflxo, ..., zs] + Bg[xo, - .., xn], Vf, g, Vo, 8 € R.
Calcula g[zo, x1, x2, x3,24] con g(z) = cos(4nz) para los datos x; = ih, h=1/4,i=0,...,4.

Calcula (g + q)[xo,x1, T2, T3, 24] con g(z) = € y q(z) = cos(4rzx) para los datos z; = ih, h = 1/4,
i=0,....4

Comenta los resultados obtenidos.

Ejercicio 2: Continuamos analizando las diferencias divididas con un ejercicio tedrico.

Sea p € II; definido como p(z) = =3z — 7, zg = 1 y &1 = 7 calcula p[zg, x1].
Sea p € II;, xg, 1 dos puntos distintos, calcula p[zo, z1].
Sea ¢ € II5 definido como ¢(z) = 7%x2 +x—T7 x0=1, 121 =7, 2 =1 calcula q[xg, z1, z2].
Sea q € I, xg, z1,z2 tres puntos distintos, calcula ¢[xo, z1, z2].
Sea f € C"*1a,b], z0,...,%n, T € [a,b], n + 2 puntos distintos demuestra que existe
&(z) € (min{z, o, ..., oy}, max{z, xo,...,Tn})

tal que
f”“)(f(w)) = (n+ D!f[zo,21,..., 20, ].

Sea p € I, xo,...,Zn, n+ 1 puntos distintos, calcula p[zo, ..., Ty].

Analiza los resultados obtenidos.

Ejercicio 3: Diseniamos una funcién que calcule el polinomio interpolador en la forma de Newton.

Configura una funcién en Matlab que se llame newton.m que tenga como variables de entrada:
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x: Vector de nodos g, . .., Z,, (variable numérica).

f: Vector de datos fo, ..., fn, (variable numérica).

y: Vector y donde se interpola, (puede ser una variable numérica o simbélica).
Y como variable de salida:

p: polinomio de Lagrange L, (f) evaluado en y, (puede ser un valor/vector numérico o una variable
simbdlica).

Sean los datos x; = ih, h = 0.25, 1 = 0,1,2,3,4, ¥y = 2, ¢; = 0.2840, ¢ = 2.6487, 3 = 1.1170,
1y = 3.7183 provenientes de una funcién ¢ desconocida evaluada en x;, i = 0,1, 2, 3, 4, utiliza el apartado
anterior para calcular Ly ().

Calcula el polinomio interpolatorio para la funcién g(z) = e® para los datos z; = ih, h=1/5,i=0,...,5.

Calcula L;5(g)(0.7), Ls(g)(0.33), L5(g)(0.12).

Representa la funcién g(z) = e” y Ls(g) en el intervalo [0,1].

Comprueba el polinomio obtenido con el resultado de aplicar la funcién polyfit.

Comprueba el polinomio obtenido con el resultado de aplicar la funcién lagrangeinter.m programada
en la practica 2.

Ejercicio 4: Un equipo humilde de la ciudad de Albacete necesita contratar un/a matemético/a que analice los
datos que le suministra un equipo informético que mide las trayectorias de los/as jugadores/as. En la entrevista
de trabajo plantea la siguiente prueba:

El equipo informético adquirido consta de una pantalla donde se puede ver una serie de puntos de la
trayectoria de un/a jugador/a con un margen de error (en azul) y cuatro puntos de dicha trayectoria de manera
exacta (en rojo). Ademds, devuelve los datos numéricos de los puntos exactos. En un partido de fitbol sala la
méquina devuelve los siguientes valores:

Jugador/a 1: x; = (50,200,400, 575, 650), f; = (220,100,300, 150,225) y la Figura 1. Sabiendo que el/la juga-
dor/a 1 describe una trayectoria suave, da una posible solucién y represéntala.

Fig. 1: Trayectoria del/de la jugador/a 1 en un partido. Puntos rojos: datos numéricos.
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Jugador/a 2: x5 = (100,200, 300, 400, 500, 625), f2 = (350, 340, 335, 320,300, 100) y la Figura 2. Sabiendo que
el/la jugador/a 2 describe una trayectoria suave, da una posible solucién y represéntala.

m"o’@“oo"'@..oo '.o.“."ﬁ.
...

Fig. 2: Trayectoria del/de la jugador/a 2 en un partido. Puntos rojos: datos numéricos.
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Practica 4. Los nodos de Chebyshev:
Analisis del error de la interpolacion de Lagrange

Aproximacion numérica. Grado de Matematicas
Curso 22-23

Objetivos
Los objetivos para esta practica son los siguientes:

- Analizar numéricamente los resultados tedricos sobre la interpolacién de Lagrange utilizando los nodos de
Chebyshev.

- Comparar entre la interpolacién utilizando nodos igualmente espaciados y nodos de Chebyshev.

Los polinomios de Chebyshev

Definicién 1: Para cada n € N definimos el n-ésimo polinomio de Chebyshev, T}, : [—1,1] — R como:

Ty (x) = 22Tp—1(2) — Th—2(z), To(z) =1, Ti(x)==z.

Se puede probar que T;,(z) = cos(narccos(z)), ¢ € [—1,1], cuyas raices estdn en los nodos de Chebyshev:

2k -1

Ademads, hemos probado en teoria el siguiente resultado:

Corolario 1: Sean xy,...,2, € [—1,1] puntos distintos entonces:

n+1

n
—@zxg_ ) |$ Thyn+1\ = —ﬂzél_ O‘I xl‘
1= 1=

siendo 7; 41, @ = 1,...,n+ 1 las n + 1 raices del (n + 1)-ésimo polinomio de Chebyshev T, 1.

Finalmente recordemos la férmula del error vista en el Tema 2 y en la Préctica 2.
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Teorema 1: Sean n € N, f € C"[a,b], z9, 1, .., 2, € [a,b] distintos. Para cada z € [a, b] existe £(z) con
min{z, o, ..., Zn} < §(z) < max{x, zg, ..., T, } tal que
@) 17
) — LE0s%n T) = T — x; 1
&)L (@) = Sy 1o &)
siendo LZo*n( f) el polinomio de grado n que interpola en los nodos z; con i = 0,...,n.
Ejercicio 1: Empezamos analizando el error numérico al utilizar cada vez mas puntos en la interpolacién.
e Disefia una funcién en Matlab que se llame lagrangeerror2.m que tenga como variables de entrada:
a: Limite inferior del intervalo.
b: Limite superior del intervalo.
m: Numero de nodos m =n + 1.
f: Funcién f.
Y como variables de salida:
en: Error numérico méximo en un mallado equiespaciado de 10% + 1 puntos en [a, b] definido como
. i(b—a) i(b—a)
en = ma a — LF0rn a
=008 f < MRSTIC > " ) < BT ’
siendo L, (f) el polinomio interpolador en un mallado equiespaciado de n + 1 = m nodos en [a, b]
en2: Error numérico méaximo en un mallado equiespaciado de 10° + 1 puntos en [a, b] definido como
U0=a)\ _ pinmiriiniin i(b—a)
en = i:él_l_?ﬁob f (a—l— 106 ) — Lt +1nt1(f) (o + 106 ,
siendo L7+ttt (f) el polinomio interpolador en los n1odos A1 n41,- -, fnt1,n+1 que son las

rafces del polinomio 7}, de Chebyshev en [a, b].
Nota: puedes utilizar la funcién de Matlab lagrangeerror.m disenada en la practica 2.

e Calcula en y en2 para la funcién p(z) =
talos graficamente.

Mﬁ’ ym=234,56,7,89 en el intervalo [—1,1] y represen-

e Analiza los resultados obtenidos.

Ejercicio 2: Sea la funcién
g(.’E) =e", z€ [747 O]

e Si denotamos como 7; n41,¢ = 1,...,n+1las n+1 raices del polinomio de Chebyshev Tnﬂ en el intervalo
[—4,0], calcula la expresién de #); 5,41 en funcién de las raices del polinomio T,41 en el intervalo [—1,1],
es decir en funcién de 7; p41.

e Calcula el menor grado ng tal que

max th.ngﬂyu-,ﬁn[,+1,n0+1 (g)(z) —g(z)| < 0.1,
z€[—4,0]

siendo Ly, "0 ""0t1m0% (g el polinomio de Lagrange de g en los nodos f; no+1,% = 1,...,m0 + 1.
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e Sean n + 1 puntos igualmente espaciados z; = —4 + ih, h = %, 1 =0,...,n, a partir de la férmula del
error, teorema 1, calcula el valor mg que asegure:
Lo,y T
max | Lmg °(g)(x) — g(x)] <0.1.
z€[—4,0]
e Compara los errores reales con las cotas tedricas en cada caso.
. . 7l yeeyT] X e T, T
e Compara el error que se obtiene cuando utilizamos Ly ™0™ "0t 0m0% (6) v cuando utilizamos Lpg™ """ (g).
Represéntalos en una misma grafica junto con la funcién g.
e Configura una tabla con los errores reales y las cotas tedricas para n = 1,. .., max(ng, mo).
e Analiza y comenta los resultados incluyendo graficas cuando sea necesario.
e Utiliza los programas realizados en las practicas anteriores, seialando cuando y cémo los utilizas.
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Practica 5. La interpolacion de Hermite

Aproximacion numérica. Grado de Matematicas
Curso 22-23

Objetivos
Los objetivos para esta practica son los siguientes:
- Estudiar el concepto de diferencias divididas generalizadas.

- Estudiar la interpolacién de Hermite y analizar el error.

Las diferencias divididas generalizadas

Definicién 1 (Diferencias divididas generalizadas): Sean € N, f € C"[a,b] y ©g < 1 < ... < @, € [a,b] n+1

puntos entonces:
f[zla'-<1x7L]_f[zD:"'vzn—l]

= . To F an
f[w07 fee 1xn] = { fn)@v) REa
n!

o = Tp

Con las diferencias divididas generalizadas podemos probar el siguiente teorema:

Teorema 1: Sean n+ 1 puntos, zg, x1,...,z, € R distintos con sus respectivos valores m; € N, i =0,...,n
y supongamos que conocemos N + 1 = Z?:o(mi + 1) valores que son la evaluacién de una funcién
f €C¥la,b] con K > maxo<;<n{m;}:

fij) = f(x:), j=0,...,mi, i=0,...,m,
entonces existe H(f) € Iy tal que:

HE (@)=, 5=0,...,ms, i=0,...,n. (1)

Asi, la forma del polinomio interpolador de Hermite utilizando diferencias divididas generalizadas es la

siguiente:
Supongamos zo < ... <z, con m;, ¢ = 0,...,n sus multiplicidades entonces definimos: yo = xo,...,ym, =
L0s Ymo+1 = L1y - -+ Ymo+mi+1 = L1y - - s Ymo+...4mpu_14+n = Loy -+ o5 Ymo+...4Amp+n = Tny ¥ calculamos el pOllIlO—

mio interpolador de Hermite como:

N i—1
Hyormn (A)(x) =Y flyor--wil [[ (= =)
i=0 j=0

Finalmente, recordamos la féormula del error.
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Teorema 2: Seann € N, xg, 21, ...,2, € [a,b] distintos con sus respectivos valores m; € Ny f € CN+1[a, b],
con N+1=3" (m; +1). Para cada z € [a,b] existe £(z) € (a,b) tal que
f(x) _ Hzo,...,z,, (f)(x) — fN-H)(é(I)) - (fL‘ _ x_)mﬁrl (2)
MO e e ey My, (N n 1)' P i

Ejercicio 1: Comenzamos estudiando las diferencias divididas generalizadas de un funcién.
e Disena una funcién en Matlab que se llame difdivgen.m que tenga como variables de entrada:

x: Vector de valores de entrada (variable numérica). Si un valor se repite m veces es que su multiplicidad
esm — 1.

f: Vector de datos (variable numérica). Si un valor se repite por primera vez en la variable x en la
coordenada i entonces f (i) contendrd el valor de la derivada. Por ejemplo: Si tenemos la funcién
Y(z) = e* + cos(4mz) y queremos introducir como datos 1(0), ¥'(0), ¥(1) y ¥’'(1) entonces una
posibilidad seria

x=00,1,0,1]
f =[2,exp(1) + cos(4 xpi),1,exp(1)]
Y como variables de salida:

A: Matriz de diferencias divididas generalizadas.

v: Diagonal de la matriz A.
e Calcula g[zo, zo, 1, 21] con g(z) = €® para los datos zo = 0, 1 = 0.25.
e Calcula g[xo, xo, x1, 21] con ¢(x) = cos(4nz) para los datos xg = 0, z; = 0.25.
e Calcula (0.59 — q)[zo, To, z1,21] con g(x) = e* y g(x) = cos(4rz) para los datos zg = 0, z1 = 0.25.

e Con los apartados anteriores deduce alguna propiedad para las diferencias divididas generalizadas y
pruébala.

e Comenta los resultados obtenidos.
Ejercicio 2: Disefiamos una funcién que calcule el polinomio interpolador de Hermite en la forma de Newton.
e Disena una funcién en Matlab que se llame newtongen.m que tenga como variables de entrada:

x: Vector de valores de entrada (como en el ejercicio anterior).

£: Vector de datos (como en el ejercicio anterior).

y: Vector y donde se interpola, (puede ser una variable numérica o simbdlica).
Y como variable de salida:

p: polinomio de Hermite H (f) evaluado en y, (puede ser un valor /vector numérico o una variable simbélica).

Ejercicio 3: Sea la funcién

v(z) = —sin(2z),
vamos a aproximarla utilizando interpolacién de Lagrange y de Hermite en el intervalo [2, 3]. Supongamos los
siguientes datos conocidos:

11 = —0.9093, vy = 0.7568 v3 = 0.2794, vy, = —0.9894, v = 1.3073, v = —1.9203.
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3

Calcula el polinomio interpolatorio de Lagrange L} (v). Comprueba que L3®(v) = Hgg(zz)

Calcula el polinomio interpolatorio de Lagrange L§’2’3’4(1/). Comprueba que Lé’2’3'4(1/) = H&gosg(l/)
Calcula el polinomio interpolatorio de Hermite H 1213 (v).

Calcula el polinomio interpolatorio de Hermite Héffé(u)

Calcula y acota el error cometido en cada caso.

Compara el error real que se comente cuando se aproxima la funcién v(z) con los distintos polinomios con
la cota tedrica.

Representa las aproximaciones.
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Practica 6. La interpolacion segmentaria

Aproximacion numérica. Grado de Matematicas
Curso 22-23

Objetivos
Los objetivos para esta practica son los siguientes:
- Estudiar la interpolacion segmentaria, analizar los resultados tedricos vistos en el tema 5.

- Comparar la interpolacién segmentaria con la interpolacién utilizando todos los nodos del mallado.

Interpolacion segmentaria de Lagrange

Comenzamos recordando la siguiente definicion.

Definicién 1 (Funciones polinémicas a trozos k-continuas): Sean m,n, k € N con m < n, un intervalo [a, b] C
R y una particion A = {a =29 < 1 < ... < &, = b} de n+ 1 puntos de [a, b]; definimos el espacio de las
funciones polinémicas a trozos k-continuas como

M(B) ={Q € C¥[a, 8] : Qliz,_y,01(2) = ¢i(2) € M, i =1, 1}

formado por aquellas funciones k& continuas que son polinomios de grado menor o igual que m en cada uno
de los intervalos de la particién A.

Utilizando este concepto definimos la funcién polindémica a trozos que interpola un conjunto de puntos como:

Definicién 2 (Interpolador polinémico de Lagrange segmentario): Sean n,7,s € N con r+s < n , un intervalo
[a,b] C R, una funcién f : [a,b] = R y una particion A = {a = z9 < 1 < ... < &, = b} de n + 1 puntos
de [a,b]. Supongamos conocidos los valores de la funcién en este mallado, es decir, {f(z;)}7, definimos
el interpolador polinémico de Lagrange segmentario como L5% %" (f) = L, s(f) € MGT5(A) tal que:

LS () (), siz € [wi—1, 2], 1 <i<nry
Er,s(f)(ﬁ) == fosr,zhrﬂ,m,xug (f)('r)v siz € [Ii—l’xi]’ r<i<n-—s;
Lyngrofnormstin®n(f)(z), siwm € [mig, 4], n— s <i < m;

donde L}i“"”’t’c (f) es el polinomio de Lagrange (visto en el tema 2) de grado k que interpola en los puntos
(ti, f(t;)) coni =0,..., k.

Para cada intervalo [z;_1, x;] tomamos los puntos adyacentes y calculamos el polinomio de interpolacién. Veamos
un ejemplo.



DESARROLLO DE LOS CONTENIDOS DE LA ASIGNATURA 115

2

Ejemplo 1: Sir = 2, s = 1 entonces el interpolador polinémico segmentario es la unién de los segmentos formados
por cada dos nodos consecutivos, es decir:

L3orvr2%s () (), stz € [z, 21];

Lg“z’l”l’m“‘%“(f)(x)7 siz € [wi1,2),2<i<n-—1;

L21(f)(z) =

Lgnistmn&’mn”% (@), sizel[rn1,wn]

De esta forma tenemos una interpolacién local que nos permite controlar el error como se prueba en el

siguiente teoremas:

Teorema 1: Sean n,7,s € Ncon 1 <7y r+ s < n, un intervalo [a,b] C R, una funcién f € C"***1[a,b] y
una particién A = {a = 29 < 21 < ... < &, = b} de n+1 puntos de [a, b] entonces para cada x € [;—1, x;]
existe £(x) € (a,b) tal que:

T4s+1) s . .
JA(T_*%T))H;;D(I—I]-) sil<i<r;
rs+D) (¢(g o . .
f@) = Lrs(N)@) = § Lo L —2y)  sir<i<n-—s
r+s+1) . .
f(Tﬂf”))H?=n+s(x—xj) sin—s<i<m;

Interpolacion segmentaria de Hermite

En esta practica tan solo vamos a utilizar la interpolacién segmentaria ciibica de Hermite que es de la siguiente
forma. Sea un mallado no necesariamente igualmente espaciado de [a,b], a = z¢ < ... < x, = b, entonces:
Siz € [ri—1,2,i=1,...,n:

Hia(f)(x) =H{ T (f)(x)

=fi-1+ le_1(17 - «’Ci—l) + f[Iithz‘fl,Ii}(I - Ii71)2 + f[Ii—hxi—l:xi;Ii](x - Iz’fl)?(l“ - 177,)

siendo H' ffl" "1 (f) el polinomio de Hermite generado a partir de los valores conocidos de la funcién y la derivada

de la funcién en los nodos x;_1, x;.

Ejercicio 1: Comenzamos programando una funcién de Matlab que devuelva la aproximacién a una funcién por
medio de un polinomio interpolador segmentario centrado, es decir, r = s + 1, lo denotamos como Los+1(f) =

Lrs(f)-

e Disena una funcién en Matlab que se llame lagrangesegmentario.m que tenga como variables de entrada:

x: Vector de valores de entrada (variable numérica).

£: Vector de datos (variable numérica).

s: Senala el nimero de puntos utilizado en cada intervalo del polinomio interpolador Lasy1(f). Esta
funcién serd capaz de hallar la interpolacién para s = 0 (2 puntos), s = 1 (4 puntos), y s = 2 (6
puntos).

y: Vector y donde se interpola, (una variable numérica).
Y como variable de salida:

p: polinomio de Lagrange segmentario Log11(f) evaluado en y, (valor/vector numérico).
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Ejercicio 2: Continuamos programando una funcién que calcule el polinomio interpolador segmentario de Her-
mite H1,1(f).

e Disefia una funcién en Matlab que se llame hermitesegmentario.m que tenga como variables de entrada:

x: Vector de valores de entrada (variable numérica).
£: Vector de datos (variable numérica).

y: Vector y donde se interpola, (variable numérica).

Y como variable de salida:

p: polinomio de Hermite segmentario Hj 1(f) evaluado en y, (valor/vector numérico).
Ejercicio 3: Veamos algunos ejemplos utilizando las funciones disenadas en los ejercicios anteriores.

e Sea ¢q(x) = cos(4mzx), y los nodos x = (0,0.1524,0.2290, 0.4427,0.5383,0.8258,0.9133,1). Representa
L£1(q), L£3(q), L5(q) y H1,1(g) utilizando un mallado equiespaciado de 10° de puntos en [0,1].

e Sea g(z) = € en el intervalo [0,2], con @; = hi con h =1/8,7=0,...,8. Representa £1(g), L£3(g), L5(g),
H1.1(f) utilizando un mallado equiespaciado de 10° de puntos en [0,2]. Analiza la suavidad a partir de
las graficas de los polinomios interpoladores obtenidos.

e Halla una cota tedrica para £1(g), L£3(g) y L£5(g). Halla el error numérico definido como

i i
€s = _max g <ﬁ> = Last1(9) <ﬁ> , s=123.
Compdralas en una tabla.

e Analiza los resultados obtenidos.
Ejercicio 4: Analicemos la interpolacién segmentaria aplicada a polinomios.

Sea

YRS
o=y (54)
1=0

definido en [0,1], con k = 1,3,5 y un mallado equiespaciado z; = ih con h = %, i =20,...50.

e Representa en [0, 1] utilizando esos nodos L1 (py), L3(pk) ¥ L5(px) con k =1,3,5 y comprueba que:
Los1(P2s+1) = P2st+1, s =0,1,2.

e Analiza los resultados de los apartados anteriores.

e Prueba que si p € II,4, entonces:
Lys(p) =p.

e Halla H; 1(ps) y comprueba que Hi1(ps) = ps.
e Prueba que si p € II3 entonces Hi,1(p) = p.

Ejercicio 5: En la prueba de contratacién del ejercicio 4 de la Préctica 3, uno/a de los candidatos resuelve sus
problemas interpolando los datos. Todas las trayectorias las calcula de manera razonable hasta que aparecen
los siguientes problemas:
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Jugador/a 1: x; = (100, 200, 300, 350,400, 500, 600), f; = (62.5,82.5,212.5,375,212.5,82.5,62.5) y la Figura 1.

1“

Fig. 1: Trayectoria del/de la jugador/a 1 en un partido. Puntos rojos: datos numéricos.

Jugador/a 2: x5 = (100, 150, 200, 250, 300, 350, 400, 450, 500, 550, 600),
f, = (138.8889, 138.8889, 138.8903, 138.9634, 142.8858, 250, 357.1142, 361.0366, 361.1097,361.1111, 361.1111)

y la Figura 2.

FOINEVE

Ve

Fig. 2: Trayectoria del/de la jugador/a 2 en un partido. Puntos rojos: datos numéricos.

Para estos problemas las soluciones que propone las podemos encontrar en la Figura 3. ;Podrias ayudar
al/a la candidato/a a resolver este problema planteando alguna solucién alternativa?
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Fig. 3: Soluciones entregadas por el/la candidato/a.
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Practica 7. La interpolacion segmentaria en una mallado
uniforme

Aproximacion numérica. Grado de Matematicas
Curso 22-23

Objetivos
Los objetivos para esta practica son los siguientes:

- Estudiar la interpolacién segmentaria en un mallado uniforme, analizar los resultados tedricos vistos en
el tema 5.

- Comparar la interpolaciéon segmentaria en un mallado uniforme con la interpolacién utilizando todos los
nodos del mallado uniforme.

Ejercicio 1: Sea la funcién de Runge definida como

1

p(z) = o2 ° € [-5,5]

supongamos un mallado igualmente espaciado de [—5, 5], es decir
10
z;=—-5+1ih, h=—, i=0,...,n,
n

denotaremos como
n — PT0s T
Ly 1(p) = L5317 (p)
al interpolador polindmico segmentario centrado que interpola en z;, ¢ = 0,...,n utilizando 2s 4+ 2 nodos en
cada intervalo.

e Calcula ny para que se cumpla:

o) = L3°(p)(@)] < 275, Va e [-5,5).
e Calcula mg para que se cumpla:

(@) = L7 (p) (@) <107, Va € [-5,5].
e Calcula n; para que se cumpla:

(&) — L3 (p)(@)] <275, Va e [-5,5.
e Calcula m; para que se cumpla:

Ipla) — L5 (p)(@)| <107°, Va € [=5,5].

e Compara los resultados obtenidos, errores cometidos, cotas, evaluaciones de la funcién para los distintos
valores ng, mog, ni,ms.
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e Aproxima la funcién p con un polinomio de grado mg con nodos igualmente espaciados.
e Aproxima la funcién p con un polinomio de grado my utilizando los nodos de Chebyshev.

e Analiza y compara los resultados obtenidos, utiliza si lo consideras necesarios representaciones y tablas
para justificar tus afirmaciones.

Ejercicio 2: Supongamos una funcién f : [a,b] — R y un mallado equiespaciado, configuramos una funcién en
Matlab para analizar el error.

e Disena una funcién en Matlab que se llame errorlagrseg.m que tenga como variables de entrada:

a: Limite inferior del intervalo.

b: Limite superior del intervalo.

f: Funcién f.

n: Nimero de subintervalos en los que dividimos [a, b] (nimero de puntos igual a n + 1).

s: Senala el nimero de puntos utilizado en cada intervalo del polinomio interpolador Lasy1(f). Esta

funcién sera capaz de hallar la interpolacién para s = 0 (2 puntos), s = 1 (4 puntos), y s = 2 (6
puntos).

Y como variable de salida:
e: Error numérico definido como

e

T = max
° i=0,...,106

. s=1,2,3. (1)

(o ) - heatn (52

siendo L3, (f) = £;l;{f1h"“"aﬂn*l)h"b(f)., con h = 1/n, es decir el polinomio interpolador segmentario de
Lagrange que interpole en los nodos equiespaciados que dividen al intervalo [a, b].

Ejercicio 3: Sea ¢ : [0,1] — R la siguiente funcién:

(x) = €* + cos(4nz).

n

€

n __ s
05 = 10g2 <€2n> )

s

siendo e} la variable definida en la ecuacién 1

Definimos la variable

e Utilizando la funcién de Matlab disefiada en el ejercicio 2, haz tres tablas calculando e? (primera columna)
y o? dividiendo el intervalo [0,1] en n subintervalos (n+ 1 puntos) con n = 8,16, 32, 64, 126,256,512, 1024
para s = 0,1, 2, ver tabla 1 como ejemplo.

n et ot
8 2.148421539639023e-01

16 7.144316328062139e-02  1.5884
32 1.910879019527822¢-02  1.9026
64 4.857211232962344e-03  1.9760
128 1.219307716078921e-03  1.9941
256 3.051363485897518e-04  1.9985
512 7.630294143612382e-05 1.9996
1024 1.907685186175456e-05  1.9999

Tab. 1: Ejemplo de tabla para interpolacién polindmica centrada utilizando dos puntos.
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Practica 8. Integracion numérica I: Reglas compuestas

Aproximacion numérica. Grado de Matematicas
Curso 22-23

Objetivos

Los objetivos para esta practica son los siguientes:

- Estudiar los métodos de integracién numérica basados en interpolacién polinémica con nodos igualmente
espaciados.

- Analizar numéricamente los resultados tedricos vistos en el tema 6.

Reglas de integracion compuestas

Sea f : [a,b] — R una funcién; el problema de integracién numérica consiste en aproximar la integral de la
funcién en el intervalo [a, b] por medio de evaluaciones de la funcién en puntos del interior de este intervalo, es

decir,
b N-1
[ 1@ Y Ak
va i=0

donde f; = f(z;) con z; € [a,b]. En particular, en esta préictica trabajaremos con las reglas compuestas
derivadas de tomar una particién, a = zg < 1 < ... < xy = b, uniforme con una distancia entre nodos de

h(N) = b;,“ as simples de Newton-Cotes. En esta practica analizaremos las siguientes reglas:
Regla compuesta del rectangulo
N-1
b,N
&N =hN) Y i
i=0

Regla compuesta del trapecio

g{Lb,N Z

i=0

HMZ

Regla compuesta de Simpson

0N h() N
E7N(f) = fotIn+2)  fi+d> fir ]

i=1 i=0

Para calcular una cota del error cometido podemos utilizar las siguientes proposiciones:

Proposicién 1 (Error en la regla del rectdngulo compuesta): Sea f € Clla,b] entonces existe & € (a,b) tal
que:
h(N)

[ 1w = reow-o"20,
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Proposicién 2 (Error en la regla del trapecio compuesta): Sea f € C2[a,b] entonces existe £ € (a,b) tal que:

h(N)?
12

b
/ F@)dz — EXPN (f) = —(€)(b - a)

Proposicién 3 (Error en la regla de Simpson compuesta): Sea f € C*[a, b] entonces existe ¢ € (a, b) tal que:

h(N)*
2880

b
/ f@)dz — E2PN (f) = —f9(E)(b - a)

Ejercicio 1: Comenzamos programando una funcién en Matlab que calcule la aproximacién a la integral. Lo
haremos de la siguiente manera:

e Disefia una funcién en Matlab que se llame reglascompuestas.m que tenga como variables de entrada:

f: Funcién anénima (ej.: £=0(x)sin(x)).
a: Extremo inferior del intervalo (variable numérica).
b: Extremo superior del intervalo (variable numérica).
N: Nudmero de subintervalos utilizados.
Ir: Valor real, si es conocido, de f: f(z)dz. Sino es conocido introduciremos ’n’.
j: Regla compuesta que utilizamos, las opciones serdn:
j = 0: Regla compuesta del rectdngulo, Eg’b’N(f).
§ = 1: Regla compuesta del trapecio, £ (f).
j = 2: Regla compuesta de Simpson, £ ’b"N( f)-

Y como variables de salida:

I: Valor aproximado de la integral, es decir, £¢"N (£), EXPN (f), €80V (£).

e: Error entre la aproximacién y el valor real de la integral si es conocido. Si no es conocido entonces
asignamos e=false.

Ejercicio 2: Comencemos con un ejemplo de un polinomio, asi sea p; € II; definido como:

pi(z) =05z +1

/01 p1(x)dx

e Comprueba que la proposicién 1 para N = 8,16,32,64. Haz una tabla donde en la primera columna

aparezca IV, en la segunda el error para cada IV y en la tercera w = ﬁ.

e Halla una aproximacién a

utilizando la regla del rectangulo.

e Comprueba que
1

1
01N () = / pi(@)dz, €N (py) = / (@),
JO

JO
para N = 8, 16,32, 64.
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Ejercicio 3: Continuamos con un polinomio de grado 2 definido como:

22
pa(x) = T +0.5z+1

/01 po(z)dx

e Comprueba que la proposicién 2 para N = 8,16,32,64. Haz una tabla donde en la primera columna
_ Py (ORN)® _ h(N)?
212 212 °

e Halla una aproximacién a

utilizando la regla del trapecio.

aparezca IV, en la segunda el error para cada IV y en la tercera
e Comprueba que ,
&) = [ pala)dn,
para N = 8,16, 32, 64.
Ejercicio 4: Terminamos este analisis del error en polinomios con uno de grado 4 definido como:

x? x?

p4(x):ﬁ+x3+z+0.5x+l

/01 pa(z)dx

e Comprueba que la proposicién 3 para N = 8,16,32,64. Haz una tabla donde en la primera columna

4) 4 4
aparezca IV, en la segunda el error para cada IV y en la tercera 2 OMN)T _ WN)D

2880 1440 -
1
/ e“dx.
J-1

Para cada método, halla el niimero de puntos, N+ 1, necesario que aseguren que la aproximacién obtenida
produce un error absoluto inferior a 10~

e Halla una aproximacién a

utilizando la regla del trapecio.

Ejercicio 5: Calculamos una aproximacién a

Utilizando ese valor, calcula las aproximaciones a cada integral producidas por cada método.

e Compara los errores exactos con las cotas tedricas obtenidas a partir de las proposiciones 1, 2 y 3.

Estima el nimero de operaciones que requiere cada método para un N fijo y compéralo con la cota del
error que se obtiene con el mismo N.

e Compara las relaciones entre el error y el niimero de operaciones que tenemos que calcular para cada uno
de los métodos.

Ejercicio 6: Sea ¢ : [0,1] — R la siguiente funcién:

P(z) = e* + cos(4mz).

N
e’

N _ . J

Oj 710%2 (()21\]) ’
J

1
52’1’]\[(1/))—/0 ¥(z)dx

Definimos la variable

siendo

N —

: . j=0,1,2.
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e Utilizando la funcién de Matlab disenada en el ejercicio 1, haz tres tablas calculando eév (primera columna)
y ojv dividiendo el intervalo [0,1] en N subintervalos con N = 8,16, 32,64,128,256,512,1024 para j =
0,1,2, ver tabla 1 como ejemplo.

e Explica con detalle los resultados para la regla compuesta de Simpson.

N
N e} 0]

8 1.051558505734336e-01

16 5.313700701839585¢-02  0.9847
32 2.670832171239024e-02  0.9924
64 1.338911839378842e-02  0.9962
128 6.703298767984034e-03  0.9981
256  3.353834288433832e-03  0.9991
512 1.677463371057675e-03  0.9995
1024  8.388682422846294e-04  0.9998

Tab. 1: Ejemplo de tabla para la regla compuesta del rectangulo.
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Practica 9. Integracion numérica Il: Reglas gaussianas

Aproximacion numérica. Grado de Matematicas
Curso 22-23

Objetivos
Los objetivos para esta practica son los siguientes:
- Estudiar las reglas gaussianas de integracién numérica.

- Analizar numéricamente los resultados tedricos vistos en el tema 6.

Reglas gaussianas

Recordamos la definicién de regla gaussiana (en esta practica supondremos la funcién peso w(z) = 1).

Definicién 1 (Regla gaussiana): Una regla de n + 1 nodos para aproximar

n

b
[ @~ Ro(r) = 3 Aif ()

=0

se dice que es gaussiana si para todo p € Ils, 41

b
/ p(z)dz = R, (p).

Para hallar estos nodos nos basamos en el siguiente teorema.

Teorema 1: Si o, ..., 7, son las raices de un polinomio ortogonal en £2[a,b] de grado n + 1, entonces la
regla de integracién R, definida por los nodos xy, ..., Z,, es exacta para polinomios de grado 2n + 1, y
el error es: . (emt2) Y
FEF2 () / 2
dr — R =— = | VU d
[ 1@y = rotr) = Eo =0 [ i@y,

para algtin n(f) € (a,b) y cualquier f € C?"*2. Esta regla es la tinica que se basa en n + 1 nodos y que
coincide con la integral para polinomios de grado inferior a 2n + 2.

Por tanto, tenemos que hallar un polinomio ortogonal en £2[a,b] de grado n + 1 usando:
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Proposicién 1: La recurrencia

Qn(z) = (2 — an)Qn-1(z) — bpQn-2(z), n=2,3 ...

con
_@Qn1,Qn)
= (Qn-1,Qn-1) "’ n=123,...
_ (#Qn-1,Qn2) _
b" B <Qn—2, Qn—2> y = 2,3, ce

genera una sucesién de polinomios ortogonales en £2[a, b], ménicos, y con grado de @; igual a i.

Una vez calculado el polinomio ortogonal, hallamos las raices que son los nodos que utilizaremos para

interpolar la funcién. Si los nodos hallados son z;, i = 0,...,n entonces:
.b n T — 2
A= / Li(z)dx, Li(z)= H <7j> , 1=0,...,n.
¢ J=0,j#i J

Ejercicio 1: Comenzamos programando una funcién en Matlab que calcule las raices del polinomio ménico
ortogonal de grado n en £2[a,b] y los coeficientes A;, i = 0,...,n — 1

e Disenia una funcién en Matlab que se llame polinortog.m que tenga como variables de entrada:

a: Extremo inferior del intervalo (variable numérica).
b: Extremo superior del intervalo (variable numérica).

n: Grado del polinomio ortogonal.
Y como variables de salida:

pl: Polinomio ortogonal de grado n en £2[a,b] (variable simbdlica).
v: Vector de raices del polinomio ortogonal (puedes hacerla simbélica o numérica).

k: Vector de coeficientes A;, i = 0,...,n — 1 de la regla gaussiana de n nodos (puedes hacerla simbdlica
o numérica).

Como ejemplo, podria ser una funcién que comience asi:

function [p1,v,k]=polinortog(a,b,n)

syms X p

pl=x;

al=int(pl,a,b)/(b-a);

pO=sym(1);

pl=pl-al;

for i=2:n
al=int (x*pl*pl,a,b)/int(pl*pl,a,b);
bl=int (x*p1*p0,a,b)/int (p0*p0,a,b) ;
p2=(x-al)*pl-blx*p0;
pO=p1;
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pl=p2;

end

v=solve(p1==0,x) ;

N=length(v);

t=double(v);

vv=t;

for i=1:N
t(t==t(i))=[];
L=prod(x-t)/prod(vv(i)-t);
k(i)=int(L,a,b);
t=v;

end

Ejercicio 2: Veamos algunos ejemplos en £2[—1,1].

e Utilizando la funcién disefiada en el ejercicio 1 halla los polinomios ortogonales monicos, QL_M] € L?[-1,1]
de grados n = 1,2, 3, 4.

e Utilizando la funcién disefiada en el ejercicio 1 halla las reglas gaussianas, R, (f), de n + 1 puntos en
£2[-1,1] paran = 1,2,3.

o Sea p(z) = a8 — 2% + 3.52 + 2.1z + 1, halla Ry (p), R2(p) ¥ Rs(p).

Ejercicio 3: Calculamos una aproximacién a

St 1
/ g(x)dz = / edx.
—1 -1

Calcula una aproximacién utilizando el método del trapecio simple. Calcula el error cometido.

Calcula una aproximacién utilizando el método de Simpson simple. Calcula el error cometido.

Calcula una aproximacién utilizando R;(g). Calcula el error cometido.

e Calcula una aproximacién utilizando Rz (g). Calcula el error cometido.

Calcula el nimero de subintervalos N necesario para que utilizando la regla del trapecio compuesta se
asegure un error menor que el cometido utilizando Ra(g).

Calcula el ntimero de subintervalos N necesario para que utilizando la regla de Simpson compuesta se
asegure un error menor que el cometido utilizando Ra(g).

e Analiza el nimero de evaluaciones necesarias para cada método.
e Analiza los resultados obtenidos.

. . . 0,1 . . L
Ejercicio 4. Comprobamos con algunos experimentos que si QL,' e £2]0,1] es un polinomio ortogonal ménico
de grado n entonces

r—a

QlY(z) = (b — a)"QI%M o (z) con v : [a,b] — [0,1] definida como ~(z) = 5
—a

(1)
es un polinomio ortogonal ménico de grado n en £2[a, b].

e Utilizando la funcién diseniada en el ejercicio 1 halla los polinomios ortogonales ménicos, Q[T? e 2 [0,1]
de grados n =1,2,3,4.
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Utilizando la funcién disenada en el ejercicio 1 halla los polinomios ortogonales ménicos, Q[{M] € £%]-1,1]
de grados n = 1,2, 3,4 y comprueba la afirmacién (1).

Demuestra analiticamente (1).

Demuestra que si las raices de QE?’” son 1o, ..., Mh—1 entonces las raices de Q[Tf"b] son f; = vy 1(n;) =
a+(b—a)n;,i=0,...,n—1.

Demuestra que si AEO’I], i=0,...,n son los coeficientes de la regla gaussiana de n + 1 puntos en £2[0, 1]
entonces AEa’b] =(b— a)AEO’l]7 i =0,...,n son los coeficientes de la regla gaussiana de n + 1 puntos en

L2[a,b].

Finalmente, comprueba utilizando los dos apartados anteriores que si Ri? "1]( f) es la regla gaussiana de
n + 1 puntos en £2[0, 1] entonces

RV(f) = (0= a)RPY(foy™).

Comprueba el apartado anterior para n =2, [a,b] = [-1,1] y [a,b] = [1,3].
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Practica 10. Minimos cuadrados y sistemas

sobredeterminados

Aproximacion numérica. Grado de Matematicas
Curso 22-23

Objetivos
Los objetivos para esta practica son los siguientes:
- Estudiar la aproximacién de funciones utilizando minimos cuadrados.

- Analizar numéricamente los resultados tedricos vistos en el tema 7.

Minimos cuadrados

Suponemos una serie de datos {(z;,y;)}, donde y; son los valores de una cierta funcién més un ruido que
desconocemos. Definimos, por tanto, el problema de minimos cuadrados de la siguiente manera.

minimos cuadrados a minimizar:
arg min| | Ax — v

xERm+l
siendo y = (o, . ..,yn)T y A € RO+TDX(m+1) 14 matriz definida como
do(z0) #1(z0) ... Bm(®0) 1 =z
4 do(z1) d1(z1) ... Sm(=1) I
B : : : ~— |1
bi(t)=t
¢0($n) ¢1 (xn) ooo ¢m($n) 1 Tn

Definicién 1 (El problema de minimos cuadrados): Sean n,m € N con m < n, ¢;(t) = t', i = 0,...,m,

Zo,-..,Tn € R n+ 1 puntos distintos con sus correspondientes valores yo, . . ., Yn, llamamos problema de

En todos los casos de esta practica vamos a suponer que rango(A4) = m + 1. Asi, hemos probado en el tema

7 el siguiente resultado.

R™*+L tal que
a = arg min||Ax — y||3
xERM+1

Lema 1: Sea A € R+tUX(m+1) "con rango(A) = m + 1, y € Rt existe un tnico a = (ag, ..., an,)" €

que es la solucién tnica de las ecuaciones normales, es decir, que cumple que A7 Aa = ATy.

Por tanto, tenemos que resolver el sistema AT Ax = ATy que tiene solucién tinica si rango(A) = m + 1.

Para esto utilizamos el siguiente algoritmo visto en el tema 7:
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1. Calculamos C = AT A
2. Calculamos d = AT Ay
3. Factorizamos utilizando Cholesky (vista en el curso 2) C = GGT.

4. Resolvemos Gk =d, G'x = k.

La descomposicion QR
Si descomponemos la matriz A = QR con R una matriz triangular superior y () una matriz ortogonal entonces

2

vall, = I[Rix — 13 + |ly|l3-

197 (x —y)I = 1107 4x ~ Q)1 = s~ @71l = | [ ] < |7

Por tanto, tan solo tenemos que resolver el sistema triangular R1x = y; para obtener la solucién, es decir:

arg min||Ax — y||3 = argmin||[R;x — y1||3 = R;'y1  (En Matlab utilizaremos el comando \).
xeR™M+1 x€Rm+1

Ejercicio 1: Comenzamos programando una funcién en Matlab que calcule un ajuste a los datos por minimos
cuadrados, ya sea polindmico, potencial, hiperbélico o exponencial.

e Disefia una funcién en Matlab (sin utilizar polyfit) que se llame minimos.m que tenga como variables de

entrada:
x: Vector de datos z;, i = 0,...,n (variable numérica).
f: Vector de datos y;, i = 0,...,n (variable numérica).

tipo: Tipo de aproximacién por minimos cuadrados siendo
’exp’ : ajuste exponencial.
’hip’ : ajuste hiperbdlico.
’pot’ : ajuste potencial.
1 : Recta de regresion.
Cualquier otro nimero natural menos 0 y 1: Polindmica de grado n.

Y como variables de salida:

a: Vector solucién a.

Figura: Figura donde aparezca el ajuste y los datos.

Ejercicio 2: Veamos algunos ejemplos utilizando la funcién generada en el ejercicio anterior. Carga el archivo
datos_ejer2.mat utilizando load datos_ejer2.mat donde encontrards los vectores x, f1, £2, £3, f4 y £5.
Utilizalos para hallar una aproximacién de minimos cuadrados

Recta de regresién. Datos: x, £1.
Ajuste exponencial. Datos: x, £2.
Ajuste hiperbdlico. Datos: x, £3.
Ajuste potencial. Datos: x, f4.

Ajuste polinémico de grado 3. Datos: x, £5.

Ejercicio 3: Dada la matriz A y el vector y generados al aplicar:
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A=hilb(25); A=A(:,1:7);
y=Axones(7,1);

e Calcula una solucién del sistema sobredeterminado utilizando el comando \.
e Calcula una solucién del sistema sobredeterminado utilizando la factorizacién de Cholesky.
e Calcula una solucién del sistema sobredeterminado utilizando la descomposicién QR.

e Analiza los resultados obtenidos.
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Instrucciones para la entrega de las practicas

Aproximacion numérica. Grado de Matematicas
Curso 22-23

En este documento describimos brevemente qué se tiene que entregar en cada préactica.

Practicas 1, 5y 10
Se entregardn las soluciones de los ejercicios de las tres practicas con el siguiente formato:

Documentos entregables: Se tendra que adjuntar en la tarea creada en el Aula virtual para cada préctica un
archivo .zip con:
e Programas pedidos en los ejercicios en formato .m.
e Documento .pdf resultante al compilar un archivo IXTEX donde aparezcan las soluciones de los
ejercicios con los comentarios y andlisis de los resultados obtenidos.

Composicién de los grupos: Estas practicas se pueden hacer en grupo formado por 2-3 personas.

Fecha de entrega: Dos semanas después de la clase presencial dedicada a cada practica.

Practicas 2, 3y 4

De las tres précticas, se entregard solo la solucion de la practica 4 en formato de memoria siguiendo las indica-
ciones que se detallan a continuacién:

Documentos entregables: Se tendrd que adjuntar en la tarea creada en el Aula virtual un tinico archivo .zip
con:

e Programas pedidos en los ejercicios en formato .m.

e Memoria .pdf resultante al compilar un archivo KTEX donde se explicara con detalle la solucién de
la practica 4. La memoria tendrd varias secciones, explicando claramente cuéal es el objetivo de la
préctica, qué resultados tedricos se han utilizado y a qué conclusiones se ha llegado. Se incluirdn
las tablas y figuras que sean necesarias para entender la solucién y todos los programas que se
han utilizado tanto de esa practica como de las practicas anteriores. Tiene que ser una memoria
autocontenida, de manera que no se tenga que consultar ningin texto adicional para poder leerla y
comprenderla en su totalidad.

Composicién de los grupos: Esta memoria se hard individualmente.

Fecha de entrega: Dos semanas después de la clase presencial correspondiente a la practica 4.

Practicas 6 y 7

De las dos préacticas, se entregard solo la solucién de la practica 7 en formato de memoria. A continuacién,
detallamos el formato de la entrega:
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Documentos entregables: Se tendrd que adjuntar en la tarea creada en el Aula virtual un tnico archivo .zip
con:

e Programas pedidos en los ejercicios en formato .m.

e Memoria .pdf resultante al compilar un archivo ETEX donde se explicard con detalle la solucién de
la practica 7. La memoria tendra varias secciones, explicando claramente cudl es el objetivo de la
préctica, qué resultados tedricos se han utilizado y a qué conclusiones se ha llegado. Se incluirdn
las tablas y figuras que sean necesarias para entender la solucién y todos los programas que se
han utilizado tanto de esa practica como de las practicas anteriores. Tiene que ser una memoria
autocontenida, de manera que no se tenga que consultar ningin texto adicional para poder leerla y
comprenderla en su totalidad.

Composicién de los grupos: Esta memoria se hard individualmente.

Fecha de entrega: Dos semanas después de la clase presencial correspondiente a la practica 7.

Practicas 8 y 9

De las dos précticas, se entregard solo la solucién de la practica 8 en formato de memoria como hemos hecho
en las précticas anteriores (6 y 7), es decir:

Documentos entregables: Se tendrd que adjuntar en la tarea creada en el Aula virtual un nico archivo .zip
con:

e Programas pedidos en los ejercicios en formato .m.

e Memoria .pdf resultante al compilar un archivo ETEX donde se explicard con detalle la solucién de
la préctica 8. La memoria tendrd varias secciones, explicando claramente cudl es el objetivo de la
préactica, qué resultados tedricos se han utilizado y a qué conclusiones se ha llegado. Se incluirdn
las tablas y figuras que sean necesarias para entender la solucién y todos los programas que se
han utilizado tanto de esa practica como de las practicas anteriores. Tiene que ser una memoria
autocontenida, de manera que no se tenga que consultar ningtin texto adicional para poder leerla y
comprenderla en su totalidad.

Composicién de los grupos: Esta memoria se hard individualmente.

Fecha de entrega: Dos semanas después de la clase presencial correspondiente a la practica 9.
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Seminarios

Aproximacion numérica. Grado de Matematicas
Curso 22-23

Los objetivos de los seminarios son los siguientes:

Buscar informacién de un tema relacionado con la asignatura Aproximacidn numérica que no necesaria-
mente ha sido visto en las sesiones tedricas.

Ser capaz de leer y comprender un tema relacionado con la asignatura.

- Disenar experimentos y funciones en Matlab para probar numéricamente resultados de un tema relacionado
con la asignatura.

Escribir un texto breve explicando los principales resultados sobre un tema relacionado con la asignatura.

Presentar con claridad los principales resultados sobre un tema relacionado con la asignatura.

Tarea a realizar

En las clases de seminario se propone configurar un trabajo usando 3 sesiones de uno de los temas propuestos
en la lista que veréis a continuacién. El trabajo se realizara en grupos formados por 3-4 personas y constard de
dos partes:

Parte escrita: Documento escrito a IXTEX donde se explique el tema escogido. El texto tendrd una extensién
minima de 6 paginas y maxima de 12 paginas (incluyendo Bibliograffa, no anexos). En la estructura
del trabajo se incluiran, de manera obligatoria, las siguientes secciones:

e Introduccion.

e Experimentos numéricos.

e Programas en Matlab utilizados.
e Conclusiones.

e Bibliograffa.

Presentacién: Documento en formato beamer que permita explicar el trabajo realizado en un tiempo minimo de
5 minutos y maximo de 7 minutos.

Las fechas de entrega seran las siguientes:
Parte escrita: Ultimo dfa lectivo del curso.

Presentaciéon: Tres dias antes de la ultima sesién de tutorias.
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Breve esquema de trabajo
Un posible cronograma para configurar el trabajo podria ser el siguiente:
e Elegir un tema.
e Buscar informacién del tema, realizar un primer esquema del trabajo.
e Disenar los experimentos numéricos.
e Programar las funciones o scripts necesarios en Matlab para desarrollar los experimentos numéricos.
e Concluir el trabajo escrito.

e Configurar la presentacion.

Lista de temas

1. Interpolacién 2D en producto tensor.
2. Splines en el disenio de curvas.
. Minimos cuadrados ponderados: aplicaciones.
. Interpolacién no lineal.
5. La funcién de Matlab pchip.
. La transformacién de Givens.
. Interpolacién segmentaria en el tratamiento de audios.
8. Interpolacién segmentaria en el tratamiento de imagenes.
9. Ecuaciones de Euler-Maclaurin (integracién numérica).
10. Integracién numérica impropia.
11. Polinomios ortogonales en £2[a,b] con w(z) # 1.
12. Splines en varias dimensiones utilizando producto tensor.
13. Generacién de curvas utilizando interpolacién segmentaria.
14. Integracién numérica para funciones de varias variables.
15. Interpolacién segmentaria usando puntos en el interior de cada intervalo (ver, por ejemplo, capitulo 11 de
[1] o capitulo 3 de [2]).
References

[1] S. AmaT, F. ArRANDIGA, J.V. ARNAU, R. DoNaT, P. MULET, R. PERIS (2002): “Aproximacié
Numerica”, Materials Educacio, UV.

[2] K. E. ATKINSON, (1988): “Numerical Analysis”, John Wiley & Sons, New York.
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