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Capitulo 1

Introduccion

El cubo de Rubik es un rompecabezas mecanico inventado por el escritor y profesor de
arquitectura hingaro Erng Rubik en 1974. Se trata de un cubo cuyas caras tienen cada
una nueve pegatinas y que consta de un ingenioso dispositivo mecénico que permite que
sus caras giren y las pegatinas cambien de posicion. El rompecabezas consiste en conseguir
que las seis caras del cubo muestren un tinico color.

Aunque parezca paradéjico, no me he aprendido un algoritmo que me permita resolver
el cubo de Rubik sin consultar con un libro. Pero espero que al final de estas sesiones podéis
entender los aspectos mas bésicos de las matematicas del cubo de Rubik. Estas matematicas
son, esencialmente, una parte de la llamada «teoria de grupos». No pretendemos que el
lector sea capaz de resolver el cubo en un tiempo rapido, pero si serd posible que pueda
disenar su propio método de resolucion del cubo en cuanto haya asimilado algunas nociones
bésicas. Contaremos también cuantas disposiciones distintas hay en el cubo de Rubik.



Capitulo 2

Nocilones basicas

2.1. Notacion

Ejercicio 2.1.1. ;Qué pasa con las piezas centrales de las caras cuando hacemos girar
estas ultimas? ;Qué pasa con las aristas y con los vértices?

Las piezas centrales de cada cara siempre se quedan en su sitio (aunque pueden girar).
Asi, pues, podemos determinar cudl es el color de una cara cuando el cubo queda resuelto
si miramos el de su pieza central.

Como la disposiciéon de los colores en las caras del cubo puede variar de cubo en cubo,
es interesante disponer de una notacién que no dependa de los colores de las caras ni de la
orientacion. En castellano nos referiremos a las caras mediante las iniciales de las siguientes
palabras:

s Derecha s Frontal = Arriba

= [zquierda = Trasera = [ajo

Elegimos estas palabras para que las iniciales sean todas diferentes dos a dos.

Podemos usar ahora nuestras seis letras para designar las seis caras, asi como varias
piezas y posiciones. Por ejemplo, las cuatro piezas centrales de las aristas correspondientes
a la cara A (en lo sucesivo, les diremos simplemente aristas), seran AD, AF, Al y AT,
mientas que las cuatro piezas de los vértices correspondientes a la cara A (en lo sucesivo,
simplemente vértices) seran ADF, AFI, AIT y ATD. Notemos que AD y DA son la
misma pieza. Los colores de los vértices se ordenaran en el sentido de las manecillas del
reloj. De este modo, ADF, DFA y FAD denotaran la misma pieza.

Usaremos también los nombres de las caras para referirnos a movimientos de un cuarto
de vuelta en el sentido de las agujas del reloj, como si estuviéramos mirando la cara desde
enfrente de ella. Por ejemplo, D denotara el giro de un cuarto de vuelta en sentido horario
de la cara de la derecha. El de media vuelta de la cara D, en sentido horario o antihorario,
da lo mismo, lo denotaremos mediante D?, porque corresponde a hacer dos giros de un
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cuarto de vuelta en sentido horario. El giro de un cuarto de vuelta en sentido antihorario
lo denotaremos mediante D3 o D~!. Por comodidad, algunos textos lo representan por D'.

Una secuencia de movimientos se escribe de izquierda a derecha. Por ejemplo, DA
significa que primero se aplica D y luego A.

Ejercicio 2.1.2. ;Da lo mismo hacer DA que AD? ;Qué opinion os merece ahora aquello
de que el orden de los factores no altera el producto ?

Los movimientos del cubo modifican la colocaciéon de las 6 - 9 = 54 pegatinas del cubo
(en realidad, nos bastarian 6 - 8 = 48, ya que las pegatinas centrales no se desplazan de
sitio). Esta modificacion de la situacion de las piezas se llama una permutacion. Antes de
empezar a estudiar las permutaciones que se pueden dar en el cubo, empezaremos con un
ejemplo més sencillo, el de las simetrias del cuadrado.

2.2. Simetrias del cuadrado

En el apéndice A puedes recortar el cuadrado que aparece en la figura A.2 (pagina 19).
Si por algin defecto en la impresion a doble cara no coincide con el cuadrado de la parte
de detrés, copia las letras de las esquinas en la misma posiciéon en la parte de atrds, como
si estuvieras calcandolas del otro lado.

Lo primero que vamos a hacer es estudiar las simetrias del cuadrado, esto es, los mo-
vimientos del cuadrado como cuerpo rigido que lo devuelven a su lugar original, aunque
quizés en distinta posicion. Para ello puedes usar el cuadrado de la figura A.1 (pagina 18)
para representar la posiciéon original del cuadrado. Es posible que alguna simetria exija
levantar el cuadrado del plano del papel y darle la vuelta fuera del plano.

La figura 2.1 representa un giro de un cuarto de vuelta en el sentido de las agujas del
reloj del cuadrado, que denotaremos por R (de rotacion). La figura 2.2 corresponde a una
simetria respecto de un eje vertical que pasa por el centro del cuadrado, que denotaremos
por V' (de simetria vertical).

A B ) >

D C Q ™

Figura 2.1: Rotacion del cuadrado



D C O a

Figura 2.2: Simetria del cuadrado

Hay dos maneras distintas de entender la permutacion de las letras A, B, C'y D del cua-
drado. Podemos considerar que la acciéon es «se desplaza a» o «se sustituye por». También
podemos considerar que la permutacion acttia sobre las siglas o simbolos, independiente-
mente de su posicion, o que actta sobre el contenido de las posiciones, independientemente
del simbolo que ocupe actualmente esta posicién. Estas distinciones seran importantes
cuando multipliquemos permutaciones. Podemos representar las permutaciones anteriores
con ambos criterios como se ve en el cuadro 2.1.

«se desplaza a»  «se sustituye por»

A B C D A B C D
rR= 1 1 1 4 oL
B C D A D A B C
A B C D A B C D
V=1 1 1 oo
B A D C B A D C

Cuadro 2.1: Representacion de dos permutaciones con dos criterios

Obviamente podriamos dejar R como [B, A, D, C], eliminando las flechas y la fila su-
perior. Notemos que la forma «se desplaza a» de una permutacion es la inversa de la
forma «se sustituye por», y podria obtenerse invirtiendo las flechas de la representacion:

A B C D B C D A
por ejemplo, al invertir las flechas de R tenemos T 1 1 f1,o0sea, | | | |, que
B C D A A B C D

escrito en orden seria

O+ =
<
W< Q
QA+ T

Nosotros usaremos la forma «se desplaza a» para referirnos a las permutaciones. El
resultado de aplicar primero R y luego V' se llama producto de Ry V. Lo representaremos
mediante RV'. Notemos que en muchos libros este producto apareceria como V R, pero creo



que la notacion RV es mas conveniente para nuestros propoésitos. Por ejemplo,

A B CD
L4+ 4+ 4 ABCD

RV=B C D A=, | | |
L4+ 4 4L ADC B
A D C B

Hay una simetria destacada, que consiste en no hacer nada. La representaremos como
Id (de identidad). Evidentemente, multiplicar por Id es como no hacer nada: es como
multiplicar por 1 en ntimeros.

Ejercicio 2.2.1. Comprueba que las simetrias del cuadrado son 1d, R, R?>, R*, V, H
(reflexion respecto de un eje horizontal que pase por el centro), Dy (reflexion respecto de una
diagonal que pase por los vértices A y C' en la posicion original) y Do (reflexion respecto de
una diagonal que pase por los vértices B y D en la posicion original). Comprueba también
que la tabla de multiplicar (primer factor a la izquierda, sequndo arriba) es la dada por

Id| R|R*|\RV | H|Dy| Dy
d{Id| R |R|R|V | H|D|D,
R|R|R*|\R|1d |Dy|Dy| H|V
R* | R* | R® R | H |V |Dy| D
R*| R3| 1d R*| Dy | Dy |V | H
V
H
D,

Id
R
V Dy| H|Dy|1d |R|R| R
H D |V |Dy|RP|1d | R | R
D, VI|IDy| H| R|R|1d|R?
Dy|Dy| H|\Dy|V |RP| R |R*|1Id

Comprueba también que R* =V? = H* = D? = D3 = 1d.

Al seguir al revés el proceso realizado para obtener una permutacion P, nos queda la
permutacion inversa P! de la dada. Observa que PP~! =1d y que P~'P = Id.

2.3. Notacion de ciclos

Ahora vamos a ver una notaciéon que es muy interesante para describir permutaciones.
Dada una permutacion P, el resultado de aplicar sucesivamente P nos dara lugar a P,
P2 P3 P* ... En lo sucesivo supondremos que tenemos una cantidad finita de simbolos
que permutar, como pasa en el cuadrado o en el cubo de Rubik. Consideremos uno de
los simbolos, por ejemplo, S. Tiene que haber algin momento en el que al aplicar las
potencias sucesivas de P a S, digamos P(S), P(S)?, P(S)?,..., tengamos alguna repeticion
(jel principio del palomar!). Por ejemplo, supongamos que P™ y P™ envian S al mismo
simbolo Ty que m < n. Entonces consideramos la inversa de P y aplicamos (P~1)", el
resultado viene a ser el mismo que si aplicamos sobre S Id y si aplicamos sobre S P"™"™.
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En otras palabras: P"~™ hace que S se desplace a S. De este modo hemos encontrado que
hay una potencia positiva de P que envia S a S.

Podemos quedarnos con la mas pequena de estas potencias positivas, digamos t, de
manera que P'(S) = S. Representamos esta situacion entre paréntesis:

(S, P(S), P*(S),...,P1(9))

y notamos que a partir de ahi empieza a repetirse toda la secuencia. A esta expresion la
llamamos ciclo. También vemos que da lo mismo el primer elemento que consideremos en
cada ciclo: el ciclo (A, B,C, D) es igual que el ciclo (B,C, D, A).

Supongamos que en el ciclo anterior no aparecen todos los simbolos. Consideramos un
simbolo distinto como principio de otro ciclo. Continuamos hasta agotar todos los simbolos.
Por ejemplo, para V' obtenemos dos 2-ciclos

V = (A, B)(C, D).

En el caso de R, obtenemos
R=(AB,C, D).

Para RV = D, obtenemos
Dy = (A)(B, D)(C).

Es habitual no escribir los ciclos de longitud 1. Por lo tanto, D; se puede expresar como
D, = (B, D)

y entendemos que A y C' quedan fijos por la accion de D;.

Observamos que la notacion de ciclos describe perfectamente cada permutacion, ya que
as{ indicamos adonde se desplaza cada simbolo. La figura 2.3 es una posible representacion
grafica de las expresiones ciclicas de las permutaciones R, H y D;.

i

Figura 2.3: Representaciones ciclicas de R, H y D,

A B OA B

=ty

—_

A

D C D C
N,

e

-

Ejercicio 2.3.1. Obtén la representacion como ciclos de cada una de las simetrias del
cuadrado.

2.4. Permutaciones pares e impares

Las permutaciones de la forma (a, b) se llaman trasposiciones.
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Ejercicio 2.4.1. Calcula las permutaciones
1. (1,2)(1,3),
2. (1,2)(1,3)(1,4),
3. (1,2)(1,3)(1,4)(1,5).
Se puede comprobar que, en general,

(ay,a9,as,...,a,) = (a1,as)(ay,az) - - (ay,a,). (2.1)

Ejercicio 2.4.2. Calcula (1,2)(1,3) v (4,5)(3,6)(1,2)(1,6)(4,5)(3,6). Deduce que la des-
composicion de una permutacion como producto de trasposiciones no es unica.

A pesar de que el nimero de trasposiciones en que se descompone una permutacion
no es siempre el mismo, lo que si que se tiene es que en todas las descomposiciones de
una permutacion dada como producto de trasposiciones, el nimero de trasposiciones sera
siempre par o siempre impar. Esto motiva la introduccion del siguiente concepto:

Definition 2.4.3. Decimos que una permutacion o es par si puede expresarse como pro-
ducto de un ntimero par de trasposiciones, y que es impar si puede expresarse como pro-
ducto de un ntmero impar de trasposiciones.

Por ejemplo, la permutacion Id = (1,2)(1, 2) es par. La permutacion
(1,2,3) = (1,2)(1,3)

también es par, mientras que las permutaciones (1,2) y (1,2,3,4) = (1,2)(1,3)(1,4) son
impares. Como hemos comentado, se puede demostrar que una permutaciéon no puede ser si-
multdneamente par e impar. En [3] se puede ver una demostracion de que una permutacion
no puede descomponerse simultdneamente como producto de un nimero par de trasposi-
ciones y como producto de un nimero impar de permutaciones. En la version inglesa [4]
hay mas demostraciones.

Es inmediato comprobar:

Teorema 2.4.4. El producto de dos permutaciones pares es par. El producto de dos per-
mutaciones impares es par. El producto de una permutacion par y de una impar, o de una
mmpar y otra par, es una permutacion impar.

Teorema 2.4.5. La tnversa de una permutacion par es par, y la inversa de una permuta-
cion impar es impar.

Este hecho es importante para entender el cubo de Rubik.

Ejercicio 2.4.6. ;Cudl es la paridad de un ciclo de longitud n? Utiliza la formula (2.1).



Capitulo 3

El cubo de Rubik

3.1. Representacion de permutaciones del cubo

Ya comentamos que las permutaciones del cubo de Rubik se podian entender como
permutaciones de las 48 pegatinas. Por tanto, una manera de representar permutaciones
del cubo es ponerlos como permutaciones de las pegatinas y usar la notacion de ciclos que
presentamos antes. Sin embargo, hay que tener en cuenta que las tres pegatinas de las
piezas de los vértices se mueven juntas, y lo mismo se puede decir de las dos pegatinas de
las piezas de las aristas. Esto nos hace que podamos simplificar la notacién como producto
de ciclos en el caso de movimientos del cubo de Rubik. Veamos un ejemplo. El movimiento
de la cara frontal (F') puede representarse como

F = (FA,FD,FB,FI)(ADF, DBF, BIF, [ AF)

Entendemos que la pieza F'A pasa a la F'D (la cara frontal pasa a la cara frontal y la de
arriba a la derecha...), la F'D a la FB... y que con las piezas de vértices, la ADF pasa a
la DBF,la DBF ala BIF...

La permutacion correspondiente a torcer el vértice ADF en el sentido de las agujas del
reloj seria en esta notacion (ADF, DF A, FAD). Para recalcar que se trata de la torsion
de una pieza, la representaremos mediante (ADF'), . Para representar (ADF, FAD, DF A)
escribiremos (ADF')_. Podemos también usar esta notacion para aristas: (AF') representa
la torsion de la arista AF: (AF, FA). Para permutaciones en las que interviene méas de una
pieza, pero en algiin paso del proceso se tuerce una de las piezas, se puede usar también
esta notacion:

(ADF,DBF,DFA, BFD, FAD,FDB) = (ADF, DBF),
(AF, BF,FA,FB) = (AF, BF),

Como

F = (FA,FD,FB,FI)(ADF, DBF, BIF, [ AF)

D = (FD,AD,TD, BD)(ADF,TDA, BDT, FDB),

10



la composiciéon de los movimientos F'y D se representa como

FD = (FA,FD,FB,FI)(ADF, DBF, BIF, [ AF)
(FD,AD,TD, BD)(ADF,TDA, BDT, FDB)
= (FA,FD,FB,FI)(FD,AD,TD, BD)
-(ADF, DBF, BIF,IAF)(ADF,TDA, BDT, FDB)
— (FA,AD,TD,BD,FD,FB, FI)(ADF),(DBF, BIF,IAF,TDA, BDT)_. (3.1)

3.2. Movimientos posibles e imposibles en el cubo de
Rubik

Observemos que, en lo que respecta al movimiento de piezas, cada movimiento basico
se corresponde con un producto de un 4-ciclo de vértices y un 4-ciclo de aristas. De esta
manera, cada movimiento basico es un producto de una permutaciéon impar de vértices y
una permutacion par de aristas, es decir, una permutacion par de piezas del cubo. Como
el producto de permutaciones pares es siempre par, obtenemos el siguiente resultado:

Teorema 3.2.1. Cada uno de los movimientos del cubo induce una permutacion par en el
conjunto de las piezas del cubo.

Ejercicio 3.2.2. ;FEs posible intercambiar dos vértices del cubo con movimientos legales
del cubo?

Consideremos las ocho piezas de vértices. Fijemos una orientacion, la que queremos,
para cada una de estas piezas. Por ejemplo,

{ADF,ATD, AIT,AFI, BFD, BDT, BTI, BIF}

Analicemos ahora cémo se transforman estas piezas de vértices mediante movimientos de
uno de los movimientos basicos. El movimiento de la cara de arriba (A) traslada estas
piezas en

{AFI, AIT, ATD,ADF, BFD, BDT, BTI, BIF}

y todas las piezas quedan en la misma orientaciéon. Consideremos ahora el movimiento de
la cara frontal (F'). Este movimiento transforma las ocho piezas en

{DFA, AIT,ATD, DBF,IFB, BDT, BTI, [AF}

Notemos que la pieza AFI se tuerce a [ AF (sentido antihorario), ADF se tuerce a DF' A
(sentido horario), BF'D se tuerce a DBF' (sentido antihorario) y BIF' se tuerce a [FB
(sentido horario). Si representamos el no girar como 0, el giro en sentido horario como +1
y el giro en sentido antihorario como 2 (dos giros en sentido horario), la suma de estos
giros nos da un miltiplo de 3. La suma de las torsiones de todas las piezas es miltiplo de
3, o, en otras palabras, la suma es congruente con 0 moédulo 3. Esto nos permite también
expresar —1 en vez de 2. Con los otros movimientos basicos ocurre lo mismo. Por tanto:
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Teorema 3.2.3. Cada movimiento bdsico del cubo induce una torsion total en el conjunto
de los vértices del cubo que es mailtiplo de 3. Por tanto, cada movimiento del cubo induce
una torsion total en el conjunto de los vértices del cubo que es maltiplo de 3.

Con las piezas de las aristas podemos razonar de manera analoga. Se obtiene:

Teorema 3.2.4. Cada movimiento bdsico del cubo induce una torsion total en el conjunto
de las aristas del cubo que es multiplo de 2. Por tanto, cada movimiento del cubo induce
una torsion total en el conjunto de las aristas del cubo que es mailtiplo de 2.

Estos teoremas nos permiten demostrar que no es posible obtener una combinacién
de movimientos del cubo que nos permita torcer un vértice o una arista. Tampoco es
posible torcer dos vértices en el mismo sentido. Sin embargo, estos argumentos no permiten
descartar la posibilidad de torcer dos aristas o torcer dos vértices en sentido contrario, o
torcer tres vértices en el mismo sentido. De hecho, estos tltimas combinaciones se pueden
obtener usando movimientos del cubo, pero eso lo veremos mas adelante.

3.3. Algunos movimientos interesantes

Consideremos dos caras consecutivas del cubo, por ejemplo, las caras F'y D. Se tiene
que la repeticion tres veces de media vuelta de la cara F' y media vuelta de la cara D nos
da

P,(F,D) = (F*D?® = (AF, BF)(AD, BD).

Vemos que el este movimiento intercambia los pares de aristas (AF, BF) y (AD, BD). Si
quisiéramos intercambiar (F'I, FD)(AF, BF'), observamos que si hacemos los movimientos
AB7'F tenemos el cubo en la situacién del procedimiento que acabamos de presentar.
Aplicamos este procedimiento y deshacemos los movimientos iniciales. Concluimos que

AB'F(F*D?’F'BA™' = (FI, FD)(AF, BF).

Decimos que este movimiento es un conjugado de (F2D?)”. La conjugacion tiene un papel
muy importante en teoria de grupos. En principio nos permite intercambiar dos pares de
aristas cualesquiera siempre que seamos capaces de colocarlas en una posicién en la que se
pueda aplicar el procedimiento anterior.

El 3-ciclo (1,2, 3) puede expresarse en la forma (1,2)(1,3). Si hacemos intervenir otros
dos elementos, podemos expresar

(1,2,3) = (1,2)(4,5)(1,3)(4,5).

Por tanto, si deseamos obtener un 3-ciclo de aristas, basta con hacer una descomposicion
de este tipo y mediante conjugados adecuados sera posible realizar un 3-ciclo de aristas.
Cualquier otra permutacion de aristas sera posible mediante conjugados adecuados (si bien
puede ser laborioso este proceso). Esto nos lleva a ver que toda permutacion par se puede
obtener mediante producto de conjugados de procedimientos del tipo (F 2D2)3. Por lo tanto:

12



Teorema 3.3.1. Es posible obtener cualquier permutacion par de piezas de aristas me-
diante movimientos del cubo.

Veamos ahora como podemos cambiar la orientacion de dos aristas con estos pro-
cedimientos. Por ejemplo, la siguiente conjugacién nos permite obtener la permutacion

(AF, FB)(AD, BD):
B*FDAD 'B%(F*D*)’B2DA~'D~'F~'B? = (AF, FB)(AD, BD).
Si la multiplicamos por (F2D?)*, obtenemos
B*FDAD'BX(F*D?’B>DA'D'F'B(F2D?)® = (AF),(FB),.

De este modo, con conjugados adecuados de este procedimiento es posible obtener todas
las torsiones de un par de aristas cualesquiera.

Para trabajar con vértices, utilizaremos un movimiento muy conocido llamado conmu-
tador:

Py(F,D) = FDF'D™' = (ADF,AFI) (DBF,DTB)_(AF,DF, DB).
Mas interesantes son el cuadrado y el cubo de este procedimiento:

Py(F, D) = (Py(F,D))* = (ADF), (AFI),(DBF)_(TBD)_(AF, DB, DF)
Py(F,D) = (Py(F, D))’ = (AFD, FIA)(BDT, DBF).

Los conjugados de movimientos de tipo P, nos permiten obtener todas las permuta-
ciones pares de piezas de vértices. Si la permutacion de las piezas de vértices fuera impar,
moveriamos un cuarto de vuelta una cara, con lo que la permutaciéon de vértices seria
par. Entonces podriamos colocar las piezas de vértices en sus posiciones, siguiendo pasos
parecidos a los que usabamos con las aristas. Con conjugados de movimientos de tipo P; po-
demos orientar los vértices (aunque descoloquemos las aristas). Por ejemplo, si quisiéramos
obtener (ADF'), (AIT)_ (con quizas algiin movimiento de aristas), aplicariamos

Py(F, D)A(Py(F, D))" A~

Ejercicio 3.3.2. Convéncete de que es posible torcer cualquier par de vértices del cubo en
orientaciones distintas, o cualesquier tres vértices del cubo en el mismo sentido, aunque
para ello se intercambien aristas de sitio. ;Es posible obtener una sucesion de movimientos
del cubo que tuerza dos vértices en distinta orientacion y dejando fijas las aristas? ;Y con
tres vértices en la misma orientacion?

3.4. Métodos de resolucion del cubo de Rubik

Los procesos anteriores nos permiten resolver el cubo de Rubik de la siguiente manera:
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1. Silos vértices forman una permutaciéon impar, efectuamos el movimiento A.

2. Colocamos los vértices en su sitio aplicando combinaciones de conjugados de movi-
mientos de tipo Pj.

3. Orientamos los vértices aplicando combinaciones de conjugados de movimientos de
JElpO P3.

4. Colocamos las aristas (que deben formar una permutacion par) y las orientamos con
movimientos de tipo P».

Con este proceso vemos que es posible resolver el cubo de Rubik, aunque el proceso
puede ser muy laborioso y las combinaciones sean dificiles de obtener.

Los métodos de resolucion del cubo de Rubik se basan en tener una colecciéon de mo-
vimientos que permitan dejen fijas algunas posiciones que ya tengamos construidas. Por
ejemplo, en el algoritmo que acabamos de describir, buscamos primero métodos que orien-
ten los vértices sin cambiarlos de sitio (basados en P3) y después métodos que coloquen las
aristas sin mover los vértices (basados en P;). Otro algoritmo muy conocido empieza por:

1. colocar las aristas de una cara (por ejemplo, A),

2. colocar los vértices de esa cara sin mover sus aristas,

3. colocar las aristas de la parte central (paralela a la cara), sin alterar la cara ya hecha,
4. orientar las aristas de la cara opuesta B sin mover las piezas de A ni la seccion central,

5. colocar las aristas de B de manera que formen una permutacion par si es necesario
mediante un giro de B,

6. colocar en su sitio las aristas de B sin alterar las piezas de A ni la seccién central,
7. colocar los vértices de B sin alterar los demas vértices ni las aristas y, finalmente,
8. orientar los vértices de B sin mover las demas caras.

También se basa en tener una serie de combinaciones de movimientos que permitan hacer
cada paso respetando todo lo realizado antes. Es posible construir estos movimientos a
partir de P, y P.

Los métodos que utilizan los expertos en resolucion del cubo se basan en una enorme
coleccion de movimientos, pero siguen el esquema de ir usando métodos que vayan com-
pletando cada vez una parte mayor del cubo... aunque no veamos piezas colocadas en su
sitio.
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3.5. Numero de movimientos del cubo de Rubik

Segtin hemos dicho, es posible colocar los vértices y las aristas en cualquier posicion,
siempre que la permutacion total de vértices y de aristas sea par. Como se tiene que la mitad
de las permutaciones son pares y la otra mitad son impares (para ver esto, es suficiente
ver que si multiplicamos por una trasposicion, las permutaciones pares se transforman en
impares y las impares en pares, con lo que hay el mismo nimero de permutaciones pares
que de impares), esto nos da un total de

12! - 8!
5

Para cada permutacion de las piezas, podemos orientar los vértices de manera que la torsion
total sea miltiplo de 3 y las aristas de manera que la torsiéon total sea multiplo de 2. Por
tanto, los vértices pueden torcerse de

38

3

maneras, mientras que las aristas pueden hacerlo de
212
2

maneras validas. Esto nos da un total de

8 912
12!2' iy % : 27 = 43252003 274489856 000 = 2*7 - 3. 5% . 72 . 11
posiciones distintas del cubo.

John Paulos [1] indicaba que Ideal Toys Company anunciaba en la publicidad del cubo
de Rubik que habia mas de tres mil millones de combinaciones posibles, y que este ntimero
era algo comparable a decir que MacDonald’s anunciara orgullosa que habia vendido més
de 120 hamburguesas.

Si contamos el ntimero de formas de armar el cubo si lo desmontamos, ahi no tenemos
que fijarnos en que las permutaciones totales sean pares, o las piezas tengan que estar
torcidas de una determinada manera. Esto nos lleva a un total de disposiciones igual a

12!-81-3%. 212 = 519024039 293878272000 = 22 . 315 . 5% . 72 . 11,

que es 12 veces la anterior cantidad. Esto vendria a decirnos que si desmontamos el cubo
y lo volvemos a montar, solo en una de cada 12 veces que lo hagamos sera posible montar
el cubo en su posicién inicial.

3.6. Repeticiones de movimientos

Al repetir una combinaciéon de movimientos del cubo de Rubik varias veces, siempre
habra un momento en que lleguemos a la posiciéon inicial. Por ejemplo, con el movimiento
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béasico A es facil ver que A* es la identidad, y que el menor natural n que hace que A" nos
dé la identidad es precisamente 4. Decimos que A tiene orden 4.

Moviendo el cubo vemos que M = A?D? tiene orden 6. Nos basta con observar que M3
es el procedimiento Py(A, D) y que este tltimo procedimiento tiene orden 2. El movimiento
F'D, tienen orden 105. Hay movimientos de orden 1260, el mayor posible, como

DF?*T*AT~' = (BFD,FBI,IAF)_(ADF,TIB, BDT,ATD,TAI),
-(FA,FB,IA, TD,BD,FI,FD),(IT, AD) (AT, BT). (3.2)

Es facil ver que un ciclo tiene orden igual a su longitud. Por ejemplo, (1,2,3,4) tiene
orden 4. Si tenemos una permutaciéon dada como producto de ciclos disjuntos, el orden
de esta permutacién serd el minimo comun miltiplo de los 6rdenes de los ciclos, es de-
cir, el minimo comin miltiplo de las longitudes de los ciclos. Por ejemplo, el orden de
(1,2,3)(4,5)(6,7,8,9) es mem(3,2,4) = 12. Pero esto solo vale si los ciclos son disjuntos.

Para el cubo de Rubik sucede lo mismo. Unicamente hay que tener en cuenta que la
longitud de los ciclos torcidos de vértices es el triple de lo que aparece en la notacion
abreviada, y la longitud de los ciclos torcidos de aristas es el doble de la que se ve en la
notacion abreviada. Por ejemplo, para el movimiento F'D, que se descompone segin la
formula (3.1) como un 7-ciclo de aristas, un 1-ciclo torcido de vértices (longitud 3), y un 5-
ciclo de vértices, el orden serd mem(7,3,5) = 105. Para el movimiento DF*T'AT ™!, cuya
descomposicion segin la formula (3.2) como un 3-ciclo torcido de vértices (longitud 9), un 5-
ciclo torcido de vértices (longitud 15), un 7-ciclo torcido de aristas (longitud 14), un 2-ciclo
torcido de aristas (longitud 4) y un 2-ciclo de aristas, el orden serd mem(9,15,14,4,2) =
1260.

Ejercicio 3.6.1. ;Cudl es el orden del movimiento FDF~tD~1?

Por tltimo, dejamos para los mas avezados ver que dos movimientos conjugados tienen
el mismo orden. En realidad,
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Apéndice A
Recortables

En estas hojas hay algunas figuras para recortar y hacer algunas de las actividades
propuestas sobre simetrias del cuadrado. La figura A.1 nos servira para colocar encima el
cuadrado recortado.

A B

Figura A.1: Cuadrado para estudiar sus simetrias
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D C

Figura A.2: Cuadrado para estudiar sus simetrias (anverso)
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C D

Figura A.3: Cuadrado para estudiar sus simetrias (reverso)
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