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Estabilidad

X un espacio de Banach
B(X) el dlgebra de los operadores lineales y acotados en X

T € B(X) es estable si Iim || T"x|| =0, Vx € X.

Un semigrupo (T(t)):>0 en X es estable si tI|'m IT(t)x]| =0, Vx € X.
— 00

Relacion con el Problema Abstracto de Cauchy:

Sea A un operador lineal y cerrado en X.

u'(t) = Au(t), t>0,
(PC) { u(0) = x, x € D(A).

» (Cp)-semigrupos estables < (PC) bien planteados y estables
(en el sentido de Lyapunov)
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Introduccién
oeo

Estabilidad en Teoria de operadores:
o Clasificacion de semigrupos de contracciones
@ Problemas de semejanza
@ Teoria del espacio invariante

Theorem (C. Ambrozie, V. Miiller; JFA, 04)

Todo operador en X polinomialmente acotado, estable y cuyo espectro
contenga a la circunferencia unidad tiene un subespacio invariante no
trivial.
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Introduccién
oeo

Estabilidad en Teoria de operadores:
o Clasificacion de semigrupos de contracciones
@ Problemas de semejanza

@ Teoria del espacio invariante

Theorem (C. Ambrozie, V. Miiller; JFA, 04)

Todo operador en X polinomialmente acotado, estable y cuyo espectro
contenga a la circunferencia unidad tiene un subespacio invariante no
trivial.

Estabilidad en Analisis complejo, Teoria espectral, Andalisis armdnico:

@ Teoremas de estructura para los subespacios invariantes del operador
de multiplicacién de Bergman

@ Nuevos principios del maximo para funciones armdnicas

@ Nuevos teoremas tauberianos
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[e]e] J

Teorema de Katznelson-T zafriri

Condiciones suficientes para estabilidad de T € B(X), sup || T"|| < oo:
neN
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@ T superciclico (S. Ansari, P. Bourdon; 97)
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Si f(z) =20 cnz" € W(T) es de sintesis espectral respecto de
o(T)NT entonces lim,_.o | T"f(T)|| =0, donde F(T) =" c, T".

o W(T) = {Fc : c=(cn)nez € *(Z)}.
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Introduccién
[e]e] J

Teorema de Katznelson-T zafriri

Condiciones suficientes para estabilidad de T € B(X), sup || T"|| < oc:
neN

@ T* no admite trayectorias completas acotadas (M. Lin; 71)

@ T superciclico (S. Ansari, P. Bourdon; 97)

@ o(T)NT contable y Po(T*)NT = 0 (W. Arendt, C.J.K. Batty;
Y.L. Lyubich, V.Q. Phong; 88)

@ Sintesis espectral:

Theorem (Y. Katznelson, L. Tzafriri; JFA, 86)

Si f(z) =20 cnz" € W(T) es de sintesis espectral respecto de
o(T)NT entonces lim,_.o | T"f(T)|| =0, donde F(T) =" c, T".

o W(T) = {Fc : c=(cn)nez € *(Z)}.
o f € W(T) es de sintesis espectral respecto de un cerrado F C T si
existe (fp)nen € W(T) tal que:
(i) If =fally =0 (n—o0)y
(ii) Cada f, se anula en un entorno U, de F.
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Introduccién
L]

Versién analoga para ((p)-semigrupos

Theorem (V.Q. Phong, JFA; J. Esterle, E. Strouse, F.Zouakia, JOT; 92)

Sea A el generador infinitesimal de un (Cy)-semigrupo acotado (T(t))¢>o
en X ysea 7 : LY(R*) — B(X) el homomorfismo asociado al semigrupo:

w(F)x = /OOO FE) T(xdt,  xeX, fell(RY),

Si f € L1(R") es de sintesis espectral respecto de (io(A)) N R,

Jfim I T(5)(F)]| =0,
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Versién analoga para ((p)-semigrupos

Theorem (V.Q. Phong, JFA; J. Esterle, E. Strouse, F.Zouakia, JOT; 92)

Sea A el generador infinitesimal de un (Cy)-semigrupo acotado (T(t))¢>o
en X ysea 7 : LY(R*) — B(X) el homomorfismo asociado al semigrupo:

w(F)x = /OOO FE) T(xdt,  xeX, fell(RY),

Si f € L1(R") es de sintesis espectral respecto de (io(A)) N R,

Jfim I T(5)(F)]| =0,

o f € L}(R) es una funcién de sintesis espectral respecto de un
cerrado F C R si existe (f,)nen € LY(R) tal que:
(i) If = fally = 0 (n — o0)
(ii) Cada Ff, se anula en un entorno U, de F.
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Introduccién
L]

Extension a semigrupos a-veces integrados

Teorema

Para a > 0, sea (T, (t))e>0 € B(X) un semigrupo « veces integrado,
SUPy~g % || Ta(t)]] < oo, verificando la propiedad Cg'. Sea A su
generador y 7 : TJSO‘)(tD‘) — B(X) el homomorfismo dado por

e = /0 WeF(6) Ta(t)xdt, x € X, f e T ().

Sife Tﬁa)(t"‘) es de sintesis espectral respecto de (io(A)) N R,

lim t=% || To(t) ()| =0.
t—o00
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Notacién y conceptos basicos
@00

Semigrupos a-veces integrados

o Ejemplo motivador: integracién de un semigrupo (T(t)):>o0,

T () ;:@/O (t—s)*1T(s)ds, t>0.

Maria Martinez Martinez Teorema de tipo Katznelson-Tzafriri para semigrupos integrados
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@00

Semigrupos a-veces integrados

o Ejemplo motivador: integracién de un semigrupo (T(t)):>o0,

Ta(t) = r(la)/ot(t—s)a_lT(s)ds, £>0.

@ Un semigrupo « veces integrado es una familia fuertemente continua
de operadores (To(t))e>0 € B(X) tal que T,(0) =0y

Ta(t)Ta(s) = (/ /)t+s r)* 1T, (r)dr, s, t > 0.
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o Ejemplo motivador: integracién de un semigrupo (T(t)):>o0,

Ta(t) = r(la)/ot(t—s)a_lT(s)ds, £>0.

@ Un semigrupo « veces integrado es una familia fuertemente continua
de operadores (To(t))e>0 € B(X) tal que T,(0) =0y

Ta(t)Ta(s) = (/ /)t+s r)* 1T, (r)dr, s, t > 0.

o Siexisten C >0y w € R tal que || T, (t)|| < Ce", se define el
generador A de (T, (t))e>0 mediante

A—-A)1:= /\"‘/ e MT,(t)dt, A > w.
0
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Notacién y conceptos basicos
@00

Semigrupos a-veces integrados

o Ejemplo motivador: integracién de un semigrupo (T(t)):>o0,

Ta(t) = r(la)/ot(t—s)a_lT(s)ds, £>0.

@ Un semigrupo « veces integrado es una familia fuertemente continua
de operadores (To(t))e>0 € B(X) tal que T,(0) =0y

Ta(t)Ta(s) = (/ /)t+s r)* 1T, (r)dr, s, t > 0.

o Siexisten C >0y w € R tal que || T, (t)|| < Ce", se define el
generador A de (T, (t))e>0 mediante

A—-A)1:= /\a/ e MT,(t)dt, A > w.
0

e Ejemplo: Operador de Schrédinger iA en LP(R"), p # 2:
Ta(t) = iy Jy(t = s)eb2as, | Tu(8)] < €t o > |3 - 3|
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Notacién y conceptos basicos
oeo

Semigrupos a-veces integrados y Ergodicidad

Sea (Tw(t))e>0 un semigrupo c veces integrado.

O. EIMennaoui, 1994:
@ (Tu(t))e>0 es ergddico si Tlim;— oo t~%|| To(t)x||, VX € X.

o Definié Abel'y Cesaro ergodicidad para semigrupos integrados.

@ (Tu(t))e>0 ergéddico = Cesaro ergodico = Abel ergodico.

@ Los reciprocos no son ciertos en general.
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Notacién y conceptos basicos
oeo

Semigrupos a-veces integrados y Ergodicidad

Sea (Tw(t))e>0 un semigrupo c veces integrado.

O. EIMennaoui, 1994:
@ (Tu(t))e>0 es ergddico si Tlim;— oo t~%|| To(t)x||, VX € X.

o Definié Abel'y Cesaro ergodicidad para semigrupos integrados.

@ (Tu(t))e>0 ergéddico = Cesaro ergodico = Abel ergodico.

@ Los reciprocos no son ciertos en general.

(Tw(t))e>0 es estable si Flim; o0 t || To(t)x]| =0, Vx € X.
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Notacién y conceptos basicos
[e]e] J

Semigrupos integrados y Algebras fraccionarias

(T(t))e>0 (Co)-semigrupo acotado en X

¢ T(t)=7(5)
7 : [L(RT) — B(X) homomorfismo acotado, m(L}(R*))X = X
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Notacién y conceptos basicos
[e]e] J

Semigrupos integrados y Algebras fraccionarias

(T(t))e>0 (Co)-semigrupo acotado en X

¢ T(t)=7(5)
7 : [L(RT) — B(X) homomorfismo acotado, m(L}(R*))X = X

(P.J. Miana, 02)

(Ta(t)) semigrupo o veces integrado en X, sup,~qt~* || Ta(t)|| < o0,
verificando (C§Y): IirBLF(a + 1)t T (t)x=x, Vx e X
t—

§ Ta(t)=m(RETY)

e ’Tia)(to‘) — B(X) homomorfismo acotado, W(Tia)(t“))X =X
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Notacién y conceptos basicos
@000
Algebras definidas mediante derivacién fraccionaria

Derivada fraccionaria de Weyl

Sea f € C2°[0,00).
o Integral fraccionaria de Weyl de f de orden o > 0 en RT = (0, 0):

WooF(t) = ﬁ /too(s _ 1) 1f(s)ds, £ > 0,

e Derivada fraccionaria de Weyl de f de orden o > 0 en R* = (0, 00):

dn —(h—«
w )f(t), t>0,

WEF(t) i= (—1)" Wy

donde n:=[a] + 1y [a] es la parte entera de a.
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Notacién y conceptos basicos
0e00
Algebras definidas mediante derivacién fraccionaria

El slgebra 7\”)(¢*), o >0

Tf‘)(t") se define como la compleccién del espacio C°[0, o) en la
norma v, dada por

ua(f)::/o IWeF()| e dt, e C0,00).
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Algebras definidas mediante derivacién fraccionaria

El slgebra 7\”)(¢*), o >0

Tf‘)(t") se define como la compleccién del espacio C°[0, o) en la
norma v, dada por

ua(f)::/o IWeF()| e dt, e C0,00).

o T*)(¢*) es un 4lgebra de Banach:

f* g(x) ::/ fix—y)g(ly)dy, a.e. x>0, f,g € Tia)(to‘).
0
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Notacién y conceptos basicos
0e00
Algebras definidas mediante derivacién fraccionaria

El slgebra 7\”)(¢*), o >0

Tf‘)(t") se define como la compleccién del espacio C°[0, o) en la
norma v, dada por

ua(f)::/o IWeF()| e dt, e C0,00).

o T*)(¢*) es un 4lgebra de Banach:
fxg(x):= / fix—y)g(ly)dy, a.e. x>0, f,g € Tia)(to‘).
0

o T\(t) = TV(¢") = V() = L'(RY), a 2 B2 0.
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Notacién y conceptos basicos
0e00
Algebras definidas mediante derivacién fraccionaria

El slgebra 7\”)(¢*), o >0

Tf‘)(t") se define como la compleccién del espacio C°[0, o) en la
norma v, dada por

ua(f)::/o IWeF()| e dt, e C0,00).

o T*)(¢*) es un 4lgebra de Banach:
f*g(x)::/ fix—y)gly)dy , a.e. x>0, f,ge T (&Y.
0

T (t) = TP (8) — TO(t%) = [1(R*), a > B> 0.

T(t)* = {Ly; ¢ : R* — C definida c.t.p., t=¢ € L°(R*)} y

L¢(f):/ooo WeF(t) a(e)de, Ly € T, F e T ().
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Notacién y conceptos basicos
[e]e] o]
Algebras definidas mediante derivacién fraccionaria

Nuicleos de Riesz

Para a > 0, (R® 1);>0 denota a la familia de los niicleos de Riesz:

(t _ S)a—l )
———— si 0<s<t,
Ry H(s) = ()
0 si s> t.
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Notacién y conceptos basicos
[e]e] o]
Algebras definidas mediante derivacién fraccionaria

Nuicleos de Riesz

Para a > 0, (R® 1);>0 denota a la familia de los niicleos de Riesz:

(t _ S)a—l )
———— si 0<s<t,
Ry H(s) = ()
0 si s> t.

o R+ T{V(1%) € T{)(t*) para cada t > 0.
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Notacién y conceptos basicos
[e]e] o]
Algebras definidas mediante derivacién fraccionaria

Nuicleos de Riesz

Para a > 0, (R® 1);>0 denota a la familia de los niicleos de Riesz:

(t _ S)a—l )
———— si 0<s<t,
Ry H(s) = ()
0 si s> t.

o R+ T{V(1%) € T{)(t*) para cada t > 0.

o frg= / WEF(e) (RO« g)dt, f,ge T ().
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Notacién y conceptos basicos
[e]ele] )
Algebras definidas mediante derivacién fraccionaria

T (—t)*) y T)(|t])

° T_(a)((—t)a) se define andlogamente como la compleccién de
C2°(—00,0] en la norma

0
va(f) ;:/ IWOF(D)| (—6)*dt,  f e C(—o0,0].

—00
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Notacién y conceptos basicos
[e]ele] )
Algebras definidas mediante derivacién fraccionaria

T (—t)*) y T)(|t])

° T_(a)((—t)a) se define andlogamente como la compleccién de
C2°(—00,0] en la norma

0
va(f) ;:/_ IWOF(D)| (—6)*dt,  f e C(—o0,0].

o TE(|t]*) = TV((-1)*) & TV(%).
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Notacién y conceptos basicos
[e]ele] )
Algebras definidas mediante derivacién fraccionaria

T (—t)*) y T)(|t])

° T_(a)((—t)a) se define andlogamente como la compleccién de
C2°(—00,0] en la norma

0
va(f) ;:/_ IWOF(D)| (—6)*dt,  f e C(—o0,0].

o T(|t]?) = T4V ((—t)*) @ T{V(x%).

o 7(@)(|t|*) es un dlgebra de Banach respecto del producto de
convolucién usual en R y la norma v, (f) := vo(f~) + va(fT).
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Notacién y conceptos basicos
[e]ele] )
Algebras definidas mediante derivacién fraccionaria

T (—t)*) y T)(|t])

° T_(a)((—t)a) se define andlogamente como la compleccién de
C2°(—00,0] en la norma

0
L@U):i/ IWOF(D)| (—6)*dt,  f e C(—o0,0].

—00

o TE(|t]*) = TV((-1)*) & TV(%).

o 7(@)(|t|*) es un dlgebra de Banach respecto del producto de
convolucién usual en R y la norma v, (f) := vo(f~) + va(fT).

oWW:wﬁ+MF:%m:/HWMWMt

— 00
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Notacién y conceptos basicos
[e]ele] )
Algebras definidas mediante derivacién fraccionaria

T (—t)*) y T)(|t])

° T_(a)((—t)a) se define andlogamente como la compleccién de
C2°(—00,0] en la norma

0
L@U):i/ IWOF(D)| (—6)*dt,  f e C(—o0,0].

—00

o T(|t]?) = T4V ((—t)*) @ T{V(x%).

o 7(@)(|t|*) es un dlgebra de Banach respecto del producto de
convolucién usual en R y la norma v, (f) := vo(f~) + va(fT).

oWW:wﬁ+MF:%m:/HWMWMt

o S(R) es densa en T()(|t|*).
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Teorema principal
[ ]

Teorema principal

Teorema

Para a > 0, sea (T, (t))e>0 € B(X) un semigrupo « veces integrado,
SUPy~g % || Ta(t)]] < oo, verificando la propiedad Cg'. Sea A su

generador y 7 : TJSO‘)(tD‘) — B(X) el homomorfismo dado por
e = / WeF(6) Ta(t)xdt, x € X, f e T ().
0
Sife Tﬁa)(t"‘) es de sintesis espectral respecto de (io(A)) N R,

lim t=% || To(t) ()| =0.
t—o00

Maria Martinez Martinez Teorema de tipo Katznelson-Tzafriri para semigrupos integrados



Teorema principal
o

Notacidn

o SiL, e T((—t))*y pe T (o),
Losn(@)= [ Woe(s) LR p)ds, g & TO(|el).

o Y(s) = Ls(R* 1 % ), seR.
@ Definimos
Loop:= Ly, Loop = Lyr

o |s|=*¢ € L®(R) = Ly, o€ T((—1)*)*, Ly, ope T ()",

o Nota: Lyopu=(Ly*p)irer_yay Lot = (Lo )z
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Introduccic ot > ¢ Teorema principal

[sle] lelele]

lim; oo t= ||(RE ™ % f)|| = 0| = \ lim¢ o0 7 || Ta(8) n(f) || = 0\
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Teorema principal

[sle] lelele]

Sea i1 € Zﬁa)(to‘), (to)nen € R, lim t, = 00, pn 1= t; @ (RO % p):
n—oo

lim; oo t= ||(RE ™ % f)|| = 0| = \ lim¢ o0 7 || Ta(8) n(f) || = 0\
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Teorema principal

[sle] lelele]

Sea i1 € Zﬁa)(to‘), (to)nen € R, lim t, = 00, pn 1= t; @ (RO % p):
n—oo

lim; oo t= ||(RE ™ % f)|| = 0| = \ lim¢ o0 7 || Ta(8) n(f) || = 0\

T Tia)(ta) posee unidad aproximada acotada

[limp oo [|(pn = )] = 0]
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Teorema principal

[sle] lelele]

Sea i1 € Zﬁa)(to‘), (to)nen € R, lim t, = 00, pn 1= t; @ (RO % p):
n—oo

lim; oo t= ||(RE ™ % f)|| = 0| = \ lim¢ o0 7 || Ta(8) n(f) || = 0\

T Tia)(ta) posee unidad aproximada acotada

[limp oo [|(pn = )] = 0]

} Hahn-Banach: ||7(pun % £)|| = (A, 7(pn % £)) con (An) C A*, A := n(T ¥ (t2))

[limy oo (m*(An) , 10 * F) = 0
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Teorema principal
[ Jolele)

Sea i1 € Zﬁa)(to‘), (to)nen € R, lim t, = 00, pn 1= t; @ (RO % p):
n—oo

lim; oo t= [|m(RE ™ % F)|| = 0| = \ lim¢ o0 7 || Ta(8) n(f) || = 0\

T Tia)(ta) posee unidad aproximada acotada

[limp oo [|(pn = )] = 0]

} Hahn-Banach: ||7(pun % £)|| = (A, 7(pn % £)) con (An) C A*, A := n(T ¥ (t2))

[limy oo (m*(An) , 10 * F) = 0

T

Lema fundamental

limp—oo Ly, o ptno f =0en Tfa)((—t)a)*, donde Ly, = 7*(Ap).

Maria Martinez Martinez Teorema de tipo Katznelson-Tzafriri para semigrupos integrados



Teorema principal
[sle]e] lele]

o Zy(m) := {z €eC: A7 € a(ﬂ(u))} conu:=e() e ’Z]Eo‘)(to‘).

@ Z(m) es el complementario de la componente conexa de C \ Z;(7)
que contiene a CT.
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Teorema principal
[e] lele)

o Zy(m) := {z €eC: A7 € a(ﬂ(u))} conu:=e() e ’Z]Sa)(to‘).

@ Z(m) es el complementario de la componente conexa de C \ Z;(7)
que contiene a CT.

—iZ(m)NR =io(A)NR.
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Teorema principal

[sle]e] lele]

o Zy(m) := {z €eC: A7 € a(ﬂ(u))} conu:=e() e Tﬁa)(to‘).

@ Z(m) es el complementario de la componente conexa de C \ Z;(7)
que contiene a CT.

—iZ(m)NR =io(A)NR.

Proposicién

Sea ¢ tal que Ly = 7*(A) para algin A € A*.
(i) L£(L,) se extiende analiticamente a C \ Z(7) mediante
C\Z(r) — C
z — (N, m(u)(I— (z+ Dr(u)™h).
(ii) £(Ly o ) es analitica en C\ Z(r) para cada p € T\ (%) y
L(Ly o)+ £(Ly o 1) = £(Ly) £(1) en ©F \ Z(m).




Teorema principal
[sle]e]e] Je]

liMp—oo Ly, 0 ptnof = 0‘

@ Existe lim,_o0 Ly, 0 ptn =: L, € T_(a)((ft)a)*
o L, of =0 en T((=1)*)*
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Teorema principal
[sle]e]e] Je]

liMp—oo Ly, 0 ptnof = 0‘

@ Existe lim,_o0 Ly, 0 ptn =: L, € T_(a)((ft)a)*
o L, of =0 en T((=1)*)*
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Teorema principal

[sle]e]e] Je]

liMp—oo Ly, 0 ptnof = 0‘

@ Existe lim,_o0 Ly, 0 ptn =: L, € T_(a)((ft)a)*
o L, of =0 en T((=1)*)*

© L(Ly, 0 pn) + L(Ly, © pn) = L(Ly,) L(1n) en C*\ Z(r).
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Teorema principal

[sle]e]e] Je]

liMp—oo Ly, 0 ptnof = 0‘

@ Existe lim,_o0 Ly, 0 ptn =: L, € T_(a)((ft)a)*
o L, of =0 en T((=1)*)*

© L(Ly, 0 pn) + L(Ly, © pn) = L(Ly,) L(1n) en C*\ Z(r).
o L(Ly)+ L(L,,) =0en C"\ Z(r), donde

Ly, :=limy_oo Loy, © fin € ’Z;(a)(ta)*.
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Teorema principal

[sle]e]e] Je]

liMp—oo Ly, 0 ptnof = 0‘

@ Existe lim,_o0 Ly, 0 ptn =: L, € T_(a)((ft)a)*
o L, of =0 en T((=1)*)*

© L(Ly, 0 pn) + L(Ly, © pn) = L(Ly,) L(1n) en C*\ Z(r).
o L(Ly)+ L(L,,) =0en C"\ Z(r), donde
Ly, :=limy_oo Loy, © fin € ’Z;(a)(ta)*.

e L(L,)y L(L,,) tienen extensiones continuas a iR\ Z(7) y siguen
manteniendo la igualdad anterior en iR\ Z(7).
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Teorema principal
[e]e]e] )

L(Ly)+L(L,,) =0en iR\ Z(7)y g € T()(|t|*) tal que
Sop(Fg) CR\ —iZ(m) = (L, + Ly,) g =0.

Dem.:

Si SopF(g) compacto, L, * g = 5 F(g)y)L(L,)(iy) e¥) dy
SopF(g
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Teorema principal
[e]e]e] )

L(Ly)+L(Ly,) =0en iR\ Z(7)y g € T(¥)(|t|*) tal que
Sop(Fg) CR\ —iZ(w) = (L,, + L,,) xg =0.

Dem.:

Si SopF(g) compacto, L, * g = 5 F(g)y)L(L,)(iy) e¥) dy
SopF(g

(Hipdtesis: f es de sintesis espectral respecto de ic(A) NR = —iZ(7) NR)
Sea (f,) € 7()(|t|*) tal que vo(f — f,) — 0y Ff, =0 en —iZ(7) NR:
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Teorema principal
[e]e]e] )

L(Ly)+L(Ly,) =0en iR\ Z(7)y g € T(¥)(|t|*) tal que
Sop(Fg) CR\ —iZ(w) = (L,, + L,,) xg =0.

Dem.:

Si SopF(g) compacto, L, * g = 5 F(g)y)L(L,)(iy) e¥) dy
SopF(g

(Hipdtesis: f es de sintesis espectral respecto de ic(A) NR = —iZ(7) NR)
Sea (f,) € 7()(|t|*) tal que vo(f — f,) — 0y Ff, =0 en —iZ(7) NR:

o Uo(f —f) = 0= (Ly, +Ly,)x(f — 1) —0.
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Teorema principal
[e]e]e] )

L(Ly)+L(Ly,) =0en iR\ Z(7)y g € T(¥)(|t|*) tal que
Sop(Fg) CR\ —iZ(w) = (L,, + L,,) xg =0.

Dem.:

Si SopF(g) compacto, L, * g = 5 F(g)y)L(L,)(iy) e¥) dy
SopF(g

(Hipdtesis: f es de sintesis espectral respecto de ic(A) NR = —iZ(7) NR)
Sea (f,) € 7()(|t|*) tal que vo(f — f,) — 0y Ff, =0 en —iZ(7) NR:

o Uo(f —f) = 0= (Ly, +Ly,)x(f — 1) —0.
0 (Lyy+ Lyy) xfa=0= (Ly, +Lp,)*f =0en T(|t]*)*.
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Teorema principal
[e]e]e] )

L(Ly)+L(Ly,) =0en iR\ Z(7)y g € T(¥)(|t|*) tal que
Sop(Fg) CR\ —iZ(w) = (L,, + L,,) xg =0.

Dem.:

Si SopF(g) compacto, L, * g = 5 F(g)y)L(L,)(iy) e¥) dy
SopF(g

(Hipdtesis: f es de sintesis espectral respecto de ic(A) NR = —iZ(7) NR)
Sea (f,) € 7()(|t|*) tal que vo(f — f,) — 0y Ff, =0 en —iZ(7) NR:

o Uo(f —f) = 0= (Ly, +Ly,)x(f — 1) —0.
0 (Lyy+ Lyy) xfa=0= (Ly, +Lp,)*f =0en T(|t]*)*.

Por tanto,

—(Lp2 * f) (o =0.

Loy o f = (Lpy* £ gt T4

t)a)
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Consecuencias
@00

Conjuntos de sintesis

Un cerrado F C R es de sintesis si toda f € 7(®)(|t|*) tal que Ff =0
en F es de sintesis espectral para F.

e Ejemplo trivial: ()

Corolario

(Tw(t)) como en el teorema y ioc(A) NR = () = (T,(t)) es estable.
Dem.: (T (t*))X = X

En L}(R):
@ Los puntos son de conjuntos de sintesis.

@ Los conjuntos contables son de sintesis.
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Consecuencias
oeo

Sea (T(t))e=0 un (Co)-semigrupo acotado en X y A su generador.

Theorem (W. Arendt, C. Batty, TAMS; Y.L. Lyubich, V. Phong, SM; 88)

o(A) N iR contable y Po(A*)NiR =0 = (T(t))r>0 estable.
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Consecuencias
oeo

Sea (T(t))e=0 un (Co)-semigrupo acotado en X y A su generador.

Theorem (W. Arendt, C. Batty, TAMS; Y.L. Lyubich, V. Phong, SM; 88)

o(A) N iR contable y Po(A*)NiR =0 = (T(t))r>0 estable.

Theorem (J. Esterle, E. Strouse, F.Zouakia; JOT, 92)

Sea I, := {f € [}(RT): Ff =0en ioc(A)NR}.
a(A) N iR contable y Po(A*)NiR =0 = 7w(14)X denso en X.

e o(A) N iR contable = o(A) N iR de sintesis (en L'(R)) =
Toda funcién de I, es de sintesis espectral respecto de ig(A) NR.
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Consecuencias
oeo

Sea (T(t))e=0 un (Co)-semigrupo acotado en X y A su generador.

Theorem (W. Arendt, C. Batty, TAMS; Y.L. Lyubich, V. Phong, SM; 88)

o(A) N iR contable y Po(A*)NiR =0 = (T(t))r>0 estable.

1 Versidn continua del Teorema de Katznelson-Tzafriri

Theorem (J. Esterle, E. Strouse, F.Zouakia; JOT, 92)

Sea I, := {f € [}(RT): Ff =0en ic(A)NR}.
a(A) N iR contable y Po(A*)NiR =0 = 7w(14)X denso en X.

e o(A)N iR contable = o(A) N iR de sintesis (en L'(R)) =
Toda funcién de I, es de sintesis espectral respecto de ig(A) NR.
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Consecuencias
[ele] J

Casoa >0

I, :={f € T(|t|*): Ff(p) =0}, peR
I 1= {f € T(a)(|t|“) : Ff =0 en un entorno de p}, peR

. Un punto p € R es de sintesis si J, = I,
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Consecuencias
[ele] J

Casoa >0

I, :={f € T(|t|*): Ff(p) =0}, peR
I 1= {f € T(a)(|t|“) : Ff =0 en un entorno de p}, peR

. Un punto p € R es de sintesis si J, = I,

Salvo el {0}, los puntos no son de sintesis en 7(*)(|t|*) si a > 0
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Consecuencias
[ele] J

Casoa >0

:{feT(“(m) p) =0}, peR
Jp = {f € TW(|t|*): ff—Oenunentornodep} peR

*.Un punto p € R es de sintesis si J, = I,,.

Salvo el {0}, los puntos no son de sintesis en 7(*)(|t|*) si a > 0.

Nota: F : T("(|t|") — Cé”)(R),

Ci(R) = {4 : otk en R\ {0}, y — yko(k € Go(R), 0 < k < n}.

Teorema: caso 7("(|t|"), n € N

(i) I, =10, p#£0, 10 := {f e TO(Jt|") : (FF)*(p)=0,0< k < n}
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