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Optimizacion convexa y su tratamiento numérico

(E,<-,->)Hilbert, yo € E
a: E x E — R bilineal, continua,simétrica, para todo x € E,
a(x,x) >0
X0 € E : J(Xp) = minJ(x),
xeE

J : E — R funcional convexo

1
J(x) = éa(x, X)— < Yo, X >
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(E,<-,->)Hilbert, yo € E
a: E x E — R bilineal, continua,simétrica, para todo x € E,
a(x,x) >0
X0 € E : J(Xp) = minJ(x),
xeE

J : E — R funcional convexo

1
J(x) = éa(x, X)— < Yo, X >

J alcanza su minimo en xy < a(xp, ) =< Yo, >



Optimizacion convexa y su tratamiento numérico

Teorema de Lax-Milgram
E espacio de Hilbert real, a forma bilineal, continua y coercitiva

4

para todo y, € E existe (Unico) xg € E : a(xp,-) =< Yo, >




Optimizacion convexa y su tratamiento numérico
@000

Teorema de Lax-Milgram para ELC
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e Optimizacion convexa y su tratamiento numerico
@ Teorema de Lax-Milgram para ELC
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Teorema de Lax-Milgram para ELC

Ejemplo motivador

ax.y) =Y x(Ky(K).  (xyet)

Xo € lo = a(xo, ") #< Yo, >
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Teorema de Lax-Milgram para ELC

Ejemplo motivador

ax.y) =Y x(Ky(K).  (xyet)

oo 1
Yo = et % €k

Xo € lo = a(xo, ") #< Yo, >

a(keg,:) =< ex,- >




Optimizacion convexa y su tratamiento numérico
[o] lele}

Teorema de Lax-Milgram para ELC

Ejemplo motivador

oo 1
Yo = et % €k

Xo € lo = a(xo, ") #< Yo, >

a(keg,:) =< ex,- >

Problema

Dada una forma bilineal y continua a en un espacio de Hilbert
real E, ;es posible caracterizar los y, € E de forma que existe
Xo € E tal que a(xp, ) =< yo, - >?
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Teorema de Lax-Milgram para ELC

Teorema de Lax-Milgram en elc

E, F elc Hausdorff reales, E* elc Hausdorff real, y; € F~,
a: E x F— Rbilineal, ® # C C F convexo,
ye C= a(y) € E*. Entonces

existe x;* € E™ : ye C= yy(¥) < x5 (a(-,y))
equivale a

existe seminorma continuap: E* — R :

yeC=yy)<p@y)
Ademas, en caso afirmativo, x5* < p
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Teorema de Lax-Milgram para ELC

Corolario (caso normado, topologia fuerte en el dual)

E, F espacios normados reales, y; € F*,a: ExF — R
bilineal, ) # C C F convexo, y € C = a(-,y) € E*. Entonces

existe xg* € E* . y € C= yi(y) < xg*(a(-. y))
()

existea >0 : ye C= y(y) <cala(,y)l.

En caso afirmativo, si existe y € C con a(-, y) # 0, entonces

min{[|xo™[| : Xo* € E™* y paratodo y € C, yo(y) < X" (a(-, y))}

_ ¥5(y)
B <yecsa“(‘,’y are )H>
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Ecuaciones variacionales con restricciones

Esquema
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@ Ecuaciones variacionales con restricciones
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Ecuaciones variacionales con restricciones

Q C R™ abierto y acotado, frontera Lipschitz I',
feL2(Q), ge H'/3(I),

-Au=f enQ
u=g enl

formulacién débil

encontraru e H'(Q) : u=genT

y para todo v € H}(Q), /Vu-Vv:/fv
Q Q
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Ecuaciones variacionales con restricciones

condiciones de contorno
u=genTr representay(u) =g

Y0 : H'(Q) — H'/2(I") c L3(T") operador traza

extension lineal y continua a H'(Q2) del operador lineal y
continuo B
Y : C'(Q) — LB(T), ~o(X) =X
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Ecuaciones variacionales con restricciones

condiciones de contorno
u=genTr representay(u) =g

Y0 : H'(Q) — H'/2(I") c L3(T") operador traza

extension lineal y continua a H'(Q2) del operador lineal y
continuo B
Y : C'(Q) — LB(T), ~o(X) =X

H'2(T) := ~o(H' () € L2(T).
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Ecuaciones variacionales con restricciones

condiciones de contorno
u=genTr representay(u) =g

Y0 : H'(Q) — H'/2(I") c L3(T") operador traza

extension lineal y continua a H'(Q2) del operador lineal y
continuo B
Y : C'(Q) — LB(T), ~o(X) =X

H'2(T) := ~o(H' () € L2(T).

imponiendo débilmente las condiciones de contorno
H=1/2(r) := H'/2(T)*, < -,- > paridad dual H'/2(I") x H="/2(I")

Yo(u) = g < paratodo w € H-V2(T), < yo(u), w >=< g, w >
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Ecuaciones variacionales con restricciones

encontrar u € H'(Q) : ur =g, v e H(Q) = / Vu-Vvy = / fv
Q Q
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Ecuaciones variacionales con restricciones

encontrar u € H'(Q) : ur =g, v e H(Q) = / Vu-Vvy = / fv
Q Q

ecuacion variacional con restricciones
E::H1(Q),F::H_1/2(r),a: ExXE—R b:ExF—R
bilineales y continuas, x§ € E*, y; € F*

a(u, v) / VuVy, b(v, w) =< y(v), w >

/fv Yo(w) =< g,w>

Z:={veE:weF=b(v,w)=0}=H}(Q)
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Ecuaciones variacionales con restricciones

encontrar u € H'(Q) : ur =g, v e H(Q) = / Vu-Vvy = / fv
Q Q

ecuacion variacional con restricciones
E::H1(Q),F::H_1/2(r),a: ExXE—R b:ExF—R
bilineales y continuas, x§ € E*, y; € F*

a(u, v) / VuVy, b(v, w) =< y(v), w >

/fv Yo(w) =< g,w>
Z:={veE:weF=b(v,w)=0}=H}(Q)

zeZ =au,z)=x;(2)

encontrar u € E tal que { weF = bluw) =y (w)
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Ecuaciones variacionales con restricciones

Problema

E, F Hilbert, x; c E*,y; € Ff,a: ExE —R,b: ExF —R
bilineales continuas, Z :={ve E:we F = b(v,w) =0}

zeZ = au,z)=x;(2)

encontrar u € E tal que { weF = bluw) = yi(w)
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Ecuaciones variacionales con restricciones

Corolario

E reflexivo real, F normadoreal, a: EXxE — R, b: Ex F — R
bilineales, a continua, w € F = b(-,w) € E*, x; € E*, y; € F*

Z={veE:b(v,)=0} vy G:={veE: b, )=y}

zeZ = au,z)=x5(2)
weF = b(uw)=y;(w)

)

G # 0 yparaalgin v € Gexiste a >0 :

existe u € E tal que {

zeZ=x(2) - a(v,2) < ofla(-, 2) ||

En caso afirmativo, si existe z € Z con a(-, z),z # 0, entonces

||u||—min< sup WWHWH)

veG \ zez, a(-,2)7#0 la(-, 2))z|l
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Ecuaciones variacionales con restricciones
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Ecuaciones variacionales con restricciones

Idea demostracién

veG G=v+Z2

existezp € Z : u=v+2, a2, )z= xglz —a(v,-);z

)

existe a > O tal que z € Z = xy(2) — a(v, z) < afla(-, 2),z||
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Ecuaciones variacionales con restricciones

Idea demostracién

veG G=v+Z2

existezp € Z : u=v+2, a2, )z= xglz —a(v,-);z

)

existe a > O tal que z € Z = xy(2) — a(v, z) < afla(-, 2),z||

HUH—min< sup WH!VH)

VeG \ zeZ, a(-,z),7#0 Ha('vz)|ZH
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Ecuaciones variacionales con restricciones

a continua, simétrica, para todo x € Z, a(x, x) >0

u solucion ecuacién variacional con restricciones

J(u) = mindJ(v),

veG

J : E — R funcional convexo
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Ecuaciones variacionales con restricciones

Corolario

E reflexivo real, F normadoreal,a: EXE —R,b: Ex F — R
bilineales, a continua, w € F = b(-,w) € E*

Z:={veE:b(v,)=0}
¥5 € F*, existe A\, 3 >0
ze Z= Nz <la(- 2) .zl

we F = y5(w) <plb(, wll
Entonces para todo x§ € E*

zeZ = a(u,z)=x5(2)
weW = b(u,w)=y;(w)

] El
< Mol (4 04
Jul < 228+ (14228

existe un Unico u € E tal que {
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Ecuaciones variacionales con restricciones
Yo(w) =<g,w>
geHA(N)
existe § > 0talque w € F = yy(w) < 3| b(-, w)||

)
G={veH(Q):<(v), >=g}#0
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Ecuaciones variacionales con restricciones

Yo(w)=<g,w>
g€ H'A(T)

existe § > 0talque w € F = yy(w) < 3| b(-, w)||

)
G={veH(Q):<(v), >=g}#0

a(u,v) ::/VUVV
Q

acoercitiva en Z = H}(Q)
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Ecuaciones variacionales con restricciones

Yo(w)=<g,w>
g€ H'A(T)

existe § > 0talque w € F = yy(w) < 3| b(-, w)||

)
G={veH(Q):<(v), >=g}#0

a(u,v) ::/VUVV
Q

acoercitiva en Z = H}(Q)

min/ <1VV2—fV>
veG Jo \ 2
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Ecuaciones variacionales con restricciones

Corolario

E reflexivo real, F normadoreal,a: ExE — R, b: ExF —R
bilineales, a continua, w € F = b(-,w) € E*

Z:={veE:bv,)=0}

existe \,6 >0
zeZ=)Mz|? <a(z 2)
weF = |lwl| <s|b(,w
Entonces, para todo x5 € E*, y§ € F*

zeZ =a(
welW = p(

bl lal\ g
< ol (94 050
ol < %+ (1450 )

’Z):Xg Z)

existe un Unico u € E tal que { B
) W) = yO (W)

u
u
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Sketch del algoritmo numérico

Xo € E : a(x,") =y
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Sketch del algoritmo numérico

Xo € E : a(x,") =y

@ Unisolvencia en subespacios finito dimensionales E; x F;
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Sketch del algoritmo numérico

Xo € E : a(x,") =y

@ Unisolvencia en subespacios finito dimensionales E; x F;
@ Estabilidad
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Sketch del algoritmo numérico

Xo € E : a(x,") =y

@ Unisolvencia en subespacios finito dimensionales E; x F;
@ Estabilidad
@ Propiedad de aproximacion en E:

J|2n11 dist(x, E;) =0
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Sketch del algoritmo numérico

@ E espacio de Banach reflexivo real, F espacio de Banach
real, a: E x F — R bilineal, continua, yj € F* tales que

existe xo € E : y5 = a(xo, )

Bases de Schauder {uk}k>1 en E {vk}k>1en F
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Sketch del algoritmo numérico

@ E espacio de Banach reflexivo real, F espacio de Banach
real, a: E x F — R bilineal, continua, yj € F* tales que

existe xo € E : y3 = a(xp, -)

Bases de Schauder {uk}k>1 en E {vk}k>1en F

) )

Ej = lin{uq,...,u}, Fj=lin{vy,..., v}
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Sketch del algoritmo numérico

@ E espacio de Banach reflexivo real, F espacio de Banach
real, a: E x F — R bilineal, continua, yj € F* tales que

existe xo € E : y3 = a(xp, -)

Bases de Schauder {uk}k>1 en E {vk}k>1en F

o

Ej =lin{uy,...,u}, Fj:=lin{vy,..., v}

© Resolvemos el problema variacional (sistema ecuaciones
lineales)

5 g o)) = VA
encontrar x; € E; : a(x;,) = ¥5 r,




Optimizacion convexa y su tratamiento numérico
[o]e] ]

Sketch del algoritmo numérico

@ E espacio de Banach reflexivo real, F espacio de Banach
real, a: E x F — R bilineal, continua, yj € F* tales que

existe xo € E : y3 = a(xp, -)

Bases de Schauder {uk}k>1 en E {vk}k>1en F

o

Ej =lin{uy,...,u}, Fj:=lin{vy,..., v}

© Resolvemos el problema variacional (sistema ecuaciones
lineales)

. : _ *
encontrar x; € £ : a(x;,-) = yg/¢,

lim|x; — xg|l =0
121\\/ oll
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EDO y bases de Schauder

Esquema

e Resolucion numeérica de ecuaciones diferenciales ordinarias
@ EDO y bases de Schauder
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EDO y bases de Schauder

edo no lineal
feC(la,a+ f] xR x --- x R"R") Lipschitz
encontrar x € C™([a, « + 3], R") tal que

{ x™(t) = f(t, x(t), X' (),...,x™ (1)), teo,a+/i]
X(a) = by, Xl(Oé) =04, ..., Xm_1)(04) = Om—_1
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EDO y bases de Schauder

edo no lineal
feC(la,a+ F] xR x --- x R" R") Lipschitz
encontrar x € C™([a, « + 3], R") tal que

{ x™(t) = f(t, x(t), X' (),...,x™ (1)), teo,a+/i]
X(a) = by, X/(Oé) =04, ..., Xm_1)(a) = Om—_1

encontrar punto fijo T : C™'([a, a + 8], R") — C™ ([,  + 3], R")

m—1

(TX)(1) = o + (t — @)y + %eg TN m9m1+

t rsy Sm—1
// / £(Sms X(Sm)s X' (), - - - X™= () dSim - - - ISl




Resolucién numérica de ecuaciones diferenciales ordinarias
[e]e] lelele]e]

EDO y bases de Schauder

{t1at27' }—[OéOé‘i‘ﬁ] t1:Oé, t2:a+ﬁ

{I}j=1
Fi(t) =1

t=a t t=a+p
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EDO y bases de Schauder

Proposicién

n>1,f=(f)k=1,..n € C(la, + 5] x R" x --- x R",R"),

X = (Xk)k=1,4..,n € Cmi‘l([aaa +ﬁ]aRn)s 00;01a' o -aem—1 € R".

P = (@k)k:L...,n € C([a, a + B],R")), p(t) = f(t, x(1),. .. 7Xm71)(t))'
Entonces, paratodo t € [, a + ]

B (t—a)? (t —a)m1
(TX)(t)—eo+(t7(l)91 +T92++W9m71
, t s Sm—1
+ Z )\E{’) / / L. / r’-(sm)dsm ... dsy
,21 (o3 (% [e% k:1 n

M) = oi(t)

i—1
M = o(t) = Y 2Prp(t), siiz2
p=1
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EDO y bases de Schauder

i TIx?
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EDO y bases de Schauder

i TIx?

Funciones aproximantes

n>1,f= (fk)k:1,...,n € Cla,a+ B] x R" x --- x R"/R")
Lipschitz, 6, 61,...,0m—1 € R", X € C™ ([a, a + B],R™), p > 1
yn17"'7np2 17

Yo(t) == X(t)
r=1,...,p
Lroa(t) = £ty (8), Y1y (0, Yy 0(0)
— 2 — m—1
yr(t) := 6o+ (t — )by + UZ!)HQ S ocegF (2,77_)1)!9,‘”_1

/ / / (Qn (Lr—1(Sm)))k=1.. n0ASm- - - ds2dsq
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EDO y bases de Schauder

Error

€1,...,€p tales que paratodor =1,...,p,
||T}/r71 - }/rH <é&r

u solucion de la edo. Entonces

BP" e £
MPe Tx—Xx||+ €
! | [ ; s

B gme=r)
lu=3ol <t 5251

)]

MP=
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EDO y bases de Schauder

Si ademas f(t, x1,...,Xm) € C'([a,a + 8] x R" x --- x R, R"),
2f, %f, ..., 701 lipschitzianas, entonces

{L;},~1 acotada
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EDO y bases de Schauder

Si ademas f(t, x1,...,Xm) € C'([a,a + 8] x R" x --- x R, R"),
2f, %f, ..., 701 lipschitzianas, entonces

{L;},~1 acotada

ITyr—1 = yell < B7ILr = (Que(Lr)k)k=1,....nlloc < 287 Li[loch
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Simulaciones numéricas

Esquema

e Resolucion numeérica de ecuaciones diferenciales ordinarias

@ Simulaciones numéricas
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Simulaciones numéricas

Ecuacion de Lienard (escalar)

y(0) =1
y'(0)=0, (0<t<1)

y(t) =cost

{ y'(t) + y(O)y'(t) + y(t) + y3(t) = cos? t — sintcos t




Resolucién numérica de ecuaciones diferenciales ordinarias
lo] lelele]

Simulaciones numéricas

Ecuacion de Lienard (escalar)

y'(t) + y()y'(t) + y(t) + y?(t) = cos® t — sintcos t
{ y(0) =1
y'(0)=0, (0<t<1)
y(t) =cost
F:R—R,F(x):=[{f(s)ds =% — }

encontar x € C'([0, 1], RZ) taI que x(O) (1,0)y
X'(t) = o(t, x(t)), (0<t<1),

®:[0,1] x R2 — R2

x2 A :
O(t, (X1, X)) i= (X2 — 51 + 50Xt - x2 4 cos? t — sintcost)

x(t) = (x1(t), x2(t)) solucioén pvi si, y sélo si, xq(t) solucién ecuacion

de Lienard
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Simulaciones numéricas

neN,n=2k+1 keN

1 k-1
{t17t2~--tn}:{071727 ) 2k }
1
hzg

Y,y =---=n,=n, x = x(0)
Epr = max \yr(si) — u(si)|

u solucién exacta pvi
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Simulaciones numéricas

(n=9,m=9) (n=17,m=9) (n=33,m=9)

0 0 0 0
0.125 | 2.12x 1075 5.27 x 1078 1.31 x 10°°
0.250 | 8.61x10°° 215 x 107° 5.37 x 10~
0375 | 195x10°* 4.88 x 107° 1.22 x 1072
0.500 | 3.46 x 10°* 8.68 x 107° 217 x107°
0625 | 535x10°* 1.34 x 10~* 3.34 x 107°
0.750 | 757 x10~* 1.89 x 10~* 4.67 x 107°
0.875 | 1.00x 1073 248 x 1074 5.96 x 107°

1 1.26 x 1073 3.07 x 1074 6.89 x 107°
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Simulaciones numéricas

Sistema de edo no lineales

X"(1) = (x (135(1) — £ xe(t)0xe(t) — x(1) + tef)
{x(0)=(1,0), x(0) = (2,1) . (0<t<1)

x(t) = (t+¢€'1)
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Simulaciones numéricas

Sistema de edo no lineales

X"(1) = (x (135(1) — £ xe(t)0xe(t) — x(1) + tef)
{x(0)=(1,0), x(0) = (2,1) . (0<t<1)

x(t) = (t+¢€'1)

x(t) = (1,0)




Simulaciones numéricas

X" (t) = (x1(t)x. t, xo(t — xq(t te
(0= (D0 ~ treO0eD =) +1e) o)
x(0) = (1,0), x'(0) = (2,1)
x(t) = (t+ €', t)
x(t) =(1,0)
| (n=9,m=4) (n=17,m = 5) (n =33, m=5)
(0,0) (0,0) (0,0) (0,0)
0.125 | (1.08E —5,—3.54E —9) (2.66E — 6, —3.76E — 10)  (6.64E — 7, —7.09E — 11)
0.250 | (4.49E —5,—519E —8) (1.11E — 5, —9.37E — 9) (2.78E — 6, —2.16E — 9)
0.375 | (1.05E —4,—3.50E —7) (2.63E — 5, —6.91F — 8) (6.58E — 6, —1.66E — 8)
0.500 | (1.97E —4,—1.58E —6)  (4.93E — 5, —2.93E — 7) (1.23E — 5, —7.12E — 8)
0.625 | (3.18E —4,—5.88E —6)  (8.12E — 5, —9.02E — 7) (2.01E — 5, —2.13E — 7)
0.750 | (4.53E —4,—1.98E —5)  (1.22E — 4, —2.20E — 6) (2.96E — 5, —4.60E — 7)
0.875 | (5.28E — 4, —6.30E —5)  (1.69E — 4, —4.23E — 6) (3.66E — 5, —4.53E — 7)
( (

2.97E — 4, —1.88E — 4)

2.05E — 4, —5.19E — 6)

(2.38E — 5,2.07E — 6)
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Otros tipos de ecuaciones

@ V\olterra no lineal de segunda clase

Xo)=y(s)+ [ Kistxioer,  (se fab)

y:la, bl — R, K:[a b] x [a, b] x R — R continuas, existe
L > 0 de forma que paratodo s,t € [a,b], u,v € R

IK (s, t,u) — K(s,t, V)| < Llu—v]
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Otros tipos de ecuaciones

@ V\olterra no lineal de segunda clase

S
X(s)=y(s)+ [ Kls.tx(O)at  (slab)
a
y:la, bl — R, K:[a b] x [a, b] x R — R continuas, existe
L > 0 de forma que paratodo s,t € [a,b], u,v € R
IK(s,t,u) — K(s.t,v)| < Llu— ]

@ V\olterra integro-diferencial no lineal

t
{ Y’(f)zf(W(f)H/ K(t,s,y(s))ds,  (te[ab])
y@ =¥

YoeR,K:[0,1] x [a,b] x R — R, f: [a,b] x R — R continuas,
existe Ly, Lk > 0 tal que para todo y1, y» € R,

_ < —
argtagxblf(t,}ﬁ) f(t, y2)| < Lelyr — yel

max ‘K(tvs7y1) - K(t7 37}’2)‘ S LK|}’1 _}’2|

a<t,s<b
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Otros tipos de ecuaciones

@ Fredholm de segunda clase no lineal

f(x) = Au(x / k(x,y,u(y))dy, (x €[a, b))

AeR\{0},f:[a,b] =R, k:[ab] x [a b] x R— R continuas
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Otros tipos de ecuaciones

@ Fredholm de segunda clase no lineal

f(x) = Au(x / k(x,y,u(y))dy, (x €[a, b))

AeR\{0},f:[a,b] =R, k:[ab] x [a b] x R— R continuas
@ Fredholm integro-diferencial no lineal

b
+/ G(x, t, y(1))dt, (x € [a,b])

g:[ab]l—R,G:ab] x[a b] x R — R continuas
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Teorema de James convexo

f: E— RU{oo}cpis, x € E, f(x) < o0

Ty —x) + flo)

of(x)={x*" € E*:paratodoy € E, x*(y —x) < f(y) — f(x)}



Problemas abiertos
00e00

Teorema de James convexo

f — x* alcanza su infimo en x < x* € 0f(x).
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f — x* alcanza su infimo en x < x* € 0f(x).

f cuadratica
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Teorema de James convexo

f — x* alcanza su infimo en x < x* € 0f(x).

f cuadratica

James

f(x) = %quz, Of(E) = E* = E reflexivo
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Teorema de James convexo

E espacio de Banach real con bola unidad dual
w*-secuencialmente compacta, f : E — R U {oo} cpis

f(x)

Ixl—oo [IX]|
Of(E) = E™.
Entonces

paratodo c e R, f '((—oo0,c]) es w-compacto
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Teorema de James convexo

Problema
Dados un espacio de Banach real E y una funcién convexa,
propia e inferiormente semicontinua f: E — R U {co} de
forma que

fx) _

Ixll—oo [|IX||

of(E) = E*,

¢ podemos asegurar que

paratodo c e R, f'((—o0,c]) es w-compacto?
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Formulaciones variacionales mixtas de EDP

Problema

Sean E y F espacios de Banach reflexivos reales, Cy D
subconjuntos convexos de E y F, respectivamente,
f:C—RU{-0}yg:D— RU{—o0} funciones céncavas
propiasy a: Ex E— Ry b: E x F— R formas bilineales
verificando alguna hipétesis de continuidad. Caracterizar
cuando el problema variacional mixto

x € C= f(x) < a(u,x)+ b(x,p)

existe (u,p) € E x F :
i) & =5 {yeDég(y)Sb(u,y)

admite solucién y obtener una estimacion de las normas de las
soluciones.
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