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Se dice que una norma || - || en un espacio de Banach X es estricta-
mente conveza, o rotunda, si la condicién ||z|| = ||y|| = 3||z + y|| implica

que r = y. Geométricamente, esta propiedad equivale a decir que la



esfera unidad del espacio no contiene segmentos rectilineos no trivia-
les.

La norma de muchos espacios clasicos no es estrictamente convexa; sin embargo, a
menudo es posible introducir una nueva norma equivalente con dicha propiedad. Nues-
tro objetivo es encontrar condiciones bajo las cuales un espacio de Banach dado admita
normas equivalentes con esta propiedad. Mas precisamente, buscamos condiciones so-
bre un espacio con base incondicional (en general no numerable) que garanticen la
existencia de una norma equivalente con norma dual estrictamente convexa.

En el contexto de los espacios con base incondicional, otras propiedades de convexi-
dad han sido caracterizadas. Se dice que una norma || - || sobre el espacio de Banach X
es localmente uniformemente convexra (LUR) si para cualquier z € X
y cualquier sucesion (z,), C X tales que ||z,|| = ||z =1y ||z + z,|]| =2

se tiene ||z, — x|l — 0. Claramente, la convexidad localmente uniforme implica



convexidad estricta.

En un articulo publicado hace 40 anos proporcionamos un método para la cons-
truccion de norma equivalente LUR en los espacios de Banach con base incondicional.
Si {e, }~er es una base en el espacio de Banach X, con sistema biortogonal asociado

{f+ }+er, entonces la férmula
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donde T : X — ¢y(I) es el operador lineal y acotado dado por la expresion

Tz = {f,(%)}er,
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es una norma equivalente en X.

Si la base incondicional {e, }~er es ademas mondtona entonces la norma ||| - ||| es
LUR. Recordemos que una base {e,},er en el espacio X es mondtona si para dos
conjuntos cualesquiera de nimeros reales {a}yea v {by}ca tales que A C I' con

card(A) < ooy |a,| < |by| para todo v € A se tiene

Zavev < vaev

veA veA

Utilizando este hecho probamos el siguiente teorema.

Teorema 1. Sea X wun espacio de Banach con base incondicional.
Entonces X admite una norma equivalente con norma dual LUR st

y solo s1 X no contiene ningun subespacio isomorfo a (.

Demostracion. R.C. James probo en 1950 que si X es un espacio con base incondi-
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cional {e, } er vy X no contiene ningin subespacio isomorfo a ¢;, entonces dicha base
es contractiva, es decir, el sistema conjugado correspondiente { f,}~er es una base
del espacio X*. Cambiando los papeles de {e,} er v {f5}-er en la definicion de la
norma ||| - ||| obtenemos una norma en X*. De la propia definicién se sigue que dicha
norma es w*-inferiormente semicontinua, y por tanto dual. Asi pues, X admite una
norma, equivalente con norma dual LUR.

Por otro lado, si X tiene una norma dual LUR, entonces X es un espacio de Asplund
en virtud del Teorema de Bishop-Phelps, y utilizando nuevamente un resultado de
James deducimos que X no contiene ninguna copia de £7.

[]

En 1955, M.M. Day probd que si I' es un conjunto no numerable, entonces el espacio
¢1(I") no admite ninguna norma equivalente Gateaux diferenciable. De aqui se deduce

que dicho espacio no tiene ninguna norma equivalente con norma dual estrictamente

5



convexa. Utilizando este resultado obtuvimos el siguiente teorema.

Teorema 2 (S.T., 1975). Un espacio de Banach con base simétrica ad-
mate una norma equivalente con norma dual estrictamente convexa,
st y solo si, X no contiene ningiun subespacio isomorfo a (1(I'), I' no

numerable.

Este resultado sugiere la siguiente cuestion:

Si X es un espacio de Banach con base incondicional que no contiene a ¢1(T')
siendo I' un conjunto no numerable, jadmite X una norma equivalente con

norma dual estrictamente convezra?

En 1993, S. Argyros y S. Mercourakis proporcionaron un ejemplo de espacio con
base incondicional, sin copias de ¢1(I"), I' no numerable, que no admite norma equi-

valente con norma dual estrictamente convexa.



En los anos 90, R. Haydon obtuvo una caracterizacion de los arboles T para los
cuales el espacio C'(T) admite una norma estrictamente convexa. En 2006, R. Smith
caracterizd asimismo los espacios de este tipo que poseen una norma dual estricta-
mente convexa.

Recientemente, Smith ha probado que si K es un compacto de Gruenhage entonces
el espacio C'(K)* tiene una norma dual estrictamente convexa. Recordemos que un
espacio topoldgico Z es un espacio de Gruenhage si existen familias {%, }nen de
conjuntos abiertos tales que para cualesquiera x,y € Z existen n € Ny U € %, de
modo que el conjunto U N {x,y} consta de un solo elemento y al menos uno de los
puntos x o y pertenece a una cantidad finita de conjuntos U’ € %,,.

Haciendo uso del resultado anterior hemos obtenido, en colaboracion con R. Smith,
una caracterizacion de los espacios con base incondicional cuyo espacio dual tiene una

norma dual estrictamente convexa.



Sea X un espacio de Banach con base incondicional {e, },er v sistema conjugado
{ [+ }+er, v designemos por & = &7 (X) a la familia de todos los subconjuntos A C I’

para los cuales la expresion

Ly(z) =) flx)

yeA
define un elemento del espacio X*. Es claro que si A es un subconjunto finito de

[" entonces A € o7 (X). Es facil ver asimismo que o7 (co(I")) coincide con la familia
de todos los subconjuntos finitos de I' y que &7 (¢1(I")) es la familia de todos los
subconjuntos de I'.

En 2007, en colaboracién con A. Molto, J. Orihuela, V. Zizler probamos que si la
norma en X * es estrictamente convexa entonces existe una norma |||- ||| equivalente en
X cuya norma dual es estrictamente convexa y tal que la base {e,},er es monétona

con respecto a esta norma.



Sea p: o/ —(0,00) la funcién definida por la expresién

p(A) = |[[TLall]-

Esta funcién es estrictamente creciente, es decir, p(A) < p(B) cuando
A y B son elementos de o/ tales que A esta contenido estrictamente

en B. En efecto, supongamos que que A C B. Entonces, para cada v € I' se tiene

0<Ta(y) < Laly)+ %HB\A(W) < 1p(y).

Como la base {e, },er es mondtona respecto de ||| - ||| obtenemos

1
p(A) = [I1Lalll < [l1La + SLpalll < [[[L5]]] = p(B),

de modo que p es creciente. Supongamos ahora que p(A) = p(B). Entonces

1 1
]1A+§HB\A = 5(]1/14— ]13),
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y consecuentemente,

1
Al = 1Ls[ll = 5 - [[[Ta + Lal]].
Pero como la norma ||| - ||| es estrictamente convexa se sigue que 1l 4 = 1l g, es decir,
A=B.

En &/ consideramos la topologia de convergencia puntual 7,. Es facil
ver que 7 es homeomorfo al conjunto {Il4: A € &/} C X*, dotado de la topologia
que hereda de la topologia débil estrella en X*. Como la norma ||| - ||| es dual se
sigue que ||| - ||| es w*-inferiormente semicontinua. Por esta razén, la funcién p :
o/ —(0, 00) es 7,-inferiormente semicontinua. Esta condicion y la monotonia
de la funcion p caracterizan los espacios de Banach con base incondicional que admiten

una norma equivalente con norma dual estrictamente convexa.

Teorema 3 (R. Smith, S.T.). Sea X wun espacio de Banach con base in-

condicional normalizada y sea </ la familia de conjuntos definida
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mds arriba. Entonces X admite una norma equivalente con norma
dual estrictamente convexa st y solo st existe una funcion estricta-

mente mondtona y 7,-inferiormente semicontinua p: &7/ —(0,00).
I

Nota 4. Es fdcil ver que el subespacio span{e,}.c4 es isomorfo a
(1(A) st y solo si A € of. En otras palabras, la funcion p controla la

cantidad de subespacios de X isomorfos a /.

La demostracion del teorema anterior es topologica y estd basada en el siguiente

lema.

Lema 5. Sea K un subconjunto 7,-compacto de |0, 1 tal que v Ay € K six,y €
K. Supongamos ademds que existe una funcion t,-inferiormente semicontinua
p: K —|0,1] con la siguiente propiedad:

(%) Siy < x entonces existen un numero o < p(x) y un conjunto abierto U

que contiene a y de modo que para cualquier z € U con z < x se tiene p(z) < a.
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Entonces:

[. K es fragmentable.

[1. Para cada r € [0,1], (p~1(r),7,) tiene una network o-aislada.
Si, ademds, K C {0,1}!, entonces
III. K es descriptivo.

Recordemos algunos conceptos topologicos. Se dice que una funcion d : X X
X —10, 00) es una simétrica si satisface todos los axiomas de una métrica excepto,
quiza, la desigualdad triangular.

Sea (Z,T) un espacio topolégico regular. Se dice que Z es fragmentable si existe
una métrica d en Z de modo que para cada subconjunto no vacio £ C Z y cada
e > 0 existe un conjunto 7-abierto U C Z tal que E N U es no acotado y tiene

diametro menor que €. En 1985, N. Ribarska probé que para que Z sea fragmentable
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es suficiente que d sea una funcién no negativa en Z x Z de modo que x = y cuando
d(z,y) = 0.

Una familia .4~ de subconjuntos de Z es una network para Z si, para cualquier
conjunto U € 7 y cualquier x € U existeun N € A talquex € N C U.

Una familia de subconjuntos .% de Z se denomina aislada si para cualquier £ € #

se tiene que la interseccion F N |J.%# \ {E} es vacia; esta condicion equivale a la
existencia de un conjunto U € 7 tal que E C U y UNF # () para cada F € F \ E.
Una network 4 es o-aislada si se puede expresar como uniéon numerable de con-
juntos aislados.
El espacio Z es descriptivo si Z es compacto y admite una network o-aislada. La
clase de los espacios descriptivos es amplia y contiene, entre otros, a los compactos
metrizables, los compactos de Eberlein y los compactos de Gul’ko. Por otra parte se

sabe que todo espacio descriptivo es un compacto de Gruenhage.
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Los conceptos de simétrica, network o-aislada y espacio descriptivo han sido estu-
diados en los trabajos de G. Gruenhage (1984), R. Hansell (2001), M. Raja (2003) y
N. Ribarska (1987).

Antes de formular nuestro resultado completo necesitamos un teorema muy pro-

fundo de M. Raja.

Teorema 6 (Raja, 2003). Si (Bx+, w*) es es un compacto descriptivo en-

tonces X admite una norma equivalente con norma dual w*-LUR.

Recordemos que una norma || - || es un espacio dual X* es débil estrella localmente
uniformemente convera (w*-LUR) si, para cualquier z* € X* y cualquier sucesioén
(xF), € X* tales que ||[zX|| = ||=*|| = 1 v ||z + 2*|| = 2 se tiene 27 — 2z en la
topologia débil estrella de X*.

Ahora estamos en condiciones de formular nuestro teorema
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Teorema 7 (R. Smith, S.T.). Supongamos que el espacio X tiene una
base incondicional normalizada, y sea </ la familia de conjuntos

definida mds arriba. Las condiciones siguientes son equivalentes:
(1) (Bx+,w*) es un compacto de Gruenhage;

(2) X admite una norma equivalente con norma dual estrictamente

convexa,

(3) Eziste una aplicacion creciente y 7,-inferiormente semicontinua
p:of —|0,1].

(4) (Bx+,w*) es un espactio compacto descriptivo.

(5) X admite una norma equivalente con norma dual w*-LUR.
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Ejemplos: Supongamos que {e- },er es una base mondtona, incondicional y norma-

lizada en X. Escribamos
o ={Aed |14 <1}.
Esta familia tiene las siguientes propiedades:
1. Para cada v € I', {7y} € & (por ser {e, },er una base normalizada);
2.51 B e oy AC B, entonces A € @ (por ser {e,},er monétona e incondicio-
nal);
3. El conjunto o7, dotado de la convergencia puntual, es compacto.

Una familia de subconjuntos con estas propiedades se denomina adecuada. Estas
familias fueron introducidas por M. Talagrand en 1979, y han sido consideradas por
otros autores como S. Argyros y S. Mercourakis (1993) o A. Leiderman y G. Sokolov
(1984).
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El conjunto de los subconjuntos totalmente ordenados de un conjunto totalmente
ordenado E es adecuado en E. Si I' es un conjunto de sentencias en una teoria de
primer orden entonces la familia de los subconjuntos consistentes de I' es adecuada
en I'. Dada una familia adecuada .2, definimos un reticulo de Banach ideal £, como

el conjunto formado por los x € £oo(I') tales que ||z]| < oo, siendo
leller = sup {fle T All, - A e '},

donde || - ||; designa la norma 1 (Argyros & Mercourakis, Rocky Mountain Journal
of Mathematics). Asi por ejemplo, si & = U{{7}: v € '} entonces £, = ('), ¥
si" € o entonces £, = (4(T).

Es facil ver que, en general, la base unitaria {e,},er constituye Hul? conjunto nor-
et

malizado, monétono e incondicional en £/. Sea h = span{e, } er y denotemos

de nuevo con el simbolo || - ||, la norma dual en el espacio h%,. Dados © € hy vy
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A C T" definimos

La(z) = Z Ly

veA
cuando esta suma tiene sentido. Es claro que las funciones 1l 4, A € &7 son elementos

del espacio h*,, y que
[Tall =1
cuando el conjunto A es no vacio. También es facil comprobar que la aplicacion 7

definida en 7 por medio de la expresion m(A) = 1l 4 es 7,—w* continua; en particular,

la imagen 7(.2) es homeomorfa a o7
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