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La investigacion en operadores de composicién definidos en
espacios de funciones analiticas puede considerarse iniciada en el
trabajo de E. Nordgren de mediados de los sesenta.
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La investigacion en operadores de composicion definidos en
espacios de funciones analiticas puede considerarse iniciada en el
trabajo de E. Nordgren de mediados de los sesenta.
La teoria espectral de operadores es una de las ramas principales
del Anilisis Funcional .
Hoy nos centramos en dos aspectos de tal teoria para operadores
de composicién:

La descripcién de su espectro y ser de Fredholm .

El primer (al parecer) articulo en que se trata la cuestién de si un
operador de composicién es de Fredholm es On some properties of
composition operators de J. Cima, J. Thomson y W. Wogen, (1975).
También parece que el primer autor interesado en el estudio del espectro
de operadores de composicién fue H. Kamowitz en su articulo The
spectra of endomorphisms of the disc algebra (1973).
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Definicién (Espectro)

SiT : X — X es un operador lineal, el espectro de T, es
o(T) ={X € K tal que T — A\Id no es invertible en L(X)}.

Definicién (Fredholm)

Un operador lineal T : X — X se dice de Fredholm si tanto la
dimension de su nicleo, como la codimension de su imagen son
finitas.
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Conceptos bdésicos

Definicién (Espectro)
SiT : X — X es un operador lineal, el espectro de T, es
o(T) ={X € K tal que T — A\Id no es invertible en L(X)}.

Definicién (Fredholm)

Un operador lineal T : X — X se dice de Fredholm si tanto la
dimensién de su nicleo, como la codimension de su imagen son
finitas.

Esto ocurre, si y sélo si, T' es invertible médulo el ideal K(X) de
operadores compactos, o sea, existe un operador lineal S € L(X)
tal que tanto T'S — Id como ST — Id son compactos.
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Definicién (El espacio)

Sean E, I espacios de Banach complejos. Una aplicacién

f: U — F definida en un abierto U C E es analitica (o
holomorfa) si es Fréchet diferenciable en cada punto de U.
H>(Bg) es el algebra de las funciones (escalares) analiticas y
acotadas definidas en la bola abierta unidad Bg de E. En lo
sucesivo, suponemos que H>°(Bg) estd dotado de la norma
fll = sup,cp, |f(z)|. De este modo es un dlgebra

supremo,
uniforme.

Definicién (Los operadores)

Cada aplicacién analitica ¢ of Bg en si mismo da lugar a un
operador de composicion

C,: f€H®(Bg)~ fope H®Bg).
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Para estudiar el espectro de C, resulta central conocer las iteradas
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Para estudiar el espectro de C, resulta central conocer las iteradas
de Cy, C; = C,,, donde @, = p 0.". 0 ¢ es la énesima
composicién de ¢.
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El espectro de C,
Para estudiar el espectro de C, resulta central conocer las iteradas
de Cyp, CF = C,,, donde ¢, = p o .". 0 ¢ es |a énesima
composicién de ¢. El comportamiento de la sucesién () se
describe seglin dos opciones:

1) La imagen de alguna iterada ¢, estd dentro de B, es decir,
om(Bg) C rBg for algin 0 < r < 1,
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Para estudiar el espectro de C,, resulta central conocer las iteradas
de Cyp, CF = C,,, donde ¢, = p o .". 0 ¢ es |a énesima
composicién de ¢. El comportamiento de la sucesién () se
describe seglin dos opciones:

1) La imagen de alguna iterada ¢, estd dentro de B, es decir,
om(Bg) CrBg foralgin 0 <r < 1,6

2) para todo n € N la clausura de ¢,,(Bg) en E corta a la esfera
unidad; a esta segunda condicidn nos referiremos como condicién
aproximante.
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Notése que en el caso de que F tenga dimensidn finita, la primera
opcién significa que C, tiene una potencia compacta.
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El espectro de C,,

Para estudiar el espectro de C,, resulta central conocer las iteradas
de Cyp, CF = C,,, donde ¢, = p o .". 0 ¢ es |a énesima
composicién de ¢. El comportamiento de la sucesién () se
describe seglin dos opciones:

1) La imagen de alguna iterada ¢, estd dentro de B, es decir,
om(Bg) CrBg foralgin 0 <r < 1,6

2) para todo n € N la clausura de ¢,,(Bg) en E corta a la esfera
unidad; a esta segunda condicidn nos referiremos como condicién
aproximante.

Notése que en el caso de que F tenga dimensidn finita, la primera
opcién significa que C, tiene una potencia compacta.

Esto, desde luego, no sucede en el caso infinito dimensional:
Simplemente consideremos (x) = § para la cual p,(z) = 5%

cuyo operador asociado C7 no es compacto.
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Teorema (P. G., T. Gamelin y M. Lindstrom )

Supongamos que C,, tiene una potencia compacta, o mds
generalmente, r.(C,) = 0. Entonces ¢ tiene un punto fijo zy € Bg
tal que ||¢'(20)|| < 1 y el espectro de Cy, estd compuesto por
A=0y =1, junto con todos los posibles productos

A= A1+ A, de los autovalores \; de ¢'(zp).
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Supongamos que C,, tiene una potencia compacta, o mds
generalmente, r.(C,) = 0. Entonces ¢ tiene un punto fijo zy € Bg
tal que ||¢'(20)|| < 1 y el espectro de Cy, estd compuesto por
A=0y =1, junto con todos los posibles productos

A= A1+ A, de los autovalores \; de ¢'(zp).

Teorema (P. G., T. Gamelin, M. Lindstrom y A. Miralles)

Sea p : B — Bpg satisfaciendo la propiedad aproximante.
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Teorema (P. G., T. Gamelin y M. Lindstrom )

Supongamos que C,, tiene una potencia compacta, o mds
generalmente, 1.(C,) = 0. Entonces ¢ tiene un punto fijo zg € Bg
tal que ||¢'(20)|| < 1 y el espectro de Cy, estd compuesto por

A =0y =1, junto con todos los posibles productos

A= A1\, de los autovalores \; de ¢'(zp).

Teorema (P. G., T. Gamelin, M. Lindstrom y A. Miralles)
Sea p : B — Bpg satisfaciendo la propiedad aproximante.

» Si E es un espacio de Hilbert, en particular C™, y ¢ satisface
que p(0) =0y [|¢'(0)|| < 1, y ademds, p(BE) es
relativamente compacto en E, entonces o(Cy,) =D
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Teorema (P. G., T. Gamelin y M. Lindstrom )

Supongamos que C,, tiene una potencia compacta, o mds
generalmente, 1.(C,) = 0. Entonces ¢ tiene un punto fijo zg € Bg
tal que ||¢'(20)|| < 1 y el espectro de Cy, estd compuesto por

A =0y =1, junto con todos los posibles productos

A= A1\, de los autovalores \; de ¢'(zp).

Teorema (P. G., T. Gamelin, M. Lindstrom y A. Miralles)
Sea p : B — Bpg satisfaciendo la propiedad aproximante.

» Si E es un espacio de Hilbert, en particular C™, y ¢ satisface
que p(0) =0y [|¢'(0)|| < 1, y ademds, p(BE) es
relativamente compacto en E, entonces o(Cy,) =D

» Lo mismo sucede para E un espacio C(K). Asi que el
resultado es vdlido para el polidisco y la bola de cy.
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Sea ¢ : Bp — Bp analitica tal que ¢(0) =0, [|¢'(0)]| <1 con
©(Bg) relativamente compacto en E. Si ¢ satisface la condicién
aproximante y ademds para algiin 0 < < 1 existe 0 < ¢ < 1 tal

que
R L

) T Tl 5

entonces o(C,) coincide con el disco unidad cerrado.

c, si|z|| >,
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General (P. G. y A. Miralles)

Sea ¢ : Bp — Bp analitica tal que ¢(0) =0, [|¢'(0)]| <1 con
©(Bg) relativamente compacto en E. Si ¢ satisface la condicién
aproximante y ademds para algiin 0 < § < 1 existe 0 < ¢ < 1 tal
que

I I

) T Tl 5

entonces ¢(C,) coincide con el disco unidad cerrado.

izl >,

La prueba de este teorema es una evolucién de la prueba de un
Teorema de Kamowitz, posteriormente mejorada por C. Cowen y
B. MacCluer y entonces usada por L. Zheng para probar el
resultado en el caso del disco del plano.
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de las sucesiones reiteradas interpolantes.
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Una sucesion {z }r>0 C B es una sucesion reiterada para ¢ si
©(zx) = 241 para k > 0.

Definicién
Una sucesion {z} >0 C Bg es interpolante si para cualquier
sucesion acotada («y,) C C, existe una f € H*(Bg) tal que

f(z) = g
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LEI espectro de C',
Algunas ideas sobre la prueba

Una idea crucial que ya aparece en el trabajo de KAMOWITZ es la
de las sucesiones reiteradas interpolantes.

Definicién

Una sucesion {z }r>0 C B es una sucesion reiterada para ¢ si
©(zk) = 241 para k > 0.

Definicién

Una sucesion {z}r>0 C Bg es interpolante si para cualquier
sucesion acotada (ay;) C C, existe una f € H>(Bg) tal que
f(zx) = a.

Existe una constante M > 0 tal que || f|| < M supy, |o| para todo
() € Loo. Tales constantes son llamadas de interpolacion.
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de interpolacién, M, es usar

La clave para obtener sucesiones interpolantes convenientes, es
decir, finitas pero arbitrariamente largas y con la misma constante
1 )

Cl—lell -
<c<1, si|z]] >0.
1= [le(z)ll
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Algunas ideas sobre la prueba

La clave para obtener sucesiones interpolantes convenientes, es
decir, finitas pero arbitrariamente largas y con la misma constante
de interpolacién, M, es usar

B Sl I
L=l ~

<c<1, si|z]] >0.

Teorema (P. G. y A. Miralles)

La sucesion (xy,) C B es interpolante para H>(Bg) si existe
0 <c<1 tal que
L= [l

<c Vk.
1 — [Jag |

La constante de interpolacién depende sélo de c.
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i Cudndo es U, un operador de Fredholm?

Teorema (P. G., T. Gamelin y M. Lindstrom)

Sea E un espacio de Banach con la propiedad de aproximacion. Si
Cy, : H*(Bg) — H*(BE) es un operador de Fredholm, entonces
C, es invertible, y ¢ es un automorfismo analitico de Bp.
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Teorema

Si E tiene la propiedad de aproximacion, entonces los tnicos

homomorfismos de H*°(Bp) que son débil*-continuos son las
funcionales de evaluacién en los puntos de Bpg.
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iCudndo es C', un operador de Fredholm?

Homomorfismos débil*-continuos de H*°(Bg)

Teorema

Si E tiene la propiedad de aproximacion, entonces los tinicos
homomorfismos de H*(Bg) que son débil*-continuos son las
funcionales de evaluacién en los puntos de Bp.

Aqui débil* se entiende respecto a la dualidad
< G™®(Bg),H>*(Bg) >

donde G*°(Bg) es el subespacio de Banach de H*°(Bg)*
engendrado por las funcionales de evaluacién en los puntos de Bg.
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LLCua’ndo es C'y, un operador de Fredholm?

Homomorfismos débil*-continuos de H*°(Bg)

Teorema

Si E tiene la propiedad de aproximacion, entonces los tinicos
homomorfismos de H*(Bg) que son débil*-continuos son las
funcionales de evaluacién en los puntos de Bp.

Aqui débil* se entiende respecto a la dualidad
< G™®(Bg),H>*(Bg) >

donde G*°(Bg) es el subespacio de Banach de H*°(Bg)*
engendrado por las funcionales de evaluacién en los puntos de Bg.
J. Mujica demostré que el dual de tal espacio G*°(Bg) es
H>(Bg).
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Lema

Si C,: H®(Bg) — H>®(Bg) es de Fredholm, entonces ¢! (K)
es compacto en B para cualquier compacto K C Bp, esto es, ¢
es una aplicacion propia. En particular, ¢ es cerrada.
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LLCua’ndo es C'y, un operador de Fredholm?

Bicontinuidad de los simbolos de los Operadores de Composicién de Fredholm

Lema

Si Cy,: H®(Bp) — H*>(Bg) es de Fredholm, entonces ™! (K)
es compacto en By para cualquier compacto K C Bp, esto es, ¢
es una aplicacién propia. En particular, ¢ es cerrada.

Teorema

Supongamos que los tinicos homomorfismos de H*(Bg) que son
débil*-continuos son las funcionales evaluacién en puntos de Bp.
SiC, : H*(Bg) — H*>(BEg) es Fredholm, entonces ¢ es una
biyeccion bicontinua de Bg en si mismo.
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;Cuando es C', un operador de Fredholm?

Teorema tipo Funcién Inversa

DA
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L1_Cu:~indo es C'y, un operador de Fredholm?

Teorema tipo Funcién Inversa

Para deducir la bianaliticidad del simbolo de la bicontinuidad,
usamos una version del teorema de la funcién inversa que fue
probado J. Cima y W. Wogen en On Biholomorphy in Infinite
Dimensions, J. Geom. Anal. (2008) para espacios de Hilbert.
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LLCua’ndo es C'y, un operador de Fredholm?

Teorema tipo Funcién Inversa

Para deducir la bianaliticidad del simbolo de la bicontinuidad,
usamos una version del teorema de la funcién inversa que fue
probado J. Cima y W. Wogen en On Biholomorphy in Infinite
Dimensions, J. Geom. Anal. (2008) para espacios de Hilbert.

El operador T' es superiormente semi-Fredholm si la dimensién de
su ndcleo es finita y tiene rango cerrado. El operador T es
inferiormente semi-Fredholm si su imagen tiene codimensién finita.
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inferiormente semi-Fredholm si su imagen tiene codimensién finita.

Para un operador semi-Fredholm (superiormente o inferiormente)
T el indice ind(T) esta definido por
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- Operadores de composicién

LLCua’ndo es C'y, un operador de Fredholm?

Teorema tipo Funcién Inversa

Para deducir la bianaliticidad del simbolo de la bicontinuidad,
usamos una version del teorema de la funcién inversa que fue
probado J. Cima y W. Wogen en On Biholomorphy in Infinite
Dimensions, J. Geom. Anal. (2008) para espacios de Hilbert.

El operador T' es superiormente semi-Fredholm si la dimensién de
su ndcleo es finita y tiene rango cerrado. El operador T es
inferiormente semi-Fredholm si su imagen tiene codimensién finita.

Para un operador semi-Fredholm (superiormente o inferiormente)
T el indice ind(T) esta definido por

ind(T) = dimKer(T) — codimIm(T).
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;Cuando es C', un operador de Fredholm?

Teorema tipo Funcién Inversa

Teorema

Sea Q) un abierto de un espacio de Banach F y ¢ : 2 — E una
aplicacion holomorfa.

N
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L[_Cuéndo es C'y, un operador de Fredholm?

Teorema tipo Funcién Inversa

Teorema

Sea Q) un abierto de un espacio de Banach F y ¢ : 2 — E una
aplicacion holomorfa. Sea a € Q) tal que ¢'(a) € L(E) es un
operador no invertible semi-Fredholm con niicleo e imagen
complementados.
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L1_Cu:~indo es C'y, un operador de Fredholm?

Teorema tipo Funcién Inversa

Teorema

Sea Q) un abierto de un espacio de Banach F y ¢ : 2 — E una
aplicacion holomorfa. Sea a € Q) tal que ¢'(a) € L(E) es un
operador no invertible semi-Fredholm con niicleo e imagen
complementados.

i) Siind(¢'(a)) > 0, entonces ¢ no es inyectiva en cualquier
entorno de a.
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- Operadores de composicién

LLCua’ndo es C'y, un operador de Fredholm?

Teorema tipo Funcién Inversa

Teorema

Sea Q) un abierto de un espacio de Banach F y ¢ : 2 — E una
aplicacion holomorfa. Sea a € Q) tal que ¢'(a) € L(E) es un
operador no invertible semi-Fredholm con niicleo e imagen
complementados.

i) Siind(¢'(a)) > 0, entonces o no es inyectiva en cualquier
entorno de a.

i) Siind(¢'(a)) < 0, entonces existe un entorno abierto de a cuya
imagen no es un conjunto abierto.
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DA
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L[_Cuéndo es C'y, un operador de Fredholm?

Prueba del Teorema

Lema

Si C, : H*®(BEg) — H™(Bg) es de Fredholm, entonces se tiene
para todo z € By que ¢/(z) : E — E es superiormente
semi-Fredholm con imagen complementada.

u]
o)
I

i
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L1_Cu:~indo es C'y, un operador de Fredholm?
:

Prueba del Teorema

Lema
Si Cp: H*(Bg) — H*™(Bg) es de Fredholm, entonces se tiene

para todo z € By que ¢/(z) : E — E es superiormente
semi-Fredholm con imagen complementada.

Ahora, teniendo en cuenta que ¢ es una aplicacién bicontinua
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:
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Lema
Si Cp: H*(Bg) — H*™(Bg) es de Fredholm, entonces se tiene

para todo z € By que ¢/(z) : E — E es superiormente
semi-Fredholm con imagen complementada.

Ahora, teniendo en cuenta que ¢ es una aplicacién bicontinua y
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L,‘_(Zuéndo es C'y, un operador de Fredholm?

Prueba del Teorema

Lema
Si Cp: H*(Bg) — H*™(Bg) es de Fredholm, entonces se tiene

para todo z € By que ¢/(z) : E — E es superiormente
semi-Fredholm con imagen complementada.

Ahora, teniendo en cuenta que ¢ es una aplicacién bicontinua y el
teorema tipo funcidn inversa, se concluye que ¢'(z) es invertible
para todo z € Bg.
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LLCua’ndo es C'y, un operador de Fredholm?

Prueba del Teorema

Lema
Si Cp: H*(Bg) — H*™(Bg) es de Fredholm, entonces se tiene

para todo z € By que ¢/(z) : E — E es superiormente
semi-Fredholm con imagen complementada.

Ahora, teniendo en cuenta que ¢ es una aplicacién bicontinua y el
teorema tipo funcién inversa, se concluye que ¢'(z) es invertible
para todo z € Bg. Lo que basta para probar que ¢! es holomorfa.



Diferenciabilidad y funciones analiticas en espacios de Banach

- Operadores de composicién

LLCua’ndo es C'y, un operador de Fredholm?

Prueba del Teorema

Lema

Si Cp: H*(Bg) — H*™(Bg) es de Fredholm, entonces se tiene
para todo z € By que ¢/(z) : E — E es superiormente
semi-Fredholm con imagen complementada.

Ahora, teniendo en cuenta que ¢ es una aplicacién bicontinua y el
teorema tipo funcién inversa, se concluye que ¢'(z) es invertible
para todo z € Bg. Lo que basta para probar que ¢! es holomorfa.

Problema
. Es necesaria la propiedad de aproximacién para asegurar que si
C, es de Fredholm, ¢ es un automorfismo?
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Renormamientos local uniformemente rotundos
Definicién

Un espacio de Banach X (o su norma) se dice que es local
uniformemente rotundo (LUR) si limy, || zx — « ||= 0 cada vez que
limg || (zx +2)/2 ||= limg, || 2 [|=[ = |-
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L Conceptos basicos
:

Renormamientos local uniformemente rotundos
Definicidn
Un espacio de Banach X (o su norma) se dice que es local
uniformemente rotundo (LUR) si limy, || z — z ||= 0 cada vez que

limg || (zx +2)/2 ||= limg, || 2 [|=[ = |-

Algunas normas tienen esta propiedad ...
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Renormamientos local uniformemente rotundos
Definicién

Un espacio de Banach X (o su norma) se dice que es local
uniformemente rotundo (LUR) si limy, || zx — « ||= 0 cada vez que
limg || (zx +2)/2 ||= limg, || 2 [|=[ = |-
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L Conceptos bdsicos

Renormamientos local uniformemente rotundos
Definicidn
Un espacio de Banach X (o su norma) se dice que es local
uniformemente rotundo (LUR) si limy, || z — z ||= 0 cada vez que
limg || (2 +2)/2 ||= limy, [| 2 [[=[] = |-

(>
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L Conceptos basicos

Renormamientos local uniformemente rotundos
Definicidn
Un espacio de Banach X (o su norma) se dice que es local
uniformemente rotundo (LUR) si limy, || z — z ||= 0 cada vez que
limg || (2 +2)/2 ||= limy, [| 2 [[=[] = |-

su diametro —> 0
cuando § —> 0
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L Conceptos bdsicos

Renormamientos local uniformemente rotundos
Definicidn
Un espacio de Banach X (o su norma) se dice que es local
uniformemente rotundo (LUR) si limy, || z — z ||= 0 cada vez que
limg || (2 +2)/2 ||= limy, [| 2 [[=[] = |-

... mientras que otras normas no la tienen ...
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L Conceptos basicos

Renormamientos local uniformemente rotundos
Definicidn
Un espacio de Banach X (o su norma) se dice que es local
uniformemente rotundo (LUR) si limy, || z — z ||= 0 cada vez que
limg || (2 +2)/2 ||= limy, [| 2 [[=[] = |-
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LRenormamientos local uniformemente rotundos

LAntecedentes

Renormientos y normas Fréchet diferenciables

Un resultado clasico de Smulyan nos dice que si la norma || - || de
un espacio de Banach X es tal que su norma dual || - ||* es LUR,
entonces || - || es diferenciable Fréchet en X \ {0}. Talagrand
demostré que ésta no es la tnica forma de obtener normas
equivalentes Fréchet diferenciables.
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Renormientos y normas Fréchet diferenciables

Un resultado clasico de Smulyan nos dice que si la norma || - || de
un espacio de Banach X es tal que su norma dual || - ||* es LUR,
entonces || - || es diferenciable Fréchet en X \ {0}. Talagrand
demostré que ésta no es la tnica forma de obtener normas
equivalentes Fréchet diferenciables.
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L Antecedentes

Renormientos y normas Fréchet diferenciables

Un resultado clasico de Smulyan nos dice que si la norma || - || de
un espacio de Banach X es tal que su norma dual || - ||* es LUR,
entonces || - || es diferenciable Fréchet en X \ {0}. Talagrand
demostré que ésta no es la tnica forma de obtener normas
equivalentes Fréchet diferenciables.

Smulyan, Talagrand

_—
(X* |- I") LUR #= X la norma Fréchet diferenciable en
X\ {0}.
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L Antecedentes

Renormientos y normas Fréchet diferenciables

Un resultado clasico de Smulyan nos dice que si la norma || - || de
un espacio de Banach X es tal que su norma dual || - ||* es LUR,
entonces || - || es diferenciable Fréchet en X \ {0}. Talagrand
demostré que ésta no es la tnica forma de obtener normas
equivalentes Fréchet diferenciables.

...aunque LUR ha pasado a ser uno de los conceptos estandar en
la teoria y sus aplicaciones van mds alld de esta dualidad ...
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L Antecedentes

Renormientos y normas Fréchet diferenciables

Un resultado clasico de Smulyan nos dice que si la norma || - || de
un espacio de Banach X es tal que su norma dual || - ||* es LUR,
entonces || - || es diferenciable Fréchet en X \ {0}. Talagrand
demostré que ésta no es la tnica forma de obtener normas
equivalentes Fréchet diferenciables.

... recordemos por ejemplo que ...
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L Antecedentes

Renormientos y normas Fréchet diferenciables

Un resultado clasico de Smulyan nos dice que si la norma || - || de
un espacio de Banach X es tal que su norma dual || - ||* es LUR,
entonces || - || es diferenciable Fréchet en X \ {0}. Talagrand
demostré que ésta no es la tnica forma de obtener normas
equivalentes Fréchet diferenciables.

Haydon

Sea X un espacio de Banach tal que su dual X*, con su norma
dual, es LUR. Entonces X admite una particién de la unidad de
clase C1),
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La primera caracterizacion de los espacios con norma equivalente LUR se debe a
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LAntecedentes

La primera caracterizacion de los espacios con norma equivalente LUR se debe a

Troyanski

Un espacio normado X admite un renormamiento LUR si, y sélo
si, para cada € > 0 podemos escribir X = |J,, . Xn, de modo que
los conjuntos X,, . son conos con

neN

infy (X,.) >e .
n
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LAntecedentes

La primera caracterizacion de los espacios con norma equivalente LUR se debe a

Una martingala de Walsh—Paley con valores en el espacio de
Banach X es una sucesiéon de funciones de 2 en X tal que

i) Para cualquier n > 0, M, es B,—medible.
ii) Para cualquier n > 1, E (M, |B,—1) = M,_1.
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LAntecedentes

La primera caracterizacion de los espacios con norma equivalente LUR se debe a

Si A es un subconjunto de un espacio normado X sea

. 2\ 1/2
v(A) = sgp'yk(A), Y, (A) = supinf <IE | Mo || ) ,

donde el infimo se toma sobre todas las martingalas de
Walsh—Paley con valores en X {M,}° tal que

#{neN: | My, — My 1> >15 > k.
M 1(A)
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Una caracterizacién lineal-topoldgica se basa en los conceptos de
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LAntecedentes

Buscando una caracterizacién lineal-topoldgica . . .
Una caracterizacién lineal-topoldgica se basa en los conceptos de

Semi espacio
Dado un espacio normado X y un subconjunto A C X diremos

que S C A es un semi espacio (slice) de A si existen una f € X* y
un A € R tales que S ={z € A: f(x)>supy f— A}
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LAntecedentes

Buscando una caracterizacién lineal-topoldgica . . .
Una caracterizacién lineal-topoldgica se basa en los conceptos de

Semi espacio
Dado un espacio normado X y un subconjunto A C X diremos

que S C A es un semi espacio (slice) de A si existen una f € X* y
un A € R tales que S ={z € A: f(x)>supy f— A}

{x: f(x)>a}
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Buscando una caracterizacién lineal-topoldgica . . .

A. Molté, J. Orihuela y S. Troyanski

Sea X un espacio normado. Diremos que X tiene recubrimiento
numerable por conjuntos que son unién de semi espacios de
didmetro pequefio (sJNR) si para cada € > 0 existe una
descomposiciéon X = |J,, X, . de modo que para cadan € Ny
cada z € X, exista un semi espacio H tal quex € H N X,y
diam (HNX;) <e.
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A. Molté, J. Orihuela y S. Troyanski

Sea X un espacio normado. Diremos que X tiene recubrimiento
numerable por conjuntos que son unién de semi espacios de
didmetro pequefio (sJNR) si para cada € > 0 existe una
descomposiciéon X = |J,, X, . de modo que para cadan € Ny
cada z € X, exista un semi espacio H tal quex € H N X,y
diam (HNX;) <e.
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A. Molté, J. Orihuela y S. Troyanski

Sea X un espacio normado. Diremos que X tiene recubrimiento
numerable por conjuntos que son unién de semi espacios de
didmetro pequefio (sJNR) si para cada € > 0 existe una
descomposiciéon X = |J,, X, . de modo que para cadan € Ny
cada z € X, exista un semi espacio H tal quex € H N X,y
diam (HNX;) <e.
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Buscando una caracterizacién lineal-topoldgica . . .

A. Molté, J. Orihuela y S. Troyanski

Sea X un espacio normado. Diremos que X tiene recubrimiento
numerable por conjuntos que son unién de semi espacios de
didmetro pequefio (sJNR) si para cada € > 0 existe una
descomposiciéon X = |J,, X, . de modo que para cadan € Ny
cada z € X, exista un semi espacio H tal quex € H N X,y
diam (HNX;) <e.

diam(HA\X§)<e
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A. Molté, J. Orihuela y S. Troyanski

En un espacio de Banach X, son equivalentes

1. X admite una norma LUR equivalente.
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A. Molté, J. Orihuela y S. Troyanski

En un espacio de Banach X, son equivalentes

1. X admite una norma LUR equivalente.
2. X tiene la propiedad sJNR.
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Buscando una caracterizacién lineal-topoldgica . ..

A. Moltd, J. Orihuela y S. Troyanski

En un espacio de Banach X, son equivalentes:
1. X admite una norma LUR equivalente.
2. X tiene la propiedad sJNR.

M. Raja

Si X es una espacio normado y I’ un subespacio normante de su
dual, M. Raja extendié este resultado anterior para normas LUR
o(X, F)—inferiormente semicontinuas, incluyendo el caso de
normas duales LUR.
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Mediante esta caracterizacién se pudo resolver un problema abierto
planteado por Kadets.

N
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Solucién a un problema de Kadets

Mediante esta caracterizacién se pudo resolver un problema abierto
planteado por Kadets.

Compacto de Helly

Recordemos que el espacio de Helly es el subespacio H de [0, 1][0’1]
formado por todas las funciones crecientes ¢ : [0, 1] — [0, 1] dotado
de la topologia puntual.
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L Resultados

Solucién a un problema de Kadets

Mediante esta caracterizacién se pudo resolver un problema abierto
planteado por Kadets.

Compacto de Helly

Recordemos que el espacio de Helly es el subespacio H de [0, 1]
formado por todas las funciones crecientes ¢ : [0, 1] — [0, 1] dotado
de la topologia puntual.

A. Molté, J. Orihuela, S. Troyanski, y M. Valdivia

Si H es el espacio de Helly entonces C'(H) admite una norma
equivalente LUR que es puntual inferiormente semicontinua.

[0,1]
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siguiente

» Problema

Caracterizar los compactos K tales que C(K) admite un
renormamiento LUR.
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L Resultados

Un problema abierto

» El resultado anterior puede ser de utilidad para resolver el
siguiente

» Problema
Caracterizar los compactos K tales que C'(K) admite un
renormamiento LUR.

» Para caracterizar los espacios C'(K) que admiten un
renormamiento LUR las siguientes observaciones elementales
pueden ser (tiles:
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Compactos K para los que C'(K) admite un
renormamiento LUR.

osc(x,L)<e

Es evidente que

Dados un compacto K,
e>0yx e C(K) existe
un recubrimiento finito
L de K tal que
osc(x,L) < e.
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Compactos K para los que C(K) admite un renormamiento LUR

También es evidente que

Dados un compacto K, z € C(K), K C [0,1]' y € > 0 existe un
A C T, A finito tal que existe también un § > 0 tal que

|z(s) —x(t)| < e cada vez que s, t € Ky sup,ey [s(y) —t(7)] < 0.
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Compactos K para los que C(K) admite un renormamiento LUR

También es evidente que

Dados un compacto K, z € C(K), K C [0,1]' y € > 0 existe un
A C T, A finito tal que existe también un § > 0 tal que

|z(s) —x(t)| < e cada vez que s, t € Ky sup,ey [s(y) —t(7)] < 0.
Definicién

Dados z € C(K), K € [0,1]' ¢ >0y A C T diremos que A
e—controla x si existe un § > 0 tal que |z(s) — z(t)| < € cada vez
que s, t € K y sup,ep [s(v) —t(y)] < 0.
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Compactos K para los que C(K) admite un renormamiento LUR

J.F. Martinez, A. Molté, J. Orihuela y S. Troyanski

Sea K C [0,1]" un espacio compacto y F' subespacio vectorial
normante de C'(K)*. Las siguientes afirmaciones equivalen:

» C(K) admite una norma equivalente LUR que es
o(C(K), F')—inferiormente semicontinua.



Diferenciabilidad y funciones analiticas en espacios de Banach
LRenormamientos local uniformemente rotundos
L Resultados

Compactos K para los que C(K) admite un renormamiento LUR

J.F. Martinez, A. Molté, J. Orihuela y S. Troyanski

Sea K C [0,1]" un espacio compacto y F' subespacio vectorial
normante de C'(K)*. Las siguientes afirmaciones equivalen:

» C(K) admite una norma equivalente LUR que es
o(C(K), F')—inferiormente semicontinua.

> Para cada e > 0 podemos escribir C(K) = |J> C,, de modo
que para cada n € N y cada = € C), existe un semi espacio H
o(C(K), F)—abierto, x € H, y existe un conjunto finito
T CT yund >0 tal que T e—controla cada y € H N C), con
J.
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Compactos K para los que C(K) admite un renormamiento LUR

J.F. Martinez, A. Molté, J. Orihuela y S. Troyanski

Sea K C [0,1]" un espacio compacto y F' subespacio vectorial
normante de C'(K)*. Las siguientes afirmaciones equivalen:

» C(K) admite una norma equivalente LUR que es
o(C(K), F')—inferiormente semicontinua.

» Para cada £ > 0 podemos escribir C(K) = [J> C,, de modo

que para cada n € Ny cada z € (), existe un semi espacio H
0(C(K), F)—abierto, z € H, y existe

» un recubrimiento finito £ de K tal que osc(y, L) < € para
cada L€ Lycaday € HNC,.
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Conjetura ( R. Haydon, A. Molté y J. Orihuela)

Si K es compacto de Rosenthal separable entonces C(K) admite
un renormamiento local uniformemente convexo.




Diferenciabilidad y funciones analiticas en espacios de Banach
LRenormamientos local uniformemente rotundos

L Resultados

Compactos de Rosenthal

Conjetura ( R. Haydon, A. Molté y J. Orihuela)

Si K es compacto de Rosenthal separable entonces C(K') admite
un renormamiento local uniformemente convexo.

Recordemos que . ..

Un compacto de Rosenthal es un espacio compacto que es
homeomorfo a un espacio de funciones de primera clase de Baire
sobre un espacio métrico completo separable P, dotado de la
topologia de la convergencia puntual sobre P.

Tanto el compacto de Helly como los compactos métricos son
compactos de Rosenthal. Recordemos que si x € H C [0, 1][0’1]
entonces x tiene una cantidad numerable de discontinuidades.
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Si K es compacto de Rosenthal separable entonces C(K) admite
un renormamiento local uniformemente convexo.
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Compactos de Rosenthal

Conjetura ( R. Haydon, A. Molté y J. Orihuela)

Si K es compacto de Rosenthal separable entonces C(K) admite
un renormamiento local uniformemente convexo.

Si la conjetura es cierta entonces X* es renormable LUR para todo
espacio de Banach separable X sin subespacios isomorfos a ¢1.
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Compactos de Rosenthal

Conjetura ( R. Haydon, A. Molté y J. Orihuela)

Si K es compacto de Rosenthal separable entonces C(K') admite
un renormamiento local uniformemente convexo.

R. Haydon, A. Molté, y J. Orihuela

Sea I" un espacio polaco y K un conjunto de funciones en I'
puntualmente compacto y separable. Supongamos ademds que
cada funcién en K tiene (nicamente una cantidad numerable de
discontinuidades. Entonces C(K') admite una norma local
uniformemente rotunda, equivalente a la norma supremo, que es
T,—inferiormente semicontinua.
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