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* 1935 ZYGMUND: PRIMERA IDEA DE CASI CONVERGENCIA
EN LA PRIMERA EDICION DE SU MONOGRAFIA
“TRIGONOMETRIC SERIES”.

* 1949 STEINHAUS: PRIMER CONCEPTO FORMAL BAJO EL
NOMBRE DE CONVERGENCIA ESTADISTICA.
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* 1935 ZYGMUND: PRIMERA IDEA DE CASI CONVERGENCIA
EN LA PRIMERA EDICION DE SU MONOGRAFIA
“TRIGONOMETRIC SERIES”.

* 1949 STEINHAUS: PRIMER CONCEPTO FORMAL BAJO EL
NOMBRE DE CONVERGENCIA ESTADISTICA.

* 1951 FAST: PARALELAMENTE A STEINHAUS FORMALIZA EL
CONCEPTO DE CONVERGENCIA ESTADISTICA.
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PRIMERAS DEFINICIONES

Sea A un conjunto de numeros naturales. Denotamos por |A| el
cardinal del conjunto A. Definimos la densidad de A como
d(A) = lim 1|A(n)|, donde A(n) ={ie A:i<n}conneN.
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PRIMERAS DEFINICIONES

Sea A un conjunto de numeros naturales. Denotamos por |A| el
cardinal del conjunto A. Definimos la densidad de A como
d(A) = lim 1|A(n)|, donde A(n) ={ie A:i<n}conneN.

Sea X un espacio normado.

Sea (xp)n una sucesion en X. Se dice que (x,)n €s
estadisticamente convergente a x € X, y escribimos
st — I|’,r7n Xn = X, Si para cada e > 0,

d{ieN: |x —x|| <e}) =1.
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PRIMERAS DEFINICIONES

Una sucesion (x,), de X es estadisticamente de Cauchy si
paracadace >0y n € N, existe un entero m > ntal que
d{i e N:||x; — Xm|| <e}) =1.

MARINA NICASTO LLACH CONVERGENCIA ESTAD{STICA EN ESPACIOS DE BANACH



INTRODUCCION

SERIES DEBILMENTE INCONDICIONALMENTE DE CAUCHY
TEOREMA DE ORLICZ-PETTIS Y LA CONVERGENCIA ESTADISTICA
SUMABILIDAD CESARO ESTADISTICA, TEOREMA DE ORLICZ-PETTIS

CONVERGENCIA ESTADISTICA

PRIMERAS DEFINICIONES

DEFINICION

Una sucesion (x,), de X es estadisticamente de Cauchy si
paracadace >0y n € N, existe un entero m > ntal que
d{i e N:||x; — Xm|| <e}) =1.

PROPOSICION

Sea X un espacio completo. Una sucesion (xp)n €s
estadisticamente convergente si y solo si es estadisticamente
de Cauchy.

| A
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Fast (1951) demostr6 que:

lim x, = x.
neA

st — Il’rr]n Xp = X Si y solo si existe AC Ncond(A)=1y
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Fast (1951) demostr6 que:

st — I|’,r7n Xp = X Si y solo si existe AC Ncond(A)=1y

lim x, = x.
neA

Freedman, A. R. y Sember, J. J. (1985) prueban que:

Sea (A;); C P(N) una sucesion de conjuntos de densidad cero
y disjuntos dos a dos. Existe una sucesion (B;); C P(N) de
conjuntos de densidad cero, disjuntos dos a dos y tales que
BiAA; es finito para cada i € N y | ;= B; tiene densidad cero.
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CONVERGENCIA ESTADISTICA DEBIL

DEFINICIONES

La sucesion (xn)n es débil estadisticamente convergente a x si
para cualquier f € X* es st — Il'rrp f(xn) = f(x), y escribimos
wst — lim x, = x.

La sucesion (xn), es débil estadisticamente de Cauchy si para
cualquier f € X* existe el limite st — I|’,r7n f(Xn).
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PRIMERAS DEFINICIONES EN MATRICES

DEFINICION

Sea (xj);; una matriz en X. Se dice que (x;);; converge a Xo
(en sentido Pringsheim) si para cada ¢ > 0 existen p,q € N
tales que || x; — xol| < esii>pyj> q.Sedice que (x;);; es
de Cauchy (en sentido Pringsheim) si para cada ¢ > 0 existen
P, q € N de modo que [[Xpq — Xj|| <esii>pyj>q.
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PRIMERAS DEFINICIONES EN MATRICES

CONVERGENCIA ESTADISTICA

DEFINICION

Sea (xj);; una matriz en X. Se dice que (x;);; converge a Xo
(en sentido Pringsheim) si para cada ¢ > 0 existen p,q € N
tales que || x; — xol| < esii>pyj> q.Sedice que (x;);; es
de Cauchy (en sentido Pringsheim) si para cada ¢ > 0 existen
P, q € N de modo que [[Xpq — Xj|| <esii>pyj>q.

PROPOSICION

Si X es completo se verifica que una matriz (x;); ; es de
Cauchy si y sélo si es convergente.
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Sea A un subconjunto de N x N, se dice que la densidad de A
es a € [0, 1] si existe el limite doble d>(A) = I;;rg % = a,

donde A(p,q) ={(i,j) € A:i<p,j<q},(p,q) € NxN.
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DEFINICION
Sea A un subconjunto de N x N, se dice que la densidad de A
es a € [0, 1] si existe el limite doble d>(A) = |;;I‘2 % = a,

donde A(p,q) ={(i,j) € A:i<p,j<q},(p,q) € NxN.

| \

DEFINICION

Se dice que la matriz (x;); ; es estadisticamente convergente a
Xo Si para cada ¢ > 0 se verifica que
({(i,j) € Nx N |lxj — xof| <e}) =1.

A
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DEFINICION
Sea A un subconjunto de N x N, se dice que la densidad de A
es a € [0, 1] si existe el limite doble d>(A) = I;rg % = a,

donde A(p,q) ={(i,j) € A:i<p,j<q},(p,q) € NxN.

DEFINICION

Se dice que la matriz (x;); ; es estadisticamente convergente a
Xo Si para cada ¢ > 0 se verifica que
({(i,j) € Nx N |lxj — xof| <e}) =1.

DEFINICION

Se dice que la matriz (x;);; es estadisticamente de Cauchy si
para cada ¢ > 0 existen p, g € N tales que

A({(7,/)) € Nx N :[|xj — Xxpq| < €}) = 1.
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Moricz demuestra en 2003 que:

Si X es completo entonces toda matriz (x;); ; que sea
estadisticamente de Cauchy es estadisticamente convergente.
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Moricz demuestra en 2003 que:

Si X es completo entonces toda matriz (x;); ; que sea
estadisticamente de Cauchy es estadisticamente convergente.

Moricz también demuestra (2003):

Si st — lim(x;) = xo entonces existe A C N x N con dx(A) = 1
ihj

de modo que (xj)(ijjca €S convergente a Xy (en sentido
Pringsheim).
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CONVERGENCIA ESTADISTICA Y
SERIES DEBILMENTE
INCONDICIONALMENTE DE
CAUCHY
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SERIES DEBIL INCONDICIONALMENTE DE CAUCHY

DEFINICION

|

Decimos que una serie ) x; es débilmente incondicionalmente
i=1

de Cauchy (dic) si (Z Xx(k))i €8 una sucesion débilmente de

Cauchy para toda permutamon m:N—N.
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Sean ioj Xx; en X, A C Ninfinito.

i=1
m

Sa={(aj)i €l : (D_ aiXi)mea €S convergente }.
i=1

3

SWA

{(@)i € s : (> ajXj)mea €s débil convergente }.
i=1

3

Ssta = {(a)i € l : (D_ aiXi)mea €S estadist. converg. }.
i=1
m
Swsta = {(@j)i € l : (D] aiXi)mea débilm. estadist. converg.}.
i=1

«0O0)>» «F» « =) «

>

A



Sean }_ x; en X, A C N infinito.
i=1

m
Sa = {(a@)i € lo : (X @iX;))men €s convergente }.
=

SWA

m
={(a@j)i € loo : (O  aiXi)mea €S débil convergente }.
i=1

m
Ssta = {(a)i € l : (D_ aiXi)mea €S estadist. converg. }.
i=1
m
Swsta = {(@j)i € loo : (D aiXj)mea débilm. estadist. converg.}.
i=1
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CARACTERIZACIONES DE LAS SERIES DIC

Sean > x; en X, A C Ninfinito.
i=1

m
Sa={(a))i € loo : (3" aiXj)mea €S convergente }.
i=1

m
Swa ={(ai)i € b= : (D_ aiXj)mea €s débil convergente }.
i=1
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Sean > x; en X, A C Ninfinito.
i=1

m
Sa={(a))i € loo : (3" aiXj)mea €S convergente }.
i=1

m
Swa ={(ai)i € b= : (D_ aiXj)mea €s débil convergente }.
i=1

m
Ssta = {(a))i € lo : (D a@iXi)mea €s estadist. converg. }.
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CARACTERIZACIONES DE LAS SERIES DIC

Sean > x; en X, A C Ninfinito.
i=1

m
Sa={(a))i € loo : (3" aiXj)mea €S convergente }.
i=1

m
Swa ={(ai)i € b= : (D_ aiXj)mea €s débil convergente }.
i=1

m
Ssta = {(a))i € lo : (D a@iXi)mea €s estadist. converg. }.
i=1

m
Swsta = {(@i)i € loo : (Z aiXj)mea débilm. estadist. converg.}.

i=1
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CARACTERIZACIONES DE LAS SERIES DIC

TEOREMA

Sea ) x; una serie en X. Las siguientes afirmaciones son

]
equivalentes, si X es completo:
Q > x;esdic.
i

@ Ssia es completo.

@ Sysia €s completo.

Q@ > ajx; es estadisticamente convergente para cada
i

(@j)i € co.

@ > aix; es débil estadisticamente convergente para cada
i
(&) € co.
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Caracterizamos la completitud de un espacio normado

COROLARIO

Para un espacio normado X, las siguientes afirmaciones son
equivalentes:

Q@ X es completo.
@ Si) x; es dic y A es un subconjunto infinito de N entonces

I
Sa es completo.
@ Si)_ x; esdicy A es un subconjunto infinito de N,

I
entonces S,,4 es completo.

© Si)_ x; es dic entonces Sgs €s completo.
i

@ Si)_ x; es dic entonces S,sa €S completo.
i
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NotA

Es sencillo obtener en ¢y una serie ) x; que sea dic y

]
estadisticamente convergente pero que no sea ni convergente
ni débil convergente. De este modo, si a = (a;); es la sucesion
donde a; = 1 sii € Ntenemos que a € Sga, @ € Sysa PErO

a¢ Spyad Sua
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NoTA
Es sencillo obtener en ¢y una serie ) x; que sea dic y

]
estadisticamente convergente pero que no sea ni convergente
ni débil convergente. De este modo, si a = (a;); es la sucesion
donde a; = 1 sii € Ntenemos que a € Sga, @ € Sysa PErO

a¢ Spyad Sua

| \

PROBLEMA

Conocer en su totalidad la relacion existente entre los distintos
espacios de sucesiones aqui estudiados.
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PROBLEMA

Caracterizar otras propiedades de los espacios normados
utilizando la convergencia estadistica. Por ejemplo, la
tonelacion.
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TEOREMA DE BESSAGA-PELCZYNSKI ORIGINAL

CONVERGENCIA ESTADISTICA

TEOREMA

Sea X un espacio de Banach. Las siguientes afirmaciones son
equivalentes:

o0
© Existe en X una serie, >, x;, que es débil

i=1
incondicionalmente de Cauchy y que no es
incondicionalmente convergente

@ Existe en X una serie, Z Xj, que es débil

incondicionalmente de Cauchy con mf ||xi|| > 0.

@ X tiene copia de cy.
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TEOREMA DE BESSAGA-PELCZYNSKI ESTADISTICO

TEOREMA

Sea X un espacio de Banach. Las siguientes proposiciones
son equivalentes:
Q Existe una serie en X que es débilmente

incondicionalmente de Cauchy y que no es
estadisticamente convergente.

@ X tiene copia de cy.
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PROPIEDAD ESTADISTICA DE SCHUR

Decimos que X tiene la propiedad estadistica de Schur si toda
sucesion acotada (xp)n € X que sea debilmente
estadisticamente convergente a cero es también
estadisticamente convergente a cero.
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CONVERGENCIA ESTADISTICA

PROPIEDAD ESTADISTICA DE SCHUR

Decimos que X tiene la propiedad estadistica de Schur si toda
sucesion acotada (xp)n € X que sea debilmente
estadisticamente convergente a cero es también
estadisticamente convergente a cero.

Si X es un espacio de Banach de dimension infinita, existe una
sucesion acotada (xn)n débil estadisticamente convergente a
cero con ninguna subsucesion convergente.
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Connor, J., Ganichev, M. y Kadets, V. demuestran:

@ Sea X un espacio de Banach. Entonces X es de
dimension finita si y solo si toda sucesion débilmente
estadisticamente convergente a cero tiene una
Ssubsucesion acotada.

@ Sea X un espacio de Banach separable. X tiene dual
separable si y solo si toda sucesion acotada débilmente
estadisticamente convergente a cero converge debilmente
a cero en un conjunto de densidad uno.

@ Sea X un espacio de Banach. X no contiene copia
isomorfa de ¢1 si y sdlo si toda sucesion acotada
estadisticamente convergente a cero contiene una
subsucesion débilmente convergente a cero.

«0O0>» «Fr» « > « Q¥
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Connor, J., Ganichev, M. y Kadets, V. demuestran:

TEOREMAS
@ Sea X un espacio de Banach. Entonces X es de
dimension finita si y solo si toda sucesion débilmente
estadisticamente convergente a cero tiene una
subsucesion acotada.
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Connor, J., Ganichev, M. y Kadets, V. demuestran:

TEOREMAS

@ Sea X un espacio de Banach. Entonces X es de
dimension finita si y solo si toda sucesion débilmente
estadisticamente convergente a cero tiene una
subsucesion acotada.

@ Sea X un espacio de Banach separable. X tiene dual
separable si y solo si toda sucesion acotada débilmente
estadisticamente convergente a cero converge débilmente
a cero en un conjunto de densidad uno.
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Connor, J., Ganichev, M. y Kadets, V. demuestran:

TEOREMAS
@ Sea X un espacio de Banach. Entonces X es de

dimension finita si y solo si toda sucesion débilmente
estadisticamente convergente a cero tiene una
subsucesion acotada.

Sea X un espacio de Banach separable. X tiene dual
separable si y solo si toda sucesion acotada débilmente
estadisticamente convergente a cero converge débilmente
a cero en un conjunto de densidad uno.

Sea X un espacio de Banach. X no contiene copia
isomorfa de {1 si y sélo si toda sucesion acotada
estadisticamente convergente a cero contiene una
subsucesion débilmente convergente a cero.
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Si X es un espacio de Banach de dimension infinita, existe una
sucesion acotada (xn)n débil estadisticamente convergente a
cero con ninguna subsucesion convergente.
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Consideramos (xx)x = (ex)k Y Xn C X, n € N, con
dim(X,) = 2"y tal que existe

To: b({2",2"4+1,.. ., 21 _11) = X,

con || Tyl <5/4y ||T, || =1.
Definamos, si 2" < j < 2™ — 1, z; = T,(g)).

(z); no es estadisticamente convergente a cero y si es débil
estadisticamente convergente a cero.

«0O0)>» «F» « =) «
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Consideramos (xx)x = (éx)k =
dim(X,) = 2"y tal que existe

Tn: b({2",2" 4+1,..., 21 _11) = X,

con || Tyl <5/4y ||T, || =1.
Definamos, si 27 < j < 2™ — 1, z; = T,(g)).

(z); no es estadisticamente convergente a cero y si es débil
estadisticamente convergente a cero.
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CONSTRUCCION DE LA SUCESION

Consideramos (xx)x = (ek)k Y Xn € X, n € N, con
dim(X,) = 2" y tal que existe

To:bh({2"2"+1,..., 2" —11) = X,

con || Toll < 5/4y ||Ty | = 1.
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CONSTRUCCION DE LA SUCESION

Consideramos (xx)x = (ek)k Y Xn € X, n € N, con
dim(X,) = 2" y tal que existe

To:bh({2"2"+1,..., 2" —11) = X,

con || Tal <5/4y T, =1.
Definamos, si 2" < j < 2™ —1, z; = T,(g)).
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CONSTRUCCION DE LA SUCESION

Consideramos (xx)x = (ek)k Y Xn € X, n € N, con
dim(X,) = 2" y tal que existe

To:bh({2"2"+1,..., 2" —11) = X,

con || Tall < 5/4y || T[] = 1.

Definamos, si 2" < j < 2™ —1, z; = T,(g)).

(z); no es estadisticamente convergente a cero y si es débil
estadisticamente convergente a cero.
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Supongamos que (z;); es estadisticamente convergente a cero.

o (w1 =
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Supongamos que (z;); es estadisticamente convergente a cero.
Existiria A C N con d(A) = 1y (z)jea convergente,
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Supongamos que (z;); es estadisticamente convergente a cero.
Existiria A C N con d(A) = 1y (z);ca convergente, i.e., existiria
no € Ntal que sip,q > ngy p,q € Aentonces ||z, — z4 < V2.
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Supongamos que (z;); es estadisticamente convergente a cero.
Existiria A C N con d(A) = 1y (z);ca convergente, i.e., existiria
nyg € Ntalquesip,g>ngyp,qe Aentonces ||z, — Zg| < V2.
Por otra parte, sinc Ny p,qg € {27,2" +1,...,2"" — 1} con
p#q,
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Supongamos que (z;); es estadisticamente convergente a cero.
Existiria A C N con d(A) = 1y (z);ca convergente, i.e., existiria
nyg € Ntalquesip,g>ngyp,qe Aentonces ||z, — Zg| < V2.
Por otra parte, sinc Ny p,qg € {27,2" +1,...,2"" — 1} con
p # @, entonces

1
|zo — zg|| = || Thep — Thegl| > m”ep — &gl = V2.
n
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Supongamos que (z;); es estadisticamente convergente a cero.
Existiria A C N con d(A) = 1y (z);ca convergente, i.e., existiria
nyg € Ntalquesip,g>ngyp,qe Aentonces ||z, — Zg| < V2.
Por otra parte, sinc Ny p,qg € {27,2" +1,...,2"" — 1} con
p # @, entonces

1
|zo — zg|| = || Thep — Thegl| > m”ep — &gl = V2.
n

De aqui podemos deducir que AN {2",2" +1,..., 21" 1}
tiene a lo mas un elemento si 2" > ng.
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Supongamos que (z;); es estadisticamente convergente a cero.
Existiria A C N con d(A) = 1y (z);ca convergente, i.e., existiria
nyg € Ntalquesip,g>ngyp,qe Aentonces ||z, — Zg| < V2.
Por otra parte, sinc Ny p,qg € {27,2" +1,...,2"" — 1} con
p # @, entonces

1
2o — zgll = || Thep — Thegll > ﬂ”ep — gl = V2.
n
De aqui podemos deducir que AN {2",2" +1,..., 21" 1}
tiene a lo mas un elemento si 2" > ngy. Esto implica que

IAn{2"2" +1,....2™" 1} < ny+n+1.
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Supongamos que (z;); es estadisticamente convergente a cero.
Existiria A C N con d(A) = 1y (z);ca convergente, i.e., existiria
nyg € Ntalquesip,g>ngyp,qe Aentonces ||z, — Zg| < V2.
Por otra parte, sinc Ny p,qg € {27,2" +1,...,2"" — 1} con
p # @, entonces

1
|zo — zg|| = || Thep — Thegl| > m”ep — &gl = V2.
n

De aqui podemos deducir que AN {2727 +1,...,2M1 — 1}
tiene a lo mas un elemento si 2" > ngy. Esto implica que
An{2" 2" +1,....2"™" 1} <ny+n+1.
Asi que,
jim AR 1)

AN ooy O
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Supongamos que (z;); es estadisticamente convergente a cero.
Existiria A C N con d(A) = 1y (z);ca convergente, i.e., existiria
nyg € Ntalquesip,g>ngyp,qe Aentonces ||z, — Zg| < V2.
Por otra parte, sinc Ny p,qg € {27,2" +1,...,2"" — 1} con
p # @, entonces

1
|zo — zg|| = || Thep — Thegl| > m”ep — &gl = V2.
n

De aqui podemos deducir que AN {2",2" +1,..., 21" 1}
tiene a lo mas un elemento si 2" > ngy. Esto implica que
IAn{2"2" +1,....2™" 1} < ny+n+1.
Asi que,
|ARMT 1)
U T

Luego d(A) # 1.
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Veamos que (z;); es débil estadisticamente convergente a cero.

o (w1 =



INTRODUCCION

SERIES DEBILMENTE INCONDICIONALMENTE DE CAUCHY
TEOREMA DE ORLICZ-PETTIS Y LA CONVERGENCIA ESTADISTICA
SUMABILIDAD CESARO ESTADISTICA, TEOREMA DE ORLICZ-PETTIS

Veamos que (z;); es débil estadisticamente convergente a cero
Consideremos f € X*y ne N.

[m]

(=)
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Veamos que (z;); es débil estadisticamente convergente a cero.
Consideremos f € X* y n € N. Tenemos que

277 Y H(Tale)l<27"- Y |(foTa)(e))l=

2n§j§2n+1 2n§j§2n+1
B , 5 2y1/2
=27 N |(foTayl<27m2"3( > [(foTo)P)/2 <
angj<an+t angj<ant

<2720 Tyl < 272)1)3 0.
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Veamos que (z;); es débil estadisticamente convergente a cero.
Consideremos f € X* y n € N. Tenemos que

277 Y H(Tale)l<27"- Y |(foTa)(e))l=

an<j<antt 2n<j<ant
B _ 2 2\1/2
=27 N |(foTayl<27m2"3( > [(foTo)P)/2 <
angj<an+t angj<ant

<2720 Tyl < 272)1)3 0.

Asi pues, (z;); es débilmente estadisticamente convergente a
cero.
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COROLARIO

Si X es un espacio de Banach de dimension infinita, existe una
serie de sumas parciales acotadas que es débilmente
estadisticamente convergente pero no estadisticamente
convergente.
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COROLARIO

Si X es un espacio de Banach de dimension infinita, existe una
serie de sumas parciales acotadas que es débilmente
estadisticamente convergente pero no estadisticamente
convergente.

Observemos que (1,1,...) € Systa \ Ssta
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SOBRE EL TEOREMA DE
ORLICZ-PETTIS Y LA
CONVERGENCIA ESTADISTICA
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TEOREMA DE ORLICZ-PETTIS ORIGINAL

TEOREMA

(0.)

Sea X un espacio de Banach. Si ) x; es una serie en X de
i=1

forma que > x; es debilmente convergente para todo

ieB
. w . . .

B € F =P(N), entonces la serie ) x, es incondicionalmente

n=1

convergente.
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PROPIEDADES (SC) Y (M)

Se dice que una familia natural tiene la propiedad (SC) si para
cada sucesion (Fj), de elementos disjuntos de ¢o(N) se

verifica que existe M C N infinito tal que |J Fp € F.
neMm
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PROPIEDADES (SC) Y (M)

DEFINICION

Se dice que una familia natural tiene la propiedad (SC) si para
cada sucesion (Fj), de elementos disjuntos de ¢o(N) se

verifica que existe M C N infinito tal que |J Fp € F.
neMm

DEFINICION

Diremos que F tiene la propiedad (M) si para cada sucesion
(Fn)n de subconjuntos disjuntos de ¢g(N) existen B € Fy
M c N infinito talesque BC |JFny Fx C Bsik € M.

n
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RELACION ENTRE LAS PROPIEDADES (SC) Y (M)

CONVERGENCIA ESTADISTICA

Es claro que si F posee la propiedad (SC) también tiene la
(M).
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RELACION ENTRE LAS PROPIEDADES (SC) Y (M)

Es claro que si F posee la propiedad (SC) también tiene la
(M). Reciprocamente no se cumple.
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RELACION ENTRE LAS PROPIEDADES (SC) Y (M)

Es claro que si F posee la propiedad (SC) también tiene la
(M). Reciprocamente no se cumple.

EJEMPLO

Consideremos c¢g.
Ih={meN:mesimpary 1 < m < 2n}
Ph={meN:mespary1 <m<2n}.
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RELACION ENTRE LAS PROPIEDADES (SC) Y (M)

CONVERGENCIA ESTADISTICA

Es claro que si F posee la propiedad (SC) también tiene la
(M). Reciprocamente no se cumple.

EJEMPLO

Consideremos c¢g.
In={meN:mesimpary 1 < m< 2n}
Pro={meN:mespary1 < m<2n}.
Consideremos la familia

F={ACN:(JANPy| —|AN|), & co} U po(N),
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RELACION ENTRE LAS PROPIEDADES (SC) Y (M)

CONVERGENCIA ESTADISTICA

Es claro que si F posee la propiedad (SC) también tiene la
(M). Reciprocamente no se cumple.

EJEMPLO

Consideremos c¢g.
In={meN:mesimpary 1 < m< 2n}
Pro={meN:mespary1 < m<2n}.
Consideremos la familia

F={ACN:(|JANPn| —|AN ), & co} U ¢o(N),
F carece de la propiedad (SC)
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RELACION ENTRE LAS PROPIEDADES (SC) Y (M)

CONVERGENCIA ESTADISTICA

Es claro que si F posee la propiedad (SC) también tiene la
(M). Reciprocamente no se cumple.

EJEMPLO

Consideremos c¢g.
In={meN:mesimpary 1 < m< 2n}
Pro={meN:mespary1 < m<2n}.
Consideremos la familia

F={ACN:(JANPy| —|AN|), & co} U po(N),

F carece de la propiedad (SC)
Fn={2n—-1,2n}
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RELACION ENTRE LAS PROPIEDADES (SC) Y (M)

CONVERGENCIA ESTADISTICA

Es claro que si F posee la propiedad (SC) también tiene la
(M). Reciprocamente no se cumple.

EJEMPLO

Consideremos c¢g.
In={meN:mesimpary 1 < m< 2n}
Pro={meN:mespary1 < m<2n}.
Consideremos la familia

F={ACN:(|JANPn| —|AN ), & co} U ¢o(N),
F carece de la propiedad (SC)
Fn={2n—-1,2n}
| Unem Fn 0 Pnl = [Upem Fr 0 In| = 0 para todo M C N.
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RELACION ENTRE LAS PROPIEDADES (SC) Y (M)

CONVERGENCIA ESTADISTICA

EJEMPLO

F posee la propiedad (M).
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RELACION ENTRE LAS PROPIEDADES (SC) Y (M)

CONVERGENCIA ESTADISTICA

EJEMPLO

F posee la propiedad (M).

Sea (Fp),, una sucesion de conjuntos finitos y disjuntos dos a
dos.
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CONVERGENCIA ESTADISTICA

RELACION ENTRE LAS PROPIEDADES (SC) Y (M)

EJEMPLO

F posee la propiedad (M).

Sea (Fp),, una sucesion de conjuntos finitos y disjuntos dos a
dos.

Tomando C = J,~» Fn:
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RELACION ENTRE LAS PROPIEDADES (SC) Y (M)

EJEMPLO

F posee la propiedad (M).

Sea (Fp),, una sucesion de conjuntos finitos y disjuntos dos a
dos.

Tomando C = J,~» Fn:

e Si C € F lo tenemos.
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CONVERGENCIA ESTADISTICA

RELACION ENTRE LAS PROPIEDADES (SC) Y (M)

EJEMPLO
F posee la propiedad (M).
Sea (Fp),, una sucesion de conjuntos finitos y disjuntos dos a
dos.
Tomando C = s, Fa:
e Si C € F lo tenemos.
e Sino, sea a el primer elemento de F;.
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CONVERGENCIA ESTADISTICA

RELACION ENTRE LAS PROPIEDADES (SC) Y (M)

EJEMPLO

F posee la propiedad (M).

Sea (Fp),, una sucesion de conjuntos finitos y disjuntos dos a
dos.

Tomando C = J,~» Fn:

e Si C € F lo tenemos.

e Sino, sea a el primer elemento de F. Entonces
Cu{a} e F.
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LEMA

Sea F una familia natural con la propiedad (M). Consideremos
una matriz (a;); ; en R tal que si B € F se verifica que la
sucesion (st — ) aj;); es convergente. Entonces, para cada
jeB
sucesion (An)n de subconjuntos disjuntos de ¢o(N) se verifica
que las sucesiones () aj); son uniformemente convergentes
j€A
enn € N y las sucesiones ( ) aj)n Son uniformemente
j€An
convergentes a ceroen i € N.
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DEMOSTRACION

« Si ) a; es una serie de numeros reales tal que st — > a;
i icB

existe si B € F, entonces ) a; es incondicionalmente de

i

Cauchy (ica).
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DEMOSTRACION

« Si ) a; es una serie de numeros reales tal que st — ) a;
i icB

existe si B € F, entonces ) a; es incondicionalmente de

i

Cauchy (ica).

Si _ a; no fuera ica, entonces existirian £ > 0 y una sucesion
i
(Fk)k de ¢o(N) con sup Fx < inf Fq ytalque | > aj| >esi
iEFk
k e N.
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CONVERGENCIA ESTADISTICA

DEMOSTRACION

« Si ) a; es una serie de numeros reales tal que st — ) a;
i ieB
existe si B € F, entonces ) a; es incondicionalmente de
i
Cauchy (ica).

Si _ a; no fuera ica, entonces existirian £ > 0 y una sucesion
i
(Fk)k de ¢o(N) con sup Fx < inf Fq ytalque | > aj| >esi
iEFk
k e N.
Si k € N definimos

Fi={ieFc:a>0}yF, ={icFg:a <0}
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DEMOSTRACION

« Si ) a; es una serie de numeros reales tal que st — ) a;
i ieB
existe si B € F, entonces ) a; es incondicionalmente de
i
Cauchy (ica).

Si _ a; no fuera ica, entonces existirian £ > 0 y una sucesion
i
(Fk)k de ¢o(N) con sup Fx < inf Fq ytalque | > aj| >esi
iEFk
k e N.
Si k € N definimos

F,j:{ieFk:a,-zO}yF;:{ieFk:a,'<O}.
Podemos considerar que H = {k c N:| > aj| > 5} es infinito.

ieFy
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DEMOSTRACION

« Si ) a; es una serie de numeros reales tal que st — ) a;
i ieB
existe si B € F, entonces ) a; es incondicionalmente de
i
Cauchy (ica).

Si _ a; no fuera ica, entonces existirian £ > 0 y una sucesion
i
(Fk)k de ¢o(N) con sup Fx < inf Fq ytalque | > aj| >esi
iEFk
k e N.
Si k € N definimos

F,j:{ieFk:a,-zO}yF;:{ieFk:a,'<O}.
Podemos considerar que H = {k c N:| > aj| > 5} es infinito.

ieFy
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Para la sucesion (F, )xen existen B € F'y D C H infinito tales
que BC UFyFl cBsikeD.
K

Como > a; es estadisticamente convergente, existe A € N con
ieB
d(A) = 1tal que la sucesion (> aj)nea €S de Cauchy.
ieBn{1,...,n}
Pero paracadap c Aexiste k c Hconp <infF,ysiqge Aes
tal que sup Fx < gtendremosque 5 < > &< > &Yy
ieFy i€[p,qlNB
esto es una contradiccion. Por tanto, > a; es ica.
!

«0O0)>» «F» « =) « > Q¥
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DEMOSTRACION

Para la sucesion (F,j)keH existen B € Fy D C H infinito tales
que BC UF/ yF cBsikeD.
k
Como ) a; es estadisticamente convergente, existe A C N con
ieB
d(A) = 1talque lasucesion (> aj)nea €S de Cauchy.
ieBn{1,....n}
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DEMOSTRACION

Para la sucesion (F,j)keH existen B € Fy D C H infinito tales
que BC UF/ yF cBsikeD.
k

Como ) a; es estadisticamente convergente, existe A C N con
ieB
d(A) = 1talque lasucesion (> aj)nea €S de Cauchy.
ieBn{1,...,n}
Peroparacadapc Aexiste k c Hconp < infFyysige Aes
tal que sup Fx < gtendremosque 5 < > &< > &y
ieF i€lp,qINB
esto es una contradiccion.
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DEMOSTRACION

Para la sucesion (F,j)keH existen B € Fy D C H infinito tales
que BC UF/ yF cBsikeD.
k

Como ) a; es estadisticamente convergente, existe A C N con
ieB
d(A) = 1talque lasucesion (> aj)nea €S de Cauchy.
ieBn{1,...,n}
Peroparacadapc Aexiste k c Hconp < infFyysige Aes
tal que sup Fx < gtendremosque 5 < > &< > &y
ieF i€lp,qINB
esto es una contradiccion. Por tanto, > a; es ica.
1
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* Si A C N entonces () aj); es una sucesion convergente.
jeA

Supongamos que existe A C N tal que (> a;); ho es una

JEA

sucesion de Cauchy. Necesariamente A sera un conjunto

infinito y existira ¢ > 0 tal que si i € N existe k > i tal que

DICEENE

JEA

En particular, para iy = 1 existen k1 > iy y 1 € N tal que

> (ay—an)l > e

jEAN{1,..lh}

«0O0)>» «F» « =) «

A

i
v
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DEMOSTRACION

* Si A C N entonces (3 a;); es una sucesion convergente.
JEA
Supongamos que existe A C N tal que () a;); no es una
JEA
sucesion de Cauchy.
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DEMOSTRACION

* Si A C N entonces (3 a;); es una sucesion convergente.
JeA
Supongamos que existe A C N tal que () a;); no es una
jeA
sucesion de Cauchy. Necesariamente A sera un conjunto
infinito y existira ¢ > 0 tal que si i € N existe k > i tal que

‘ Z(a/j — akj)! > e.
JEA
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DEMOSTRACION

* Si A C N entonces (3 a;); es una sucesion convergente.
JeA
Supongamos que existe A C N tal que () a;); no es una
jeA
sucesion de Cauchy. Necesariamente A sera un conjunto
infinito y existira ¢ > 0 tal que si i € N existe k > i tal que

‘ Z(a/j — ak/‘)’ > e.
JEA

En particular, para i; = 1 existen ky > iy y 1 € N tal que

Y (@ - aky)l > e

JjeAN{1,...h}
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Como (aj); es una sucesion de Cauchy, sij € {1,...,/} existe
ri > ky tal que si p, g > r; entonces

&
1> (@ — ag)| < 3
jeC
conCc{l,....h}

[m]

(=)
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Como (aj); es una sucesion de Cauchy, sij € {1,...,/;} existe
ri > ky tal que si p, g > r; entonces

e
| Z(apj —ag)| < 8’
jeC
conCc{1,...,h}.
De forma analoga a la anterior consideremos ahora io > ry y

ko > ip tales que
1> (ah) — a))| > &

JEA
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DEMOSTRACION

Como (aj); es una sucesion de Cauchy, sij € {1,...,/;} existe
ri > ky tal que si p, g > r; entonces

e
| Z(apj —ag)| < 8’
jeC
conCc{1,....,h}.
De forma analoga a la anterior consideremos ahora io > ry y

ko > ip tales que

1> (ah) — a))| > &

jeA
Tenemos que existe b € N, b > /; tal que
g
’Z(afgj - akz]‘)‘ < éa

jeB

siBc{b+1,bh+2,...}.
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Entonces, se verifica que

| S (@y—an) = 1D (ay—an)l—| D (Gy—ak)—

jeAﬂ{l1+1v:l2} jeA ]EAJSH
| (3 — a)| > ¢ e e 3¢
' §: 2] Ko )| = 8 8 4
JEA >

Inductivamente, obtenemos tres sucesiones crecientes de
numeros naturales: (ir),, (k;)ry (Ir)r tales que
i < ki <lb < ko <...ysir>1se verifica que:

\Z(a,,,—ak,,)\ <§Si CcC {1,2,..../r,1}.

jeC

‘ Z(a,-,/—ak,j)\ < é si B C {/r+1./r+2...}.

jeB

‘ z (a,-,/- o ak,/-)\ > 3? siF,=An {/r71 +1,..., /r}
jeFr

«O0>» «Fr «Z>» « E>» o>
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Entonces, se verifica que

Y (@A)l = 1D (@an)l -l Y (@y-ak)l-

JEAN{H+1,....b} JeA JEAJ<h
Y (@Al o=
2 o] koj )l = 8 8 4
./EA7I>I2

Inductivamente, obtenemos tres sucesiones crecientes de
numeros naturales: (ir),, (kr)r y (Ir)r tales que
h<ki<b<k<...
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Entonces, se verifica que

Y (@A)l = 1D (@an)l -l Y (@y-ak)l-

JEAN{H+1,....b} JeA JEAJ<h
Y (@Al o=
2 o] koj )l = 8 8 4
./EA7I>I2

Inductivamente, obtenemos tres sucesiones crecientes de
numeros naturales: (ir),, (kr)r y (Ir)r tales que
i1 < ki < <hko<...ysir>1se verifica que:
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Entonces, se verifica que

Y (@A)l = 1D (@an)l -l Y (@y-ak)l-

JEAN{H+1,....b} JeA JEAJ<h
Y (@Al o=
2 o] koj )l = 8 8 4
.IEA7I>I2

Inductivamente, obtenemos tres sucesiones crecientes de
numeros naturales: (ir),, (kr)r y (Ir)r tales que
i1 < ki < <hko<...ysir>1se verifica que:

L- [ > (apj—ak) <gsiCc{1,2,..../-1}.
jec
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Entonces, se verifica que

Y (@A)l = 1D (@an)l -l Y (@y-ak)l-

JEAN{H+1,....b} JeA JEAJ<h
Y (@Al o=
2 o] koj )l = 8 8 4
.IEA7I>I2

Inductivamente, obtenemos tres sucesiones crecientes de
numeros naturales: (ir),, (kr)r y (Ir)r tales que

i1 < ki < <hko<...ysir>1se verifica que:

L- | (@ —ag)l <gsiCc{1,2,.... [}

8
jecC
- [ Y (a—ak) <§siBC {h+1,+2...}.
jeB
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Entonces, se verifica que

Y (@A)l = 1D (@an)l -l Y (@y-ak)l-

JEAN{H+1,....b} JeA JEAJ<h
Y (@Al o=
2 o] koj )l = 8 8 4
.IEA7I>I2

Inductivamente, obtenemos tres sucesiones crecientes de
numeros naturales: (ir),, (kr)r y (Ir)r tales que
i1 < ki < <hko<...ysir>1se verifica que:

L- [ > (apj—ak) <gsiCc{1,2,..../-1}.

jecC

- [ Y (a—ak) <§siBC {h+1,+2...}.
jeB

nr.- | > (a,,j — ak,j)| > %6 siFF=An{l_1+1,...,}.
jeFr
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Si consideramos la sucesion (F;), de ¢o(N) tenemos, por
hipotesis, que existen T € Fy P C Ninfinito tales que
TcUUFyF CcTsireP.

r
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DEMOSTRACION

Si consideramos la sucesion (F;), de ¢o(N) tenemos, por
hipotesis, que existen T € F y P C N infinito tales que
TCcUFry FrC Tsire P.Paracadar € P se verifica que:

> (@i —a) = 1D @ —ae) = | > (@ — ak))l-

jET jEFr jET,jS/,,1
3 ¢ €& ¢
*\‘Z (airj*akrj)|>Z*§*§:§-
jeT j>Ir
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Si consideramos la sucesion (F;), de ¢o(N) tenemos, por
hipotesis, que existen T € F y P C N infinito tales que
TCcUFry FrC Tsire P.Paracadar € P se verifica que:

> (@i —a) = 1D @ —ae) = | > (@ — ak))l-

JeT JeF, JeT j<l_4
3 ¢ €& ¢
*‘Z (airj*akr/)|>zf§*§:§-
jeT j>I

Y esto contradice que () aj;); sea una sucesion de Cauchy.
JjeT
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Finalmente, consideremos para cada / € N la medida

pi - P(N) — R definida por ;(A) = > a;.
jeA

es puntualmente convergente en P(N). Se sigue del teorema

de Vitali-Hahn-Saks, que la sucesion (u;); es uniformemente

fuertemente aditiva, es decir, (;(A;)); converge a cero

uniformemente en i € N, donde (A;); es una sucesion de

disjuntos de P(N).

Ahora es facil comprobar que (1;(A;)); es uniformemente

convergente en j € N.

«0O0>» «Fr» « > « Q¥

>
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CONVERGENCIA ESTADISTICA

DEMOSTRACION

Finalmente, consideremos para cada i € N la medida

pi : P(N) — R definida por p;(A) = >_ a;. Tenemos que (1);
jeA

es puntualmente convergente en P(N).
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Finalmente, consideremos para cada / € N la medida

pi : P(N) — R definida por p;(A) = >_ a;. Tenemos que (1);
jeA

es puntualmente convergente en P(N). Se sigue del teorema

de Vitali-Hahn-Saks, que la sucesion (u;); es uniformemente

fuertemente aditiva,
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uniformemente en i € N, donde (A;); es una sucesion de

disjuntos de P(N).
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TEOREMA DE ORLICZ-PETTIS ESTADISTICO

Sea X un espacio normado y sea F una familia natural con la
propiedad (M). Sea > x; una serie en X tal que > x; es

i ieB
estadisticamente deébil convergente si B € F. Entonces >’ x; es
i

incondicionalmente de Cauchy.
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Supongamos lo contrario, 0

1
entonces existen £ > 0 y una sucesion (Fg), de subconjuntos
de ¢o(N) tales que || > Xj|| > e si k € N.

I'GFK
Para cada k existe f, € Sx- tal que |f( Y X;)| > e.
/CF;(

Considerando [x,],en podemos asumir que X es separable.
Asi que, existe una subsucesion de (fx)k, (usamos la misma
notacion), y existe fy € By~ de forma que w* lim f, = f,.

«0O0)>» «F» « =) «

>

A



Supongamos lo contrario, es decir, que Y x; no es ica,

1
entonces existen £ > 0 y una sucesion (Fx), de subconjuntos
de ¢o(N) tales que || > xj|| > e si k € N.

I'GFK
Para cada k existe f, € Sx- tal que |f( Y X;)| > e.
/CF;(

Considerando [x,],en podemos asumir que X es separable.
Asi que, existe una subsucesion de (f )k, (usamos la misma
notacion), y existe fy € Bx- de forma que w* lim f, = f,.
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Supongamos lo contrario, es decir, que > Xx; no es ica,

]
entonces existen £ > 0 y una sucesion (Fg), de subconjuntos
de ¢o(N) tales que

MARINA NICASTO LLACH CONVERGENCIA ESTAD{STICA EN ESPACIOS DE BANACH



INTRODUCCION

SERIES DEBILMENTE INCONDICIONALMENTE DE CAUCHY
TEOREMA DE ORLICZ-PETTIS Y LA CONVERGENCIA ESTADISTICA
SUMABILIDAD CESARO ESTAD{STICA, TEOREMA DE ORLICZ-PETTIS

CONVERGENCIA ESTADISTICA

DEMOSTRACION

Supongamos lo contrario, es decir, que > Xx; no es ica,

]
entonces existen £ > 0 y una sucesion (Fg), de subconjuntos

de ¢o(N) talesque || > xj|| > esik € N.
i€Fy
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Supongamos lo contrario, es decir, que > Xx; no es ica,

]
entonces existen £ > 0 y una sucesion (Fg), de subconjuntos
de ¢o(N) talesque || > xj|| > esik € N.
i€Fy

Para cada k existe fx € Sx- tal que |f( >  xj)| > e.
iEFk
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Supongamos lo contrario, es decir, que > Xx; no es ica,

]
entonces existen £ > 0 y una sucesion (Fg), de subconjuntos
de ¢o(N) talesque || > xj|| > esik € N.
i€Fy
Para cada k existe fx € Sx- tal que |f( >  xj)| > e.
iEFk
Considerando [Xp]nen
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Supongamos lo contrario, es decir, que > Xx; no es ica,

]
entonces existen £ > 0 y una sucesion (Fg), de subconjuntos
de ¢o(N) talesque || > xj|| > esik € N.
i€Fy
Para cada k existe fx € Sx- tal que |f( >  xj)| > e.
iGFk
Considerando [xs]nen podemos asumir que X es separable.
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Supongamos lo contrario, es decir, que > Xx; no es ica,

]
entonces existen € > 0 y una sucesion (Fx), de subconjuntos
de ¢o(N) talesque || > xj|| > esik € N.

i€Fy
Para cada k existe fx € Sx- tal que |f( >  xj)| > e.
iGFk

Considerando [xs]nen podemos asumir que X es separable.
Asi que, existe una subsucesion de (fx)x, (usamos la misma

notacion)
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]
entonces existen € > 0 y una sucesion (Fx), de subconjuntos
de ¢o(N) talesque || > xj|| > esik € N.

i€Fy
Para cada k existe fx € Sx- tal que |f( >  xj)| > e.
iGFk

Considerando [xs]nen podemos asumir que X es separable.
Asi que, existe una subsucesion de (fx)x, (usamos la misma

notacion), y existe fy € By«
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]
entonces existen € > 0 y una sucesion (Fx), de subconjuntos
de ¢o(N) talesque || > xj|| > esik € N.

i€Fy
Para cada k existe fx € Sx- tal que |f( >  xj)| > e.
iGFk

Considerando [xs]nen podemos asumir que X es separable.
Asi que, existe una subsucesion de (fx)x, (usamos la misma

notacion), y existe fy € By« de forma que w*lim f,x = f,.
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Luego, la matriz (fi(x;));; es tal que se encuentra en las

condiciones del lema anterior.

Sst—w ) Xj=Xp.SiicNserast— ) fi(x;) = fi(xo). Por
jeB jeB

consiguiente, la sucesion (fj(xo)); converge a fy(xo).

Esto contradice que | > fi(xj)| >esik e N,y > x;es

jEFK i
incondicionalmente de Cauchy.

«0O0)>» «F» « =) «

it
v
it
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Luego, la matriz (f(x;));; es tal que se encuentra en las
condiciones del lema anterior. Si B € F, existe xp tal que
St— w3 X;i = Xo.

jeB
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Luego, la matriz (f(x;));; es tal que se encuentra en las

condiciones del lema anterior. Si B € F, existe xp tal que

st—w3) x;=Xo.Siic Nserast— 3 fi(x;) = fi(x).
jeB jeB
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Luego, la matriz (f(x;));; es tal que se encuentra en las

condiciones del lema anterior. Si B € F, existe xp tal que

st—w 3 x;=Xo.Siic Nserast— 3 fi(x;) = fi(xo). Por
jeB jeB

consiguiente, la sucesion (fi(xp)); converge a fo(xp).
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st—w 3 x;=Xo.Siic Nserast— 3 fi(x;) = fi(xo). Por
jeB jeB

consiguiente, la sucesion (fi(xp)); converge a fo(xp).

Esto contradice que | ) fk(Xj)| >esik € N
JjeFk
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st—w 3 x;=Xo.Siic Nserast— 3 fi(x;) = fi(xo). Por
jeB jeB

consiguiente, la sucesion (fi(xp)); converge a fo(xp).

Esto contradice que | ) fk(Xj)| >esik €N,y > x;es

JeFK i
incondicionalmente de Cauchy.
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ALGUNAS CONSECUENCIAS

1.- Del teorema anterior podemos deducir que el lema es
cierto si la matriz (a;);; es una matriz cuyos elementos
pertenecen a un espacio de Banach X
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1.- Del teorema anterior podemos deducir que el lema es
cierto si la matriz (a;);; es una matriz cuyos elementos
pertenecen a un espacio de Banach X, porque en ese
caso, las filas serian incondicionalmente convergentes y el
teorema de Vitali-Hahn-Saks también seria cierto con una
sucesion de medidas definidas en P(N) y valoradas en X.
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1.- Del teorema anterior podemos deducir que el lema es
cierto si la matriz (a;);; es una matriz cuyos elementos
pertenecen a un espacio de Banach X, porque en ese
caso, las filas serian incondicionalmente convergentes y el
teorema de Vitali-Hahn-Saks también seria cierto con una
sucesion de medidas definidas en P(N) y valoradas en X.

2.- Sea F una familia natural con la propiedad (M) y sea
(xj)ij una matriz en un espacio de Banach X tal que:
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1.- Del teorema anterior podemos deducir que el lema es
cierto si la matriz (a;);; es una matriz cuyos elementos
pertenecen a un espacio de Banach X, porque en ese
caso, las filas serian incondicionalmente convergentes y el
teorema de Vitali-Hahn-Saks también seria cierto con una
sucesion de medidas definidas en P(N) y valoradas en X.

2.- Sea F una familia natural con la propiedad (M) y sea
(x;)i,; una matriz en un espacio de Banach X tal que:

A.- Cada columna (x;); es estadisticamente convergente.
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cierto si la matriz (a;);; es una matriz cuyos elementos
pertenecen a un espacio de Banach X, porque en ese
caso, las filas serian incondicionalmente convergentes y el
teorema de Vitali-Hahn-Saks también seria cierto con una
sucesion de medidas definidas en P(N) y valoradas en X.

2.- Sea F una familia natural con la propiedad (M) y sea
(xj)ij una matriz en un espacio de Banach X tal que:

A.- Cada columna (x;); es estadisticamente convergente.
B.- Para cada B € F infinito se verifica que la sucesion

(st — " x;)i es de Cauchy.
jeB
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caso, las filas serian incondicionalmente convergentes y el
teorema de Vitali-Hahn-Saks también seria cierto con una
sucesion de medidas definidas en P(N) y valoradas en X.

2.- Sea F una familia natural con la propiedad (M) y sea
(x;)i,; una matriz en un espacio de Banach X tal que:

A.- Cada columna (x;); es estadisticamente convergente.
B.- Para cada B € F infinito se verifica que la sucesion
(st — " x;)i es de Cauchy.
jeB
Se tiene que (x;);; es fuertemente uniformemente
estadisticamente convergente por filas a cero.
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2.- Sea F una familia natural con la propiedad (M) y sea
(x;)i,; una matriz en un espacio de Banach X tal que:

A.- Cada columna (x;); es estadisticamente convergente.
B.- Para cada B € F infinito se verifica que la sucesion
(st — " x;)i es de Cauchy.
jeB
Se tiene que (x;);; es fuertemente uniformemente
estadisticamente convergente por filas a cero.
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3.- Del teorema previo deducimos que si }_ x; es una serie en

I
un espacio de Banach X, entonces las siguientes
afirmaciones son equivalentes:
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afirmaciones son equivalentes:

I.- Y X;esico.
i
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3.- Del teorema previo deducimos que si }_ x; es una serie en

I
un espacio de Banach X, entonces las siguientes
afirmaciones son equivalentes:
I.- Y X;esico.

1

I1.- > a;x; es estadisticamente convergente para cada
i
(a,-),- € ls.
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3.- Del teorema previo deducimos que si }_ x; es una serie en

I
un espacio de Banach X, entonces las siguientes
afirmaciones son equivalentes:
I.- Y X;esico.

1
I1.- > a;x; es estadisticamente convergente para cada
j
(a,-), € ls.
.- Y a;jXx; es estadisticamente débil convergente para cada
i

(a,-),- S EOO.
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SUMABILIDAD CESARO

DEFINICION

Se dice que >’ x; es Césaro sumable si existe xp € X tal que
i

n
lim (1> (n—i+1)x) = xo, ¥ lo denotamos por ¢ x; = xo. Y
1

n—o0 =1

n
esto es equivalente a nll'm 15( >~ Sk) = Xp, donde
T k=1

K
sk = sk(Xox) = > xi.
; =
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DEFINICION

Se dice que > x; es débilmente Césaro sumable si existe
i

n

n
Xo € X tal que w lim (1S (n—i+1)x;) = x, y lo denotamos
o0 i

We > Xj = Xp.
i
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DEFINICION
Diremos que Z x; es estadisticamente Césaro sumable si

|

existe xp € X de forma que st — I|m ( Z( —i+1)x)=x0.Y
esto es equivalente a afirmar que eX|ste A CNcond(A)=1y

n

1
lim [ — n—i+1)x | = xp.
neA n;( + )I 0

Lo denotaremos por st — ¢ x; = Xo.
i
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CONVERGENCIA ESTADISTICA

DEFINICION
Diremos que Z x; es estadisticamente Césaro sumable si

|

existe xp € X de forma que st — I|m ( Z( —i+1)x)=x0.Y
esto es equivalente a afirmar que eX|ste A CNcond(A)=1y
1 n
lim (= (n—i+1)x ) = x.

neA \ N4
i=1

Lo denotaremos por st — ¢ x; = Xo.

I
De una forma similar definiremos st — we ) x;.
i
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CIORTEREERNEN ESTABTIIEA TEOREMA DE ORLICZ-PETTIS Y LA CONVERGENCIA ESTADISTICA
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TEOREMA DE ORLICZ-PETTIS CESARO ESTADISTICO

Sea X un espacio de Banach y consideremos ) x; una serie

I
en X tal que cada subserie es débilmente estadisticamente
Cesaro sumable. Entonces >, x; es incondicionalmente
i

convergente.
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StS+(3 X)

{(a))j € lxo : St — CZ ajx; existe}
StSWC(Z X,') - {(a,-)

!
i €l : St—we ) ajx; existe}
:

Sea X un espacio de Banach y > x; una serie en X, entonces
> X; es ico.

/
las siguientes afirmaciones son equivalentes:

I
StSo(3" xi) = loc
:

«0O0>» «Fr» « > « Q¥

i
v
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ESPACIOS

StSC(Z xi) ={(a)j € b : St — CZ ajx; existe}
StSWC(Z x;j) ={(a)j € loo : St — WCZ ajx; existe}
i

i

[m] = = =

it
N
el
?
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ESPACIOS DE SUCESIONES

StSe(3" %) = {(a@)i € lo : St — €3 aix; existe}
i i
StSwe(>" %) = {(a)); € oo : St — we'S aix; existe}
l' .

i

COROLARIO
Sea X un espacio de Banach y " x; una serie en X, entonces

I
las siguientes afirmaciones son equivalentes:
.- ) Xjesico.

I
.- StS:(> Xj) = lo-
i

1L.- StSye(d_ Xj) = loo-
i
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(OGN BTDIEIIEA TEOREMA DE ORLICZ-PETTIS Y LA CONVERGENCIA ESTADISTICA

SUMABILIDAD CESARO ESTADISTICA, TEOREMA DE ORLICZ-PETTIS

PROBLEM

Sea X un espacio de Banach y > x; una serie en X.
i
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CONVERGENCIA ESTADISTICA
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PROBLEMA
Sea X un espacio de Banach y > x; una serie en X.

]
Sabemos que si para cada subconjunto M C N infinito existe
R C Minfinitoy xo € X de forma que w > x; = xo entonces
ieR
> X; es ico.
i
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PROBLEMA
Sea X un espacio de Banach y > x; una serie en X.

]
Sabemos que si para cada subconjunto M C N infinito existe
R C Minfinitoy xo € X de forma que w > x; = xo entonces
ieR
> X; es ico.
i

¢ Sera cierto si cambiamos w > x; = xp por st —wce > X; = xo?
ieR icR
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