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INTRODUCCION

El concepto de convergencia ruda fue introducido por H.
X. Phu, en espacios normados finito-dimensionales y
posteriormente el mismo autor también estudio el
concepto en el caso infinito-dimensional.
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El concepto de convergencia ruda fue introducido por H.
X. Phu, en espacios normados finito-dimensionales y
posteriormente el mismo autor también estudio el
concepto en el caso infinito-dimensional.
Concretamente, consideramos un “indice de rudeza”
r > 0y una sucesion acotada (x,), en un espacio
normado X. Entonces se dice que (xp),, es r-convergente
ayeXsi

limsup, |[xn — y|| <.

UNA
CARACTERIZACION
DE LA PROPIEDAD
URED

M.C.
LISTAN-GARCIA



INTRODUCCION

El concepto de convergencia ruda fue introducido por H.
X. Phu, en espacios normados finito-dimensionales y
posteriormente el mismo autor también estudio el
concepto en el caso infinito-dimensional.
Concretamente, consideramos un “indice de rudeza”
r > 0y una sucesion acotada (x,), en un espacio
normado X. Entonces se dice que (xp),, es r-convergente
ayeXsi

limsup, |[xn — y|| <.

En consecuencia, adoptamos la siguiente notacion:

lim"x, = {y € X : limsup, ||x,» — y|| < r}.
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También trabajaremos con la nocion de convergencia
estadistica, introducida primero por Steinhaus e
independientemente por Fast.
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También trabajaremos con la nocién de convergencia e
estadistica, introducida primero por Steinhaus e

independientemente por Fast.

En primer lugar, sea AC N = {1,2,...}. Denotamos al

cardinal de A por |A| y si n € N escribimos
An)={ieA:i<n}.

La densidad de A se define como d(A) = lim,
caso en el que este limite exista.

Una sucesion (x,) en un espacio normado X es
estadisticamente convergente a x € X siparacadac > 0
el conjunto

|A(n)|
n

,enel

{neN:|xp,— x| <e}

tiene densidad 1.



Ahora veremos la version estadistica de la convergencia
ruda, este concepto fue dado por S. Aytar, como sigue,
dado r > 0 y una sucesion (xp), en un espacio normado
X, tenemos el siguiente conjunto,

stim” x, = {y € X : stlimsup,, ||x, — y|| < r}
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Ahora veremos la version estadistica de la convergencia
ruda, este concepto fue dado por S. Aytar, como sigue,
dado r > 0 y una sucesion (xp), en un espacio normado
X, tenemos el siguiente conjunto,

stim” x, = {y € X : stlimsup,, ||x, — y|| < r}
donde,

stimsup, an = inf{sup{ap:ne A} : ACN,d(A)=1}.
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Ahora veremos la version estadistica de la convergencia
ruda, este concepto fue dado por S. Aytar, como sigue,
dado r > 0 y una sucesion (xp), en un espacio normado
X, tenemos el siguiente conjunto,

stim” x, = {y € X : stlimsup,, ||x, — y| < r}
donde,
stimsup, an = inf{sup{ap:ne A} : ACN,d(A)=1}.

Tenemos un especial interés en el infimo de los indices
de rudeza, en otras palabras,

7 =inf{r > 0:stlim" x, # &}
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Ahora veremos la version estadistica de la convergencia
ruda, este concepto fue dado por S. Aytar, como sigue,
dado r > 0 y una sucesion (xp), en un espacio normado
X, tenemos el siguiente conjunto,

stim” x, = {y € X : stlimsup,, ||x, — y| < r}
donde,
stimsup, an = inf{sup{ap:ne A} : ACN,d(A)=1}.

Tenemos un especial interés en el infimo de los indices
de rudeza, en otras palabras,

7 =inf{r > 0:stlim"x, # o}

La “versién no estadistica” de r fue estudiado
profundamente por T. C. Lim en un contexto mas amplio,
con diferentes aplicaciones en la Teoria del Punto Fijo.
Sin embargo, la version estadistica de r no puede ser
obtenida del trabajo de Lim como caso particular.
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DEFINICION
Sea X un espacio normado.
» Dado z € Sy, se dice que X es uniformemente
redondo en la direccion de z (UR;) si para cada
e > 0 existe § > 0 tal que si x, y € Sy,
X —y espan({z})y |[x — y|| > e entonces
Six+yl<1-4.
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» Dado z € Sy, se dice que X es uniformemente Fe
redondo en la direccion de z (UR;) si para cada
e > 0 existe § > 0 tal que si x, y € Sy,
X —y espan({z})y |[x — y|| > e entonces
Six+yl<1-4.
» X es uniformemente redondo en cada direccion
(URED,) si es UR; para cada z € Sy.

DEFINICIONES

DEFINICION

Sea X un espacio normado y A C X. Se dice que A es
estrictamente convexo si para cada x,y € Acon x # y

tenemos
X+Yy

2

€ int(A).
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Si X es UR en alguna direccion z e y < int(stlim” x,)

. . / M.C.
entonces existe r' € [0, r) tal que y € stim” xp. LISTAN.GARCIA
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Si (xn),, esta contenido en un conjunto precompacto e

y 4+ oByx C stlim” x, entonces r > o e y € stlim"™7 x,,.
PROPOSICION
Sea (xp), una sucesion acotada en X. Entonces:

1. Si X es reflexivo entonces stlim” Xn tiene al menos
un punto.

2. Si X es URED entonces stlim” Xn tiene a lo sumo un
punto.

3. Sistlim” x, es un conjunto unitario entonces r = r. El
reciproco es cierto si X es URED y reflexivo.
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Sea X un espacio de Banach, X es URED si y solo si
para cualquier z € Sx, ¥ (Xn),, (¥n), C X satisfaciendo

Iall = 1, [lyall = 1, % — yn € span{z} y

— 1

1
Hz(XnJFYn)

entonces xp, — yp — 0.
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]
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entonces xp, — yp — 0.

LEMA

Sea X un espacio normado, r > 0, x € X y (xp), una
sucesion acotada en X.
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Sea X un espacio normado, r > 0, x € X y (xp), una
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Garkavi dio la siguiente caracterizacion de la propiedad
URED,

LEMA

Sea X un espacio de Banach, X es URED si y solo si
para cualquier z € Sx, ¥ (Xn),, (¥n), C X satisfaciendo

Iall = 1, [lyall = 1, % — yn € span{z} y

— 1

]
Hz(Xnern)

entonces xp, — yp — 0.

LEMA

Sea X un espacio normado, r > 0, x € X y (xp), una
sucesion acotada en X.

» Silimsup, ||x, — x|| < r entonces x € int(lim" x).

» Sistlimsup, ||x, — x|| < r entonces x € int(stlim” xp).
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Sea X un espacio normado. Las siguientes afirmaciones
son equivalentes:

l.
2.

X es URED.

Para cada sucesion acotada (xp), C X ycadar >0
el conjunto lim” x,, es estrictamente convexo.

. Para cada sucesion acotada (xn), C X ycadar >0

el conjunto stlim” x,, es estrictamente convexo.

. Para cada sucesion acotada (x,), C X existe r > 0

tal que el conjunto lim" x, es estrictamente convexo.

Para cada sucesion acotada (xp), € X existe ry > 0
tal que el conjunto stlim™ x,, es estrictamente
convexo.

«Or «Fr «
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2. Para cada sucesion acotada (xn), C X y cadar > 0
el conjunto lim” x,, es estrictamente convexo.
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2. Para cada sucesion acotada (xn), C X y cadar > 0
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el conjunto stlim” x,, es estrictamente convexo.
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Sea X un espacio normado. Las siguientes afirmaciones
son equivalentes:

1.
2.

X es URED.

Para cada sucesion acotada (xp), C X ycadar >0
el conjunto lim” x,, es estrictamente convexo.

. Para cada sucesion acotada (x), C X y cadar > 0

el conjunto stlim” x,, es estrictamente convexo.
Para cada sucesion acotada (xp), C X existe ry > 0

tal que el conjunto lim" x,, es estrictamente convexo.
. Para cada sucesion acotada (x»), C X existe rp > 0
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(1) = (3).

Asumimos que existe r > 0y una sucesion (x,), C X tal
que lim" x, no es estrictamente convexo. Entonces debe
ser r > 0y usando el lema 2, existe x,y e Xconx # yy

stimsup, ||x, — x|| < r,

stlimsup, |x, — y|| < r,

. X
stlimsup,, || X, — H‘ =r

2

asi, existe Aq, Ao and Az C N, con densidad 1, tal que

limsuppeca, X — x| <

oY

limsuppea, (X0 — yIl <

«O>r «Fr <«
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(1) = (3).

Asumimos que existe r > 0y una sucesion (x,), C X tal
que lim” x, no es estrictamente convexo. Entonces debe
serr > 0y usando el lema 2, existe x,y € Xconx £ yy

stlimsup, [|xn — x|| <

stimsup, [|[x, — y|| <

stlimsup,,

Xn —

Xty

2

B

~

|-
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Asumimos que existe r > 0y una sucesion (x,), C X tal

que lim” x, no es estrictamente convexo. Entonces debe

serr > 0y usando el lema 2, existe x,y € Xconx £ yy

stlimsup, ||x, — x| < r,
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Consideramos A = A{ () Az2() Az y usando la desigualdad
triangular deducimos que,
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Consideramos A = A{ () Az2() Az y usando la desigualdad Una
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De este modo, dividiendo por r y tomando las
subsucesiones apropiadas, podemos asumir que

lim, |[xp, — x|| = 1,limy ||xXp —y|| =1y

Xty

limp || x, —

|-

con n € A.



Consideramos A = A{ () Az2() Az y usando la desigualdad
triangular deducimos que,

limsuppeallXn — || = limsuppea (X0 — vl =
. X +
= limsup,ca Ty

De este modo, dividiendo por r y tomando las
subsucesiones apropiadas, podemos asumir que

lim, |[xp, — x|| = 1,limy ||xXp —y|| =1y

limp

-

conne A.
Tomamos z = ”X y” € Sx,sean x, =X, — Xy
Y, = Xp — y, tenemos
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Consideramos A = A{ () Az2() Az y usando la desigualdad
triangular deducimos que,

limsuppeallXn — || = limsuppea (X0 — vl =

X+Yy

2

De este modo, dividiendo por r y tomando las
subsucesiones apropiadas, podemos asumir que

= limsup,ca || Xn

lim, |[xp, — x|| = 1,limy ||xXp —y|| =1y

limp || xn

-

conneA.

Tomamos z = ”X y| € Sx,sean x, =X, — Xy

Yn = Xn— ¥, tenemos | x| — 1, [[ypll — 1y

13060+ ya)ll = 120 — X) + (Xn =) = lIxa =25 = 1
y x, — y;, =y — x € span({z}), el cual no es convergente
ao.
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(2)=(1).
Si X no es URED entonces existe z € Sy and
(Xn)p, (Yn)y € X con [[xnl| = 1, |[ynll = 1, IXn + Yal| — 2

Y Xn — ¥Yn = SpZ, con s, — s > 0.
Seax =0e y = —sz, tenemos
limp [|yn — 0| =1
limp [[yn — (=sz)|| =1

. X
lim, n+t Y

Sz .
It 5 || = tims

Asi el conjunto lim' y,, no es estrictamente convexo.

«40O0> «Fr» «E» «E>»
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(2) = (1).

Si X no es URED entonces existe z € Sy and

(Xn)p> (Yn)y € X con [[xnl| = 1, |[ynll = 1, IXn + Ynl| — 2
Y Xn — ¥Yn = SpZ, con S, — § > 0.
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Si X no es URED entonces existe z € Sy and

(Xn)p, (¥n)n € X con [IXnl| = 1, [[¥nll = 1, [[Xn + ynl = 2

Y Xn — ¥Yn = SpZ, con S, — § > 0.
Seax =0e y = —sz, tenemos

limp [[yn — Off =1

limp [|yn — (=s2)]| =1

Yo+ 22| = tim, || 2227
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(2) = (1). e

Si X no es URED entonces existe z € Sy and LISTAN-GARCIA
(Xn)ns (Yn)a © X con [[Xnll =1, lynll = 1, [[Xn + yall = 2

Y Xn — ¥Yn = SpZ, con S, — § > 0.

Seax =0e y = —sz, tenemos
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limp [[yn — Off =1

limp [|yn — (=s2)]| =1

Xn+ Yn

limn ( = lim

Yo+ 2| = tim,

Asi el conjunto lim' y,, no es estrictamente convexo.



4) = (2).
Consideramos (x,), € X'y tomamos ry > 0 como en el

enunciado. Sea r > 0 y supongamos x,y € X con x # y
satisfaciendo

limsup, X — x|| < 7.
limsup, [|x, — y|| < r

tYy

. X
limsup, || X, — 2” <r.

Entonces, si X/, = 2x,, X' = ©x e y’ = 2y, tenemos que

. 4 ! . ’
X',y € lim" x}, pero *5X ¢ lim" x;, asi llegamos a
contradiccion.
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limsup, 1% — ¥ < r
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, X
limsup, || X, — 2” <r.

Entonces, si X/, = 2x;, X' = ©x e y’ = 2y, tenemos que
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X',y € lim" x}, pero XX ¢ lim" x;, asi llegamos a

contradiccion.
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DEFINICION

Sea X un espacio normado y (x»), € X una sucesion.
Dado p > 0, se dice que (xp), es p-estadisticamente de
Cauchy, denotado por p-st-Cauchy, si para cada ¢ > 0
existe i. € N tal que

d{i eN: X —x, Il < p+e}) = 1

UNA
CARACTERIZACION
DE LA PROPIEDAD
URED

M.C.
LISTAN-GARCIA

SUCESIONES
p-ESTADISTICAS
DE CAUCHY



UNA
CARACTERIZACION
DE LA PROPIEDAD
URED

DEFINICION
M.C.

Sea X un espacio normado y (x»), € X una sucesion. LISTAN-GARCIA
Dado p > 0, se dice que (xp), es p-estadisticamente de
Cauchy, denotado por p-st-Cauchy, si para cada ¢ > 0
existe i. € N tal que
d({/ & N . ”X/‘ = XjEH < P + E}) = 1 SUCESIONES

p-ESTADISTICAS
DE CAUCHY

DEFINICION

Dada una sucesion (x,),, en un espacio normado X,
definimos p como sigue,

p=inf{p > 0:(xs), es p-st-Cauchy}



DEFINICION

Una sucesion (xp),, en un espacio normado se dice que
es estadisticamente acotada si existe A C N con
d(A) = 1 tal que {x, : n € A} es acotado.
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DEFINICION

Una sucesion (xp),, en un espacio normado se dice que
es estadisticamente acotada si existe A C N con

d(A) = 1 tal que {x, : n € A} es acotado.

Es claro que una sucesién estadisticamente convergente
debe ser estadisticamente acotada.
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Sea X un espacio normado y (x»),, € X una sucesion.
Las siguientes afirmaciones son equivalentes:
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Una sucesion (xp),, en un espacio normado se dice que LISTAN-GARCIA
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DEFINICION URED
M.C.

Una sucesion (xp),, en un espacio normado se dice que LISTAN-GARCIA
es estadisticamente acotada si existe A C N con
d(A) = 1 tal que {x, : n € A} es acotado.
Es claro que una sucesién estadisticamente convergente
debe ser estadisticamente acotada.
SUCESIONES

P-ESTADISTICAS

PROPOSICION (e e

Sea X un espacio normado y (x»),, € X una sucesion.
Las siguientes afirmaciones son equivalentes:

1. (xn), es estadisticamente acotada.

2. (xn), es p-st-Cauchy para algun p > 0.

3. (xn), es r-st-convergente para algin r > 0.
Mas aun, en esta situacion tenemosr < p < 2r.



Gracias por vuestra atencion.
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