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Sea K ⊂ R3 un conductor. Tomemos una distribución de carga en K
y dejemos que se mueva hasta llegar al equilibrio.

Sea µ la
distribución de equilibrio. El potencial Newtoniano de la medida µ,
Uµ(x) =

∫ dµ(y)
|x−y| toma valor constante V en K .

La capacidad de Wiener de K es

C(K ) =
µ(K )

V
,

descrita por La Vallée Poussin como

C(K ) = inf
{
‖∇f‖2

2; 0 ≤ f ≤ 1, f = 1 on K
}

(f ∈ D).

Dado que una bola es de capacidad positiva y su frontera tiene la
misma capacidad, la capacidad no es una medida.
Maz’ya la extiende sustituyendo ‖ · ‖2 por ‖ · ‖p.
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Sea Ω un dominio de Rn con la medida de Lebesgue, mn, K un
compacto de Ω y Lip0(Ω) la clase de funciones Lipschitz con soporte
compacto en Ω, Costea y Maz’ya definen

capp,q(K ) := inf {‖∇f‖p
Lp,q ; f ∈ Lip0(Ω), f ≥ 1 alrededor de K},

donde para 1 < p <∞, 1 ≤ q ≤ ∞ y (Ω, µ) un espacio de medida,
Lp,q(Ω, µ) viene definido por la condición

‖f‖Lp,q(Ω,µ) '
( ∫ ∞

0
tq−1µ{x ; |f (x)| > t}q/pdt

)1/q
<∞.

Pilar Silvestre Desigualdades capacitarias y estimaciones de Sobolev



Introducción
Estimaciones de convexidad

Capacidades de Sobolev dadas por cuasi-normas
Ejemplos

Aplicaciones a espacios r.i.
Referencias

Sea Ω un dominio de Rn con la medida de Lebesgue, mn, K un
compacto de Ω y Lip0(Ω) la clase de funciones Lipschitz con soporte
compacto en Ω, Costea y Maz’ya definen

capp,q(K ) := inf {‖∇f‖p
Lp,q ; f ∈ Lip0(Ω), f ≥ 1 alrededor de K},

donde para 1 < p <∞, 1 ≤ q ≤ ∞ y (Ω, µ) un espacio de medida,
Lp,q(Ω, µ) viene definido por la condición

‖f‖Lp,q(Ω,µ) '
( ∫ ∞

0
tq−1µ{x ; |f (x)| > t}q/pdt

)1/q
<∞.

Pilar Silvestre Desigualdades capacitarias y estimaciones de Sobolev



Introducción
Estimaciones de convexidad

Capacidades de Sobolev dadas por cuasi-normas
Ejemplos

Aplicaciones a espacios r.i.
Referencias

Sea Ω un dominio de Rn con la medida de Lebesgue, mn, K un
compacto de Ω y Lip0(Ω) la clase de funciones Lipschitz con soporte
compacto en Ω, Costea y Maz’ya definen

capp,q(K ) := inf {‖∇f‖p
Lp,q ; f ∈ Lip0(Ω), f ≥ 1 alrededor de K},

donde para 1 < p <∞, 1 ≤ q ≤ ∞ y (Ω, µ) un espacio de medida,
Lp,q(Ω, µ) viene definido por la condición

‖f‖Lp,q(Ω,µ) '
( ∫ ∞

0
tq−1µ{x ; |f (x)| > t}q/pdt

)1/q
<∞.

Pilar Silvestre Desigualdades capacitarias y estimaciones de Sobolev



Introducción
Estimaciones de convexidad

Capacidades de Sobolev dadas por cuasi-normas
Ejemplos

Aplicaciones a espacios r.i.
Referencias

De una función real de conjunto C definida sobre todo compacto K
de Rn se dice que es una capacidad si satisface que:

1 C(∅) = 0, 0 ≤ C(K ) ≤ ∞,

2 C(K1) ≤ C(K2) si K1 ⊂ K2, y

3 C(K1 ∪ K2) ≤ c(C(K1) + C(K2)).

Definida sobre todos los compactos, ésta se extiende a todos los
conjuntos considerando las capacidades interior y exterior.
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Maz’ya extiende la capacidad de Wiener para todo p ≥ 1 como la
p-capacidad

capp(K ,Ω) = inf
{
‖∇f‖p

p; 0 ≤ f ≤ 1, f = 1 alrededor de K
}

donde Ω es un dominio de Rn y K un compacto de Ω.
Demuestra la desigualdad de Sobolev∫ ∞

0
capp( Mat ,Mt)d(tp) ≤ c(a,p)‖∇f‖p

p, (1)

donde Mt es {x ∈ Ω : |f (x)| > t}.
Herramienta útil con aplicaciones a inclusiones de tipo Sobolev.
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Un espacio cuasi-Banach X satisface una lower p−estimate si existe
M ≥ 1 tal que para n ∈ N, {fi}n

i=1 ⊂ X con soportes disjuntos

( n∑
i=1

‖fi‖p
)1/p

≤ M
∥∥∥( n∑

i=1

|fi |p
)1/p∥∥∥ =

∥∥∥ n∑
i=1

|fi |
∥∥∥.

La menor M es la lower p-estimate constant, M(p)(X ).
Para f ,g funciones en Lp,q(Ω, µ) con soportes disjuntos,

‖f‖max(p,q)
Lp,q(Ω,µ) + ‖g‖max(p,q)

Lp,q(Ω,µ) ≤ ‖f + g‖max(p,q)
Lp,q(Ω,µ).

Así tenemos lower estimates con constante uno.
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Gracias a estas desigualdades, Costea y Maz’ya para 1 < p <∞,
1 ≤ q ≤ ∞ y K ⊂ G ⊂ Ω, definen

capp,q(K ,G) := inf{‖∇f‖p
Lp,q ; f ∈ Lip0(G), f ≥ 1 alrededor de K}

y prueban que∫ ∞

0
capp,q(Mat ,Mt)d(tp) . ‖∇f‖p

Lp,q(Ω,mn;Rn) (1 ≤ q ≤ p), (2)

∫ ∞

0
capp,q(Mat ,Mt)

q/pd(tq) . ‖∇f‖q
Lp,q(Ω) (p < q <∞). (3)
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Como aplicación, para 1 < s ≤ max(p,q) ≤ r <∞, q ≥ 1
caracterizan la siguiente desigualdad

‖f‖Lr,p(Ω,µ) . ‖∇f‖Lp,q(Ω,mn) + ‖f‖Ls,p(Ω,ν)(1 ≤ q ≤ p), (4)

‖f‖Lr,q(Ω,µ) . ‖∇f‖Lp,q(Ω,mn) + ‖f‖Ls,q(Ω,ν)(p < q <∞), (5)

esto es,

‖f‖Lr,max(p,q)(Ω,µ) . ‖∇f‖Lp,q(Ω,mn) + ‖f‖Ls,max(p,q)(Ω,ν)

requiriendo que para abiertos acotados g y G tales que
g ⊂ G,G ⊂ Ω se cumpla la desigualdad

µ(g)1/r . capp,q(g,G)1/p + ν(G)1/s.
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Sea X = X (Ω) un espacio de funciones cuasi-Banach en Ω.
Para t > 0, sea Mt la superficie de nivel

Mt := {x ∈ Ω : |f (x)| > t}.

Para K ⊂ G ⊂ Ω, denotamos

W (K ,G) := {u ∈ Lip0(G); u = 1 en un entorno de K , 0 ≤ u ≤ 1}.

Definimos la X -capacidad del conductor (K ,G) como:

CapX (K ,G) := inf{‖∇u‖X ; u ∈ W (K ,G)},

que para X = Lp,q y CapX = cap1/p
p,q resulta la de Costea y Maz’ya.

Denotamos CapX (·) = CapX (·,Ω) donde Ω es fijo.
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Para extender estos resultados con la misma técnica,

la clave va a
ser que el espacio que define la capacidad satisface una lower
p-estimate con constante uno y 1 ≤ p <∞.

Teorema
Sea a > 1 constante y 1 ≤ p <∞. Supongamos que X es un
espacio de funciones Banach que satisface una lower p−estimate
con M(p)(X ) = 1. Entonces para toda f ∈ Lip0(Ω)∫ ∞

0
tpCapX

(
{|f | > at}, {|f | > t}

)p dt
t
≤ ‖∇f‖p

X
log a

(a− 1)p .

Si γ es una función real decreciente tal que existen los límites γ(0) y
γ(∞) entonces

∫∞
0

[
γ(t)− γ(at)

] dt
t = (γ(0)− γ(∞)) log a.
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Prueba: Definimos Λt(f ) := min
{

(|f |−t)+

at−t ,1
}
. Λt(f ) ∈ W (Mat ,Mt)

CapX (Mat ,Mt) ≤
∥∥∥ 1

(a− 1)t
χMt\Mat |∇f |

∥∥∥
X
.

De la lower p−estimate de X con M(p)(X ) = 1, tenemos que

‖χMt\Mat |∇f |‖p
X + ‖χMat |∇f |‖p

X ≤ ‖χMt |∇f |‖p
X

y así ∫ ∞

0
tpCapX (Mat ,Mt)

p dt
t
≤

∫ ∞

0

1
(a− 1)p ‖χMt\Mat |∇f |‖p

X
dt
t

≤
∫ ∞

0

1
(a− 1)p ‖χMt |∇f |‖p

X
dt
t
−

∫ ∞

0

1
(a− 1)p ‖χMat |∇f |‖p

X
dt
t
.

Denotando γ(t) := 1
(a−1)p ‖χMt |∇f |‖p

X , por la observación resulta que∫ ∞

0
tpCapX (Mat ,Mt)

p dt
t

≤ 1
(a− 1)p ‖∇f‖p

X log a.
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¿Qué pasa si el espacio ya no cumple que la constante es uno?
El método anterior falla porque con el mismo argumento obtenemos
que

‖χMt\Mat |∇f |‖p
X ≤ M(p)(X )p‖χMt |∇f |‖p

X − ‖χMat |∇f |‖p
X ,

pero no es posible encontrar g a la cual aplicarle la observación.
Nuestro resultado es aplicable a gran número de espacios conocidos;
además, es válido para todo p positivo sin ninguna condición más.
Éste permite obtener mejoras en la integrabilidad de funciones
Lipschitz.
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Un espacio cuasi-Banach X es p−convexo o p−cóncavo si existe
M ≥ 1 tal que para n ∈ N y {fi}n

i=1 ⊂ X se cumple

∥∥∥( n∑
i=1

|fi |p
)1/p∥∥∥ ≤ M

( n∑
i=1

‖fi‖p
)1/p

( n∑
i=1

‖fi‖p
)1/p

≤ M
∥∥∥( n∑

i=1

|fi |p
)1/p∥∥∥,

respectivamente.

Como ejemplo, Lp(µ) es p-convexo y p-cóncavo con constante uno.
El espacio de Lorentz clásico, Λp,w , es p-convexo con constante uno
cuando w es decreciente, y es p-cóncavo con constante uno cuando
w es creciente.
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Dada A una álgebra de subconjuntos de Ω,

una función φ : A → R es
monótona si satisface φ(∅) = 0 y φ(A) ≤ φ(B) cuando A ⊂ B.
Decimos que φ es una sub-medida si para A,B ∈ A conjuntos
disjuntos

φ(A ∪ B) ≤ φ(A) + φ(B)

y una super-medida si φ(A ∪ B) ≥ φ(A) + φ(B).
Diremos que φ está normalizada si φ(Ω) = 1, y que φ satisface una
upper p-estimate si φp es una sub-medida.

Teorema
Supongamos que 0 < p < 1 y que φ es una super-medida
normalizada en Ω con una upper p−estimate. Entonces, existe una
medida µ en A tal que µ ≥ φ, µ(Ω) ≤ Kp, donde

Kp =
2

(2p − 1)1/p − 1.
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Teorema
Sea a > 1 constante. Tomemos 0 < p <∞. Supongamos que X es
un espacio de funciones Banach con una lower p−estimate. Tenemos∫ ∞

0
tpCapX ({|f | ≥ t})p dt

t
≤ 2pc ‖∇f‖p

X ,

para c = c(p,M(p)(X )).
Además se cumple:∫ ∞

0
tpCapX ({|f | > at}, {|f | > t})p dt

t
≤ c ‖|∇f |‖p

X , (6)

donde c = c(a,p,M(p)(X )).
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Caso p 6= 1:

Sea f ∈ Lip0(Ω) y asumamos s.p.g que ‖∇f‖X <∞, y
que ésta es positiva. Definimos la sub-medida

φ(A) =
‖|∇f |χA‖X
‖∇f‖X

(A ∈ B(Ω)).

De la lower p−estimate de X , resulta que para A1, · · · ,An ∈ B(Ω)
disjuntos se tiene:

φ(A1 ∪ · · · ∪ An) ≥
1

M(p)(X )
(φp(A1) + · · ·+ φp(An))

1/p
.

Definimos ψ(A) = sup
{∑n

i=1 φ
p(Ai)

}
donde el supremo recorre

todas las particiones (A1, · · · ,An) tales que A =
⋃

1≤i≤n Ai .
Entonces, ψ es una super-medida con una upper r−estimate donde
r := min(p,1/p) y

ψ(
M(p)(X )

)p ≤ φp ≤ ψ. (7)
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Definiendo ϕ(A) := ψ(A)
ψ(Ω) (A ∈ B(Ω)) obtenemos una super-medida

normalizada que satisface una upper r−estimate.

Por el Teorema de
Kalton-Montgomery-Smith, existe una medida µ en Ω tal que

ϕ ≤ µ, µ(Ω) ≤ Kr .

Tenemos que µ(Mt�Mat) = µ(Mt)− µ(Mat) siendo esta función
decreciente. Obtenemos pues que

µ(M0) log(a) =
∫∞

0 µ(Mt�Mat)
dt
t ≥

∫∞
0

ψ(Mt �Mat )
ψ(Ω)

dt
t ≥

1
ψ(Ω)

∫∞
0 φp(Mt�Mat)

dt
t = 1

ψ(Ω)

∫∞
0
‖|∇f |χMt �Mat‖

p

X
‖∇f‖p

X

dt
t .

Por tanto,
∫∞

0

∥∥|∇f |χMt �Mat

∥∥p
X

dt
t ≤ Kr

(
M(p)(X )

)p log a ‖∇f‖p
X .
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Consideremos ahora Λt(f ) = min
{

(|f |−t)+

(a−1)t ,1
}
.

Como

Λt(f ) ∈ W (M̄at ,Mt) y |∇Λt(f )| = 1
(a−1)t |∇f |χMt �Mat , resulta que:∥∥|∇f |χMt �Mat

∥∥p
X ≥ (a− 1)p tpCapX (M̄at ,Mt)

p.

Se termina insertando esta estimación en la parte izquierda de la
desigualdad integral anterior. Tenemos que c =

M(p)(X)pKr log a
(a−1)p .

Finalmente, si p = 1, resulta que X es q-cóncavo para todo q > 1.
Por ello puede ser renormado de manera equivalente de modo que el
espacio X con la nueva norma satisface una lower q-estimate con
constante uno y así podemos aplicar el primer resultado.
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Por ello puede ser renormado de manera equivalente de modo que el
espacio X con la nueva norma satisface una lower q-estimate con
constante uno y así podemos aplicar el primer resultado.
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El Teorema puede ser extendido al caso cuasi-Banach usando el
Teorema de Aoki.

Teorema
Sea a > 1 una constante. Tomemos 0 < p <∞. Supongamos que X
es un espacio de funciones que satisface una lower p−estimate.
Entonces para cada f ∈ Lip0(Ω) tenemos que∫ ∞

0
tpCapX ({|u| ≥ t})p dt

t
≤ 2pc1 ‖∇u‖p

X

con c1 = c(p, c,M(p)(X )) y c la constante asociada a la cuasi-norma
de X.
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Como es usual, si f ∈ L0(Ω), f ∗ denotará la reordenada decreciente de f ,
esto es

f ∗(t) = inf {λ > 0; µ {x ∈ Ω; |f (x)| > λ} ≤ t} ,

y f ∗∗(t) := t−1 ∫ t
0 f ∗(s) ds la función media.

Recordemos que X se dice
invariante por reordenamiento (r.i.) si ‖f‖ = ‖g‖ cuando f ∗ = g∗.

Ejemplo (Espacios de Lorentz clásicos)

Supongamos que 0 < p < ∞ y sea w un peso en (0,∞) que satisface la
condición

∫ 2t
0 w(s)ds .

∫ t
0 w(s)ds, de modo que el espacio de Lorentz

Λp(w) =
{

f ; ‖f‖Λp(w) :=

(∫ ∞

0
f ∗(x)pw(x) dx

)1/p

< ∞
}

, es cuasi-Banach.

Si w es creciente, entonces Λp(w) es p-cóncavo con constante uno. Si
0 <

∫ x
0 w(t)dt < ∞ y

∫∞
x t−pw(t)dt < ∞, entonces para p ≤ r < ∞,

Λp(w) satisface una lower r − estimate si, y solo si,

t−p/r ∫ t
0 w(s)ds es cuasi − creciente.
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Ejemplo (Espacios de Orlicz)

Sea µ(Ω) <∞, 1 < p ≤ 2 ≤ q <∞ y φ una función de Young.
Consideremos la norma de Luxemburg.

Lφ(Ω) satisface una lower q − estimate si, y solo si,
φ(λu) . λqφ(u) paraλ ≥ 1, 0 < q <∞ y todo u.

Si φ(λu) . λqφ(u) para todo λ ≥ 1 y u ≥ u0, entonces el espacio de
Orlicz Lφ(Ω) es r -cóncavo para todo r > q.

Si µ(Ω) = ∞, las anteriores condiciones necesitan ser satisfechas
para todo u ≥ 0.
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Ejemplo (Espacios Lp de norma mixta)

El espacio Lq(Ω2)[Lp(Ω1)] para 1 ≤ p,q ≤ ∞, definido por la
condición

‖f‖ :=
( ∫ ( ∫

|f (x , y)|p dµ1(x)
)q/p

dµ2(y)
)1/q

<∞,

satisface una lower pq−estimate con constante uno.

Si f y g son disjuntas, se sigue que ‖f + g‖pq ≥ ‖f‖pq + ‖g‖pq .
Lpn(µn)[. . . [Lp1(µ1)]] tiene una lower p1 · · ·pn−estimate con constante
uno.
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Ejemplo (Espacios de Lorentz clásicos de norma mixta)

Sea 1 ≤ p,q <∞ y, para cada función medible f en Ω = Ω1 × Ω2,

denotamos por f ∗y (x , t) la reordenada decreciente de f con respecto a
la segunda variable cuando la primera variable x es fijada. Sean u y
v pesos en Ω1 y Ω2, respectivamente.

El espacio Λq(v)[Λp(u)] definido por la condición

‖f‖Λq(v)[Λp(u)] :=
( ∫ ∞

0

[( ∫ ∞

0
(f ∗y (·, t))pu(t)dt

)∗
(s)

]q/p
v(s)ds

)1/q
< ∞

satisface una lower pq−estimate si u es tal que U(x) :=
∫ x

0 u(t) dt es
cuasi-superaditiva.
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)∗
(s)

]q/p
v(s)ds

)1/q
< ∞

satisface una lower pq−estimate

si u es tal que U(x) :=
∫ x

0 u(t) dt es
cuasi-superaditiva.
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Sea Ω un dominio, µ una medida de Borel en Ω y f medible.
Recordemos que la función de distribución de f es definida como

µf (λ) := µ{x ∈ Ω; |f (x)| > λ}, (λ ≥ 0).

Sea X cuasi-Banach con función fundamental

ϕX (t) := ‖χA‖ (µ(A) = t).

Para un peso w y 0 < p,q <∞, Λp,q(w) viene definido por la
condición

‖f‖Λp,q(w) '
( ∫ ∞

0
ptq−1W q/p(µf (t))dt

)1/q
<∞,

donde W (x) :=
∫ x

0 w(s)ds.

Pilar Silvestre Desigualdades capacitarias y estimaciones de Sobolev



Introducción
Estimaciones de convexidad

Capacidades de Sobolev dadas por cuasi-normas
Ejemplos

Aplicaciones a espacios r.i.
Referencias

Sea Ω un dominio, µ una medida de Borel en Ω y f medible.
Recordemos que la función de distribución de f es definida como

µf (λ) := µ{x ∈ Ω; |f (x)| > λ}, (λ ≥ 0).

Sea X cuasi-Banach con función fundamental

ϕX (t) := ‖χA‖ (µ(A) = t).

Para un peso w y 0 < p,q <∞, Λp,q(w) viene definido por la
condición

‖f‖Λp,q(w) '
( ∫ ∞

0
ptq−1W q/p(µf (t))dt

)1/q
<∞,

donde W (x) :=
∫ x

0 w(s)ds.

Pilar Silvestre Desigualdades capacitarias y estimaciones de Sobolev



Introducción
Estimaciones de convexidad

Capacidades de Sobolev dadas por cuasi-normas
Ejemplos

Aplicaciones a espacios r.i.
Referencias

Sea Ω un dominio, µ una medida de Borel en Ω y f medible.
Recordemos que la función de distribución de f es definida como

µf (λ) := µ{x ∈ Ω; |f (x)| > λ}, (λ ≥ 0).

Sea X cuasi-Banach con función fundamental

ϕX (t) := ‖χA‖ (µ(A) = t).

Para un peso w y 0 < p,q <∞, Λp,q(w) viene definido por la
condición

‖f‖Λp,q(w) '
( ∫ ∞

0
ptq−1W q/p(µf (t))dt

)1/q
<∞,

donde W (x) :=
∫ x

0 w(s)ds.

Pilar Silvestre Desigualdades capacitarias y estimaciones de Sobolev



Introducción
Estimaciones de convexidad

Capacidades de Sobolev dadas por cuasi-normas
Ejemplos

Aplicaciones a espacios r.i.
Referencias

Sea Ω un dominio, µ una medida de Borel en Ω y f medible.
Recordemos que la función de distribución de f es definida como

µf (λ) := µ{x ∈ Ω; |f (x)| > λ}, (λ ≥ 0).

Sea X cuasi-Banach con función fundamental

ϕX (t) := ‖χA‖ (µ(A) = t).

Para un peso w y 0 < p,q <∞, Λp,q(w) viene definido por la
condición

‖f‖Λp,q(w) '
( ∫ ∞

0
ptq−1W q/p(µf (t))dt

)1/q
<∞,

donde W (x) :=
∫ x

0 w(s)ds.

Pilar Silvestre Desigualdades capacitarias y estimaciones de Sobolev



Introducción
Estimaciones de convexidad

Capacidades de Sobolev dadas por cuasi-normas
Ejemplos

Aplicaciones a espacios r.i.
Referencias

Sean µ y ν dos medidas localmente finitas en Ω y 0 < p <∞.

Sea X
un espacio de funciones cuasi-Banach en Ω, Y r.i. en (Ω, µ), y sea Z
r.i. en (Ω, ν). Pueden renormarse de manera equivalente para tener
función fundamental derivable.

Teorema

Si X satisface una lower p−estimate, son equivalentes:

(i) Existe una constante A > 0 tal que

‖f‖Λ1,p(ϕ′
Y ) ≤ A(‖∇f‖X + ‖f‖Λ1,p(ϕ′

Z )) (f ∈ Lip0(Ω)).

(ii) Existe una constante B > 0 tal que

ϕY (µ(g)) ≤ B(CapX (ḡ,G) + ϕZ (ν(G))) (g ⊂⊂ G ⊂⊂ Ω).
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Teorema
Si X satisface una lower p−estimate, son equivalentes:

(i) ‖f‖Λ1,p(ϕ′
Y ) . ‖∇f‖X para cada f ∈ Lip0(Ω).

(ii) Para todo par de conjuntos g y G tales que g ⊂⊂ G ⊂⊂ Ω,
ϕY (µ(g)) . CapX (g,G).

Sea X r.i. con una lower p-estimate. Entonces para f ∈ Lip0(Ω)

‖f‖L1,p(CapX ) . ‖∇f‖X .

Además, si M(X ) denota al mayor espacio r.i. con la misma función
fundamental que X , se tiene que para f ∈ Lip0(Ω)

‖f‖M(X) . ‖∇f‖X ⇐⇒ ‖f‖Λ1,p(ϕ
′
X ) . ‖∇f‖X .
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