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Introduccién

Sea K C R3 un conductor. Tomemos una distribucion de carga en K
y dejemos que se mueva hasta llegar al equilibrio.
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Introduccién

Sea K C R3 un conductor. Tomemos una distribucion de carga en K
y dejemos que se mueva hasta llegar al equilibrio. Sea u la
distribucién de equilibrio. El potencial Newtoniano de la medida p,
U*(x f y) toma valor constante V en K.

La capamdad de Wiener de K es

1(K)

etk =17,

Pilar Silvestre Desigualdades capacitarias y estimaciones de Sobolev



Introduccién

Sea K C R3 un conductor. Tomemos una distribucion de carga en K
y dejemos que se mueva hasta llegar al equilibrio. Sea u la
distribucién de equilibrio. El potencial Newtoniano de la medida p,
U*(x f y) toma valor constante V en K.

La capamdad de Wiener de K es

HK)
V )

descrita por La Vallée Poussin como

C(K) =

C(K)=inf{|Vf|50<f<1,f=1onK} (feD)
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Introduccién

Sea K C R3 un conductor. Tomemos una distribucion de carga en K
y dejemos que se mueva hasta llegar al equilibrio. Sea u la
distribucic’)n de equilibrio. El potencial Newtoniano de la medida p,
U*(x f y) toma valor constante V en K.

La capamdad de Wiener de K es

HK)
V )

descrita por La Vallée Poussin como

C(K) =

C(K)=inf{|Vf|50<f<1,f=1onK} (feD)

Dado que una bola es de capacidad positiva y su frontera tiene la
misma capacidad, la capacidad no es una medida.

Maz'ya la extiende sustituyendo || - ||2 por || - ||p-
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Introduccién

Sea Q un dominio de R" con la medida de Lebesgue, mp,, K un
compacto de Q y Lip, () la clase de funciones Lipschitz con soporte
compacto en Q,
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Introduccién

Sea Q un dominio de R" con la medida de Lebesgue, mp,, K un
compacto de Q y Lip, () la clase de funciones Lipschitz con soporte
compacto en Q, Costea y Maz'ya definen

cap,, 4(K) := inf {||Vf||{,q; f € Lipy(Q), f > 1 alrededor de K},

Pilar Silvestre Desigualdades capacitarias y estimaciones de Sobolev



Introduccién

Sea Q un dominio de R" con la medida de Lebesgue, mp,, K un
compacto de Q y Lip, () la clase de funciones Lipschitz con soporte
compacto en Q, Costea y Maz'ya definen

cap,, 4(K) := inf {||Vf||{,q; f € Lipy(Q), f > 1 alrededor de K},

donde para1 < p< oo, 1 < g < ooy (£,u) un espacio de medida,
LP9(Q, ) viene definido por la condicion

i 1/q
e = ([ bl > go/rer) 7 < .
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Introduccién

De una funcién real de conjunto C definida sobre todo compacto K
de R" se dice que es una capacidad si satisface que:
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Introduccién

De una funcién real de conjunto C definida sobre todo compacto K
de R" se dice que es una capacidad si satisface que:

@ C(0)=0,0<C(K) < x,
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Introduccién

De una funcién real de conjunto C definida sobre todo compacto K
de R" se dice que es una capacidad si satisface que:

@ C(0)=0,0<C(K) < x,
e C(K1) < C(Kg) si Ki C Ko, y

Pilar Silvestre Desigualdades capacitarias y estimaciones de Sobolev



Introduccién

De una funcién real de conjunto C definida sobre todo compacto K
de R" se dice que es una capacidad si satisface que:

@ C(0)=0,0<C(K) < x,
e C(K1) < C(Kg) si Ki C Ko, y
Q C(KiUK) < c(C(Ky) + C(K2)).
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Introduccién

De una funcién real de conjunto C definida sobre todo compacto K
de R" se dice que es una capacidad si satisface que:

@ C(0)=0,0<C(K) < x,
e C(K1) < C(Kg) si Ki C Ko, y
Q C(KiUK) < c(C(Ky) + C(K2)).

Definida sobre todos los compactos, ésta se extiende a todos los
conjuntos considerando las capacidades interior y exterior.
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Introduccién

De una funcién real de conjunto C definida sobre todo compacto K
de R" se dice que es una capacidad si satisface que:

@ C(0)=0,0<C(K) < x,
e C(K1) < C(Kg) si Ki C Ko, y
Q C(KiUK) < c(C(Ky) + C(K2)).

Definida sobre todos los compactos, ésta se extiende a todos los
conjuntos considerando las capacidades interior y exterior.
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Introduccién

Maz’ya extiende la capacidad de Wiener para todo p > 1 como la
p-capacidad

cap,(K, Q) = inf{||Vf[[3; 0 < f <1, f = 1 alrededor de K'}

donde Q es un dominio de R"” y K un compacto de Q.

Pilar Silvestre Desigualdades capacitarias y estimaciones de Sobolev



Introduccién

Maz’ya extiende la capacidad de Wiener para todo p > 1 como la
p-capacidad

cap,(K, Q) = inf{||Vf[[3; 0 < f <1, f = 1 alrededor de K'}

donde Q es un dominio de R"” y K un compacto de Q.
Demuestra la desigualdad de Sobolev

—
~

/ cap,( Mat, M)d(t°) < c(a, p)|[ V113, (
0

donde M; es {x € Q : |f(x)| > t}.
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Introduccién

Maz’ya extiende la capacidad de Wiener para todo p > 1 como la
p-capacidad

cap,(K, Q) = inf{||Vf[[3; 0 < f <1, f = 1 alrededor de K'}

donde Q es un dominio de R"” y K un compacto de Q.
Demuestra la desigualdad de Sobolev

—
~

/0 capy( Mo, M)d(t°) < (@ p) V12, (

donde M; es {x € Q : |f(x)| > t}.
Herramienta util con aplicaciones a inclusiones de tipo Sobolev.
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Introduccién

Un espacio cuasi-Banach X satisface una lower p—estimate si existe
M > 1tal que parane N, {f;i}7_, C X con soportes disjuntos

()" <l |- I
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Introduccién

Un espacio cuasi-Banach X satisface una lower p—estimate si existe
M > 1tal que parane N, {f;i}7_, C X con soportes disjuntos

(éfiup) <MH( NONE

La menor M es la lower p-estimate constant, M) (X).
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Introduccién

Un espacio cuasi-Banach X satisface una lower p—estimate si existe
M > 1tal que parane N, {f;i}7_, C X con soportes disjuntos

(i) < w (S ) -

La menor M es la lower p-estimate constant, M) (X).
Para f, g funciones en L”9(Q, 1) con soportes disjuntos,

[l ety + 11 imsiy < I + gll ety
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Introduccién

Un espacio cuasi-Banach X satisface una lower p—estimate si existe
M > 1tal que parane N, {f;i}7_, C X con soportes disjuntos

(éfiup) <MH( NONE

La menor M es la lower p-estimate constant, M) (X).
Para f, g funciones en L”9(Q, 1) con soportes disjuntos,

IS + gl ey < IIf + gl ey

Asi tenemos lower estimates con constante uno.
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Introduccién

Gracias a estas desigualdades, Costea y Maz'ya para 1 < p < oo,
1<g<ooyKcCGCcCAQ,definen

capp (K, G) := inf{|[V|%q: f € Lipo(G), f > 1 alrededor de K}
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Introduccién

Gracias a estas desigualdades, Costea y Maz'ya para 1 < p < oo,
1<g<ooyKcCGCcCAQ,definen

capp (K, G) := inf{|[V|%q: f € Lipo(G), f > 1 alrededor de K}

y prueban que

| capp oM M)(E) € [V a1 ST <P). (@)
0
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Introduccién

Gracias a estas desigualdades, Costea y Maz'ya para 1 < p < oo,
1<g<ooyKcCGCcCAQ,definen

capp (K, G) := inf{|[V|%q: f € Lipo(G), f > 1 alrededor de K}

y prueban que

| a0 o(Wat, M)A(E) S [V Brci ey 1 <G <P). (2
0

/0 capp, o(Mat, M)?/P(t7) < [V1|diey (P< g < 0).  (3)
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Introduccién

Como aplicacién, para 1 < s < max(p,q) <r <oo,q>1
caracterizan la siguiente desigualdad
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Introduccién

Como aplicacién, para 1 < s < max(p,q) <r <oo,q>1
caracterizan la siguiente desigualdad

1fllre@,) S IV ea@,m + [[fllse@n (1 < g < p), (4)

1fllra@,y S IVFlea@,m,) + 1l sy (P < g < 0), (5)

esto es,
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Introduccién

Como aplicacién, para 1 < s < max(p,q) <r <oo,q>1
caracterizan la siguiente desigualdad

1fllre@,) S IV ea@,m + [[fllse@n (1 < g < p), (4)

1fllra@,y S IVFlea@,m,) + 1l sy (P < g < 0), (5)
esto es,

(Il rmaxto o,y S IVl pa(@,mg) + 1Fll s maxtoanq,u)
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Introduccién

Como aplicacién, para 1 < s < max(p,q) <r <oo,q>1
caracterizan la siguiente desigualdad

1fllre@,) S IV ea@,m + [[fllse@n (1 < g < p), (4)

1fllra@,y S IVFlea@,m,) + 1l sy (P < g < 0), (5)
esto es,
(Il rmaxto o,y S IVl pa(@,mg) + 1Fll s maxtoanq,u)

requiriendo que para abiertos acotados g y G tales que
g C G, G c Q se cumpla la desigualdad

w@)" S capy (9, G)'/P + v(G)V/°.
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Introduccién

Sea X = X(Q) un espacio de funciones cuasi-Banach en Q.
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Introduccién

Sea X = X(Q) un espacio de funciones cuasi-Banach en Q.
Para t > 0, sea M; la superficie de nivel

My = {x € Q:|f(x)] > t}.

Pilar Silvestre Desigualdades capacitarias y estimaciones de Sobolev



Introduccién

Sea X = X(Q) un espacio de funciones cuasi-Banach en Q.
Para t > 0, sea M; la superficie de nivel

M= {x € Q:|f(x)| > t}.
Para K c G c Q, denotamos

W(K, G) := {u € Lipy(G); u=1enunentornode K, 0 <u <1}
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Introduccién

Sea X = X(Q) un espacio de funciones cuasi-Banach en Q.
Para t > 0, sea M; la superficie de nivel

M; = {x € Q: |f(x)| > t}.
Para K c G C Q, denotamos
W(K, G) := {u € Lipy(G); u=1enunentornode K, 0 <u <1}
Definimos la X-capacidad del como:
Capy(K, G) := inf{||Vu||x; u € W(K,G)},

que para X = LP9y Capy = cap;,/é) resulta la de Costea y Maz'ya.
Denotamos Capy(-) = Capy(-, 2) donde Q es fijo.
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Introduccién

Para extender estos resultados con la misma técnica,
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Introduccién

Para extender estos resultados con la misma técnica, la clave va a
ser que el espacio que define la capacidad satisface una lower
p-estimate
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Introduccién

Para extender estos resultados con la misma técnica, la clave va a
ser que el espacio que define la capacidad satisface una lower
p-estimate

Teorema

Sea a > 1 constante y 1 < p < co. Supongamos que X es un
espacio de funciones Banach que satisface una lower p—estimate
con My (X) = 1. Entonces para toda f € Lipy(£2)

log a

X(a—1)P

/ N *Capy ({171 > at}, {If| > t}) =< VAR
0
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Introduccién

Para extender estos resultados con la misma técnica, la clave va a
ser que el espacio que define la capacidad satisface una lower
p-estimate

Teorema

Sea a > 1 constante y 1 < p < co. Supongamos que X es un
espacio de funciones Banach que satisface una lower p—estimate
con My (X) = 1. Entonces para toda f € Lipy(£2)

log a

| e (TT=2.01 > 1) § < 19 2200

Si v es una funcién real decreciente tal que existen los limites v(0) y
7(00) entonces [ [1(t) = 1(at)] % = (4(0) — (<)) log a
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Introduccién

Prueba: Definimos A4(f) := min{%, 1 } Ai(f) € W(Mgt, My)

1

Capy(Mar, Mr) < memm

\Vf|” .
X
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Introduccién

Prueba: Definimos A4(f) := min{%, 1 } Ai(f) € W(Mgt, My)

— 1
Capy(Mat, M) < HWXM’\M“W”HX'
De la lower p—estimate de X con M, (X) = 1, tenemos que

HXMt\Mar|VfH|§( + ||XMaz|Vf|Hp < HXM[|Vf|||I))(
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Introduccién

Prueba: Definimos A4(f) := min{%, 1 } Ai(f) € W(Mgt, My)

— 1
Capy(Mat, M) < HWXM’\M“W”HX'
De la lower p—estimate de X con M, (X) = 1, tenemos que

HXMt\Mar|VfH|§( + ||XMaz|Vf|Hp < HXM[|Vf|||I))(
y asi
e dt > 1 at
/ {2 Capy (Mot, Mp)? / s VIS T
0 o (@a—1)p t

o 1 at * 1 dt
< (a_1\p er / A 1o IXMa VA%
| ol v1s F - [ o I
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Introduccién

Prueba: Definimos A4(f) := min{%, 1 } Ai(f) € W(Mgt, My)

— 1
Capy(Mat, M) < HWXM’\M“W”HX'
De la lower p—estimate de X con M, (X) = 1, tenemos que

HXMt\Mar|VfH|§( + ||XMaz|Vf|Hp < HXM[|Vf|||I))(
y asi
dt o 1 at
/ tpcapx Matu Mf / 7||XMI\Mat|vf|”X
o (@a—1) t

1 at * 1 at
<[ ﬁnmwnnx - [ g lhoml v 5

Denotando «(t) := = 1)p Ixm | Vl|%, por la observacion resulta que

> 5 dt 1
PC P —_—
/o tPCapy (Mat, M) ; < (@ 1)
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Introduccién

¢Qué pasa si el espacio ya no cumple que la constante es uno?
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Introduccién

¢ Qué pasa si el espacio ya no cumple que la constante es uno?
El método anterior falla porque con el mismo argumento obtenemos
que

Ixmma VAR < Mgy (X)PIxan [V L1 = Ixan [V HTR

pero no es posible encontrar g a la cual aplicarle la observacion.
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Introduccién

¢ Qué pasa si el espacio ya no cumple que la constante es uno?
El método anterior falla porque con el mismo argumento obtenemos

que
Ixmma VAR < Mgy (X)PIxan [V L1 = Ixan [V HTR
pero no es posible encontrar g a la cual aplicarle la observacion.

Nuestro resultado es aplicable a gran nUmero de espacios conocidos;
ademas, es vélido para todo p positivo sin ninguna condicion mas.
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Introduccién

¢ Qué pasa si el espacio ya no cumple que la constante es uno?
El método anterior falla porque con el mismo argumento obtenemos
que

X wae | VT < Moy (XP x| V11 = lxease [V AR

pero no es posible encontrar g a la cual aplicarle la observacion.
Nuestro resultado es aplicable a gran nUmero de espacios conocidos;

ademas, es valido para todo p positivo sin ninguna condicion mas.
Este permite obtener mejoras en la integrabilidad de funciones
Lipschitz.
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Estimaciones de convexidad

Un espacio cuasi-Banach X es p—convexo o p—concavo si existe
M > 1talque parane Ny {fi}7 , C X se cumple

H(imw)”"u < M(i 1)
i=1 i=1

1/p

9

(Z1 jae) " < MH(ém")

respectivamente.
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Estimaciones de convexidad

Un espacio cuasi-Banach X es p—convexo o p—concavo si existe
M > 1talque parane Ny {fi}7 , C X se cumple

(i) = ()
i=1 i=1

1/p

9

(Z1 jae) " < MH(ém")

respectivamente.
Como ejemplo, LP(u) es p-convexo y p-concavo con constante uno.
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Estimaciones de convexidad

Un espacio cuasi-Banach X es p—convexo o p—concavo si existe
M > 1talque parane Ny {fi}7 , C X se cumple

I(5 ) =)
i=1 i=1

n n

(S1p) " < M| (1me)

i=1 i=1
respectivamente.
Como ejemplo, LP(u) es p-convexo y p-concavo con constante uno.
El espacio de Lorentz clasico, A, w, €s p-convexo con constante uno
cuando w es decreciente, y es p-concavo con constante uno cuando
w es creciente.
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Capacidades de Sobolev dadas por cuasi-normas

Dada A una algebra de subconjuntos de €,
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Capacidades de Sobolev dadas por cuasi-normas

Dada A una algebra de subconjuntos de €, una funcién ¢ : A — R es
monotona si satisface ¢(2) = 0y ¢(A) < ¢(B) cuando A C B.
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Capacidades de Sobolev dadas por cuasi-normas

Dada A una algebra de subconjuntos de €, una funcién ¢ : A — R es
monotona si satisface ¢(2) = 0y ¢(A) < ¢(B) cuando A C B.
Decimos que ¢ es una sub-medida si para A, B € A conjuntos

disjuntos
P(AUB) < ¢(A) + ¢(B)
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Capacidades de Sobolev dadas por cuasi-normas

Dada A una algebra de subconjuntos de €, una funcién ¢ : A — R es
monotona si satisface ¢(2) = 0y ¢(A) < ¢(B) cuando A C B.
Decimos que ¢ es una sub-medida si para A, B € A conjuntos
disjuntos

(AU B) < ¢(A) + ¢(B)

y una super-medida si p(AU B) > ¢(A) + ¢(B).
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Capacidades de Sobolev dadas por cuasi-normas

Dada A una algebra de subconjuntos de €, una funcién ¢ : A — R es
monotona si satisface ¢(2) = 0y ¢(A) < ¢(B) cuando A C B.
Decimos que ¢ es una sub-medida si para A, B € A conjuntos

disjuntos
P(AUB) < ¢(A) + ¢(B)

y una super-medida si p(AU B) > ¢(A) + ¢(B).
Diremos que ¢ estd normalizada si ¢(Q2) = 1,
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Capacidades de Sobolev dadas por cuasi-normas

Dada A una algebra de subconjuntos de €, una funcién ¢ : A — R es
monotona si satisface ¢(2) = 0y ¢(A) < ¢(B) cuando A C B.
Decimos que ¢ es una sub-medida si para A, B € A conjuntos
disjuntos

(AU B) < ¢(A) + ¢(B)

y una super-medida si p(AU B) > ¢(A) + ¢(B
Diremos que ¢ estd normalizada si ¢(Q2) = 1,
si ¢P es una .

).
y que ¢ satisface una
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Capacidades de Sobolev dadas por cuasi-normas

Dada A una algebra de subconjuntos de €, una funcién ¢ : A — R es
monotona si satisface ¢(2) = 0y ¢(A) < ¢(B) cuando A C B.
Decimos que ¢ es una sub-medida si para A, B € A conjuntos
disjuntos

(AU B) < ¢(A) + ¢(B)

y una super-medida si p(AU B) > ¢(A) + ¢(B
Diremos que ¢ estd normalizada si ¢(Q2) = 1,
si ¢P es una .

).
y que ¢ satisface una

Teorema

Supongamos que 0 < p < 1 y que ¢ es una super-medida
normalizada en 2 con una upper p—estimate. Entonces, existe una
medida . en A tal que i > ¢, () < Ky, donde

_Z
(20 —1)'/P
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Capacidades de Sobolev dadas por cuasi-normas

Teorema

Sea a > 1 constante. Tomemos 0 < p < co. Supongamos que X es
un espacio de funciones Banach con una lower p—estimate. Tenemos

| Peaptiin = 0y < 20| v,
0

para ¢ = c(p, Mp)(X)).
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Capacidades de Sobolev dadas por cuasi-normas

Teorema

Sea a > 1 constante. Tomemos 0 < p < co. Supongamos que X es
un espacio de funciones Banach con una lower p—estimate. Tenemos

| Peaptiin = 0y < 20| v,
0

para ¢ = c(p, Mp)(X)).
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Capacidades de Sobolev dadas por cuasi-normas

Teorema

Sea a > 1 constante. Tomemos 0 < p < co. Supongamos que X es
un espacio de funciones Banach con una lower p—estimate. Tenemos

| Peaptiin = 0y < 20| v,
0

para ¢ = c(p, M(p)(X)).
Ademas se cumple:

o —_— dt
/0 t*Capx({If > at} {If| > t})° = < c|[V1]lk. (6)

donde ¢ = c(a, p, Mp)(X)).
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Capacidades de Sobolev dadas por cuasi-normas

Caso p # 1:
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Capacidades de Sobolev dadas por cuasi-normas

Caso p # 1: Sea f € Lipg(Q2) y asumamos s.p.g que || Vf|[, < oo,y
que ésta es positiva.
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Capacidades de Sobolev dadas por cuasi-normas

Caso p # 1: Sea f € Lipg(Q2) y asumamos s.p.g que || Vf|[, < oo,y
que ésta es positiva. Definimos la sub-medida

_ VAxallx

o(A) = Tl (A e B@).

Pilar Silvestre Desigualdades capacitarias y estimaciones de Sobolev



Capacidades de Sobolev dadas por cuasi-normas

Caso p # 1: Sea f € Lipg(Q2) y asumamos s.p.g que || Vf|[, < oo,y
que ésta es positiva. Definimos la sub-medida
IV xallx
O(A) = T X
A= "7

De la lower p—estimate de X, resulta que para A¢,--- , A, € B(Q)
disjuntos se tiene:

(A € B()).

y
M(p)(X )

H(AU---UAp) > (¢P(A1)+...+¢P(An))1/!?.
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Capacidades de Sobolev dadas por cuasi-normas

Caso p # 1: Sea f € Lipg(Q2) y asumamos s.p.g que || Vf|[, < oo,y
que ésta es positiva. Definimos la sub-medida

o(a) = IV Ixallx (4 < pay).

IVl x
De la lower p—estimate de X, resulta que para A¢,--- , A, € B(Q)
disjuntos se tiene:
1 1/p
AU---UA)> — (dP(A S L OP(A .
GA U U AD) 2 s (7(A) -+ 0P (An)

Definimos ¢(A) = sup { ST ¢P(A,-)} donde el supremo recorre
todas las particiones (Ay, - , Ay) tales que A = ;< , Ai.
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Capacidades de Sobolev dadas por cuasi-normas

Caso p # 1: Sea f € Lipg(Q2) y asumamos s.p.g que || Vf|[, < oo,y
que ésta es positiva. Definimos la sub-medida

IV xallx
H(A) = A€ B(Q)).
(A) = g X (A€ B@)
De la lower p—estimate de X, resulta que para A¢,--- , A, € B(Q)
disjuntos se tiene:
1

H(AU---UAp) > (¢P(A1)+...+¢P(An))1/!?.

M) (X)
Definimos ¢(A) = sup { ST ¢P(A,-)} donde el supremo recorre

todas las particiones (A1, --- ,Ap) tales que A= {J;;, Ai.
Entonces, 3 es una super-medida con una upper r—estimate donde
r = min(p,1/p) y

— L < PP < ). 7
(M(p)(X))p_¢ =Y )
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Capacidades de Sobolev dadas por cuasi-normas

Definiendo ¢(A) := % (A € B(RQ2)) obtenemos una super-medida
normalizada que satisface una upper r—estimate.
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Capacidades de Sobolev dadas por cuasi-normas

Definiendo ¢(A) := % (A € B(RQ2)) obtenemos una super-medida

normalizada que satisface una upper r—estimate. Por el Teorema de
Kalton-Montgomery-Smith, existe una medida p en Q tal que

¢ <p w(2) <K
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Capacidades de Sobolev dadas por cuasi-normas

Definiendo ¢(A) := % (A € B(RQ2)) obtenemos una super-medida

normalizada que satisface una upper r—estimate. Por el Teorema de
Kalton-Montgomery-Smith, existe una medida p en Q tal que
< p, w() <K

Tenemos que (M \Mat) = u(M;) — (Mg) siendo esta funcion
decreciente.
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Capacidades de Sobolev dadas por cuasi-normas

Definiendo ¢(A) := w(ﬂ) (A € B(RQ2)) obtenemos una super-medida
normalizada que satisface una upper r—estimate. Por el Teorema de
Kalton-Montgomery-Smith, existe una medida p en Q tal que

¢ <p w(2) <K

Tenemos que (M \Mat) = u(M;) — (Mg) siendo esta funcion
decreciente. Obtenemos pues que

p(Mo)log(a) = [~ (M \Mat) ¥ >[5~ %% >
1 (oo HW"\XM\MQ 15 &
w@ Jo PMNMa) ¥ = iy Jo~ g T
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Capacidades de Sobolev dadas por cuasi-normas

Definiendo ¢(A) := w(ﬂ) (A € B(RQ2)) obtenemos una super-medida
normalizada que satisface una upper r—estimate. Por el Teorema de
Kalton-Montgomery-Smith, existe una medida p en Q tal que

¢ <p w(2) <K

Tenemos que (M \Mat) = u(M;) — (Mg) siendo esta funcion
decreciente. Obtenemos pues que

p(Mo)log(a) = [~ (M \Mat) ¥ >[5~ %% >
1 o0 H|V"\XM,\M2[H d
fo P(MPN\ M) & r = 7@ Jo f pr tt_

Portanto, f; 971 xusm w5 % < Ko (M(X))”log a [V 1]
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Capacidades de Sobolev dadas por cuasi-normas

Consideremos ahora As(f) = min { ((‘;‘ f),* 1 }

Pilar Silvestre Desi dades capacitarias y estimaciones de Sobolev



Capacidades de Sobolev dadas por cuasi-normas

Consideremos ahora A¢(f) = min { ((‘;‘__1’;; )1 } . Como

A(F) € W(Mgt, My) y |[VA(F)| = ﬁ IV XM M, resulta que:
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Capacidades de Sobolev dadas por cuasi-normas

(a—1)t >
Ni(f) € W(Mg, My) y [VA(F)] = ﬁ |V XM~ m,» resulta que:

Consideremos ahora A¢(f) = min { =0, 4 } . Como

IV [ = (@ = 1)° 2 Capx (Mar, My)P.

Se termina insertando esta estimacion en la parte izquierda de la
desigualdad integral anterior.
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Capacidades de Sobolev dadas por cuasi-normas

Consideremos ahora A¢(f) = min { ((‘;‘__1’;; )1 } . Como

A(F) € W(Mgt, My) y |[VA(F)| = ﬁ IV XM M, resulta que:

IV [ = (@ = 1)° 2 Capx (Mar, My)P.

Se termina insertando esta estimacion en la parte izquierda de la

desigualdad integral anterior. Tenemos que ¢ = W
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Capacidades de Sobolev dadas por cuasi-normas

Considererrlos ahora A¢(f) = min { ((‘;‘__1’;; 1 } . Como
Ni(f) € W(Mg, My) y [VA(F)] = ﬁ |V XM~ m,» resulta que:
IV [ = (@ = 1)° 2 Capx (Mar, My)P.

Se termina insertando esta estimacion en la parte izquierda de la
. . . My (X)PKloga
desigualdad integral anterior. Tenemos que ¢ = 'J(a_iw,

Finalmente, si p = 1, resulta que X es g-céncavo para todo g > 1.
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Capacidades de Sobolev dadas por cuasi-normas

Consideremos ahora A¢(f) = min { ((‘;‘__1’;; )1 } . Como

A(F) € W(Mgt, My) y |[VA(F)| = ﬁ IV XM M, resulta que:

IV [ = (@ = 1)° 2 Capx (Mar, My)P.

Se termina insertando esta estimacion en la parte izquierda de la

desigualdad integral anterior. Tenemos que ¢ = W

Finalmente, si p = 1, resulta que X es g-céncavo para todo g > 1.
Por ello puede ser renormado de manera equivalente de modo que el
espacio X con la nueva norma satisface una lower g-estimate con
constante uno
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Capacidades de Sobolev dadas por cuasi-normas

Consideremos ahora A¢(f) = min { ((‘;‘__1’;; )1 } . Como

A(F) € W(Mgt, My) y |[VA(F)| = ﬁ IV XM M, resulta que:

IV [ = (@ = 1)° 2 Capx (Mar, My)P.

Se termina insertando esta estimacion en la parte izquierda de la

desigualdad integral anterior. Tenemos que ¢ = W

Finalmente, si p = 1, resulta que X es g-céncavo para todo g > 1.
Por ello puede ser renormado de manera equivalente de modo que el
espacio X con la nueva norma satisface una lower g-estimate con
constante uno y asi podemos aplicar el primer resultado. O
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Capacidades de Sobolev dadas por cuasi-normas

El Teorema puede ser extendido al caso cuasi-Banach usando el
Teorema de Aoki.
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Capacidades de Sobolev dadas por cuasi-normas

El Teorema puede ser extendido al caso cuasi-Banach usando el
Teorema de Aoki.

Teorema

Sea a > 1 una constante. Tomemos 0 < p < co. Supongamos que X
es un espacio de funciones que satisface una lower p—estimate.
Entonces para cada f € Lipy(2) tenemos que

| Peapiul = 0P < 2o [vulf
0

con ¢1 = ¢(p, ¢, M) (X)) y ¢ la constante asociada a la cuasi-norma
de X.
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Ejemplos

Como es usual, si f € Lo(Q2), f* denotara la reordenada decreciente de f,
esto es

f*(t)y=inf {A>0; p{x e
y F(t) ==t~ [ £*(s) ds la funcién media.

f) > A} < t},
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Ejemplos

Como es usual, si f € Lo(Q2), f* denotara la reordenada decreciente de f,
esto es

f*(t) = inf {A>0; u{x € Q;|f(x)] > A} < t},
y £ (t) = t7" ]‘0’ f*(s) ds la funciéon media. Recordemos que X se dice
invariante por reordenamiento (r.i.) si ||f|| = ||g|| cuando f* = g*.
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Ejemplos

Como es usual, si f € Lo(Q2), f* denotara la reordenada decreciente de f,
esto es

(1) =
y F(t) ==t~ [ £*(s) ds la funcién media.

) > A<t}

Ejemplo (Espacios de Lorentz clasicos)

Supongamos que 0 < p < co y sea w un peso en (0, co) que satisface la
condicion fo (8)ds < fo w(s)ds, de modo que el espacio de Lorentz

o 1/p
No(W) = ) = (/0 *(x)Pw(x) dx) < oo}, es cuasi-Banach.
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Ejemplos

Como es usual, si f € Lo(Q2), f* denotara la reordenada decreciente de f,
esto es

(1) =
y F(t) ==t~ [ £*(s) ds la funcién media.

) > A<t}

Ejemplo (Espacios de Lorentz clasicos)

Supongamos que 0 < p < co y sea w un peso en (0, co) que satisface la
condicion fo (8)ds < fo w(s)ds, de modo que el espacio de Lorentz

o 1/p
No(W) = ) = (/0 *(x)Pw(x) dx) < oo}, es cuasi-Banach.

Si w es creciente, entonces Ap(w) es p-concavo con constante uno.
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Ejemplos

Como es usual, si f € Lo(Q2), f* denotara la reordenada decreciente de f,
esto es

(1) =
y F(t) ==t~ [ £*(s) ds la funcién media.

) > A<t}

Ejemplo (Espacios de Lorentz clasicos)

Supongamos que 0 < p < co y sea w un peso en (0, co) que satisface la
condicion fo (8)ds < fo w(s)ds, de modo que el espacio de Lorentz

o 1/p
No(W) = ) = (/0 *(x)Pw(x) dx) < oo}, es cuasi-Banach.

Siwes creciente entonces Ap(w) es p-cédncavo con constante uno. Si
0< jo t)dt < o yj t~Pw(t)dt < oo, entonces para p < r < oo,
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Ejemplos

Como es usual, si f € Lo(Q2), f* denotara la reordenada decreciente de f,
esto es

(1) =
y F(t) ==t~ [ £*(s) ds la funcién media.

) > A<t}

Ejemplo (Espacios de Lorentz clasicos)

Supongamos que 0 < p < co y sea w un peso en (0, co) que satisface la
condicion fo (8)ds < fo w(s)ds, de modo que el espacio de Lorentz

o 1/p
No(W) = ) = (/0 *(x)Pw(x) dx) < oo}, es cuasi-Banach.

Siwes creciente entonces Ap(w) es p-cédncavo con constante uno. Si
0< jo t)dt < o yj t~Pw(t)dt < oo, entonces para p < r < oo,

Np(w) satisface una lower r — estimate si, y solo si,
=P/ fot w(s)ds es cuasi — creciente.
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Ejemplos

Ejemplo (Espacios de Orlicz)

Sea () < oo, 1 <p<2<g< oy ¢una funcién de Young.
Consideremos la norma de Luxemburg.
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Ejemplos

Ejemplo (Espacios de Orlicz)

Sea () < oo, 1 <p<2<g< oy ¢una funcién de Young.
Consideremos la norma de Luxemburg.

L,(Q2) satisface una lower g — estimate si, y solo si,
o(Au) < Ngp(u)parar > 1,0 < g < oo y todo u.
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Ejemplos

Ejemplo (Espacios de Orlicz)

Sea () < oo, 1 <p<2<g< oy ¢una funcién de Young.
Consideremos la norma de Luxemburg.

L,(Q2) satisface una lower g — estimate si, y solo si,
o(Au) < Ngp(u)parar > 1,0 < g < oo y todo u.

Si p(Au) S N¢(u) paratodo A > 1y u > up,
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Ejemplos

Ejemplo (Espacios de Orlicz)
Sea () < oo, 1 <p<2<g< oy ¢una funcién de Young.
Consideremos la norma de Luxemburg.

L,(Q2) satisface una lower g — estimate si, y solo si,
o(Au) < Ngp(u)parar > 1,0 < g < oo y todo u.

Si p(Au) S N9¢(u) paratodo A > 1y u > up, entonces el espacio de
Orlicz L4(2) es r-céncavo para todo r > q.
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Ejemplos

Ejemplo (Espacios de Orlicz)

Sea () < oo, 1 <p<2<g< oy ¢una funcién de Young.
Consideremos la norma de Luxemburg.
L,(Q2) satisface una lower g — estimate si, y solo si,
o(Au) < Ngp(u)parar > 1,0 < g < oo y todo u.
Si p(Au) S N9¢(u) paratodo A > 1y u > up, entonces el espacio de
Orlicz L4(2) es r-céncavo para todo r > q.

Si 1(2) = oo, las anteriores condiciones necesitan ser satisfechas
para todo u > 0.
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Ejemplos

Ejemplo (Espacios LP de norma mixta)

El espacio L9(€2,)[LP(21)] para 1 < p, q < oo, definido por la
condicion

1= ([ ([ 1t yP dun0) ™ ) < o,

satisface una lower pg—estimate con constante uno.
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Ejemplos

Ejemplo (Espacios LP de norma mixta)

El espacio L9(€2,)[LP(21)] para 1 < p, q < oo, definido por la
condicion

1= ([ ([ 1t yP dun0) ™ ) < o,

satisface una lower pg—estimate con constante uno.

Pilar Silvestre Desigualdades capacitarias y estimaciones de Sobolev



Ejemplos

Ejemplo (Espacios LP de norma mixta)

El espacio L9(€2,)[LP(21)] para 1 < p, q < oo, definido por la
condicion

1= ([ ([ 1t yP dun0) ™ ) < o,

satisface una lower pg—estimate con constante uno.

Si f y g son disjuntas, se sigue que ||f + g|[P? > ||f||P? + ||g|P?.

Pilar Silvestre Desigualdades capacitarias y estimaciones de Sobolev



Ejemplos

Ejemplo (Espacios LP de norma mixta)

El espacio L9(€2,)[LP(21)] para 1 < p, q < oo, definido por la
condicion

1= ([ ([ 1t yP dun0) ™ ) < o,

satisface una lower pg—estimate con constante uno.

Si f y g son disjuntas, se sigue que ||f + g|[P? > ||f||P? + ||g|P?.
LPr(up)[. - - [LP(p1)]] tiene una lower p; - - - p,—estimate con constante
uno.
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Ejemplos

Ejemplo (Espacios de Lorentz clasicos de norma mixta)

Sea1 < p,g < xVy, para cada funciéon medible f en Q = Q4 x Qy,
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Ejemplos

Ejemplo (Espacios de Lorentz clasicos de norma mixta)

Sea1 < p,g < xVy, para cada funciéon medible f en Q = Q4 x Qy,
denotamos por f;(x, t) la reordenada decreciente de f con respecto a
la segunda variable cuando la primera variable x es fijada.
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Ejemplos

Ejemplo (Espacios de Lorentz clasicos de norma mixta)

Sea1 < p,g < xVy, para cada funciéon medible f en Q = Q4 x Qy,
denotamos por f;(x, t) la reordenada decreciente de f con respecto a
la segunda variable cuando la primera variable x es fijada. Sean u 'y
v pesos en Q1 y Qo, respectivamente.
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Ejemplos

Ejemplo (Espacios de Lorentz clasicos de norma mixta)

Sea1 < p,g < xVy, para cada funciéon medible f en Q = Q4 x Qy,
denotamos por f;(x, t) la reordenada decreciente de f con respecto a
la segunda variable cuando la primera variable x es fijada. Sean u 'y
v pesos en Q1 y Qo, respectivamente.

El espacio A9(v)[AP(u)] definido por la condicion

1 lsevypmogey = (/Ooo [(/Ooo(f;(.7 t))Pu(t)dt)*(s)} q/pv(s)ds)uq e

satisface una lower pg—estimate
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Ejemplos

Ejemplo (Espacios de Lorentz clasicos de norma mixta)

Sea1 < p,g < xVy, para cada funciéon medible f en Q = Q4 x Qy,
denotamos por f;(x, t) la reordenada decreciente de f con respecto a
la segunda variable cuando la primera variable x es fijada. Sean u 'y
v pesos en Q1 y Qo, respectivamente.

El espacio A9(v)[AP(u)] definido por la condicion

1 lsevypmogey = (/Ooo [(/Ooo(f;(.7 t))Pu(t)dt)*(s)} q/pv(s)ds)uq e

satisface una lower pg—estimate si u es tal que U(x) := fox u(t) dt es
cuasi-superaditiva.
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Aplicaciones a espacios r.i.

Sea Q un dominio, x una medida de Borel en Q y f medible.

Pilar Silvestre Desigualdades capacitarias y estimaciones de Sobolev



Aplicaciones a espacios r.i.

Sea Q un dominio, x una medida de Borel en Q y f medible.
Recordemos que la funcién de distribucion de f es definida como

wr(A) = p{x € Q;

f(x)] > A}, (A>0).
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Aplicaciones a espacios r.i.

Sea Q un dominio, x una medida de Borel en Q y f medible.
Recordemos que la funcién de distribucion de f es definida como

ui(A) = p{x € Qi F(x)| > A}, (A > 0).
Sea X cuasi-Banach con funcion fundamental

ex(t) = lIxal  (u(A) =1).
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Aplicaciones a espacios r.i.

Sea Q un dominio, x una medida de Borel en Q y f medible.
Recordemos que la funcién de distribucion de f es definida como

ui(A) = p{x € Qi F(x)| > A}, (A > 0).
Sea X cuasi-Banach con funcion fundamental
ox(t) = llxal  (u(A)=1).

Para un peso wy 0 < p, q < oo, A"9(w) viene definido por la
condicion

o 1/q
(11l Ap.a(w) == (/o pta~! Wq/p(Mf(t))dt) < 00,

donde W(x) := [, w(s)ds.
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Aplicaciones a espacios r.i.

Sean ;1 y v dos medidas localmente finitasen Qy 0 < p < oo.

Pilar Silvestre Desigualdades capacitarias y estimaciones de Sobolev



Aplicaciones a espacios r.i.

Sean ;. y v dos medidas localmente finitasen Qy 0 < p < co. Sea X
un espacio de funciones cuasi-Banach en €,
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Aplicaciones a espacios r.i.

Sean ;. y v dos medidas localmente finitasen Qy 0 < p < co. Sea X
un espacio de funciones cuasi-Banach en €, en ,

Pilar Silvestre Desigualdades capacitarias y estimaciones de Sobolev



Aplicaciones a espacios r.i.

Sean ;. y v dos medidas localmente finitasen Qy 0 < p < co. Sea X
un espacio de funciones cuasi-Banach en , en ,yseaZ
ri. en (Q,v).
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Aplicaciones a espacios r.i.

Sean ;. y v dos medidas localmente finitasen Qy 0 < p < co. Sea X
un espacio de funciones cuasi-Banach en , en ,yseaZ
ri. en (Q,v). Pueden renormarse de manera equivalente para tener
funcién fundamental derivable.
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Aplicaciones a espacios r.i.

Sean ;. y v dos medidas localmente finitasen Qy 0 < p < co. Sea X
un espacio de funciones cuasi-Banach en €, en ,yseaZ
ri. en (Q,v).

Teorema

Si X satisface una lower p—estimate, son equivalentes:

(i) Existe una constante A > 0 tal que
1fllarecy) < AUIVEIx + Ifllaregey))  (F € Lipg(€2)).
(if) Existe una constante B > 0 tal que

(11(9)) < B(Capx(9, G) + »v2(v(G))) (9 cc G C Q).
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Aplicaciones a espacios r.i.

Teorema
Si X satisface una lower p—estimate, son equivalentes:
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Aplicaciones a espacios r.i.

Teorema
Si X satisface una lower p—estimate, son equivalentes:

(i) fllarec ) S IIVElx para cada f € Lipy(Q2).
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Aplicaciones a espacios r.i.

Teorema
Si X satisface una lower p—estimate, son equivalentes:

(i) fllarec ) S IIVElx para cada f € Lipy(Q2).

(ii) Para todo par de conjuntos g y G tales que g cc G ccC 9,
(1(9)) < Capx(9, G)-
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Aplicaciones a espacios r.i.

Teorema
Si X satisface una lower p—estimate, son equivalentes:

(i) fllarec ) S IIVElx para cada f € Lipy(Q2).

(ii) Para todo par de conjuntos g y G tales que g cc G ccC 9,
(1(9)) < Capx(9, G)-
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Teorema
Si X satisface una lower p—estimate, son equivalentes:

(i) fllarec ) S IIVElx para cada f € Lipy(Q2).

(ii) Para todo par de conjuntos g y G tales que g cc G ccC 9,
(1(9)) < Capx(9, G)-

Sea X r.i. con una lower p-estimate. Entonces para f € Lip,(2)

1l o(capy) S [V FlLx-

Ademas, si M(X) denota al mayor espacio r.i. con la misma funcién
fundamental que X, se tiene que para f € Lip, ()

1flImey S NV <= 1flla 0y S V-
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