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1. Notaciones y resultados previos

En lo que sigue B representard el interior de la bola euclidea en R™, es decir B = {z € R":
|z| < 1}, S"~! = OB, su frontera, es S" ! = {x € R" : |z| = 1} (| - | sera tanto el valor absoluto
ordinario como la norma euclidea de un vector). En general, con OA nos referiremos a la frontera
topologica del conjunto A C R™ y con m denotaremos la medida Lebesgue en R™.

La medida (n — 1)-dimensional de un conjunto en R™ es habitualmente la correspondiente
medida de Hausdorff normalizada, m,_1. Asi, por ejemplo, es bien conocido que

,n.n/Q

n—1
Sy e e

m(B) = m(B) = wy,

La desigualdad isoperimétrica en R™ dice:

Entre todos los subconjuntos de R™ de la misma medida, el que tiene menor medida de la frontera
es la correspodiente bola euclidea

que viene cuantificada por la siguiente desigualdad

mp—1(4) > mn—il(snil) — nwi/m

m(A)l—l/n m(B)l—l/n n
Sin embargo, no es la medida de Hausdorff, en general, la que aparece en la desigualdad isoperimé-
trica sino lo que los geémetras denominan el perimetro.

Si A es un subconjunto acotado (boreliano) de R"™, hay dos maneras de considerar este
concepto, de forma que la desigualdad isoperimétrica sea cierta. La primera, de tipo geométrico,
fue considerada por Minkowski (drea de Minkowski); la otra, de tipo funcional, fue introducida
por Di Giorgi y extiende a la anterior (perimetro)

» Area de Minkowski de un conjunto, m™

Sea A un boreliano acotado en R™. Dado € > 0, definimos
A*=A+eB={r=a+cy:z € A,ye Bf={zecR:3ac A |z —a|<e}

entonces .
mT(A) = liminf M

e—0 £

Notemos que el conjunto A€ es siempre un conjunto abierto, incluso aunque A no sea medi-
ble, que contiene a A. También que para los conjuntos compactos con frontera “complicada”

tales que m(A) > m(A), entonces m*(A) = oo y la desigualdad isoperimétrica es trivial.
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» Perimetro a la “Di Giorgi”’, P

El perimetro viene definido por la norma de funcién la caracteristica del conjunto en el
espacio de las funciones de variacién acotada, es decir,

P(A) = [xallsv = Slglp/AdiV Edx

donde ¢ recorre todos los campos vectoriales de clase C' y soporte compacto tales que
|€] < 1. En R™, una funcién f es de variacion acotada si es localmente integrable y su
norma

wmwn?/'mwam<m
Rn

Cuando A es un convexo compacto con interior no vacio o un conjunto de R™ con frontera
C', los dos conceptos coinciden con la medida de Hausdorff y, como ya se ha comentado, la
desigualdad isoperimétrica es cierta con cualquiera de las dos definiciones.

Aqui consideraremos como medida de la frontera la de drea de Minkowski, m™. Esta notacién
aparece en [BH]| en donde se tratan situaciones més generales como variedades riemanianas o
espacios métricos con una probabilidad, y, segin S. Bobkov, indica que se mide la frontera hacia
afuera (dado que si 9A = 9A°, m™(A) y m™(A°) deberfan coincidir, lo que no estaria claro en
general).

Repasaremos a continuacion los conceptos relacionados con el gradiente de una funcion, V f,
que aparece en la otra parte del titulo trabajo, la desigualdad de Sobolev.

Es bien conocido que si f : R™ — R una funcién diferenciable en el punto xg, posee gradiente
o diferencial en ese punto

0 0
Vi) = (Gl )
y entonces
o TW) = f@) = (Vo) y —w0)
Yy—xo ’y e :1,‘0‘
Es facil comprobar que
‘Vf(-%'(])’ _ limsup ’f(w) — f(xO)’
T—T0 ‘33‘ - xO‘

Este hecho permite definir el médulo del gradiente para una clase mas general de funciones. Si
f : R™ — R es Lipschitz, entonces definimos |V f| : R™ — [0, c0) mediante

IV £(2)] = lim sup L&) = @]

y—x ly — x|

y esta funcion |V f(-)| es medible (ver el Apéndice). Un resultado profundo de H. Rademacher
(ver [H]) asegura que las funciones Lipschitz son diferenciables en casi todo punto de R™, con
lo que el concepto introducido coincide con la longitud del vector gradiente en casi todo punto
(en dimensién uno, el teorema de Rademacher es consecuencia inmediata del hecho de que toda
funcién Lipschitz es absolutamente continua y, por tanto, derivable en casi todo punto segin el
teorema de diferenciacion de Lebesgue).

Si f: R” — R es una funcién Lipschitz de soporte compacto, los siguientes hechos son faciles
de demostrar (ver Apéndice): existe una sucesion { f,}22; de funciones C* y soporte compacto
tales que



» limy, oo fu(x) = f(x), uniformemente en x € R”

lim |an(x)]dx:/ \Vf(z)|dx
R7 R”

n—oo

Foérmula de Cavalieri (consecuencia facil del teorema de Fubini)

Si f:R™ — [0,00) es una funcion medible, p > 1 y m es la medida Lebesgue en R"”

f(z)Pdx = /Ooptp_lm{a: €R"™; f(x) > t}dt = /Ooptp_lm{m e R"™; f(x) > t}dt
R™ 0 0

Foéormula de la co-area (una mezcla entre cambio de variable y teorema de Fubini)

Sea f: R™ — R de clase C* y soporte compacto con a = inf f y b =sup f. Sea g : R® - R
medible, no negativa o integrable, entonces

b
V() glx)dr = x)dmp_1(x) | dt.
| wr@lsta - | ( /{%Rn:mﬂg() 1 >> t

Ademas, para casi todo ¢, los conjuntos {z € R™ : f(z) = t} son variedades (n—1)-dimensionales,
C*, con vector normal no nulo (aplicacion del teorema de Sard) y m,,_1 su medida de Hausdorff
natural. Para estos mismos ¢, esos conjuntos son la frontera de {z € R™ : f(x) > t} y de

{r e R": f(x) < t}.
En el caso particular de que g = 1, tenemos la formula a utilizar

b
/ |V f(x)|dx = / Mp—1{x € R": f(x) =t}dt
R™ a

En el Apéndice hay una demostracion directa de la desigualdad

/ \Vf(ac)\de/ mt{z € R" : |f(x)| > t}dt
n 0
para funciones Lipschitz.

2. Desigualdad isoperimétrica versus desigualdad de Sobolev en
el extremo

Las desigualdades cléasicas de Sobolev dicen que si

0<-=>—~
g p n

y f:R™ = R es una funcién C'* y soporte compacto, entonces:

</Rn Wf(x)‘pah) N 2 Chnp </Rn ‘f(x)’qu> N



es decir,

IV flp = Crpll fllq

Parece que Sobolev fue el primero en notar la equivalencia entre la desigualdad extrema para
p=1
[V = Call fllnym-1)

y la desigualdad isoperimétrica, sin tener en cuenta el valor de las constantes. El valor exacto de
las mismas fue obtenido simultdneamente por V. Maz’ja y H.Federer-W.Fleming en dos trabajos
diferentes.

Teorema 2.1. (Maz’ja, Federer-Fleming, Sobolev) Son equivalentes, con la misma constante
C > 0, dependiendo sdlo de n, las tres afirmaciones siguientes:

i) Para toda funcion C*° de soporte compacto f: R™ — R
[ 19 f@)de = Clllyay
i1) Para toda funcion Lipschitz de soporte compacto f: R™ — R

[ IV s@lda = Cll oy

i11) Para todo conjunto A, boreliano acotado de R™,

m*(0A) > Cm(A)'~/"

Ademds

n

C =nwi/™ = nym
(T(1 +n/2)""

Demostracion. La parte “Ademds” se obtiene al considerar el caso de igualdad en la desigualdad
isoperimétrica.

i) <= 1i) es consecuencia de los resultados de aproximacion para las funciones Lipschitz
(véase el Apéndice)

i1i) = i) Se va a deducir de la férmula de la co-area. En efecto,

+oo
/\Vﬁmm_/ﬁ7%4uewnﬂ@_ﬂﬁ
R”L

—0o0

— /0+°° (Mmp_1{z €R™: f(z) =t} +mp_1{z €R": —f(z) = t}) dt

Sit > 0, para casi todo t

oo € R |f(@)| >t} = {z € R : f(2) =} U{w € R" : —f(w) = 1}



Entonces

/ |Vf(a;)|dx2/oom+(8{x€]R":|f(:1;)|>t})dt
R7 0
> ( por iii) )

> c/ m({z € R : [f(z)| > )~V
0
Definamos

F(s) = /0 m({z e R" : |f(z)| > t})' V" dt
n—1

n s 1-1/n
G(s) = ( /0 O Dz e R 1 | f(x)] > t})dt>

Es facil comprobar que F(0) = G(0) =0 y que F'(s) > G'(s). Entonces F(s) > G(s) para todo
s > 0 y se deduce que

o0 l—l/TL
/ \Vf(z)|dz > C (”/ YO Dz e R™ - |f(z)] > t})dt)
Rn n—1 0
= (por la formula de Cavalieri)

Sea A C R™ un boreliano acotado. Dado 0 < € < 1, definimos

Notemos que 0 < f.(z) < 1, ademés es = 1 en un abierto, AEQ, que contiene a A y se anula si
d(z,A) > e. Esta funcién es de soporte compacto y ademas cumple que lim. .o f: = x5. Por
otra parte

1 2 2 |z —y|
_ < - 2y € <
o) = W < Sy [l A7) = (.47 | < (5
luego es de Lipschtiz y se tiene
1
IV fe(z)] < R
Como |Vf.| =0en {z € R"d(z, A) > e} U A=
e+e? _
[ i@l [ 1V fo(a) o < AT 2 A)
R™ {zeR™:d(z,A)<e}\A €—-¢€

Y entonces el resultado se sigue facilmente.



3. Apéndice

Lema 3.1. Si f : R” — R es Lipschtiz, la funcion |V f| : R" — [0,00) definida mediante

IV £(2)] = lim sup L&) = @)

y—z ly — x|
es medible

Demostracion. Sea {rpy}oo_; una sucesion de racionales decreciendo a cero e {y,, }72; una suce-
sion de vectores densa en R™ entonces

V()] =lim Fy (x)
F () — 1)

Fp(x) =sup ——————x BT
() = sup ()

O]

Lema 3.2. Si f : R” — R es Lipschtiz y de soporte compacto, existe una sucesion { fm}oo_, de
funciones C*° y soporte compacto tales que

v limy, o0 fr(x) = f(2), uniformemente en x € R™

u
i [ |V fn()|de = / IV f(2)|da
m—0o0 Jpn R
Demostracion. Sea jo : R™ — R una funcion “test” (C*° y soporte compacto), jo(z) > 0,Va € R”
y tal que [pn jo(z)dz = 1. Definamos jp,(x) = m"jo(mzx) y

fonl®@) = f % i) = / jmle =)@y = [ F@ =) jm(y)dy
Rn

n

El primer hecho es facil de obtener. Para el segundo, notese que la funcion |V f| es integrable
por estar acotada, ademés, por el teorema de Rademacher en casi todo punto es el médulo de la
diferencial de f y ademés

en casi todo punto. O

Como A C A, si 0 < € < £1, entonces
Af) —m(A
mT(A) = liminf —m( ) —m(4)
e—0 £ e—0 £

pues

ey _
e—0 € e—0 €

a+52 o €1)
gmmmm ) = mA) g AT —mlA)

e—0 IS e1—0 &1

y las desigualdades anteriores son igualdades.



Lema 3.3. (Férmula de la codrea) Si f : R™ — R es Lipschitz y de soporte compacto
[e.e]
/ |V f(x)|dx > / mt{z € R" : |f(x)| > t}dt
R” 0
Como A¢ C A si 0 < e < &1, entonces

m*(A) = liminf m(A%) —m(4)
e—0 € e—0 9
pues

g\ __ gY) __
tmint TAD) = A e AT = m(4)
e—0 g e—0 g

e+e?y _ oy
e—0 e 150 o

y las desigualdades anteriores son igualdades.

Demostracion. Para h > 0 definimos fp, : R” — R mediante

fu(z) = sup |[f(y)l

lz—y|<h
fn es una funcion medible acotada. Ademas, para todo = € R”

lim sup M = lim sup M

< |Vf(z
nst . sy =l < |V f(z)]

Entonces

/ |V f(x)dx > / lim sup W dx > (por el lema de Fatou)
]Rn n

h—0
e [ B@ @ ) - @),
h—0 R h h—0 R™ h

= lizn_i(l]lf ilL/O (m{x e R", fp(x) >t} —m{x e R",|f(x)| > t})dt

Fijemos t > 0 y consideremos A; = {x € R™ : |f(x)| > t}. Es facil probar que
(A" ={z e R": fy,(x) > t}
y por lo tanto
1 [e.e]
/ |V f(x)|dz > liminf / (m(AP) — m(Ay))dt > (por Fatou)
Rn h—0 h 0

o om(AR) —m(A)) [
2/0 lim inf )dt—/o m* (Ay)dt

h—0 h
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