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CONTIENE:

1. Prueba manuscrita (una pagina) por Bessaga del Teorema de Lomono-
sov (Proporcionada por J. Diestel).

2. Comentarios de I. Namioka sobre el teorema de Lomonosov.
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@ El teorema del punto fijo

Existencia de subespacios invariantes, V. Lomonosov, 1951-1987.

«La mejor aplicacion del teorema de Schauder del punto fijo que puedo pensar es
la prueba del teorema de Lomonosov de existencia de subespacios invariantes. Hay
varias generalizaciones de este resultado, pero lo que Lomonosov demostro fue que:
si X es un espacio de Banach y T un operador acotado en X tal que TK = KT para
algiin operador compacto K no nulo de X en X, entonces algiin subespacio Y propio
de X es invariante bajo T, i.e., T(Y) CY.

Un poco de historia sobre este resultado. Parece ser que J. von Neumann de-
mostré que todo operador compacto en un espacio de Hilbert tiene un subespacio
invariante no trivial, pero no publico la prueba. En 1951 6 1952, N. Aronszajn, en
Kansas, probo este resultado independientemente de von Neumann y mostro su prue-
ba a K. T. Smith. Esa noche, Smith fue a casa y trato de reproducir la demostracion de
Aronszajn, pero encontré otra diferente que también servia para espacios de Banach
(conozco esto porque en aquellos tiempos yo era un estudiante en la Universidad
de Kansas). Aronszajn y Smith escribieron un articulo juntos. Al final del articulo,
dejaron una cuestion abierta: si un operador T tiene cuadrado compacto, ;tiene T
un subespacio invariante no trivial? Mucho después, creo que en 1963, A. R. Berns-
tein y A. Robinson demostraron, con técnicas de andlisis no-estandar, que si T es un
operador con la propiedad de que p(T) es compacto, donde p es un polinomio de
grado positivo, entonces T tiene un subespacio invariante propio. Esto fue demostra-
do originalmente para espacios de Hilbert, pero pronto fue generalizado a espacios
de Banach usando otra vez técnicas de andlisis no-estandar. Date cuenta de que el
teorema de Lomonosov generaliza todo lo de arriba, y la demostracion es jtan bella
y tan simple/ Recuerdo que cuando Lomonosov demostro su resultado, J. Lindens-
trauss nos visito en la Universidad de Washington desde Berkeley. Saco del bolsillo
una hoja de papel arrugada (juna solo!), que era la fotocopia de la prueba completa
manuscrita que el propio Lomonosov habia hecho de su resultado. Joram dijo: “es-
ta demostracion estd propiciando que mucha gente en Berkeley sea infeliz". Lei la
prueba una vez, y no la podré olvidar nunca.

Demostracion. Probaremos que si T es un operador acotado en un espacio de Ba-
nach infinito-dimensional X que conmuta con algiin operador compacto no nulo K,
entonces 7 tiene un subespacio invariante propio.

Supongamos que ||K|| = 1y fijemos un punto a de forma que ||K(a)|| > 1. Sean

S=a+Bx y C =K(S). Entonces, C es compacto en norma, convexo y 0 ¢ C. Obser-
vemos que si {P(T)x P polinomio} no es denso para algin elemento no nulo x en X,
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entonces su clausura es un subespacio invariante propio de 7. Asi, podemos suponer
que {P(T)x :P polinomio} es denso en X para cada elemento no nulo x € X. Enton-
ces, para cada x € C, existe un polinomio P tal que ||ja — P.(T)(x)|| < 1. Definimos
Uy={y€X:|la—P(T)(y)|| < 1}. Cada U, es un entorno abierto de x, y asi, por

compacidad, existen xp,x2,...,x, de forma que C esta recubierto por Uy,...,U,, don-
de U; =U,,. Sea by, ..., b, una particion de la unidad en C subordinada al cubrimiento
Ui,...,U,,y consideremos F : C — C la aplicacién continua dada por

F(x) =) bi(x)KF(T)(x)

-

Il
L,

1

(aqui, P, = P,,). Por el teorema de Schauder, existe un punto ¢ € C tal que F(c) = c.
Sea H el operador lineal en X dado por

H =Y bi(c)KP(T),

D=

1

y sea H; = {z €EX:H(z) = z} el auto-espacio asociado al autovalor 1. Dado que H
conmuta con 7', H; es un subespacio invariante para 7. Obsérvese que H; no es nulo,
puesto que ¢ € H;. Por otro lado, si tuviéramos que H; = X, H seria la identidad en
X y, como H es compacto, entonces X seria de dimension finita, que no es el caso.
Consecuentemente, H; es propio y la prueba termina. Ol

1. Namioka (2 de enero de 2004)»

C. J. Read, en 1984, [90], demostré la existencia de un espacio de Banach y de un ope-
rador sobre dicho espacio de Banach que no tenia ningtin subespacio invariante no trivial, lo
que estuvo precedido por algin trabajo de P. Enflo (no publicado, aunque conocido) en el que
se resolvia esta misma cuestion. Mds tarde, B. Beauzamy, en 1985, [6], recogid y arregl6 las
ideas de Enflo y dio una exposicion y simplificacion de su construccion. El trabajo de Enflo
apareci6 finalmente en 1987, [47]. Read, en 1986, [91], presenté una exposicién autoconte-
nida demostrando la existencia de un operador acotado en ¢! que no tenfa ningtin subespacio
invariante no trivial.

Pero todo este profundo trabajo no cierra completamente el tema. ;Qué espacios de Ba-
nach X tienen la propiedad de que existe un operador acotado sobre X con ningtin subespacio
invariante no trivial? Si X es reflexivo, jes LatT no trivial, para todo 7 en .Z(X)? Esta pre-
gunta no tiene respuesta incluso si X es un espacio de Hilbert.

Una demostracion de una version ligeramente mds débil del teorema de Lomonosov debida
a A. J. Michaels, que elude el teorema del punto fijo de Schauder, puede encontrarse en [77].
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