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Teoremas de la bola peluda y del
punto fijo de Brouwer

Teorema de la bola peluda

Una esfera de dimensión par no admite ningún campo continuo de
vectores tangentes no nulos.

Teorema del punto fijo de Brouwer

Toda aplicación continua del Dn en śı misma posee al menos un
punto fijo.
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Equilibrios de Nash
Una demostración curiosa

Definiciones previas

Sea (Rn, | · |), con | · | la norma eucĺıdea y
Sn−1 = {v ∈ Rn| |v |= 1}.
Un campo vectorial diferenciable es una función v : Rn→ Rn

C 1.

Si v es campo diferenciable, se dice que es tangente a Sn−1 en
u si v(u) ·u = 0, siendo · el producto escalar eucĺıdeo.

Dado un campo vectorial v , denotaremos ft(x) = x + tv(x).
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Lema 1

Dada ft(x) = x + tv(x), si t es suficientemente pequeño, entonces
ft es inyectiva y dado un compacto A, el volumen de ft(A) se
puede expresar como un polinomio en t.

Como A es compacto y el campo v es C 1, entonces se prueba que

|v(x)−v(y)| ≤ c |x−y |.

Tomando |t|< c−1, probamos que ft es inyectiva.

Jft = I + t

[
∂ vi
∂ xj

]
,

y detJft = 1 + tσ1(x) + . . .+ tnσn(x) > 0 para |t| pequeño.

vol(ft(A)) =
∫
ft(A)

dx =
∫
A

detJft(x)dx = 1 + ta1 + . . .+ tnan,

donde aj =
∫
A σj(x)dx .
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Teoremas de la bola peluda y del punto fijo de Brouwer
Generalizaciones del Teorema de Brouwer

Equilibrios de Nash
Una demostración curiosa

Lema 1

Dada ft(x) = x + tv(x), si t es suficientemente pequeño, entonces
ft es inyectiva y dado un compacto A, el volumen de ft(A) se
puede expresar como un polinomio en t.

Como A es compacto y el campo v es C 1, entonces se prueba que

|v(x)−v(y)| ≤ c |x−y |.

Tomando |t|< c−1, probamos que ft es inyectiva.

Jft = I + t

[
∂ vi
∂ xj

]
,

y detJft = 1 + tσ1(x) + . . .+ tnσn(x) > 0 para |t| pequeño.

vol(ft(A)) =
∫
ft(A)

dx =
∫
A

detJft(x)dx = 1 + ta1 + . . .+ tnan,

donde aj =
∫
A σj(x)dx .
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Teorema del punto fijo de Banach.

Sea (E ,d) un espacio métrico completo y sea T : E → E una
contracción, es decir; que verifica

|T (x)−T (y)| ≤ c|x−y |

con c < 1, entonces T tiene un único punto fijo en E .

Supondremos que el campo vectorial diferenciable
v : Sn−1→ Sn−1 es tangente a Sn−1.

Notar que |ft(u)|=
√

1 + t2.
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Lema 2

Dada ft(x) = x + tv(x), si t es suficientemente pequeño, la
aplicación u 7→ u + tv(u) = ft(u) de Sn−1 en la esfera de radio√

1 + t2 es sobreyectiva.

A = {x ∈ Rn|1/2≤ |x | ≤ 3/2} y en A extendemos v como
v(ru) = rv(u) con 1/2≤ r ≤ 3/2.

Tomamos |t|< 1/3 y |t|< c−1, con c constante de Lipschitz
de v .

Para cada u0 ∈ Sn−1 definimos gu0(x) = u0− tv(x), que es
contractiva y por el teorema del punto fijo de Banach, gu0

tiene un único punto fijo.
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Teorema 1

Una esfera de dimensión par no posee ningún campo de clase C 1

de vectores tangentes unitarios.

Si n es impar: v(u1, . . . ,un) = (u2,−u1, . . . ,un,−un−1).

A = {x ∈ Rn| a≤ |x | ≤ b}.
Extendemos v a A como v(ru) = rv(u), con a≤ r ≤ b.
ft es sobreyectiva de Sn−1

r en la esfera de radio r
√

1 + t2 con t
pequeño.

vol(ft(A)) = (
√

1 + t2)nvol(A).

Si n es impar, el volumen de ft(A) no es un polinomio en
función de t ⇒ Contradicción !!!
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Teorema 1’

Una esfera de dimensión par no admite ningún campo continuo de
vectores tangentes no nulos.

Teorema de Aproximación de Weierstrass

Toda función continua sobre un compacto de Rn se puede
aproximar uniformemente por polinomios.

Por el Teorema de Aproximación de Weierstrass,
|p(u)−v(u)|< m/2, con m = min(|v(u)|) > 0

w(u) = p(u)− (p(u) ·u)u
w(u)
|w(u)| es campo diferenciable de vectores tangentes unitarios
en la esfera de dimesión par. Contradicción con el teorema 1.
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Teorema 2

Toda aplicación continua del Dn en śı misma posee al menos un
punto fijo.

Sup. no hay punto fijo

w(x) = x−y(1−x ·x)/(1−x ·y), con y = f (x).

s(x) = (2x1, . . . ,2xn,x ·x−1)/(x ·x + 1)

W (s(x)) = ds(x+tw(x))
dt |t=0 es campo tangente en el hemisferio

sur.
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Similarmente en el hemisferio norte, con el campo −w(x)
construimos un campo en toda la esfera.

Si n es par, tenemos contradicción con el Teorema 1’.

Si n es impar, F (x1, . . . ,xn) = (f (x1, . . . ,xn−1),0) tiene punto
fijo.
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Generalizaciones del Teorema de
Brouwer.

Teorema (Schauder)

Sea X un espacio normado y K ⊆ X compacto y convexo.
Entonces, K tiene la propiedad del punto fijo.
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Definición

Un espacio topológico X tiene la propiedad del punto fijo si toda
función continua f : X → X tiene un punto fijo.

Lema 1

Sea X un espacio topológico e Y un retracto de X . Si X tiene la
propiedad del punto fijo, entonces Y también.

Lema 2

Sean X ,Y dos espacios topológicos homeomorfos. Si X tiene la
propiedad del punto fijo, entonces Y también.
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Sea X un espacio topológico e Y un retracto de X . Si X tiene la
propiedad del punto fijo, entonces Y también.

Lema 2

Sean X ,Y dos espacios topológicos homeomorfos. Si X tiene la
propiedad del punto fijo, entonces Y también.
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Teoremas de la bola peluda y del punto fijo de Brouwer
Generalizaciones del Teorema de Brouwer

Equilibrios de Nash
Una demostración curiosa

Teorema

Sea K ⊆ Rn un compacto convexo y f : K → K una función
continua. Entonces f tiene un punto fijo.

Sea B una bola eucĺıdea que contiene al compacto K . Entonces:

Dado y ∈ B, existe un punto x ∈ K tal que

d(y ,x) = inf
z∈K

d(y ,z) = d(y ,K ).

x es único.

Aśı, podemos definir
r : B → K ,

donde r(y) = x satisfaciendo d(y ,x) = d(y ,K ). Además,
r|K = IdK .
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Teoremas de la bola peluda y del punto fijo de Brouwer
Generalizaciones del Teorema de Brouwer

Equilibrios de Nash
Una demostración curiosa

Si vemos que r es continua, entonces por los lemas 1 y 2
terminamos la prueba:

Beuc(0,1)∼= B, K retracto de B.
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Teoremas de la bola peluda y del punto fijo de Brouwer
Generalizaciones del Teorema de Brouwer

Equilibrios de Nash
Una demostración curiosa

Teorema (Schauder)

Sea X un espacio normado y K ⊆ X compacto y convexo.
Entonces, K tiene la propiedad del punto fijo.
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Teoremas de la bola peluda y del punto fijo de Brouwer
Generalizaciones del Teorema de Brouwer

Equilibrios de Nash
Una demostración curiosa

Dado ε > 0, tenemos

K ⊆ B(x1,ε)∪·· ·∪B(xn,ε).

Definimos Xε := 〈x1, ...,xn〉.

Para cada i = 1, ...,n, definimos en K

φi (x) := (ε−‖x−xi‖)χB(xi ,ε)(x),

que son continuas y cumplen ∑
n
i=1 φi (x) > 0 para x ∈ K .
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Teoremas de la bola peluda y del punto fijo de Brouwer
Generalizaciones del Teorema de Brouwer

Equilibrios de Nash
Una demostración curiosa

Sea

gε (x) :=
n

∑
i=1

φi (x)

∑
n
k=1 φk(x)

xi .

Tenemos gε : K → Xε ∩K y ‖gε (x)−x‖ ≤ ε si x ∈ K .
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Generalizaciones del Teorema de Brouwer

Equilibrios de Nash
Una demostración curiosa

Consideremos Kε := co(x1, ...,xn)⊆ K ∩Xε y fε = gε ◦ f .

Aplicamos Brouwer a fε : Kε → Kε , con Kε compacto convexo de
Xε , y obtenemos

xε = fε (xε ).

Por compacidad de K , tomamos una subsucesión {xεn}n que
converge a x ∈ K con εn→ 0. Veamos que x es el punto fijo.

‖x− f (x)‖ ≤ ‖x−xεn‖+‖xεn − f (xεn)‖+‖f (xεn)− f (x)‖ n→ 0

(‖xεn − f (xεn)‖= ‖fεn(xεn)− f (xεn)‖= ‖gεn(f (xεn))− f (xεn)‖ ≤ εn.
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Teoremas de la bola peluda y del punto fijo de Brouwer
Generalizaciones del Teorema de Brouwer

Equilibrios de Nash
Una demostración curiosa

Ejemplos
Notación
Existencia de equilibrios

Equilibrios de Nash

Theorem (Nash, 1950)

Todo juego finito tiene un punto de equilibrio.
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Generalizaciones del Teorema de Brouwer

Equilibrios de Nash
Una demostración curiosa

Ejemplos
Notación
Existencia de equilibrios

Ejemplos

Jug. 2
α β

Jug.1 a 6,6 0,10
b 10,0 1,1

(b,β ) es punto de eq.

Jug. 2
α β

Jug.1 a 5,-3 -4,4
b -5,5 3,-4

( 9
16 a + 7

16 b, 7
17 α + 10

17 β ) es
punto de eq.

Definition

Llamamos juego finito a un conjunto de n jugadores, cada uno
con un conjunto Pi = {πiα} finito de estrategias puras, y con una
función de pagos pi : P1× . . .×Pn→ R
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Equilibrios de Nash
Una demostración curiosa

Ejemplos
Notación
Existencia de equilibrios

Definition

Para cada jugador i , se define el conjunto de sus estrategias mixtas
como Si = {si = (xi1, . . . ,ximi

) ∈ Rmi : xiα ≥ 0,∑α xiα = 1}

Si es compacto y convexo.

Sea S = S1× ...×Sn. S también es convexo y compacto.

pi se extiende por linealidad a una función pi : S → R
continua.

Definition

Se dice que una estategia mixta s ∈ S es un punto de equilibrio si
para todo i = 1, . . . ,n se tiene:

pi (s) = max
ri∈Si

pi (s; ri )

Por linealidad, es equivalente a pi (s) = maxα pi (s;πiα )
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Generalizaciones del Teorema de Brouwer

Equilibrios de Nash
Una demostración curiosa

Ejemplos
Notación
Existencia de equilibrios

Theorem (Nash, 1950)

Todo juego finito tiene un punto de equilibrio.

Definimos φiα : S →R+ dada por φiα (s) = max{0,pi (s;πiα )−pi (s)}
Sea T : S → S dada por T (s1, . . . ,sn) = (s ′1, . . . ,s

′
n) donde

s ′i =
si + ∑α φiα (s)πiα

1 + ∑α φiα (s)
.

Por el teorema de Brouwer, T tiene algún punto fijo s ∈ S .

Existe β tal que pi (s;πiβ )≤ pi (s) y por tanto φiβ (s) = 0
Centrándonos en la coordenada β :

xiβ =
xiβ + 0

1 + ∑α φiα (s)
.

Por tanto, ∑α φiα (s) = 0⇒ φiα (s) = 0⇒ pi (s;πiα ) = pi (s)⇒ s es
punto de equilibrio.
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Theorem (Nash, 1950)

Todo juego finito tiene un punto de equilibrio.

Definimos φiα : S →R+ dada por φiα (s) = max{0,pi (s;πiα )−pi (s)}

Sea T : S → S dada por T (s1, . . . ,sn) = (s ′1, . . . ,s
′
n) donde

s ′i =
si + ∑α φiα (s)πiα

1 + ∑α φiα (s)
.

Por el teorema de Brouwer, T tiene algún punto fijo s ∈ S .

Existe β tal que pi (s;πiβ )≤ pi (s) y por tanto φiβ (s) = 0
Centrándonos en la coordenada β :

xiβ =
xiβ + 0

1 + ∑α φiα (s)
.

Por tanto, ∑α φiα (s) = 0⇒ φiα (s) = 0⇒ pi (s;πiα ) = pi (s)⇒ s es
punto de equilibrio.
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Centrándonos en la coordenada β :

xiβ =
xiβ + 0

1 + ∑α φiα (s)
.

Por tanto, ∑α φiα (s) = 0⇒ φiα (s) = 0⇒ pi (s;πiα ) = pi (s)⇒ s es
punto de equilibrio.
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286-295.Carlos Domingo (UB) Coralina Hernández (ULL) Luis Carlos Garćıa (UM) Asunción Jiménez (US) Marta Latorre (UV) Santiago Montaner (UZ)Teoremas del Punto Fijo

 http://webs.um.es/beca/Docencia/Doctorado/AnalisisDoctorado.pdf


Teoremas de la bola peluda y del punto fijo de Brouwer
Generalizaciones del Teorema de Brouwer

Equilibrios de Nash
Una demostración curiosa

GRACIAS!
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