Teoremas del Punto Fijo

Carlos Domingo (UB)
Coralina Hernandez (ULL)
Luis Carlos Garcia (UM)
Asuncién Jiménez (US)
Marta Latorre (UV)
Santiago Montaner (UZ)

Segunda Escuela-Taller de Andlisis Funcional y Aplicaciones, Abril 2012

Carlos Domingo (UB) Coralina Hernandez (ULL) Luis Carlos ¢ Teoremas del Punto Fijo



@ Teoremas de la bola peluda y del punto fijo de Brouwer

© Generalizaciones del Teorema de Brouwer

© Equilibrios de Nash
@ Ejemplos
@ Notacién
@ Existencia de equilibrios

@ Una demostracién curiosa

Carlos Domingo (UB) Coralina Hernandez (ULL) Luis Carlos ¢ Teoremas del Punto Fijo



Teoremas de la bola peluda y del punto fijo de Brouwer

Teoremas de la bola peluda y del
punto fijo de Brouwer

Teorema de la bola peluda

Una esfera de dimensién par no admite ninglin campo continuo de
vectores tangentes no nulos.

| A\

Teorema del punto fijo de Brouwer

Toda aplicacién continua del D" en si misma posee al menos un
punto fijo.

A\
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Teoremas de la bola peluda y del punto fijo de Brouwer

Definiciones previas

@ Sea (R",|-|), con |-| la norma euclidea y
S"t={veR" |v|=1}.

@ Un campo vectorial diferenciable es una funcién v : R” — R”"
Cl.

@ Si v es campo diferenciable, se dice que es tangente a S"~! en
usi v(u)-u=0, siendo - el producto escalar euclideo.

@ Dado un campo vectorial v, denotaremos f;(x) = x + tv(x).

Carlos Domingo (UB) Coralina Hernandez (ULL) Luis Carlos ¢ Teoremas del Punto Fijo



Teoremas de la bola peluda y del punto fijo de Brouwer

Dada fi(x) = x+ tv(x), si t es suficientemente pequefio, entonces
fi es inyectiva y dado un compacto A, el volumen de f;(A) se
puede expresar como un polinomio en t.
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Teoremas de la bola peluda y del punto fijo de Brouwer

Dada fi(x) = x+ tv(x), si t es suficientemente pequefio, entonces
fi es inyectiva y dado un compacto A, el volumen de f;(A) se
puede expresar como un polinomio en t.

Como A es compacto y el campo v es C!, entonces se prueba que

[v(x) =v(y)l < clx—yl.
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Teoremas de la bola peluda y del punto fijo de Brouwer

Dada fi(x) = x+ tv(x), si t es suficientemente pequefio, entonces
fi es inyectiva y dado un compacto A, el volumen de f;(A) se
puede expresar como un polinomio en t.

Como A es compacto y el campo v es C!, entonces se prueba que
[v(x) = v(y)l < clx—yl.

Tomando |t| < ¢!, probamos que f; es inyectiva.
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Teoremas de la bola peluda y del punto fijo de Brouwer

Dada fi(x) = x+ tv(x), si t es suficientemente pequefio, entonces
fi es inyectiva y dado un compacto A, el volumen de f;(A) se
puede expresar como un polinomio en t.

Como A es compacto y el campo v es C!, entonces se prueba que
[v(x) = v(y)l < clx—yl.
Tomando |t| < ¢!, probamos que f; es inyectiva.
av,}
ax; |’
y detJfy =1+ to1(x)+...4+ t"on(x) > 0 para |t| pequefio.

th:/+t[
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Teoremas de la bola peluda y del punto fijo de Brouwer

Dada fi(x) = x+ tv(x), si t es suficientemente pequefio, entonces
fi es inyectiva y dado un compacto A, el volumen de f;(A) se
puede expresar como un polinomio en t.

Como A es compacto y el campo v es C!, entonces se prueba que
[v(x) = v(y)l < clx—yl.
Tomando |t| < ¢!, probamos que f; es inyectiva.
av,}
ax; |’
y detJfy =1+ to1(x)+...4+ t"on(x) > 0 para |t| pequefio.

vol(ft(A)):/f(A)dx:/Adetth(x)dx:1—|—tal+...—|—t"an,

donde aj = [, 0j(x)dx.
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Teoremas de la bola peluda y del punto fijo de Brouwer

Teorema del punto fijo de Banach.

Sea (E,d) un espacio métrico completo y sea T : E — E una
contraccion, es decir; que verifica

[T(x) = T(y)l < clx—yl

con ¢ < 1, entonces T tiene un dnico punto fijo en E.

@ Supondremos que el campo vectorial diferenciable
v:S" ! — S" 1 es tangente a S™L.
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Teoremas de la bola peluda y del punto fijo de Brouwer

Teorema del punto fijo de Banach.

Sea (E,d) un espacio métrico completo y sea T : E — E una
contraccion, es decir; que verifica

[T(x) = T(y)l < clx—yl

con ¢ < 1, entonces T tiene un dnico punto fijo en E.

@ Supondremos que el campo vectorial diferenciable
v:S" ! — S" 1 es tangente a S™L.

e Notar que |f;(u)| = V1+t2
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Teoremas de la bola peluda y del punto fijo de Brouwer

Dada fi(x) = x+ tv(x), si t es suficientemente pequefio, la
aplicacién u > u+tv(u) = fi(u) de S"1 en la esfera de radio
V14 t2 es sobreyectiva.

o A={xeR"1/2 <|x| <3/2} y en A extendemos v como
v(ru) = rv(u) con 1/2 <r <3/2.

Carlos Domingo (UB) Coralina Hernandez (ULL) Luis Carlos ¢ Teoremas del Punto Fijo



Teoremas de la bola peluda y del punto fijo de Brouwer

Dada fi(x) = x+ tv(x), si t es suficientemente pequefio, la
aplicacién u > u+tv(u) = fi(u) de S"1 en la esfera de radio
V14 t2 es sobreyectiva.

o A={xeR"1/2 <|x| <3/2} y en A extendemos v como
v(ru) = rv(u) con 1/2 <r <3/2.

e Tomamos |t| < 1/3y |t| < ¢!, con c constante de Lipschitz
de v.
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Teoremas de la bola peluda y del punto fijo de Brouwer

Dada fi(x) = x+ tv(x), si t es suficientemente pequefio, la
aplicacién u > u+tv(u) = fi(u) de S"1 en la esfera de radio
V14 t2 es sobreyectiva.

o A={xeR"1/2 <|x| <3/2} y en A extendemos v como
v(ru) = rv(u) con 1/2 <r <3/2.

e Tomamos |t| < 1/3y |t| < ¢!, con c constante de Lipschitz
de v.

e Para cada ug € S"! definimos g,,(x) = up — tv(x), que es
contractiva y por el teorema del punto fijo de Banach, g,
tiene un lnico punto fijo.
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Teoremas de la bola peluda y del punto fijo de Brouwer

Teorema 1

Una esfera de dimensién par no posee ningtin campo de clase C!
de vectores tangentes unitarios.

e Sinesimpar: v(uy,...,up) = (U2, —U1,...,Upn,—Up_1).

Carlos Domingo (UB) Coralina Hernandez (ULL) Luis Carlos ¢ Teoremas del Punto Fijo



Teoremas de la bola peluda y del punto fijo de Brouwer

Teorema 1

Una esfera de dimensién par no posee ningtin campo de clase C!
de vectores tangentes unitarios.

e Sinesimpar: v(uy,...,up) = (U2, —U1,...,Upn,—Up_1).
o A={xeR" a<|x| < b}.
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Teoremas de la bola peluda y del punto fijo de Brouwer

Teorema 1

Una esfera de dimensién par no posee ningtin campo de clase C!
de vectores tangentes unitarios.

e Sinesimpar: v(uy,...,up) = (U2, —U1,...,Upn,—Up_1).
o A={xeR" a<|x| < b}.
e Extendemos v a A como v(ru) = rv(u), con a<r <b.

f; es sobreyectiva de S7~! en la esfera de radio rv/1+t2 con t
pequeiio.
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Teoremas de la bola peluda y del punto fijo de Brouwer

Teorema 1

Una esfera de dimensién par no posee ningtin campo de clase C!
de vectores tangentes unitarios.

e Sinesimpar: v(uy,...,up) = (U2, —U1,...,Upn,—Up_1).

o A={xeR" a<|x| < b}.

e Extendemos v a A como v(ru) = rv(u), con a<r <b.
f; es sobreyectiva de S7~! en la esfera de radio rv/1+t2 con t
pequeiio.

o vol(£:(A)) = (VI+2)"vol(A).
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Teoremas de la bola peluda y del punto fijo de Brouwer

Teorema 1

Una esfera de dimensién par no posee ningtin campo de clase C!
de vectores tangentes unitarios.

Si nes impar: v(u,...,up) = (U2, —U1,...,Upn,—Upn_1).
A={xeR" a<|x| < b}.
Extendemos v a A como v(ru) = rv(u), con a<r <b.

f; es sobreyectiva de S7~! en la esfera de radio rv/1+t2 con t
pequeiio.

e vol(f:(A)) = (V1+t2)"vol(A).
@ Si n es impar, el volumen de f;(A) no es un polinomio en

funcién de t = Contradiccidn !
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Teoremas de la bola peluda y del punto fijo de Brouwer

Teorema 1’

Una esfera de dimensién par no admite ninglin campo continuo de
vectores tangentes no nulos.

Teorema de Aproximacién de Weierstrass

Toda funcién continua sobre un compacto de R” se puede
aproximar uniformemente por polinomios.

@ Por el Teorema de Aproximacion de Weierstrass,
|p(u) — v(u)| < m/2, con m= min(|v(u)|) >0
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Teoremas de la bola peluda y del punto fijo de Brouwer

Teorema 1’

Una esfera de dimensién par no admite ninglin campo continuo de
vectores tangentes no nulos.

Teorema de Aproximacién de Weierstrass

Toda funcién continua sobre un compacto de R” se puede
aproximar uniformemente por polinomios.

@ Por el Teorema de Aproximacion de Weierstrass,
|p(u) — v(u)| < m/2, con m= min(|v(u)|) >0

o w(u) = p(u) ~ (p(u) - u)u
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Teoremas de la bola peluda y del punto fijo de Brouwer

Teorema 1’

Una esfera de dimensién par no admite ninglin campo continuo de
vectores tangentes no nulos.

Teorema de Aproximacién de Weierstrass

Toda funcién continua sobre un compacto de R” se puede
aproximar uniformemente por polinomios.

@ Por el Teorema de Aproximacion de Weierstrass,
|p(u) —v(u)| < m/2, con m= min(|v(u)|) >0

o w(u) = p(u) - (p(u) - u)u

° ‘x%‘ es campo diferenciable de vectores tangentes unitarios
en la esfera de dimesién par. Contradiccién con el teorema 1.

Carlos Domingo (UB) Coralina Hernandez (ULL) Luis Carlos ¢ Teoremas del Punto Fijo



Teoremas de la bola peluda y del punto fijo de Brouwer
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Teoremas de la bola peluda y del punto fijo de Brouwer

Teorema 2

Toda aplicacién continua del D" en si misma posee al menos un

punto fijo.
@ Sup. no hay punto fijo
o w(x)=x—y(l—x-x)/(1—x-y), con y = f(x).
@ s(x)=(2x1,...,2xp,x - x—1)/(x-x+1)
e W(s(x))= M\ t—0 s campo tangente en el hemisferio
sur.
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Teoremas de la bola peluda y del punto fijo de Brouwer

@ Similarmente en el hemisferio norte, con el campo —w(x)
construimos un campo en toda la esfera.
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Teoremas de la bola peluda y del punto fijo de Brouwer

@ Similarmente en el hemisferio norte, con el campo —w(x)
construimos un campo en toda la esfera.

@ Si n es par, tenemos contradiccién con el Teorema 1'.
e Sin esimpar, F(xi,...,x,) = (f(x1,...,Xn—1),0) tiene punto
fijo.

1

M
s(x)=u
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Generalizaciones del Teorema de Brouwer

Generalizaciones del Teorema de
Brouwer.

Teorema (Schauder)

Sea X un espacio normado y K C X compacto y convexo.
Entonces, K tiene la propiedad del punto fijo.
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Generalizaciones del Teorema de Brouwer

Definicidon

Un espacio topoldgico X tiene la propiedad del punto fijo si toda
funcién continua f : X — X tiene un punto fijo.
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Generalizaciones del Teorema de Brouwer

Un espacio topoldgico X tiene la propiedad del punto fijo si toda
funcién continua f : X — X tiene un punto fijo.

Lema 1

| A\

Sea X un espacio topoldgico e Y un retracto de X. Si X tiene la
propiedad del punto fijo, entonces Y también.
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Generalizaciones del Teorema de Brouwer

Definicidon

Un espacio topoldgico X tiene la propiedad del punto fijo si toda
funcién continua f : X — X tiene un punto fijo.

Lema 1

| A

Sea X un espacio topoldgico e Y un retracto de X. Si X tiene la
propiedad del punto fijo, entonces Y también.

A\

Sean X, Y dos espacios topoldgicos homeomorfos. Si X tiene la
propiedad del punto fijo, entonces Y también.
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Generalizaciones del Teorema de Brouwer

Teorema

Sea K CR"” un compacto convexo y f : K — K una funcién
continua. Entonces f tiene un punto fijo.
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Generalizaciones del Teorema de Brouwer

Teorema

Sea K CR"” un compacto convexo y f : K — K una funcién
continua. Entonces f tiene un punto fijo.

Sea B una bola euclidea que contiene al compacto K. Entonces:

o Dado y € B, existe un punto x € K tal que
d(y,x) = inf d(y,z) = d(y. K).
ze

@ x es Unico.
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Generalizaciones del Teorema de Brouwer

Teorema

Sea K CR"” un compacto convexo y f : K — K una funcién
continua. Entonces f tiene un punto fijo.

Sea B una bola euclidea que contiene al compacto K. Entonces:

o Dado y € B, existe un punto x € K tal que
d(y,x) = inf d(y,z) = d(y. K).
ze

@ x es Unico.
Asi, podemos definir
r:B—K,

donde r(y) = x satisfaciendo d(y,x) = d(y,K). Ademss,
r‘K = /dK.
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Generalizaciones del Teorema de Brouwer

Si vemos que r es continua, entonces por los lemas 1y 2
terminamos la prueba:

Beuc(0,1) 2 B, K retracto de B.
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Generalizaciones del Teorema de Brouwer

Teorema (Schauder)

Sea X un espacio normado y K C X compacto y convexo.
Entonces, K tiene la propiedad del punto fijo.
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Generalizaciones del Teorema de Brouwer

@ Dado € > 0, tenemos
K C B(x1,€)U---UB(xp, €).

Definimos X¢ := (x1,...,Xn).
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Generalizaciones del Teorema de Brouwer

@ Dado € > 0, tenemos
K C B(x1,€)U---UB(xp, €).

Definimos X¢ := (x1,...,Xn).

@ Paracadai=1,...,n, definimos en K

9i(x) = (& = [Ix = xi[) X (x.¢) (X):

que son continuas y cumplen Y7 ¢;(x) > 0 para x € K.
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Generalizaciones del Teorema de Brouwer

@ Sea . 61(%)
I\ X
- ,:Zi Yk—1 0k(x)

Tenemos gz : K = X NK y ||ge(x) — x|| <& si x € K.

8e(x):

X;.
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Generalizaciones del Teorema de Brouwer

Consideremos K; := co(x1,....xn) CKNXe y fe =geof.
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Generalizaciones del Teorema de Brouwer

Consideremos K; := co(x1,....xn) CKNXe y fe =geof.
Aplicamos Brouwer a f; : K — K¢, con K¢ compacto convexo de
Xg, y obtenemos

Xe = fs(Xs)'
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Generalizaciones del Teorema de Brouwer

Consideremos K; := co(x1,....xn) CKNXe y fe =geof.
Aplicamos Brouwer a f; : K — K¢, con K¢ compacto convexo de
Xg, y obtenemos

Xe = fs(Xs)'

Por compacidad de K, tomamos una subsucesién {xg,}, que
converge a x € K con &, — 0. Veamos que x es el punto fijo.
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Generalizaciones del Teorema de Brouwer

Consideremos K; := co(x1,....xn) CKNXe y fe =geof.
Aplicamos Brouwer a f; : K — K¢, con K¢ compacto convexo de
Xg, y obtenemos

Xe = fs(Xs)'

Por compacidad de K, tomamos una subsucesién {xg,}, que
converge a x € K con &, — 0. Veamos que x es el punto fijo.

lx = F O < llx = xe, [+ lIxe, = £ (xe,) | + [1£(xe,) = F ()| =0

(lIxe, = F (xen )l = Il e, (xe,) — £ (xe, )| = llge, (F (xe,)) — F(xe, )| < €.
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Ejemplos
Notacién

Equilibrios de Nash q g L
Existencia de equilibrios

Equilibrios de Nash
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Ejemplos
Notacién

Equilibrios de Nash q g L
Existencia de equilibrios

Equilibrios de Nash

Theorem (Nash, 1950)

Todo juego finito tiene un punto de equilibrio.

Carlos Domingo (UB) Coralina Hernandez (ULL) Luis Carlos ¢ Teoremas del Punto Fijo



Ejemplos
Notacién

Equilibrios de Nash . .
quilibrios de Nas Existencia de equilibrios

Ejemplos

Jug. 2

o« B

Jug.l a 66 0,10
b 100 11
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Ejemplos
Notacién

Equilibrios de Nash . .
quilibrios de Nas Existencia de equilibrios

Ejemplos

Jug. 2

o« B

Jug.l a 66 0,10
b 100 11

(b,B) es punto de eq.
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Ejemplos
Notacién

Equilibrios de Nash . .
quilibrios de Nas Existencia de equilibrios

Ejemplos

Jug. 2 ;ug. z

a B
Jug.l a 66 010 Jug-1 E 5é'§ '34'3
b 100 1,1 e "

(b,B) es punto de eq.
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Ejemplos
Notacién

Equilibrios de Nash . .
quilibrios de Nas Existencia de equilibrios

Ejemplos

Jug. 2 Jug. 2
a B
a B
Jug.l a 66 010 Jug-1 E 5é'§ '34'3
b 100 1,1 . ) o i
(1a+15b 5+ 17B) es
(b,B) es punto de eq. ounto de eq
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Equilibrios de Nash

Ejemplos
Notacién
Existencia de equilibrios

Ejemplos

Jug. 2

o« B

Jug.l a 66 0,10
b 100 11

(b,B) es punto de eq.

Definition

Jug. 2

o B

Jug.l a 5-3 -44
b -55 3-4

9 10
(fg2+ b 700+ 17B) es
punto de eq.

Llamamos juego finito a un conjunto de n jugadores, cada uno

con un conjunto P; =
funcién de pagos p;: P1 X .

{Tio} finito de estrategias puras, y con una
X P,—=R
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Ejemplos
Notacién

Equilibrios de Nash . .
quilibrios de Nas Existencia de equilibrios

Definition

Para cada jugador i, se define el conjunto de sus estrategias mixtas
como S,' = {S,' = (X,'l, e 7Xim,-) cRMi . Xig = O,Zax,'a = 1}
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Ejemplos
Notacién

Equilibrios de Nash . .
quilibrios de Nas Existencia de equilibrios

Definition

Para cada jugador i, se define el conjunto de sus estrategias mixtas
como S,' = {S,' = (X,'l, e 7Xim,-) cRMi . Xig = O,Zax,'a = 1}

@ S; es compacto y convexo.
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Ejemplos
Notacién

Equilibrios de Nash . .
quilibrios de Nas Existencia de equilibrios

Definition

Para cada jugador i, se define el conjunto de sus estrategias mixtas
como S,' = {S,' = (X,'l, e 7Xim,-) cRMi . Xig = O,Zax,'a = 1}

@ S; es compacto y convexo.
@ Sea S = 51 x ... x5, S también es convexo y compacto.
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Ejemplos
Notacién

Equilibrios de Nash . .
quilibrios de Nas Existencia de equilibrios

Definition

Para cada jugador i, se define el conjunto de sus estrategias mixtas
como S,' = {S,' = (X,'l, e 7Xim,-) cRMi . Xig = O,Zax,'a = 1}

@ S; es compacto y convexo.
@ Sea S = 51 x ... x5, S también es convexo y compacto.

@ p; se extiende por linealidad a una funcién p; : S — R
continua.
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Ejemplos
Notacién

Equilibrios de Nash o iibri
quilibrios de Nasl Existencia de equilibrios

Definition

Para cada jugador i, se define el conjunto de sus estrategias mixtas
como S,' = {S,' = (X,'l, e 7Xim,-) cRMi . Xig = O,Zax,'a = 1}

@ S; es compacto y convexo.
@ Sea S = 51 x ... x5, S también es convexo y compacto.

@ p; se extiende por linealidad a una funcién p; : S — R
continua.

Definition

Se dice que una estategia mixta s € S es un punto de equilibrio si
para todo i =1,...,n se tiene:

pi(s) = maxp;(s; ri)

rEeS;
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quilibrios de Nasl Existencia de equilibrios

Definition

Para cada jugador i, se define el conjunto de sus estrategias mixtas
como S,' = {S,' = (X,'l, e 7Xim,-) cRMi . Xig = O,Zax,'a = 1}

@ S; es compacto y convexo.
@ Sea S = 51 x ... x5, S también es convexo y compacto.

@ p; se extiende por linealidad a una funcién p; : S — R
continua.

Definition

Se dice que una estategia mixta s € S es un punto de equilibrio si
para todo i =1,...,n se tiene:

pi(s) = maxp;(s; ri)

rEeS;

@ Por linealidad, es equivalente a p;(s) = maxq pi(s; Tig)
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Equilibrios de Nash Existencia de equilibrios

Theorem (Nash, 1950)

Todo juego finito tiene un punto de equilibrio.
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Theorem (Nash, 1950)

Todo juego finito tiene un punto de equilibrio.

@ Definimos ¢ : S — R™ dada por ¢;o(s) = max{0, pi(s; Tia) — pi(s)}
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Theorem (Nash, 1950)

Todo juego finito tiene un punto de equilibrio.

@ Definimos ¢i¢ : S — RT dada por ¢;¢(s) = max{0, pi(s; Tix) — pi(s)}
@ Sea T:S — S dada por T(sy,...,5,) = (s1,--.,5,,) donde

r_Si +Y o 9ia(S)Tic
' 1+Za (Pia(s)
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Theorem (Nash, 1950)

Todo juego finito tiene un punto de equilibrio.

@ Definimos ¢i¢ : S — RT dada por ¢;¢(s) = max{0, pi(s; Tix) — pi(s)}
@ Sea T:S — S dada por T(sy,...,5,) = (s1,--.,5,,) donde

) _ SitYafia(s)Tia

’ 1+Ya (Pia(s)

@ Por el teorema de Brouwer, T tiene algin punto fijo s € S.
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Equilibrios de Nash Existencia de equilibrios

Theorem (Nash, 1950)

Todo juego finito tiene un punto de equilibrio.

Definimos ¢o : S — RT dada por ¢;¢(s) = max{0, pi(s; Tie) — pi(s)}
@ Sea T:S — S dada por T(sy,...,5,) = (s1,--.,5,,) donde

) _ SitYafia(s)Tia

’ 1+Ya (Pia(s)

Por el teorema de Brouwer, T tiene algin punto fijo s € S.

Existe B tal que pi(s;mig) < pi(s) y por tanto ¢;g(s) =0
Centrandonos en la coordenada f:
X,'ﬁ +0
Xip = -
1+ Yo 9ia(s)
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Equilibrios de Nash Existencia de equilibrios

Theorem (Nash, 1950)

Todo juego finito tiene un punto de equilibrio.

Definimos ¢o : S — RT dada por ¢;¢(s) = max{0, pi(s; Tie) — pi(s)}
@ Sea T:S — S dada por T(sy,...,5,) = (s1,--.,5,,) donde

) _ SitYafia(s)Tia

’ 1+Ya (Pia(s)

Por el teorema de Brouwer, T tiene algin punto fijo s € S.

Existe B tal que pi(s;mig) < pi(s) y por tanto ¢;g(s) =0
Centrandonos en la coordenada f:

X,'ﬁ +0
Xig=7T————""-
P 14 Y0 0ia(s)

Por tanto, ¥.q 9ia(s) = 0= §ia(s) = 0= pi(s; o) = pi(s) = s es
punto de equilibrio.
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El juego del Hex

THE GAME OF HEX AND THE BROUWER FIXED-POINT THEOREM

DAVID GALE

1. Introduction. The lication of math tics to games of strategy is now repres:nted by
a voluminous literature. Recently there has also been some work which goes in the other
direction, using known facts about games to obtain mathematical results in other areas. The
present paper is in this latter spirit. Our main purpose is to show that a classical result of
topology, the celebrated Brouwer Fixed-Point Th is an easy of the fact that
Hex, a game which is probably familiar to many mathematicians, cannot end in a draw. This
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