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Definiciones

Sea f : X — R, donde X es un subconjunto de un espacio vectorial
topoldgico.
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Definiciones

Sea f : X — R, donde X es un subconjunto de un espacio vectorial
topoldgico.

Diremos que f es casi-convexa si dado A € R, el conjunto de nivel
Cy = {x € X : f(x) < A} es convexo en X.
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topoldgico.

Definicion
Diremos que f es casi-convexa si dado A € R, el conjunto de nivel
Cy = {x € X : f(x) < A} es convexo en X.
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Definicion
Diremos que f es superiormente semicontinua si dado A € R, el
conjunto de nivel Sy := {x € X : f(x) < A} es abierto en X.
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topoldgico.

Definicion
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Definicion

Diremos que f es superiormente semicontinua si dado A € R, el
conjunto de nivel Sy := {x € X : f(x) < A} es abierto en X.
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Diremos que f es casi-cdncava si y solo si —f casi-convexa.
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niclLones

Sea f : X — R, donde X es un subconjunto de un espacio vectorial
topoldgico.

Definicion
Diremos que f es casi-convexa si dado A € R, el conjunto de nivel
Cy = {x € X : f(x) < A} es convexo en X.

| A\

Definicion
Diremos que f es superiormente semicontinua si dado A € R, el
conjunto de nivel Sy := {x € X : f(x) < A} es abierto en X.

.

Diremos que f es casi-cdncava si y solo si —f casi-convexa.
Diremos que f es inferiormente semicontinua si y solo si —f superiormente
semicontinua.
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Teorema de Klee

Propiedad

f casi-convexa en X si y solo si
f(pxa + (1 — p)x) < max{f(x1),f(x2)} Vxi,x € X, Yu€[0,1]
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Teorema de Klee

f casi-convexa en X si y solo si
f(pxa + (1 — p)x) < max{f(x1),f(x2)} Vxi,x € X, Yu€[0,1]

Teorema de Klee
Sean Cy Gy, ..., C, conjuntos cerrados, convexos en un Espacio Euclideo
cumpliendo:

(i) CNO_, G =0
Entonces C ¢ J_; G
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Teorema de la Alternativa

Teorema
Sea X e Y dos subconjuntos convexos de espacios vectoriales topoldgicos,
con Y compacto y sean f,f,g,g : X x Y — R satisfaciendo:

(i) Flx,y) < F(x,y) < g(x,y) < &(x,y),Y(x,y) €X x Y
(ii) y — f(x,y) inferiormente semicontinua y casi-convexa en Y, para
cada x € X fijo,
(111) x — f(x,y) casi-céncava en X, para cada y € Y fijo,
(iv) y — g(x, y) casi-convexa en Y, para cada x € X fijo,
(v) x — g(x,y) superiormente semicontinua y casi-céncava en X, para
cada y € Y fijo. |
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Teorema de la Alternativa

Entonces dado A € R se cumple la siguiente alternativa:
A3dxeXtalqueVy eV, g(x,y) >\
B 3y e Y tal que Vx € X, f(x,¥7) < A.
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Teorema de la Alternativa

Demostracion:
Suponemos que no se cumplen ninguna de las afirmaciones. Consideramos
dos familias de conjuntos:

o {U,:={xe X |g(x,y) <A} |y € Y} recubrimiento abierto de X.
o {Vi:={yeY|f(x,y) >A}|xe X}, recubrimiento abierto de Y.
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Teorema de la Alternativa

Demostracion:
Suponemos que no se cumplen ninguna de las afirmaciones. Consideramos

dos familias de conjuntos:
o {U,:={xe X |g(x,y) <A} |y € Y} recubrimiento abierto de X.
o {Vi:={yeY|f(x,y) >A}|xe X}, recubrimiento abierto de Y.
Sea {V, : k =1,..., m} un subrecubrimiento finito de Y.
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Teorema de la Alternativa

Demostracion:
Suponemos que no se cumplen ninguna de las afirmaciones. Consideramos

dos familias de conjuntos:
o {U,:={xe X |g(x,y) <A} |y € Y} recubrimiento abierto de X.
o {Vi:={yeY|f(x,y) >A}|xe X}, recubrimiento abierto de Y.

Sea {V, : k =1,..., m} un subrecubrimiento finito de Y.
Llamamos C := Conv{xx : k=1,...,m} C L < X con dimL < co.
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Teorema de la Alternativa

Demostracion:
Suponemos que no se cumplen ninguna de las afirmaciones. Consideramos
dos familias de conjuntos:

o {U,:={xe X |g(x,y) <A} |y € Y} recubrimiento abierto de X.
o {Vi:={yeY|f(x,y) >A}|xe X}, recubrimiento abierto de Y.
Sea {V, : k =1,..., m} un subrecubrimiento finito de Y.
Llamamos C := Conv{xx : k=1,...,m} C L < X con dimL < co.

Consideramos {U, N L}, es un recubrimiento abierto de C.
Sea {U; | i=1,...,n} un subrecubrimiento finito tal que
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Teorema de la Alternativa

Definimos C; := L\U;, cerrado y convexo de L.

II Escuela Taller (La Manga) 18 de abril de 2012 9 /19



Teorema de la Alternativa

Definimos C; := L\U;, cerrado y convexo de L.Por lo tanto tenemos:

Aplicamos el Teorema de Klee
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Teorema de la Alternativa

Definimos C; := L\U;, cerrado y convexo de L.Por lo tanto tenemos:

Aplicamos el Teorema de Klee= 3xp € Ccon xo ¢ C; i =1,...,n.
Por lo tanto g(xo,yi) < &(x0,yi) < A.
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Teorema de la Alternativa

Definimos C; := L\U;, cerrado y convexo de L.Por lo tanto tenemos:
° Cﬂﬂ,’-’zl C=0,
o CN m;’:l,i;&j G #0.
Aplicamos el Teorema de Klee= 3xp € Ccon xo ¢ C; i =1,...,n.
Por lo tanto g(xo, yi) < &(x0,yi) < A.
Como g(xo, -) es casi-convexa =
g(x0,y) < AVyeD:=Conv{y;|i=1,...,n}
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Teorema de la Alternativa

Definimos C; := L\U;, cerrado y convexo de L.Por lo tanto tenemos:

o CN m;’:l,i;&j G #0.
Aplicamos el Teorema de Klee= 3xp € Ccon xo ¢ C; i =1,...,n.
Por lo tanto g(xo, yi) < &(x0,yi) < A.
Como g(xo, -) es casi-convexa =
g(x0,y) < AVyeD:=Conv{y;|i=1,...,n}
De forma similar obtenemos f(x, yp) > A, Vx € C.

II Escuela Taller (La Manga) 18 de abril de 2012



Teorema de la Alternativa

Definimos C; := L\U;, cerrado y convexo de L.Por lo tanto tenemos:

o CN m;’:l,i#j G #0.
Aplicamos el Teorema de Klee= 3xp € Ccon xo ¢ C; i =1,...,n.
Por lo tanto g(xo, yi) < &(x0,yi) < A.
Como g(xo, -) es casi-convexa =
g(x0,y) < AVyeD:=Conv{y;|i=1,...,n}
De forma similar obtenemos f(x, yp) > A, Vx € C.
Por lo tanto:

A < f(x0,¥0) < g(x0,¥0) < A

Contradiccion.
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Bajo las mismas hipdtesis que en el teorema anterior, entonces:

a =supinfg(x,y) > m\l’n sup?(x,y) =5
X
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Bajo las mismas hipdtesis que en el teorema anterior, entonces:

a =supinfg(x,y) > m\l’n sup?(x,y) =5
X

Dem: Suponemos & < .

Sea A € R, tal que & < \ < B.

Por el teorema anterior 3y € Y tal que Vx € X, f(x,¥) < \.
Entonces 5 < A < 3.

Contradiccion.

Osino dx € X tal que Vy € Y, g(x,y) > A, entonces & > \ > &
Contradicciodn.
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Teorema (von Neumann, version de Sion)

Sean X e Y dos subconjuntos convexos de espacios vectoriales
topoldgicos,con Y compacto y sea f : X x Y — R tal que:

e x — f(x, y) superiormente semicontinua y casi-céncava en X, para

cada y € Y fijo.

e y — f(x, y) inferiormente semicontinua y casi-convexa en Y, para

cada x € X fijo

Entonces:
sup min f(x, y) = minsup f(x, y)
X Y Y X
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Teorema de la Alternativa

Observaciones

@ Las conclusiones A y B del Teorema son equivalentes a la conclusién
del corolario.

o El supremo de una familia de funciones inferiormente semicontinuas
es inferiormente semicontinua.

@ Una funcién inferiormente semicontinua de un compacto que toma
valores reales alcanza un minimo.
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Notacion

Dada una relacién A C X x Y, denotamos:
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Notacion

Dada una relacién A C X x Y, denotamos:
@ Las secciones de A:
o Alx]:={yeY : (x,y) € Al
o Aly] ={xe X : (x,y) € A}.
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Notacion

Dada una relacién A C X x Y, denotamos:
@ Las secciones de A:
o Alx] :={yeY :(xy) €A}
o Alyl :={xe X : (x,y) € A}l
o Su relacién inversa A== {(y,x) € Y x X : (x,y) € A}.
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Pares de von Neumann

Definicion:

Dadas A, A C X x Y, se dice que (/Z\,A) es un par de von Neumann si:
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Pares de von Neumann

Definicion:

Dadas A, A C X x Y, se dice que (/Z\,A) es un par de von Neumann si:
i) AC A

it) Dado y € Y, Aly] es convexa.

iii) Dado x € X, Y\A[x] es convexo y A[x] es abierto.
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Aplicacion del Teorema de la Alternativa

Teorema:
Sean X, Y dos subconjuntos convexos no vacios en espacios topoldgicos

de Hausdorff. Sean (A, A), (B, B) dos pares de relaciones de X x Y.
Asumamos que Y compacto y que los pares (A, A), (B~1, B~1) son de von

Neumann.

18 de abril de 2012 16 / 19

II Escuela Taller (La Manga)



Aplicacion del Teorema de la Alternativa

Teorema:

Sean X, Y dos subconjuntos convexos no vacios en espacios topoldgicos
de Hausdorff. Sean (A, A), (B, B) dos pares de relaciones de X x Y.
Asumamos que Y compacto y que los pares (/~4,A), (B‘l, B~1) son de von
Neumann.

Entonces se verifica la siguiente alternativa:

(1) Aly] = 0 para algin y € Y V B[x] = 0 para algiin x € X. (Elemento
maximal)

(2) AN B # (. (Coincidencia)

16 / 19
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Esquema de la prueba

Demostracién (esquema):
e Definimos )\ := % yf.f,g,8: X xY —R tales que
f=1,f=1,6=1,.8=1,.
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Esquema de la prueba

Demostracién (esquema):
@ Definimos \ := % yf.f.g,8: X xY — R tales que
f=1,f=1,g6=1,,8=1,.

e Se verifican (ii),(iii),(iv) y (v) del Teorema de la Alternativa.
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Esquema de la prueba

Demostracién (esquema):
@ Definimos \ := % yf.f.g,8: X xY — R tales que
f=1,f=1,g6=1,,8=1,.
e Se verifican (ii),(iii),(iv) y (v) del Teorema de la Alternativa.

e Asumamos que la opcién (1) no se cumple.
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Esquema de la prueba

Demostracién (esquema):
@ Definimos \ := % yf.f.g,8: X xY — R tales que
f= L.f=1,6=1,,8=1,.
e Se verifican (ii),(iii),(iv) y (v) del Teorema de la Alternativa.
e Asumamos que la opcién (1) no se cumple.
e Entonces no se verifica la tesis del Teorema de la Alternativa.
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Esquema de la prueba

Demostracién (esquema):
@ Definimos \ := % yf.f.g,8: X xY — R tales que
f=1,f=1,g6=1,,8=1,.

e Se verifican (ii),(iii),(iv) y (v) del Teorema de la Alternativa.
e Asumamos que la opcién (1) no se cumple.
@ Entonces no se verifica la tesis del Teorema de la Alternativa.

o Necesariamente no se verifica (i) del Teorema de la Alternativa.
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Esquema de la prueba

Demostracién (esquema):
@ Definimos \ := % yf.f.g,8: X xY — R tales que
f=1,f=1,g6=1,,8=1,.

e Se verifican (ii),(iii),(iv) y (v) del Teorema de la Alternativa.
e Asumamos que la opcién (1) no se cumple.
@ Entonces no se verifica la tesis del Teorema de la Alternativa.

o Necesariamente no se verifica (i) del Teorema de la Alternativa.
eComof<fyg<g=r~+<g.

II Escuela Taller (La Manga) 18 de abril de 2012



Esquema de la prueba

Demostracién (esquema):
@ Definimos \ := % yf.f.g,8: X xY — R tales que
f=1,f=1,g6=1,,8=1,.

e Se verifican (ii),(iii),(iv) y (v) del Teorema de la Alternativa.
e Asumamos que la opcién (1) no se cumple.
@ Entonces no se verifica la tesis del Teorema de la Alternativa.

o Necesariamente no se verifica (i) del Teorema de la Alternativa.
e Comof<fyg<g=fF<Zg.
e Y esto conlleva finalmente a la verificacion de (2).
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