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TEOREMA DE KLEE Definiciones

Definiciones

Sea f : X −→ R, donde X es un subconjunto de un espacio vectorial
topológico.

Definición

Diremos que f es casi-convexa si dado λ ∈ R, el conjunto de nivel
Cλ := {x ∈ X : f (x) ≤ λ} es convexo en X.

Definición

Diremos que f es superiormente semicontinua si dado λ ∈ R, el
conjunto de nivel Sλ := {x ∈ X : f (x) < λ} es abierto en X.

Diremos que f es casi-cóncava si y solo si −f casi-convexa.
Diremos que f es inferiormente semicontinua si y solo si −f superiormente
semicontinua.

II Escuela Taller (La Manga) TEOREMA MINIMAX 18 de abril de 2012 3 / 19



TEOREMA DE KLEE Definiciones

Definiciones

Sea f : X −→ R, donde X es un subconjunto de un espacio vectorial
topológico.

Definición

Diremos que f es casi-convexa si dado λ ∈ R, el conjunto de nivel
Cλ := {x ∈ X : f (x) ≤ λ} es convexo en X.

Definición

Diremos que f es superiormente semicontinua si dado λ ∈ R, el
conjunto de nivel Sλ := {x ∈ X : f (x) < λ} es abierto en X.

Diremos que f es casi-cóncava si y solo si −f casi-convexa.
Diremos que f es inferiormente semicontinua si y solo si −f superiormente
semicontinua.

II Escuela Taller (La Manga) TEOREMA MINIMAX 18 de abril de 2012 3 / 19



TEOREMA DE KLEE Definiciones

Definiciones

Sea f : X −→ R, donde X es un subconjunto de un espacio vectorial
topológico.

Definición

Diremos que f es casi-convexa si dado λ ∈ R, el conjunto de nivel
Cλ := {x ∈ X : f (x) ≤ λ} es convexo en X.

Definición

Diremos que f es superiormente semicontinua si dado λ ∈ R, el
conjunto de nivel Sλ := {x ∈ X : f (x) < λ} es abierto en X.

Diremos que f es casi-cóncava si y solo si −f casi-convexa.
Diremos que f es inferiormente semicontinua si y solo si −f superiormente
semicontinua.

II Escuela Taller (La Manga) TEOREMA MINIMAX 18 de abril de 2012 3 / 19



TEOREMA DE KLEE Definiciones

Definiciones

Sea f : X −→ R, donde X es un subconjunto de un espacio vectorial
topológico.

Definición

Diremos que f es casi-convexa si dado λ ∈ R, el conjunto de nivel
Cλ := {x ∈ X : f (x) ≤ λ} es convexo en X.

Definición

Diremos que f es superiormente semicontinua si dado λ ∈ R, el
conjunto de nivel Sλ := {x ∈ X : f (x) < λ} es abierto en X.

Diremos que f es casi-cóncava si y solo si −f casi-convexa.

Diremos que f es inferiormente semicontinua si y solo si −f superiormente
semicontinua.

II Escuela Taller (La Manga) TEOREMA MINIMAX 18 de abril de 2012 3 / 19



TEOREMA DE KLEE Definiciones

Definiciones

Sea f : X −→ R, donde X es un subconjunto de un espacio vectorial
topológico.

Definición

Diremos que f es casi-convexa si dado λ ∈ R, el conjunto de nivel
Cλ := {x ∈ X : f (x) ≤ λ} es convexo en X.

Definición

Diremos que f es superiormente semicontinua si dado λ ∈ R, el
conjunto de nivel Sλ := {x ∈ X : f (x) < λ} es abierto en X.

Diremos que f es casi-cóncava si y solo si −f casi-convexa.
Diremos que f es inferiormente semicontinua si y solo si −f superiormente
semicontinua.

II Escuela Taller (La Manga) TEOREMA MINIMAX 18 de abril de 2012 3 / 19



TEOREMA DE KLEE Teorema de Klee

Teorema de Klee

Propiedad

f casi-convexa en X si y solo si
f (µx1 + (1− µ)x2) ≤ máx{f (x1), f (x2)} ∀x1, x2 ∈ X , ∀µ ∈ [0, 1]

Teorema de Klee

Sean C y C1, . . . ,Cn conjuntos cerrados, convexos en un Espacio Eucĺıdeo
cumpliendo:

(i) C ∩
⋂n

i=1,i 6=j Ci 6= ∅ para j = 1, 2, . . . , n

(ii) C ∩
⋂n

i=1 Ci = ∅
Entonces C *

⋃n
i=1 Ci
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TEOREMA MINIMAX Teorema de la Alternativa

Teorema de la Alternativa

Teorema

Sea X e Y dos subconjuntos convexos de espacios vectoriales topológicos,
con Y compacto y sean f̃ , f , g , g̃ : X × Y −→ R satisfaciendo:

(i) f̃ (x , y) ≤ f (x , y) ≤ g(x , y) ≤ g̃(x , y), ∀(x , y) ∈ X × Y

(ii) y 7−→ f̃ (x , y) inferiormente semicontinua y casi-convexa en Y , para
cada x ∈ X fijo,

(iii) x 7−→ f (x , y) casi-cóncava en X , para cada y ∈ Y fijo,

(iv) y 7−→ g(x , y) casi-convexa en Y , para cada x ∈ X fijo,

(v) x 7−→ g̃(x , y) superiormente semicontinua y casi-cóncava en X , para
cada y ∈ Y fijo.
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TEOREMA MINIMAX Teorema de la Alternativa

Teorema de la Alternativa

Entonces dado λ ∈ R se cumple la siguiente alternativa:

A ∃x̄ ∈ X tal que ∀y ∈ Y , g̃(x̄ , y) ≥ λ.

B ∃ȳ ∈ Y tal que ∀x ∈ X , f̃ (x , ȳ) ≤ λ.

II Escuela Taller (La Manga) TEOREMA MINIMAX 18 de abril de 2012 7 / 19



TEOREMA MINIMAX Teorema de la Alternativa

Teorema de la Alternativa

Demostración:
Suponemos que no se cumplen ninguna de las afirmaciones. Consideramos
dos familias de conjuntos:

{Uy := {x ∈ X | g̃(x , y) < λ} | y ∈ Y }, recubrimiento abierto de X .

{Vx := {y ∈ Y | f̃ (x , y) > λ} | x ∈ X}, recubrimiento abierto de Y .

Sea {Vxk : k = 1, . . . ,m} un subrecubrimiento finito de Y .
Llamamos C := Conv{xk : k = 1, . . . ,m} ⊂ L < X con dimL <∞.
Consideramos {Uy ∩ L}, es un recubrimiento abierto de C.
Sea {Ui | i = 1, . . . , n} un subrecubrimiento finito tal que
C *

⋃n
i=1,i 6=j Ui ,∀j ∈ {1, . . . , n}.
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TEOREMA MINIMAX Teorema de la Alternativa

Teorema de la Alternativa

Definimos Ci := L\Ui , cerrado y convexo de L.

Por lo tanto tenemos:

C ∩
⋂n

i=1 Ci = ∅,
C ∩

⋂n
i=1,i 6=j Ci 6= ∅.

Aplicamos el Teorema de Klee⇒ ∃x0 ∈ C con x0 /∈ Ci i = 1, . . . , n.
Por lo tanto g(x0, yi ) ≤ g̃(x0, yi ) < λ.
Como g(x0, ·) es casi-convexa ⇒
g(x0, y) < λ ∀y ∈ D := Conv{yi | i = 1, . . . , n}
De forma similar obtenemos f (x , y0) > λ,∀x ∈ C .
Por lo tanto:

λ < f (x0, y0) ≤ g(x0, y0) < λ

Contradicción.
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TEOREMA MINIMAX Teorema Minimax

Corolario

Bajo las mismas hipótesis que en el teorema anterior, entonces:

ᾱ = sup
X

ı́nf
Y

g̃(x , y) ≥ ḿın
Y

sup
X

f̃ (x , y) = β̄

Dem: Suponemos ᾱ < β̄.
Sea λ ∈ R, tal que ᾱ < λ < β̄.
Por el teorema anterior ∃ȳ ∈ Y tal que ∀x ∈ X , f̃ (x , ȳ) ≤ λ.
Entonces β̄ ≤ λ < β̄.
Contradicción.
O si no ∃x̄ ∈ X tal que ∀y ∈ Y , g̃(x̄ , y) ≥ λ, entonces ᾱ ≥ λ > ᾱ
Contradicción.
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ᾱ = sup
X

ı́nf
Y

g̃(x , y) ≥ ḿın
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Por el teorema anterior ∃ȳ ∈ Y tal que ∀x ∈ X , f̃ (x , ȳ) ≤ λ.
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TEOREMA MINIMAX Teorema Minimax

Teorema Minimax

Teorema (von Neumann, versión de Sion)

Sean X e Y dos subconjuntos convexos de espacios vectoriales
topológicos,con Y compacto y sea f : X × Y −→ R tal que:

x 7−→ f (x , y) superiormente semicontinua y casi-cóncava en X , para
cada y ∈ Y fijo.

y 7−→ f (x , y) inferiormente semicontinua y casi-convexa en Y , para
cada x ∈ X fijo

Entonces:
sup
X

ḿın
Y

f (x , y) = ḿın
Y

sup
X

f (x , y)
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TEOREMA MINIMAX Teorema Minimax

Teorema de la Alternativa

Observaciones

Las conclusiones A y B del Teorema son equivalentes a la conclusión
del corolario.

El supremo de una familia de funciones inferiormente semicontinuas
es inferiormente semicontinua.

Una función inferiormente semicontinua de un compacto que toma
valores reales alcanza un ḿınimo.
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PARES DE VON NEUMANN

Notación

Dada una relación A ⊂ X × Y , denotamos:

Las secciones de A:

A[x ] := {y ∈ Y : (x , y) ∈ A}.
A[y ] := {x ∈ X : (x , y) ∈ A}.

Su relación inversa A−1 := {(y , x) ∈ Y × X : (x , y) ∈ A}.
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PARES DE VON NEUMANN

Pares de von Neumann

Definición:

Dadas Ã,A ⊂ X × Y , se dice que (Ã,A) es un par de von Neumann si:

i) Ã ⊂ A.

ii) Dado y ∈ Y , A[y ] es convexa.

iii) Dado x ∈ X , Y \Ã[x ] es convexo y Ã[x ] es abierto.
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PARES DE VON NEUMANN

Aplicación del Teorema de la Alternativa

Teorema:

Sean X ,Y dos subconjuntos convexos no vaćıos en espacios topológicos
de Hausdorff. Sean (Ã,A), (B̃,B) dos pares de relaciones de X × Y .
Asumamos que Y compacto y que los pares (Ã,A), (B̃−1,B−1) son de von
Neumann.

Entonces se verifica la siguiente alternativa:

(1) Ã[ȳ ] = ∅ para algún ȳ ∈ Y ∨ B̃[x̄ ] = ∅ para algún x̄ ∈ X . (Elemento
maximal)

(2) A ∩ B 6= ∅. (Coincidencia)
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Esquema de la prueba

Demostración (esquema):

Definimos λ := 1
2 y f̃ , f , g , g̃ : X × Y → R tales que

f̃ ≡ 1
Ã
, f ≡ 1

A
, g ≡ 1

Bc , g̃ ≡ 1
B̃c .

Se verifican (ii),(iii),(iv) y (v) del Teorema de la Alternativa.

Asumamos que la opción (1) no se cumple.

Entonces no se verifica la tesis del Teorema de la Alternativa.

Necesariamente no se verifica (i) del Teorema de la Alternativa.

Como f̃ ≤ f y g ≤ g̃ ⇒ f 6≤ g .

Y esto conlleva finalmente a la verificación de (2).
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