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Definiciones

Espacio Invariante e Hiperinvariante
Dado un X espacio de Banach (real o complejo) y un T € L(X):

© Diremos que un subespacio F C X es T-Invariante si es
cerrado y tal que TF C F.

@ Diremos que un subespacio F C X es T-Hiperinvariante si es
cerrado y tal que

SFCFNVSe{T}Y ={SeL(X):ST =TS}

A este Ultimo conjunto se le denomina conmutante de T.
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Definiciones

Algebra Transitiva

Sea X un espacio de Banach (real o complejo) y A C £(X) un
algebra de operadores. Diremos que A es transitiva si no posee
subespacios cerrados invariantes no triviales.
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Definiciones

Algebra Transitiva

Sea X un espacio de Banach (real o complejo) y A C £(X) un
algebra de operadores. Diremos que A es transitiva si no posee
subespacios cerrados invariantes no triviales.

Ejemplo: {T}" es una &lgebra de operadores.
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Lema de Lomonosov

Sea A un algebra de operadores transitiva sobre un espacio de
Banach X (real o complejo). Entonces para cada operador
compacto no nulo K, existe un A € A tal que el operador AK
posee un punto fijo no nulo, esto es,

Ju #0 tal que AKu=u
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Lema de Lomonosov

Ideas de la demostracion:

@ Tomar xp € X tal que 0 ¢ Uy = B(x0,1) y que 0 ¢ K(Up).
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Lema de Lomonosov

Ideas de la demostracion:

@ Tomar xp € X tal que 0 ¢ Uy = B(x0,1) y que 0 ¢ K(Up).
@ Probar que Ax = X, Vx # 0.
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Lema de Lomonosov

Ideas de la demostracion:

@ Tomar xp € X tal que 0 ¢ Uy = B(x0,1) y que 0 ¢ K(Up).
@ Probar que Ax = X, Vx # 0.

© Buscar un recubrimiento de K(Up) con una propiedad especial.
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Lema de Lomonosov

Ideas de la demostracion:

@ Tomar xp € X tal que 0 ¢ Uy = B(x0,1) y que 0 ¢ K(Up).
@ Probar que Ax = X, Vx # 0.

© Buscar un recubrimiento de K(Up) con una propiedad especial.

@ Construir un aplicacién ¢ : Uy — X y restrigirla a un
subconjunto convexo y compacto.
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Lema de Lomonosov

Ideas de la demostracion:

@ Tomar xp € X tal que 0 ¢ Uy = B(x0,1) y que 0 ¢ K(Up).
@ Probar que Ax = X, Vx # 0.

© Buscar un recubrimiento de K(Up) con una propiedad especial.

@ Construir un aplicacién ¢ : Uy — X y restrigirla a un
subconjunto convexo y compacto.

© Aplicar un Teorema del punto fijo para ¢.
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Lema de Lomonosov

Ideas de la demostracion:

Tomar xg € X tal que 0 ¢ Uy = B(xo,1) y que 0 ¢ K(Up).
Probar que Ax = X, Vx # 0.

Buscar un recubrimiento de K(Up) con una propiedad especial.

Construir un aplicacién ¢ : Uy — X y restrigirla a un
subconjunto convexo y compacto.

Aplicar un Teorema del punto fijo para ¢.

Construir un operador A € A tal que el punto fijo obtenido en
el paso anterior sea punto fijo del operador AK.
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Demostracion

Sin pérdida de generalidad, podemos suponer que ||K|| = 1.
Ademas, siempre existe xp € X tal que ||Kxp|| > 1y por lo tanto se
tiene que

o ( ¢ Uo.
o 0¢ K(Up).
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Demostracion

Sin pérdida de generalidad, podemos suponer que ||K|| = 1.
Ademas, siempre existe xp € X tal que ||Kxp|| > 1y por lo tanto se
tiene que

e 0 ¢ Up.
o 0¢ K(Uo).

Como A es un algebra tenemos que .Ax es un subespacio cerrado y
ademds A-invariante, para todo x € X.
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Demostracion

Sin pérdida de generalidad, podemos suponer que ||K|| = 1.
Ademas, siempre existe xp € X tal que ||Kxp|| > 1y por lo tanto se
tiene que

e 0¢ Up.
e 0¢ K(Up).
Como A es un 3lgebra tenemos que Ax es un subespacio cerrado y

ademds A-invariante, para todo x € X.

Para ver que Ax = X es suficiente ver que Ax # {0}, ya que A es
transitiva.
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Demostracion

Sin pérdida de generalidad, podemos suponer que ||K|| = 1.
Ademas, siempre existe xp € X tal que ||Kxp|| > 1y por lo tanto se
tiene que

e 0¢ Up.
e 0¢ K(Up).
Como A es un 3lgebra tenemos que Ax es un subespacio cerrado y

ademds A-invariante, para todo x € X.

Para ver que Ax = X es suficiente ver que Ax # {0}, ya que A es
transitiva.

Si suponemos que Ax = {0} para algin x € X \ {0} tendriamos
que el espacio cerrado no trivial span{x} seria A-invariante.

Teorema de Lomonosov



Definiciones
Lema de Lomonosov
Teorema de Lomonosov

Versién Compleja
Versién Real

Demostracion

Sin pérdida de generalidad, podemos suponer que ||K|| = 1.
Ademas, siempre existe xp € X tal que ||Kxp|| > 1y por lo tanto se
tiene que

e 0 ¢ Up.
o 0¢ K(Uo).

Como A es un algebra tenemos que .Ax es un subespacio cerrado y
ademds A-invariante, para todo x € X.

Para ver que Ax = X es suficiente ver que Ax # {0}, ya que A es
transitiva.

Con esto podemos concluir que para cada x € K(Up) existe un
S e Ay tal que [|Sx — x| < 1.
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Demostracion

Podemos considerar el recubrimiento por abiertos

K(U) ¢ |y e X: 1Sy —sall < 1}
SeA
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Demostracion

Podemos considerar el recubrimiento por abiertos

K(U) ¢ |y e X: 1Sy —sall < 1}
SeA

Por la compacidad de K(Up) podemos extraer un subrecubrimiento
finito, a saber,

K(Uo) € | J{y € X : [ISiy — ol < 1}
i=1

donde Sy,...,5, € A.
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Demostracion

Con los operadores anteriores definimos las aplicaciones continuas
no negativas

fi(z) = max{0,1 — ||Siz — x|}, Vi=1,...,m
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Demostracion

Con los operadores anteriores definimos las aplicaciones continuas
no negativas

fi(z) = max{0,1 — ||Siz — x|}, Vi=1,...,m

Por definicién fi(z) > 0 <= ||Siz — xo|| < 1
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Demostracion

Con los operadores anteriores definimos las aplicaciones continuas
no negativas

fi(z) = max{0,1 — ||Siz — x|}, Vi=1,...,m

Se tiene que:
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Demostracion

Con los operadores anteriores definimos las aplicaciones continuas
no negativas

fi(z) = max{0,1 — ||Siz — xo||}, Vi=1,...,m

Se tiene que:

m

f(z):=) fi(z) >0, VzeK(l)

i=1

Normalizando, podemos definir una aplicaciones continuas,
también no negativas, de la forma

f‘.
gi(z) = i(2) Vze K(Up), Vi=1,...,m
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Demostracion

Con los aplicaciones continuas anteriores cumplen la condicién de

Zg,-(z) =1 Vze K(U)
i=1
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Demostracion

Con los aplicaciones continuas anteriores cumplen la condicién de
m J—
Zg,-(z) =1 Vze K(U)
i=1

En particular para todo x € Uy se tiene

Z gi(Kx) =1
i=1
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Demostracion

Con los aplicaciones continuas anteriores cumplen la condicién de

Zg;(z) =1 Vze K(U)
i=1

En particular para todo x € Uy se tiene
m
D gi(Kx) =1
i=1

Con estas aplicaciones, podemos definir la aplicacién continua
¢ : Uy — X de la forma

$(x) == _ &i(Kx)Si(Kx)
i=1

Teorema de Lomonosov
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Demostracion

Ahora, buscamos el subconjunto convexo y compacto de Uy donde
aplicar un teorema del punto fijo.
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Demostracion

Ahora, buscamos el subconjunto convexo y compacto de Uy donde
aplicar un teorema del punto fijo.

Por la convexidad de Uy tenemos:
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Demostracion

Ahora, buscamos el subconjunto convexo y compacto de Uy donde
aplicar un teorema del punto fijo.

Por la convexidad de Uy tenemos:

Q ¢(Up) C Uy

Teorema de Lomonosov



Definiciones
Lema de Lomonosov
Teorema de Lomonosov

Versién Compleja
Versién Real

Demostracion

Ahora, buscamos el subconjunto convexo y compacto de Uy donde
aplicar un teorema del punto fijo.

Por la convexidad de Uy tenemos:
Q@ o(Uo) C Uo
@ #(Uo) C C:=7co(U;Z; SiK(Uo))
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Demostracion

Ahora, buscamos el subconjunto convexo y compacto de Uy donde
aplicar un teorema del punto fijo.

Por la convexidad de Uy tenemos:
Q@ o(Uo) C Uo
@ #(Uo) C C:=7co(U;Z; SiK(Uo))

Aplicando el Teorema de Mazur tenemos que C es un convexo
compacto. Por lo tanto, podemos restringir el operador

¢:CNlUy— CN Uy

donde C N Uy es un convexo y compacto no vacio.
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Demostracion

Ahora, buscamos el subconjunto convexo y compacto de Uy donde
aplicar un teorema del punto fijo.

Por la convexidad de Uy tenemos:
Q@ o(Uo) C Uo
@ #(Uo) C C:=7co(U;Z; SiK(Uo))

Aplicando el Teorema de Mazur tenemos que C es un convexo
compacto. Por lo tanto, podemos restringir el operador

¢:CNlUy— CN Uy

donde C N Uy es un convexo y compacto no vacio.

Aplicando el Teorema del punto fijo de Schauder a ¢, existe un
u € Up tal que ¢(u) = u.
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Tenemos que u # 0, pues u € Uy



Tenemos que u # 0, pues u € Uy

Tomando como

A=Y gi(Ku)Si e A

i=1
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Demostracion

Tenemos que u # 0, pues u € Uy

Tomando como

Con lo que resulta

AKu =" gi(Ku)Si(Ku) = ¢(u) = u

i=1
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Teorema de Lomonosov (Version Complejo)

Sea T € L(X) no escalar (T # Ald) sobre un espacio de Banach
X complejo y sea K un operador compacto que conmuta con T.
Entonces T admite un subespacio cerrado Hiperinvariante no
trivial.
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Teorema de Lomonosov (Version Complejo)

Sea T € L(X) no escalar (T # Ald) sobre un espacio de Banach
X complejo y sea K un operador compacto que conmuta con T.
Entonces T admite un subespacio cerrado Hiperinvariante no
trivial.

Recordar que { T} es transitiva

Teorema de Lomonosov



Probar el resultado equivale a demostrar que { T}  no es transitiva.
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Demostracion

Probar el resultado equivale a demostrar que {T}' no es transitiva.

Supongamos lo contrario, esto es, que {T} es transitiva.
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Demostracion

Probar el resultado equivale a demostrar que {T}' no es transitiva.

Supongamos lo contrario, esto es, que {T}  es transitiva.
Aplicando el lema de Lomonosov, existe A € {T}  tal que

F={xeX:AKx = x}

es un subespacio cerrado, no nulo AK-Hiperinvariante, y por tanto
es T-Invariante.
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Demostracion

Probar el resultado equivale a demostrar que {T}' no es transitiva.
Supongamos lo contrario, esto es, que {T}  es transitiva.
Aplicando el lema de Lomonosov, existe A € {T}  tal que

F={xeX:AKx = x}

es un subespacio cerrado, no nulo AK-Hiperinvariante, y por tanto
es T-Invariante.

Aplicando la compacidad del operador K tenemos que F es finito
dimensional.
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Demostracion

Probar el resultado equivale a demostrar que {T}' no es transitiva.

Supongamos lo contrario, esto es, que {T}  es transitiva.
Aplicando el lema de Lomonosov, existe A € {T}  tal que

F={xeX:AKx = x}

es un subespacio cerrado, no nulo AK-Hiperinvariante, y por tanto
es T-Invariante.

Aplicando la compacidad del operador K tenemos que F es finito
dimensional.

Tenemos que el operador T : F — F posee un autovalor A € C.
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Demostracion

Probar el resultado equivale a demostrar que {T}' no es transitiva.

Supongamos lo contrario, esto es, que {T}  es transitiva.
Aplicando el lema de Lomonosov, existe A € {T}  tal que

F={xeX:AKx = x}

es un subespacio cerrado, no nulo AK-Hiperinvariante, y por tanto
es T-Invariante.

Aplicando la compacidad del operador K tenemos que F es finito
dimensional.

Tenemos que el operador T : F — F posee un autovalor A € C.

Definimos
Ny :={xe X: Tx= I}

subespacio cerrado no trivial T-Hiperinvariante.
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Corolario

Si el operador T es polinomialmente compacto, entonces admite
un subespacio cerrado Hiperinvariante no trivial.

Teorema de Lomonosov
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Teorema de Lomonosov (Versién Real)

Sea X un espacio de Banach real y T € £(X) operador no escalar
que conmuta con un operador compacto no nulo. Entonces las
siguientes afirmaciones son equivalentes:

a) T tiene un subespacio cerrado no trivial Hiperinvariante.

b) Para cada par de nimeros reales a ,  con 3 # 0 tenemos que

(a—T)P+p>#0
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Demostracion

a) = b)
Sea T : X — X un operador no escalar actuando en un espacio de
Banach. Veamos que —b) = —a).
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Demostracion

a) = b)
Sea T : X — X un operador no escalar actuando en un espacio de
Banach. Veamos que —b) = —a).

@ Sin pérdida de generalidad podemos suponer que T2+ / = 0.
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Demostracion

a) = b)
Sea T : X — X un operador no escalar actuando en un espacio de
Banach. Veamos que —b) = —a).

@ Sin pérdida de generalidad podemos suponer que T2+ / = 0.

@ Definimos una estructura compleja sobre X, X7, tomando
ix = Tx y considerando

Ixllc = sup{ll(a + ib)x|| - a,b € R, |a+ ib] = 1}
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Demostracion

a) = b)
Sea T : X — X un operador no escalar actuando en un espacio de
Banach. Veamos que —b) = —a).

@ Sin pérdida de generalidad podemos suponer que T2+ / = 0.

@ Definimos una estructura compleja sobre X, X7, tomando
ix = Tx y considerando

lIx|lc = sup{||(a + ib)x|| : a,b € R, |a+ ib| = 1}

@ Se verifica
IxI < lIxllc < (X + (I TIDIx]]

y en particular, se sigue que (X7, || - [[c) es un espacio de
Banach complejo.
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Demostracion

@ Si tenemos Y un subespacio cerrado T-invariante, entonces
YT es un subespacio complejo cerrado de X7.
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Demostracion

@ Si tenemos Y un subespacio cerrado T-invariante, entonces
YT es un subespacio complejo cerrado de X7.

o {TY = L(X7).
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Demostracion

@ Si tenemos Y un subespacio cerrado T-invariante, entonces
YT es un subespacio complejo cerrado de X7.

o {TV = L(X7).

@ Si Y es subespacio T-Hiperinvariante, entonces YT es
L(Xr)-invariante. ABSURDO!!!
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Demostracion

Sea A un algebra transitiva de operadores en un espacio de
Banach real o complejo. Entonces para cada operador compacto

no nulo K existe un A € A tal que el operador compacto AK tiene
un punto fijo distinto de cero, esto es, AKu = u para algiin u # 0.

Teorema de Lomonosov
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Demostracion

b) = a)

@ Sea T € L(X) un operador no escalar y K compacto no nulo
tal que TK = KT.
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Demostracion

b) = a)

@ Sea T € L(X) un operador no escalar y K compacto no nulo
tal que TK = KT.

o {T} ={S € L(X):ST = TS} es no transitivo.

Teorema de Lomonosov
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Demostracion

b) = a)

@ Sea T € L(X) un operador no escalar y K compacto no nulo
tal que TK = KT.

o {T}Y ={S € L(X):ST = TS} es no transitivo.

@ Procederemos por reduccién al absurdo:
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Demostracion

b) = a)
@ Sea T € L(X) un operador no escalar y K compacto no nulo
tal que TK = KT.
o {T} ={S € L(X):ST = TS} es no transitivo.
@ Procederemos por reduccién al absurdo:

e Por el lema de Lomonosov, existe A € {T}/ tal que AK tiene
un punto fijo no nulo. Sea F = {x € X : AKx = x}.
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Demostracion

b) = a)
@ Sea T € L(X) un operador no escalar y K compacto no nulo
tal que TK = KT.
o {T} ={S € L(X):ST = TS} es no transitivo.
@ Procederemos por reduccién al absurdo:

e Por el lema de Lomonosov, existe A € {T}/ tal que AK tiene
un punto fijo no nulo. Sea F = {x € X : AKx = x}.

e F es AK-Hiperinvariante y como AK es compacto, entonces F
es de dimensién finita. En particular, F es T-invariante.
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Demostracion

b) = a)
@ Sea T € L(X) un operador no escalar y K compacto no nulo
tal que TK = KT.
o {T} ={S € L(X):ST = TS} es no transitivo.
@ Procederemos por reduccién al absurdo:

e Por el lema de Lomonosov, existe A € {T}/ tal que AK tiene
un punto fijo no nulo. Sea F = {x € X : AKx = x}.

e F es AK-Hiperinvariante y como AK es compacto, entonces F
es de dimensién finita. En particular, F es T-invariante.

e Consideramos X¢ la complexificacion de X y el operador
Tc : Xe — Xc.
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Demostracion

b) = a)
@ Sea T € L(X) un operador no escalar y K compacto no nulo
tal que TK = KT.
o {T} ={S € L(X):ST = TS} es no transitivo.
@ Procederemos por reduccién al absurdo:

e Por el lema de Lomonosov, existe A € {T}/ tal que AK tiene
un punto fijo no nulo. Sea F = {x € X : AKx = x}.

e F es AK-Hiperinvariante y como AK es compacto, entonces F
es de dimensién finita. En particular, F es T-invariante.

e Consideramos X¢ la complexificacion de X y el operador
Tc : Xe — Xc.

e Como F C X es subespacio T-invariante entonces Fc C Xc es
subespacio Tc-invariante.
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Demostracion

e T tiene un autovalor A = o+ i3, por ser Fc de dimensidn
finita, y su correspondiente autovector x + iy no nulo.
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Demostracion

e T tiene un autovalor A = « + i3, por ser F¢ de dimensién
finita, y su correspondiente autovector x + iy no nulo.

@ 0 =0= « es autovalor de T y x o y son autovectores de T
no nulos. ABSURDO!!!
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Demostracion

e T tiene un autovalor A = « + i3, por ser F¢ de dimensién
finita, y su correspondiente autovector x + iy no nulo.

@ 0 =0= « es autovalor de T y x o y son autovectores de T
no nulos. ABSURDO!!!

e #£0:
Tx = ax—[y
Ty = pBx+ay

tiene solucién no trivial.

} = (a—TP+8)x=0
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Demostracion

e T tiene un autovalor A = « + i3, por ser F¢ de dimensién
finita, y su correspondiente autovector x + iy no nulo.

@ 0 =0= « es autovalor de T y x o y son autovectores de T
no nulos. ABSURDO!!!

e B#0:
Tx = ax—[y
Ty = Bx+ay
tiene solucién no trivial.

o Entonces, el niicleo Xy = Ker((a — T)? + %) # {0} es
(a — T)? + B°-Hiperinvariante.

} = (a—TP+8)x=0
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Demostracion

e T tiene un autovalor A = « + i3, por ser F¢ de dimensién
finita, y su correspondiente autovector x + iy no nulo.
@ 0 =0= « es autovalor de T y x o y son autovectores de T
no nulos. ABSURDO!!!
e #£0:
Tx = ax-—py
Ty = pBx+ay

tiene solucién no trivial.

o Entonces, el niicleo Xy = Ker((a — T)? + %) # {0} es
(a — T)? + B°-Hiperinvariante.

o Como {T} C {(a— T)%+ B2)}, X, es subespacio
{ T} -invariante de X.

b= (- a0
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Demostracion

e T tiene un autovalor A = « + i3, por ser F¢ de dimensién
finita, y su correspondiente autovector x + iy no nulo.

@ 0 =0= « es autovalor de T y x o y son autovectores de T
no nulos. ABSURDO!!!

e #£0:
Tx = ax-—py
Ty = px+ay
tiene solucién no trivial.
o Entonces, el niicleo Xy = Ker((a — T)? + %) # {0} es
(a — T)? + B°-Hiperinvariante.
o Como {T} C {(a— T)%+ B2)}, X, es subespacio
{ T} -invariante de X.
o {TY} es transitiva, entonces Xy = X = (a— T)?+3%2=0.
ABSURDO!!

} = ((a=TyP+p)x=0
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Corolario

Sea X un espacio de Banach real y sea T € £(X) operador no
escalar que conmuta con un operador compacto no nulo. Si el
espectro o(T) es no vacio o, en otras palabras, o(T¢) NR # 0,
entonces T tiene un subespacio Hipervariante cerrado no trivial.
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Corolario

Sea X un espacio de Banach real y sea T € £(X) operador no
escalar que conmuta con un operador compacto no nulo. Si el
espectro o(T) es no vacio o, en otras palabras, o(T¢) NR # 0,
entonces T tiene un subespacio Hipervariante cerrado no trivial.

Demostracidn:
Probaremos, por reduccién al absurdo, que para cualesquiera

o, B (B #0) tenemos (o — T)? + B2 #0 .
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Corolario

Sea X un espacio de Banach real y sea T € £(X) operador no
escalar que conmuta con un operador compacto no nulo. Si el
espectro o(T) es no vacio o, en otras palabras, o(T¢) NR # 0,
entonces T tiene un subespacio Hipervariante cerrado no trivial.

Demostracién:
Probaremos, por reduccién al absurdo, que para cualesquiera
o, B (B #0) tenemos (o — T)? + B2 #0 .
o Si (a— T)?+ B2 =0, entonces por el Teorema de la
Aplicacién Espectral [ p(a(T)) = a(p(T)) ]

(=X +62=0, YA eo(Tc)
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Corolario

Sea X un espacio de Banach real y sea T € £(X) operador no
escalar que conmuta con un operador compacto no nulo. Si el
espectro o(T) es no vacio o, en otras palabras, o(T¢) NR # 0,
entonces T tiene un subespacio Hipervariante cerrado no trivial.

Demostracidn:
Probaremos, por reduccién al absurdo, que para cualesquiera
o, B (B #0) tenemos (o — T)? + B2 #0 .
o Si (a— T)?+ B2 =0, entonces por el Teorema de la
Aplicacién Espectral [ p(a(T)) = o(p(T)) |

(=X +62=0, YA eo(Tc)

@ En particular, se tiene para A € o(T¢) NR y se sigue que
a=Ay =0 ABSURDO!!!
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