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Desigualdad de Prekopa-Liendler

Teorema (Prekopa-Liendler)

Sean f , g ,m : Rn → [0,∞) tres funciones medibles y 0 < λ < 1 de forma
que

m(λx + (1− λ)y) ≥ f (x)λ · g(y)1−λ ∀x , y ∈ Rn

Entonces, ∫
Rn

m ≥
(∫

Rn
f
)λ
·
(∫

Rn
g
)1−λ
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Desigualdad de Prekopa-Liendler

caso n=1

Supongamos que A,B son medibles y acotados, y C medible de modo
que A+ B ⊆ C . Entonces

|C | ≥ |A|+ |B|

Es suficiente con considerar A ⊆ (−∞, ε), B ⊆ (−ε,+∞) y
0 ∈ A ∩ B, ∀ε > 0.
|C | ≥ |A ∪ B| = |A|+ |B| − |A ∩ B| ≥ |A|+ |B| − 2ε
Hacemos ε→ 0
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caso n=1

∫
R
f =

∫ ∞
0
|{x : f (x) ≥ t}|dt

Caso I: f y g acotadas con soporte compacto y ‖f ‖∞ = ‖g‖∞ = 1
Para 0 < t < 1 y λ ∈ [0, 1]

{z : m(z) ≥ t} ⊇ λ{x : f (x) ≥ t}+ (1− λ){y : g(y) ≥ t}

|{z : m(z) ≥ t}| ≥ λ|{x : f (x) ≥ t}|+ (1− λ)|{y : g(y) ≥ t}|
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caso n=1

∫
R
m ≥

∫ 1

0
|{z : m(z) ≥ t}|dt

≥ λ
∫ 1

0
|{x : f (x) ≥ t}|dt + (1− λ)

∫ 1

0
|{y : g(y) ≥ t}|dt

= λ

∫
R
f + (1− λ)

∫
R
g

≥
(∫

R
f
)λ
·
(∫

R
g
)1−λ
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caso n=1

Teorema

Versión del Teorema de la Convergencia Monótona Sea {fn} una
sucesión creciente de funciones medibles no negativas y f (x) = limfn(x).
Entonces ∫

f dx = lim
∫

fndx

(el valor +∞ es admisible)

Caso II: Una de las dos no es acotada o no tiene soporte compacto.
Definimos fn(x) = (f (x) ∧ n) · χ[−n,n] y gn(x) = (g(x) ∧ n) · χ[−n,n]
para n ∈ N
Entonces ∫

R
m ≥

(∫
R
fn

)λ
·
(∫

R
gn

)1−λ
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n=1

Por el T.C.M.,

lim
∫

fn =

∫
f y lim

∫
gn =

∫
g
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caso general

Supongamos cierto el resultado para n

Sean f , g ,m : Rn+1 → [0,∞) medibles tal que ∃λ ∈ (0, 1)
satisfaciendo m(λx + (1− λ)y) ≥ f (x)λg(y)1−λ ∀x , y ∈ Rn+1

Sean x0, y0 ∈ R, z0 := λx0 + (1− λ)y0

Definimos

fx0 : Rn −→ [0,∞) gy0 : Rn −→ [0,∞)
x → f (x0, x) y → g(y0, y)

mz0 : Rn −→ [0,∞)
z → m(z0, z)
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caso general

∫
Rn

mz0(x)dx ≥
(∫

Rn
fx0(x)dx

)λ
·
(∫

Rn
gy0(x)dx

)1−λ

Definimos

f̃ : R −→ [0,∞) g̃ : R −→ [0,∞)
u →

∫
Rn fu(x)dx u →

∫
Rn gu(x)dx

m̃ : R −→ [0,∞)
u →

∫
Rn mu(x)dx

∫
Rn+1

m =

∫
R
m̃ ≥

(∫
R
f̃
)λ
·
(∫

R
g̃
)1−λ

=

(∫
Rn+1

f
)λ
·
(∫

Rn+1
g
)1−λ
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Desigualdad de Brunn-Minkowski

Teorema (forma multiplicativa)

Sean A,B dos conjuntos medibles no vacíos en Rn y 0 < λ < 1 tales que
λA+ (1− λ)B es medible. Entonces,

Vol(λA+ (1− λ)B) ≥ Vol(A)λ · Vol(B)1−λ (1)

Demostración:
Simplemente se aplica el Teorema de Prekopa-Liendler a las funciones
m(x) = χλA+(1−λ)B(x), f (x) = χA y g(x) = χB
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Demostración

La anterior desigualdad es equivalente a

Teorema
Sean A,B dos conjuntos medibles no vacíos en Rn tales que A+ B es
medible. Entonces,

Vol(A+ B)1/n ≥ Vol(A)1/n + Vol(B)1/n (2)
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(2)⇒ (1)

Vol(λA+ (1− λ)B)1/n ≥ Vol(λA)1/n + Vol((1− λ)B)1/n =

λVol(A)1/n + (1− λ)Vol(B)1/n ≥ Vol(A)λ/nVol(B)(1−λ)/n

(1)⇒ (2) Supongamos que Vol(A),Vol(B) > 0

Vol(A+ B)
(Vol(A)1/n + Vol(B)1/n)n

= Vol
(

A+ B
Vol(A)1/n + Vol(B)1/n

)

= Vol
(
λ

A
Vol(A)1/n

+ (1− λ) B
Vol(B)1/n

)
con

λ :=
Vol(A)1/n

Vol(A)1/n + Vol(B)1/n
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Aplicando (1) tenemos:

Vol(A+ B)
(Vol(A)1/n + Vol(B)1/n)n

≥ Vol
(

A
Vol(A)1/n

)λ
Vol

(
B

Vol(B)1/n

)1−λ

= 1

Vol(A+ B) ≥ (Vol(A)1/n + Vol(B)1/n)n

Vol(A+ B)1/n ≥ Vol(A)1/n + Vol(B)1/n

Nota: Para cuerpos convexos (con interior no vacío) se da la
igualdad si y sólo si los dos cuerpos son homotéticos.
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Vol(A+ B)1/n ≥ Vol(A)1/n + Vol(B)1/n

Nota: Para cuerpos convexos (con interior no vacío) se da la
igualdad si y sólo si los dos cuerpos son homotéticos.
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Volumen de la frontera

Definición
Sea A ⊂ Rn con frontera regular. Definimos el volumen de la frontera de
A como

Vol(∂A) := lím
t→0+

Vol(A+ tBn
2 )− Vol(A)
t

supuesto que el límite existe y siendo Bn
2 la bola euclídea de Rn.
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Desigualdad isoperimétrica

Teorema

Sea vn := Vol(Bn
2 ). Entonces B

n
2 tiene la frontera con menor volumen de

entre todos los cuerpos de Rn con volumen vn.
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Demostración

A ⊂ Rn con Vol(A) = vn

f (t) = Vol(A+ tBn
2 )

(f (t)1/n)′t=0 = 1
n · f (0)

1/n−1 · f ′(0) = 1
n · Vol(A)

1/n−1 · Vol(∂A)

(f (t)1/n)′t=0 = lím
t→0+

Vol(A+ tBn
2 )

1/n − Vol(A)1/n

t

≥ lím
t→0+

Vol(tBn
2 )

1/n

t
= Vol(Bn

2 )

Vol(∂A) ≥ n · Vol(Bn
2 )

1/n · Vol(A)1−1/n = n · vn = Vol(∂Bn
2 )
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Teorema

Sea ‖ · ‖ una norma en Sn−1. Dados ε > 0 y A ⊆ Sn−1,

µ(Ac
ε ) ≤

(
2n − 1
2n

)−2 1
µ(A)

e−2δ(ε/2)n

siendo µ la medida de Haar sobre Sn−1, Aε := {x ∈ Sn−1 : d(x ,A) ≤ ε}
y δ(·) el módulo de convexidad.
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Definición
Se define el módulo de convexidad como
δ(ε) := inf {1− || x+y

2 || : ||x ||, ||y || ≤ 1, ||x − y || ≥ ε}

A, B ⊂ Bn
‖·‖ de forma que d(A,B) ≥ ε

Dados a ∈ A y b ∈ B con ‖a− b‖ ≥ ε, se tiene ‖ a+b
2 ‖ ≤ 1− δ(ε)

A+B
2 ⊆ (1− δ(ε))Bn

‖·‖

Vol(A+B
2 ) ≤ e−δ(ε)n · Vol(Bn

‖·‖)

Vol(A+B
2 ) ≥ Vol(A)1/2 · Vol(B)1/2
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Vol(B)
Vol(Bn

‖·‖)
≤ Vol(Bn

‖·‖)

Vol(A) e−2δ(ε)n

Dados A,B ⊂ Sn−1, con d(A,B) ≥ ε, consideremos Ã := [ 12 , 1]A,
B̃ := [ 12 , 1]B

d(Ã, B̃) ≥ ε/2
µ(A) = Vol([0,1]A)

Vol(Bn
‖·‖)

Vol([0, 1]A) = 2nVol([0, 1
2 ]A)

Vol([0, 1]A) = Vol([0, 1
2 ]A) + Vol(Ã)

Vol([0, 1]A) = 2n

2n−1Vol(Ã)
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µ(A) = 2n

2n−1
Vol(Ã)

Vol(Bn
‖·‖)

Vol(Ã)
Vol(Bn

‖·‖)
≤ Vol(Bn

‖·‖)

Vol(B̃)
· e−2δ(ε/2)n

µ(A) ≤ ( 2n

2n−1 )
−2 · e−2δ(ε/2)n

µ(B)

En particular,

µ(Ac
ε ) ≤ (

2n

2n − 1
)−2 · e

−2δ(ε/2)n

µ(A)
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Vol(Bn

‖·‖)
≤ Vol(Bn

‖·‖)

Vol(B̃)
· e−2δ(ε/2)n

µ(A) ≤ ( 2n

2n−1 )
−2 · e−2δ(ε/2)n

µ(B)

En particular,

µ(Ac
ε ) ≤ (

2n

2n − 1
)−2 · e

−2δ(ε/2)n

µ(A)



Desigualdades de Brunn-Minkowski e isoperimétricas
Desigualdad isoperimétrica aproximada en Sn−1

Corolario: Teorema de concentración de Levy

Teorema

Sea f : Sn−1 → R una función Lipschitziana con constante L. Denotemos
por M la media de f . Entonces existen constantes 0 < c ,C <∞ tales
que para cualquier ε > 0, se satisface

µ({x : |f (x)−M| > ε}) ≤ Ce
−cε2n

L2
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L = 1

µ({|f (x)−M| > ε}) = µ({f (x)−M > ε}) + µ({f (x)−M < −ε})
Sea A := {x : f (x) ≤ M}. Entonces,

{x : f (x)−M > ε} ⊂ Ac
ε

µ({f (x)−M > ε}) ≤ µ(Ac
ε ) ≤ 8e−ε

2n/16

µ({f (x)−M < −ε}) ≤ 8e−ε
2n/16

µ({|f (x)−M| > ε}) ≤ 16e−ε
2n/16
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