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Desigualdad de Prekopa-Liendler

Teorema (Prekopa-Liendler)

Sean f,g,m: R" — [0, 00) tres funciones medibles y 0 < X\ < 1 de forma
que

mAx+ (L= X)y) > f(x)* - g(y)' " Vx,y € R”

= (EORLaT

Entonces,
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[l > |Al+ B
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caso n=1

Supongamos que A, B son medibles y acotados, y C medible de modo
que A+ B C C. Entonces

[l > |Al+ B

e Es suficiente con considerar A C (—o0,€), B C (—¢,+00) y
0e ANB, Ve > 0.

o |C| > |AUB| = A +|B| ~ |AN B| > |A| + |B| — 2

@ Hacemos ¢ — 0
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/f_/  f(x) > t}|dt

e Caso |: f y g acotadas con soporte compacto y ||f]lec = [|g]lcc =1
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/f_/  f(x) > t}|dt

e Caso |: f y g acotadas con soporte compacto y ||f]lec = [|g]lcc =1
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caso n=1

/f_/  f(x) > t}|dt

Caso I: f y g acotadas con soporte compacto y ||f||cc = ||gllec =1
e Para0<t<1lyXel0,1]

{z:mz)> 80 2Mx: F() >t +0- Ny : g) > 1}

{z:m(2) > )] = M{x : F(x) = 8} + (1= NIy : () > 1}
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t/m>/ﬁp; (2) > t}|dt

> A/ x: ) > t}|dt+(1—A)/o U gly) > t}de

_A/f+1— /;A
=(L) (/)
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Teorema

Versién del Teorema de la Convergencia Monétona Sea {f,} una
sucesion creciente de funciones medibles no negativas y f(x) = limf,(x).

Entonces
/fdx: /im/f,,dx

(el valor +oc0 es admisible)
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@ Caso II: Una de las dos no es acotada o no tiene soporte compacto.
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caso n=1

Teorema

Versién del Teorema de la Convergencia Monétona Sea {f,} una
sucesion creciente de funciones medibles no negativas y f(x) = limf,(x).

Entonces
/fdx: /im/f,,dx

(el valor +oc0 es admisible)

@ Caso II: Una de las dos no es acotada o no tiene soporte compacto.

o Definimos f,(x) = (f(x) A n) - X=n,n Y &n(X) = (&(x) A N) - X{=n,n
para n € N

@ Entonces
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@ Porel T.C.M,,

M/f:/fﬂM/&:/g
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caso general

@ Supongamos cierto el resultado para n

e Sean f,g,m: R — [0,00) medibles tal que I\ € (0,1)
satisfaciendo m(Ax + (1 — A)y) > f(x)*g(y)! = Vx,y € R™*!

@ Sean xp,y0 €R, 2z :=Axo + (1 — Ny
@ Definimos
fo: R" — [0,00) g,: R" — [0,00)
x = f(x,x) y — &oy)

my: R" — [0,00)
z = m(z,2)
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Teorema (forma multiplicativa)

Sean A, B dos conjuntos medibles no vacios en R" y 0 < A < 1 tales que
M+ (1 — A\)B es medible. Entonces,

Vol(AA + (1 — \)B) > Vol(A)* - Vol(B)*— (1)
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Desigualdad de Brunn-Minkowski

Teorema (forma multiplicativa)

Sean A, B dos conjuntos medibles no vacios en R" y 0 < A < 1 tales que
M+ (1 — A\)B es medible. Entonces,

Vol(AA + (1 — \)B) > Vol(A)* - Vol(B)*— (1)

Demostracion:
Simplemente se aplica el Teorema de Prekopa-Liendler a las funciones
m(x) = X>\A+(1—>\)B(X)v f(x)=xayg(x)=xs
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Demostracion

La anterior desigualdad es equivalente a

Teorema
Sean A, B dos conjuntos medibles no vacios en R" tales que A+ B es
medible. Entonces,

Vol(A + B)"/" > Vol(A)Y/" + Vol(B)!/" (2)
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Desigualdad de Brunn-Minkowski

° (2)=(1)

Vol(AA + (1 — X\)B)Y" > VoI(AA)Y" + Vol((1 — \)B)Y" =
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° (2)=(1)

Vol(AA + (1 — X\)B)Y" > VoI(AA)Y" + Vol((1 — \)B)Y" =

AVOI(A)Y" + (1 — \)Vol(B)Y™ > Vol(A)M " Vol(B)A=2)/n
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@ (1) = (2) Supongamos que Vol(A), Vol(B) >0
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° (2)=(1)

Vol(AA + (1 — X\)B)Y" > VoI(AA)Y" + Vol((1 — \)B)Y" =

AVol(A)Y" 4 (1 = A\)Vol(B)Y" > Vol(A)M " Vol (B)X=N/n
@ (1) = (2) Supongamos que Vol(A), Vol(B) >0

Vol(A + B) el A+B
(VoI (A)L/" + Vol(B)/myn Vol (A)L/7 + VoI (B)/

A B
- Vol (AVOI(A)l/" +(1- A)vo/(s)l/n>

con
\ Vol(A)/n

"~ VoI(A)/7 + VoI(B)1/7
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Desigualdad de Brunn-Minkowski

e Aplicando (1) tenemos:

Vol(A + B)
(Vol(A)X/7 + Vol(B)/n)n

A A B 1—X
> Vol [ ————— Vol [ —— =1
=7 <Vo/(A)1/n) ° <VO/(B)1/n>
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e Aplicando (1) tenemos:
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e Aplicando (1) tenemos:

Vol(A + B)
(Vol(A)X/7 + Vol(B)/n)n

A A B 1—X
> Vol [ ————— Vol [ —— =1
=7 <Vo/(A)1/n) ° <VO/(B)1/n>
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Desigualdad de Brunn-Minkowski

e Aplicando (1) tenemos:

Vol(A + B)
(Vol(A)X/7 + Vol(B)/n)n

A A B 1—X
> Vol [ ————— Vol [ —— =1
=7 <Vo/(A)1/n> ° <VO/(B)1/n>

Vol(A+ B) > (Vo/(A)l/" + VO/(B)l/n)n

Vol(A + B)Y™ > Vol(A)Y" + Vol(B)Y/"

Nota: Para cuerpos convexos (con interior no vacio) se da la
igualdad si y s6lo si los dos cuerpos son homotéticos.
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Desigualdad isoperimétrica

Volumen de la frontera

Definicién
Sea A C R" con frontera regular. Definimos el volumen de la frontera de
A como Vol(A + tBY) — Vol(A
Vol(9A) = lim LRIAT tB2) = VoI(A)
t—0t t

supuesto que el limite existe y siendo B} la bola euclidea de R".
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Teorema

Sea v,, := Vol(BY5). Entonces Bj tiene la frontera con menor volumen de
entre todos los cuerpos de R" con volumen v,,.
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Demostracion

e ACR"” con Vol(A) = v,
o f(t) = Vol(A+tB3)



Desigualdades de Brunn-Minkowski e isoperimétricas
Desigualdad isoperimétrica

Demostracion

e ACR"” con Vol(A) = v,
o f(t) = Vol(A+ tBJ)
o (f()Y/")imo = 5 - F(O)/"1-£/(0) = } - Vol(A)/""1 - Vol(9A)
m1l/n _ 1/n
(F(e)7) g = lim VONATIBE) 7= Vol(A)
t—0+ t
° Vol(tB3)/n
> lim =20 = Vol(BY)

t—0+ t
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Demostracion

e ACR"” con Vol(A) = v,
o f(t) = Vol(A+ tBJ)
o (F()V/"),_y= 1. F(0)/n=1. £/(0) = 1, Vol (A)Y/"=1 . Vol(DA)
m1l/n _ 1/n
(F(e)7) g = lim VONATIBE) 7= Vol(A)

t—0+ t
° Vol (¢B5)1/7
> lim 2" — vol(BY)
t—0+ t

o VoI(QA) > n- Vol(B5)Y/" - Vol(A)=Y/" = n. v, = Vol(0B})
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Desigualdad isoperimétrica aproximada en §7—1

Teorema

Sea || - || una norma en S"™~1. Dados e >0 y AC S 1,

—2
2" —1 1 oste/o)n
n(A¢) < < on > I e (/)

siendo p la medida de Haar sobre S"~!, A, := {x € S"71 : d(x,A) < ¢}
y 6(:) el médulo de convexidad.
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Definicién

Se define el médulo de convexidad como
8(e) := inf{1 — ||| - [IxI], [Iyll < 1,|Ix — y|| > €}
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Definicién

Se define el médulo de convexidad como
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Definicién

Se define el médulo de convexidad como
8(e) := inf{1 — ||| - [IxI], [Iyll < 1,|Ix — y|| > €}

o A, B C B deforma que d(A B) > ¢

o Dados a€ Ay b€ Bcon [|a— b|| > ¢, se tiene ||252]| <1 —4(e)
° A;J c(1- 5(6))3\?.”

o Vol(A5B) < e=o()n. Vol(B[)
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Definicién

Se define el médulo de convexidad como
8(e) := inf{1 — ||| - [IxI], [Iyll < 1,|Ix — y|| > €}

A BC B\III‘H de forma que d(A,B) > ¢

o Dados a€ Ay b€ Bcon [|a— b|| > ¢, se tiene ||252]| <1 —4(e)
Agis c@1- 5(6))3\?“

Vol(448) < e~ Vol(B/ )

Vol(23B) > Vol(A)Y/2 - Vol(B)Y/?
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Vol(B) VoI(BY.|) _25(c)n
VOI?B"‘{H) > vc/(,HA)H e 2
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Vol(B) VoI(BY.|) _25(c)n
VOI?B"‘{H) > vc/(,HA)H e 2

e Dados A, B C S"!, con d(A, B) > ¢, consideremos A := [3.1]A
B=[31B
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Vol(B Vol(BJl. 1) _25(e)n
vc/?é"‘{)”) > vc/(,HA)H e 2

e Dados A, B C S"!, con d(A, B) > ¢, consideremos A := [3.1]A
B=[31B

o d(A B)>¢/2
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Desigualdad isoperimétrica aproximada en §7—1

Vol(B Vol(BJl. 1) _25(e)n
vc/?é"‘{)”) = vc/(,HA)H e=20(e)
e Dados A, B C S"!, con d(A, B) > ¢, consideremos A := [3.1]A
B=[31B
o d(A B)>¢/2
Vol([0,1]A)

o (A) = Vol(BT )
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Desigualdad isoperimétrica aproximada en §7—1

Vol(B Vol(BJl. 1) _25(e)n
vc/?é"‘{)”) = vc/(,HA)H e=20(e)
e Dados A, B C S"!, con d(A, B) > ¢, consideremos A := [3.1]A
B=[31B
o d(A B)>¢/2
Vol([0,1]A)

o u(A) = Vol(BT. )
e Vol([0,1]A) = 2"Vol([0, 3]A)
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Vol(B Vol(BJl. 1) _25(e)n
vc/?é"‘{)”) > vc/(,HA)H e 2
e Dados A, B C S"!, con d(A, B) > ¢, consideremos A := [3.1]A
B=[31B

d(A B)>¢/2

Vol([0,1]A
A = sy

Vol([0, 1]A) = 2" Vol([0, 1]A)
o VoI([0,1]A) = VoI([0, £]A) + VoI (A)
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Desigualdad isoperimétrica aproximada en §7—1

Vol(B Vol(BJl. 1) _25(e)n
Volo((H )H) — Vol(/HA)H e 20(e)
e Dados A, B C S"!, con d(A, B) > ¢, consideremos A := [3.1]A
B=[31B

d(A B)>¢/2

A = sy

Vo/([07 1]A) = 2"VolI([0, 1]A)
Vol([0,1]A) = vo/([o, 1]A) + Vol (A)
Vol([0, 1]A) = Vol(A)

2"1
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2" Vol(A
o (A) =3 VO/C()BS""")H)
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sn—l

2" Vol(A
o (A) =3 VO/C()BS""")H)

Vol(A) VoI(B) —25(e/2)n
VOI(BWH)S Voi(B) € 2
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sn—l

° ,LL(A) _ 2A VOI(A)

"=1 VolI(BT )
Vol(A) VoI(BIL.)) —26(e/2)n
Vol(By ) = Voi(B) €
e—25(e/2)n

o u(A) < (2"2:1)_2' 1(B)
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Corolario: Teorema de concentracién de Levy

Teorema

Sea f : S"~1 — R una funcién Lipschitziana con constante L. Denotemos
por M la media de f. Entonces existen constantes 0 < ¢, C < oo tales
que para cualquier € > 0, se satisface

u({x : F(x) = M| > &}) < Ce &
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el =1
o u({IF(x) = M| > e}) = u({F(x) — M > e}) + u({F(x) - M < —€})
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e [ =1

o u({lf(x) = M| > e}) = p({f(x) = M > e}) + p({f(x) = M < —¢})
@ Sea A:={x : f(x) < M}. Entonces,

{x: f(x)— M >¢€} C AS
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e [ =1

o u({lf(x) = M| > e}) = p({f(x) = M > e}) + p({f(x) = M < —¢})
@ Sea A:={x : f(x) < M}. Entonces,

{x: f(x)— M >¢€} C AS

w({f(x) = M >e€}) < pu(AS) < ge—cn/16
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L=1

p{lf(x) = M| > €}) = p({f(x) = M > €}) + u({f(x) = M < —¢})
Sea A:= {x : f(x) < M}. Entonces,

{x: f(x) = M>e} CAS

w({f(x) = M >e€}) < pu(AS) < ge—cn/16

p({f(x) = M < —€}) < 8e=<1/16
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el =1

o u({lf(x) = M| > e}) = p({f(x) = M > e}) + p({f(x) = M < —¢})
@ Sea A:={x : f(x) < M}. Entonces,

{x: f(x) = M>e} CAS

w({f(x) = M >e€}) < pu(AS) < ge—cn/16
° p({f(x) — M < —€}) < ge—c2n/16

p({lf(x) = M| >€}) < 16e— € n/16
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