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1. Desigualdad isoperimétrica

Introducimos las siguientes notaciones:

B={xeR": |x| <1}, m= medida de Lebesgue en R"

Teorema (Desigualdad isoperimétrica)

Sea A C R" un boreliano acotado. Se verifica
1
mt(A) > com(A)}~n
y en caso de igualdad, entonces
1
P R e B
Ch=nrTw!D

donde w, = m(B).

Veamos a qué corresponde mt:
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2. Area de Minkowski

Sea A C R" un boreliano acotado. Dado € > 0 definimos
A*=A+eB={x=a+eb:acA beB}={xeR":3acA, |[x—a|l<e}
Entonces el area de Minkowski del conjunto A es

m(A%) = m(A) _ i g MATNA),

mT(A) = Iim inf n
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2. Area de Minkowski

Definicién

Sea A C R" un boreliano acotado. Dado € > 0 definimos
A*=A+eB={x=a+eb:acA beB}={xeR":3acA, |[x—a|l<e}

Entonces el area de Minkowski del conjunto A es

m(A%) = m(A) _ iy g MATNA)

mT(A) = Iim inf n
E—> £ E—> £

Observamos que m*t no es una medida. Si lo fuera, entonces VA

mt(A) + m* (A%) = m* (B") = liminf TCEDVARY e mRTARY)

e—0 £ e—0 €

=0

lo que implicaria m*(A) = 0 VA, que no es posible.
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3. Gradiente de una funcién

Sea f : R" — R una funcidn diferenciable en el punto xy. Se define el gradiente de f
en xp como

Vf(x) = (;—;(Xg), R ;)—an(xo)) .

f(y) — f(x) = (Vf(x0),y — x0)

=0
ly — xol

Vf : R"™ — R diferenciable en xg se tiene: Iim
y—xo

f(x)—f . .
Pero como siempre existe lim sup M, podemos definir el médulo del
X—rXp |X - X0|

gradiente para una clase general de funciones:
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3. Gradiente de una funcién

Sea f : R" — R una funcidn diferenciable en el punto xy. Se define el gradiente de f
en xp como

of

Vro0) = (e ()1 o ().

f(y) — f(x) = (Vf(x0),y — x0)

=0
ly — xol

Vf : R"™ — R diferenciable en xg se tiene: Iim
y—xo

. . , f(x) — f(xo

Pero como siempre existe lim sup M
X—rXp |X - X0|

gradiente para una clase general de funciones:

, podemos definir el mddulo del

Definicién

Sea f : R" — R una funcién de Lipschitz. Definimos la funcién |[Vf| : R" — [0, c0)

o [F(y) = FCII

|[Vf(x)| = limsup
y—x ly — x|
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3. Gradiente de una funcién

Sif : R"™ — R es una funcién de Lipschitz, entonces la funcién |[Vf| : R" — [0, co)

definida como .
|[Vf(x)| = I|m sup 7| ) 69
ly — x|

es medible.
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3. Gradiente de una funcién

Lema

Sif : R"™ — R es una funcién de Lipschitz, entonces la funcién |[Vf| : R" — [0, co)
definida como
y) = f(x)l

|[Vi(x)| = I|msup it
ly = x|

es medible.

Demostracion. Sea {rm}_, una sucesién de racionales decreciendo a cero e {yx}72,
una sucesién de vectores densa en R"”. Entonces

o 1) = F(x)]

Xy +mB(X)  c.q.d.
© =X

[VF(x)] = lim Fin(x), donde Fn(x) =

Como por el teorema de Rademacher toda funcién Lipschitz es diferenciable en R”, el
concepto introducido coincide con la longitud del vector gradiente en casi todo punto.
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Teorema (Férmula de Cavalieri)

Sif : X — [0,00) es una funcién medible, ¢ > 1 y y es una medida o-finita en X,
entonces

oo}
/ |f|qdp,:/ qti ™ u{x € X : |f(x)| > t} dt.
X 0
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4. Férmula de Cavalieri

Teorema (Férmula de Cavalieri)

Sif : X — [0,00) es una funcién medible, ¢ > 1 y y es una medida o-finita en X,
entonces

oo}
/ |f|qdp,:/ qti ™ u{x € X : |f(x)| > t} dt.
X 0

Demostracion.

[f19dp = [ [F(x)|9 dp(x) = Ooqt"_lxm,v(x)n(t)dt dp(x) =
o=, Ay )

.. o0
= (at7 X, (1 (£) dt) dpa(x) Fugm/o (/x a7 X0, r(1(£) dM(X)) dt =

X x[0,00)

— [Tt ([ oron(® ) de = [t lx € X 11> 1)

Para X =R" y u = m se tendria:
oo
/ |f|9 dm:/ gty Im{x € R" : |f(x)| > t} dt.
RP 0
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5. Féormula de la co-area

Teorema (Férmula de la co-rea)

Sea f : R" — R de clase C*° y soporte compacto con a=inff y b =supf. Sea
g : R" — R medible no negativa o integrable. Entonces

b
~/]R" [Vf(x)|g(x)dx = /a </{xeR":f(x)_t} g(x) dm,,_l(x)> dt.
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5. Féormula de la co-area

Teorema (Férmula de la co-rea)

Sea f : R" — R de clase C*° y soporte compacto con a=inff y b =supf. Sea
g : R" — R medible no negativa o integrable. Entonces

b
~/]R" [Vf(x)|g(x)dx = /a </{xeR":f(x)_t} g(x) dm,,_l(x)> dt.

En el caso g = 1, tenemos

/Rn IVF(x)| dx = /ab ma_1{x € R": f(x) = t} dt.

Teorema (Férmula de la co-drea para funciones Lipschitz)

Sif : R" — R es Lipschitz y de soporte compacto entonces

/ |Vf(x)|dx2/oo mt{x €R": f(x) > t} dt.
R 0
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1. Desigualdades de Sobolev

Teorema (Desigualdades clasicas de Sobolev)

1 1 1

Sean0< — == — = yf : R" — R una funcién C* y de soporte compacto,
n
entonces:
1 1
(/ IVF()IP dx) > Cop (/ |f(x)|qu) .
RN R

es decir,

IV Flllp = Capllfllq
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1. Desigualdades de Sobolev

Teorema (Desigualdades clasicas de Sobolev)

1 1 1

Sean0< — == — = yf : R" — R una funcién C* y de soporte compacto,
n
entonces:
1 1
(/ IVF()IP dx) > Cop (/ |f(x)|qu) .
RN R

es decir,

IV Flllp = Capllfllq

Estudiaremos en el caso p = 1 la equivalencia entre la correspondiente desigualdad
clasica de Sobolev y la desigualdad isoperimétrica en el siguiente Teorema:
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2. Teorema de Maz'ja, Federer-Fleming, Sobolev

Teorema (Maz'ja, Federer-Fleming, Sobolev)

Son equivalentes, con la misma constante C > 0, dependiendo sdlo de n, las siguientes
afirmaciones:

Q Para toda funcién C°° de soporte compacto f : R" — R
/ [Vf(x)|dx > C||f]|| _n_ .
Rn n—1
Q Para toda funcion Lipschitz de soporte compacto f : R” — R

[, 19l dx 2 €l
Q Para todo conjunto A, boreliano acotado de R",
m*t(A) > Cm(A) .
Ademas

1 ny/m
C =nwp = —
(M1 4+ 3))n
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o (1) = (2): Es consecuencia del siguiente resultado:
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2. Teorema de Maz'ja, Federer-Fleming, Sobolev

Demostracién: (1) < (2)

o (1) = (2): Es consecuencia del siguiente resultado:

Lema (Aproximacién)

Sif : R" — R es Lipschitz y de soporte compacto, existe una sucesion {f}2° | de
funciones C*° y de soporte compacto tales que:

o lim fm(x) = f(x) uniformemente en x € R".
m—» 00

o lim / |me(x)|dx:/ IV£(x)] dx.
m—» 00 RN RN
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2. Teorema de Maz'ja, Federer-Fleming, Sobolev

Demostracién: (1) < (2)

o (1) = (2): Es consecuencia del siguiente resultado:

Lema (Aproximacién)

Sif : R" — R es Lipschitz y de soporte compacto, existe una sucesion {f}2° | de
funciones C*° y de soporte compacto tales que:

o lim fm(x) = f(x) uniformemente en x € R".
m—» 00

o lim / |me(x)|dx:/ IV£(x)] dx.
m—» 00 RN RN

Demostracién. Sea jo : R" — R una funcién "test” (C*° y de soporte compacto),

Jo(x) >0 ¥x € R" y tal que / Jo(x) dx = 1. Definimos:
Rn

o jm(x) = m"jo(mx)

@ fol) = F2in() = [ inx=f)dy = [ Fe=)in(y) dy
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2. Teorema de Maz'ja, Federer-Fleming, Sobolev

Entonces:

) = 1001 = | [ 7= ydint) ay = £ = | [ (70x =) = it | <

< [ 17 =) = FCllin) 1 dy < 8 [ 1lim(5) .
Resolviendo esta tltima integral obtenemos que para un m > N con N suficientemente

. €
grande es / lylm(y)dy < —.
]RI'I M
Por otra parte, usando el teorema de Rademacher y las propiedades de la convolucién

se tiene que
Vim = VIF *jm,

de donde

lim / IV fn(x) dx = lim / |Vf(x)*jm|dx:/ IV £(x)] dx.
m—0co Jpn m—oo [pn RN
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2. Teorema de Maz'ja, Federer-Fleming, Sobolev

Entonces:

) = 1001 = | [ 7= ydint) ay = £ = | [ (70x =) = it | <

< [ 17 =) = FCllin) 1 dy < 8 [ 1lim(5) .
Resolviendo esta tltima integral obtenemos que para un m > N con N suficientemente

. €
grande es / lylm(y)dy < —.
]Rn M
Por otra parte, usando el teorema de Rademacher y las propiedades de la convolucién

se tiene que
Vim = VIF *jm,

de donde

lim / IV fn(x) dx = lim / |Vf(x)*jm|dx:/ IV £(x)] dx.
m—0co Jpn m—oo [pn RN

o (2) = (1): Se verifica trivialmente dado que toda funcién C> es Lipschitz.
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2. Teorema de Maz'ja, Federer-Fleming, Sobolev

Demostracién: (3) = (2)
Utilizamos la férmula de la co-drea:

/ [VF(x)|dx > /00 mT{x €R": |f(x)| > t} dt
RN 0
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2. Teorema de Maz'ja, Federer-Fleming, Sobolev

Demostracién: (3) = (2)
Utilizamos la férmula de la co-drea:
/ |Vf(x)|dx2/ mT{x €R": |f(x)| > t} dt
RN 0

(3) o0 -1
>C m{x € R" : |f(x)| > t}" " dt.
0
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2. Teorema de Maz'ja, Federer-Fleming, Sobolev

Demostracién: (3) = (2)
Utilizamos la férmula de la co-drea:
/ |Vf(x)|dx2/ mT{x €R": |f(x)| > t} dt
RN 0

(3) o0 -1
>C m{x € R" : |f(x)| > t}" " dt.
0

Llamamos s
F(s) :/ mix € B": [F(x)| > t}\= b dt,
0

n
n—1

G(s):( /Osrﬁm{xew;|f(x)|>t})1_%.
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2. Teorema de Maz'ja, Federer-Fleming, Sobolev

Demostracién: (3) = (2)
Utilizamos la férmula de la co-drea:
/ |Vf(x)|dx2/ mT{x €R": |f(x)| > t} dt
RN 0

(3) o0 -1

>C m{x € R" : |f(x)| > t}" " dt.
0

Llamamos

S
F(s) :/ mix € B": [F(x)| > t}\= b dt,
0

() = (nj 1
Claramente F(0) = G(0) =0

S 1_%
/ tmm{xeR":|f(x)|>t}> .
0
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2. Teorema de Maz'ja, Federer-Fleming, Sobolev

Demostracién: (3) = (2)

Utilizamos la férmula de la co-drea:

/ [VF(x)|dx > /00 mT{x €R": |f(x)| > t} dt
RN 0

(3) o0 -1
>C m{x € R" : |f(x)| > t}" " dt.
0

Llamamos

S
F(s) :/ mix € B": [F(x)| > t}\= b dt,
0

S 1_%
G(s) = (nﬁl/o T m{x € R" : |f(x)| > t}) .
Claramente F(0) = G(0) =0y

F'(s) = m{|f(x)| > s}~ 7,

G'(s) = (ﬁ /O ET m{|F(x)| > £} dt)ﬁ ST m{|F(x)] > s}.
e
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2. Teorema de Maz'ja, Federer-Fleming, Sobolev

Se tiene F’(s) > G'(s) pues

G'(s) s m{|f(x)| > s}

Fis) _( n /Ostﬁm{|f(x)|>t}dt)%

n—1
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2. Teorema de Maz'ja, Federer-Fleming, Sobolev

Se tiene F’(s) > G'(s) pues

) m{1F()| >t}

G'(s) s m{|f(x)| > s}n ZmlIf(l>3) sl

Pl (nzl/osrﬁmﬂf(x)pt}dr)% (njl/ostnll dt)E
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2. Teorema de Maz'ja, Federer-Fleming, Sobolev

Se tiene F’(s) > G'(s) pues

L . m{|f()|>t} 1
G'(s) si=1m{|f(x)| > s}n >m{|F(x)|>s} s-T
(s) I S I
F (S) n s 1 n n S 1 n
( / tr=Im{|f(x)| > t} dt) ( / tn-1 dt)
n—1Jo n—1Jo




Desigualdad isoperimétrica vs. desigualdad de Sobolev en el extremo

2. Teorema de Maz'ja, Federer-Fleming, Sobolev

Se tiene F’(s) > G'(s) pues

1 . m{|f()|>t} 1

G'(s) s m{|f(x)| > s}n >m{|F(x)|>s} s-T
= <
F/(S) n S 1 % - n S 1 %
( / tr=Im{|f(x)| > t} dt) ( / tn-1 dt)
n—1Jo n—1Jo
11
= o =1
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2. Teorema de Maz'ja, Federer-Fleming, Sobolev

Se tiene F’(s) > G'(s) pues

1 . m{|f()|>t} 1

G'(s) s m{|f(x)| > s}n >m{|F(x)|>s} s-T
= <
F/(S) n S 1 % - n S 1 %
( / tr=Im{|f(x)| > t} dt) ( / tn-1 dt)
n—1Jo n—1Jo
11
= o =1

Entonces F(s) > G(s) Vs > 0.
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2. Teorema de Maz'ja, Federer-Fleming, Sobolev

Se tiene F’(s) > G'(s) pues

1 . m{|f()|>t} 1

G'(s) s m{|f(x)| > s}n >m{|F(x)|>s} s-T
= <
F/(S) n S 1 % - n S 1 %
( / tr=Im{|f(x)| > t} dt) ( / tn-1 dt)
n—1Jo n—1Jo
11
= o =1

- 1

( n n—1 n)ﬁ
. sn—1
n—1 n

Entonces F(s) > G(s) Vs > 0. Por lo tanto:

/]Rﬂ [VF(x)|dx
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2. Teorema de Maz'ja, Federer-Fleming, Sobolev

Se tiene F’(s) > G'(s) pues

1 . m{|f()|>t} 1

G'(s) s m{|f(x)| > s}n >m{|F(x)|>s} s-T
= <
F/(S) n S 1 % - n S 1 %
( / tr=Im{|f(x)| > t} dt) ( / tn-1 dt)
n—1Jo n—1Jo
11
= o =1

- 1

( n n—1 n)ﬁ
. sn—1
n—1 n

Entonces F(s) > G(s) Vs > 0. Por lo tanto:

/ IVF(x)| dx > C lim F(s)
RN 5s—00
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2. Teorema de Maz'ja, Federer-Fleming, Sobolev

Se tiene F’(s) > G'(s) pues

1 . m{|f()|>t} 1

G'(s) s m{|f(x)| > s}n >m{|F(x)|>s} s-T
= <
F/(S) n S 1 % - n S 1 %
( / tr=Im{|f(x)| > t} dt) ( / tn-1 dt)
n—1Jo n—1Jo
11
= o =1

- 1

( n n—1 n)ﬁ
. sn—1
n—1 n

Entonces F(s) > G(s) Vs > 0. Por lo tanto:

/Rn VF(x) dx > C lim F(s) > C lim G(s)
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2. Teorema de Maz'ja, Federer-Fleming, Sobolev

Se tiene F’(s) > G'(s) pues

1 . m{|f()|>t} 1

G'(s) s m{|f(x)| > s}n >m{|F(x)|>s} s-T
= <
F/(S) n S 1 % - n S 1 %
( / tr=Im{|f(x)| > t} dt) ( / tn-1 dt)
n—1Jo n—1Jo
11
= o =1

( n n—1 n)ﬁ
. sn—1
n—1 n

Entonces F(s) > G(s) Vs > 0. Por lo tanto:
1

/Rn VF(x)|dx > € lim F(s) > C lim G(s) = C (nz /Ooo T m{|F(x)| > t} dt)l—n

1
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2. Teorema de Maz'ja, Federer-Fleming, Sobolev

Se tiene F’(s) > G'(s) pues

1 . m{|f()|>t} 1

G'(s) s m{|f(x)| > s}n >m{|F(x)|>s} s-T
= <
F/(S) n S 1 % - n S 1 %
( / tr=Im{|f(x)| > t} dt) ( / tn-1 dt)
n—1Jo n—1Jo
11
= o =1

( n n—1 n)ﬁ
. sn—1
n—1 n

Entonces F(s) > G(s) Vs > 0. Por lo tanto:
1

/Rn VF(x)|dx > € lim F(s) > C lim G(s) = C (nz /Ooo T m{|F(x)| > t} dt)l—n

1

F. Cavalieri
= Clifll 2y
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Demostracién: (2) = (3)

Sea A C R" un boreliano acotadoy 0 < & < 1.
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2. Teorema de Maz'ja, Federer-Fleming, Sobolev

Demostracién: (2) = (3)

Sea A C R" un boreliano acotado y 0 < € < 1. Definimos

0, si x ¢ A®
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Pero esto no sucede en general ya que existen borelianos con frontera muy
complicada que sirven de contraejemplo.
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5+52 —
it (A) = liminf AT ) = m(A) Ifminf/ |V (x)| dx
e—0 € —e? e—0 Jgn

@
> liminf C|[f]| o = C lim |If| =, > Cm(A)' .
e—0 n—1 e—0 1

_n_
n—
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