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1. Desigualdad isoperimétrica

Introducimos las siguientes notaciones:

B = {x ∈ Rn : |x | < 1}, m ≡ medida de Lebesgue en Rn

Teorema (Desigualdad isoperimétrica)

Sea A ⊂ Rn un boreliano acotado. Se verifica

m+(A) ≥ cnm(A)1− 1
n

y en caso de igualdad, entonces

cn = n
1

n−1 ω
1

n(n−1)
n ,

donde ωn = m(B).

Veamos a qué corresponde m+:
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2. Área de Minkowski

Definición

Sea A ⊂ Rn un boreliano acotado. Dado ε > 0 definimos

Aε = A + εB = {x = a + εb : a ∈ A, b ∈ B} = {x ∈ Rn : ∃a ∈ A, |x − a| < ε}

Entonces el área de Minkowski del conjunto A es

m+(A) = ĺım inf
ε→0

m(Aε)−m(A)

ε
= ĺım inf

ε→0

m(Aε \ A)

ε
.

Observamos que m+ no es una medida. Si lo fuera, entonces ∀A

m+(A) + m+(Ac ) = m+(Rn) = ĺım inf
ε→0

m((Rn)ε \ Rn)

ε
= ĺım inf

ε→0

m(Rn \ Rn)

ε
= 0

lo que implicaŕıa m+(A) = 0 ∀A, que no es posible.
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3. Gradiente de una función

Definición

Sea f : Rn → R una función diferenciable en el punto x0. Se define el gradiente de f
en x0 como

∇f (x0) =

(
∂f

∂x1
(x0), . . . ,

∂f

∂xn
(x0)

)
.

∀f : Rn → R diferenciable en x0 se tiene: ĺım
y→x0

f (y)− f (x0)− 〈∇f (x0), y − x0〉
|y − x0|

= 0.

Pero como siempre existe ĺım sup
x→x0

|f (x)− f (x0)|
|x − x0|

, podemos definir el módulo del

gradiente para una clase general de funciones:

Definición

Sea f : Rn → R una función de Lipschitz. Definimos la función |∇f | : Rn → [0,∞)
como

|∇f (x)| = ĺım sup
y→x

|f (y)− f (x)|
|y − x |

.
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3. Gradiente de una función

Lema

Si f : Rn → R es una función de Lipschitz, entonces la función |∇f | : Rn → [0,∞)
definida como

|∇f (x)| = ĺım sup
y→x

|f (y)− f (x)|
|y − x |

es medible.

Demostración. Sea {rm}∞m=1 una sucesión de racionales decreciendo a cero e {yk}∞k=1
una sucesión de vectores densa en Rn. Entonces

|∇f (x)| = ĺım
m

Fm(x), donde Fm(x) = sup
k

|f (yk )− f (x)|
|yk − x |

χyk +rmB (x) c.q.d .

Como por el teorema de Rademacher toda función Lipschitz es diferenciable en Rn, el
concepto introducido coincide con la longitud del vector gradiente en casi todo punto.
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y→x

|f (y)− f (x)|
|y − x |

es medible.

Demostración. Sea {rm}∞m=1 una sucesión de racionales decreciendo a cero e {yk}∞k=1
una sucesión de vectores densa en Rn. Entonces

|∇f (x)| = ĺım
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4. Fórmula de Cavalieri

Teorema (Fórmula de Cavalieri)

Si f : X → [0,∞) es una función medible, q ≥ 1 y µ es una medida σ-finita en X ,
entonces ∫

X
|f |q dµ =

∫ ∞
0

qtq−1µ{x ∈ X : |f (x)| > t} dt.

Demostración.∫
X
|f |q dµ =

∫
X
|f (x)|q dµ(x) =

∫
X

(∫ ∞
0

qtq−1χ[0,|f (x)|](t) dt

)
dµ(x) =

=

∫
X×[0,∞)

(qtq−1χ[0,|f (x)|](t) dt) dµ(x)
Fubini

=

∫ ∞
0

(∫
X

qtq−1χ[0,|f (x)|](t) dµ(x)

)
dt =

=

∫ ∞
0

qtq−1

(∫
X
χ[0,|f (x)|](t) dµ(x)

)
dt =

∫ ∞
0

qtq−1µ{x ∈ X : |f (x)| > t} dt.

Para X = Rn y µ = m se tendŕıa:∫
Rn
|f |q dm =

∫ ∞
0

qtq−1m{x ∈ Rn : |f (x)| > t} dt.
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Teorema (Fórmula de Cavalieri)

Si f : X → [0,∞) es una función medible, q ≥ 1 y µ es una medida σ-finita en X ,
entonces ∫

X
|f |q dµ =

∫ ∞
0

qtq−1µ{x ∈ X : |f (x)| > t} dt.

Demostración.∫
X
|f |q dµ =

∫
X
|f (x)|q dµ(x) =

∫
X

(∫ ∞
0

qtq−1χ[0,|f (x)|](t) dt

)
dµ(x) =

=

∫
X×[0,∞)

(qtq−1χ[0,|f (x)|](t) dt) dµ(x)
Fubini

=

∫ ∞
0

(∫
X

qtq−1χ[0,|f (x)|](t) dµ(x)

)
dt =

=

∫ ∞
0

qtq−1

(∫
X
χ[0,|f (x)|](t) dµ(x)

)
dt =

∫ ∞
0

qtq−1µ{x ∈ X : |f (x)| > t} dt.

Para X = Rn y µ = m se tendŕıa:∫
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5. Fórmula de la co-área

Teorema (Fórmula de la co-área)

Sea f : Rn → R de clase C∞ y soporte compacto con a = ı́nf f y b = sup f . Sea
g : Rn → R medible no negativa o integrable. Entonces∫

Rn
|∇f (x)|g(x) dx =

∫ b

a

(∫
{x∈Rn :f (x)=t}

g(x) dmn−1(x)

)
dt.

En el caso g = 1, tenemos∫
Rn
|∇f (x)| dx =

∫ b

a
mn−1{x ∈ Rn : f (x) = t} dt.

Teorema (Fórmula de la co-área para funciones Lipschitz)

Si f : Rn → R es Lipschitz y de soporte compacto entonces∫
Rn
|∇f (x)| dx ≥

∫ ∞
0

m+{x ∈ Rn : f (x) > t} dt.
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1. Desigualdades de Sobolev

Teorema (Desigualdades clásicas de Sobolev)

Sean 0 <
1

q
=

1

p
−

1

n
y f : Rn → R una función C∞ y de soporte compacto,

entonces: (∫
Rn
|∇f (x)|p dx

) 1
p

≥ Cn,p

(∫
Rn
|f (x)|q dx

) 1
q

,

es decir,
‖|∇f |‖p ≥ Cn,p‖f ‖q

Estudiaremos en el caso p = 1 la equivalencia entre la correspondiente desigualdad
clásica de Sobolev y la desigualdad isoperimétrica en el siguiente Teorema:
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clásica de Sobolev y la desigualdad isoperimétrica en el siguiente Teorema:
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Teorema (Maz’ja, Federer-Fleming, Sobolev)

Son equivalentes, con la misma constante C > 0, dependiendo sólo de n, las siguientes
afirmaciones:

1 Para toda función C∞ de soporte compacto f : Rn → R∫
Rn
|∇f (x)| dx ≥ C‖f ‖ n

n−1
.

2 Para toda función Lipschitz de soporte compacto f : Rn → R∫
Rn
|∇f (x)| dx ≥ C‖f ‖ n

n−1
.

3 Para todo conjunto A, boreliano acotado de Rn,

m+(A) ≥ Cm(A)1− 1
n .

Además

C = nω
1
n
n =

n
√
π

(Γ(1 + n
2

))
1
n

.



Notaciones y resultados previos
Desigualdad isoperimétrica vs. desigualdad de Sobolev en el extremo

2. Teorema de Maz’ja, Federer-Fleming, Sobolev

Demostración: (1)⇔ (2)

(1)⇒ (2): Es consecuencia del siguiente resultado:

Lema (Aproximación)

Si f : Rn → R es Lipschitz y de soporte compacto, existe una sucesión {fm}∞m=1 de
funciones C∞ y de soporte compacto tales que:

ĺım
m→∞

fm(x) = f (x) uniformemente en x ∈ Rn.

ĺım
m→∞

∫
Rn
|∇fm(x)| dx =

∫
Rn
|∇f (x)| dx.

Demostración. Sea j0 : Rn → R una función ”test”(C∞ y de soporte compacto),

j0(x) ≥ 0 ∀x ∈ Rn y tal que

∫
Rn

j0(x) dx = 1. Definimos:

jm(x) = mnj0(mx)

fm(x) = f ∗ jm(x) =

∫
Rn

jm(x − y)f (y) dy =

∫
Rn

f (x − y)jm(y) dy
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Entonces:

|fm(x)− f (x)| =

∣∣∣∣∫
Rn

f (x − y)jm(y) dy − f (x)

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∫
Rn

(f (x − y)− f (x))jm(y) dy

∣∣∣∣ ≤
≤
∫
Rn
|f (x − y)− f (x)||jm(y)| dy ≤ M

∫
Rn
|y |jm(y) dy .

Resolviendo esta última integral obtenemos que para un m > N con N suficientemente

grande es

∫
Rn
|y |jm(y) dy ≤

ε

M
.

Por otra parte, usando el teorema de Rademacher y las propiedades de la convolución
se tiene que

∇fm = ∇f ∗ jm,

de donde

ĺım
m→∞

∫
Rn
|∇fm(x)| dx = ĺım

m→∞

∫
Rn
|∇f (x) ∗ jm| dx =

∫
Rn
|∇f (x)| dx .

(2)⇒ (1): Se verifica trivialmente dado que toda función C∞ es Lipschitz.
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Demostración: (3)⇒ (2)

Utilizamos la fórmula de la co-área:∫
Rn
|∇f (x)| dx ≥

∫ ∞
0

m+{x ∈ Rn : |f (x)| > t} dt

(3)

≥ C

∫ ∞
0

m{x ∈ Rn : |f (x)| > t}1− 1
n dt.

Llamamos

F (s) =

∫ s

0
m{x ∈ Rn : |f (x)| > t}1− 1

n dt,

G(s) =

(
n

n − 1

∫ s

0
t

1
n−1 m{x ∈ Rn : |f (x)| > t}

)1− 1
n

.

Claramente F (0) = G(0) = 0 y

F ′(s) = m{|f (x)| > s}1− 1
n ,

G ′(s) =

(
n

n − 1

∫ s

0
t

1
n−1 m{|f (x)| > t} dt

)− 1
n

s
1

n−1 m{|f (x)| > s}.
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Rn
|∇f (x)| dx ≥

∫ ∞
0

m+{x ∈ Rn : |f (x)| > t} dt

(3)

≥ C

∫ ∞
0

m{x ∈ Rn : |f (x)| > t}1− 1
n dt.

Llamamos

F (s) =

∫ s

0
m{x ∈ Rn : |f (x)| > t}1− 1

n dt,

G(s) =

(
n

n − 1

∫ s

0
t

1
n−1 m{x ∈ Rn : |f (x)| > t}

)1− 1
n

.

Claramente F (0) = G(0) = 0

y

F ′(s) = m{|f (x)| > s}1− 1
n ,

G ′(s) =

(
n

n − 1

∫ s

0
t

1
n−1 m{|f (x)| > t} dt

)− 1
n

s
1

n−1 m{|f (x)| > s}.



Notaciones y resultados previos
Desigualdad isoperimétrica vs. desigualdad de Sobolev en el extremo

2. Teorema de Maz’ja, Federer-Fleming, Sobolev

Demostración: (3)⇒ (2)
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Se tiene F ′(s) ≥ G ′(s)

pues

G ′(s)

F ′(s)
=

s
1

n−1 m{|f (x)| > s}
1
n(

n

n − 1

∫ s

0
t

1
n−1 m{|f (x)| > t} dt

) 1
n

m{|f (x)|>t}
≥m{|f (x)|>s}

≤
s

1
n−1(

n

n − 1

∫ s

0
t

1
n−1 dt

) 1
n

=
s

1
n−1(

n

n − 1
·

n − 1

n
s

n
n−1

) 1
n

= 1.

Entonces F (s) ≥ G(s) ∀s > 0. Por lo tanto:∫
Rn
|∇f (x)| dx ≥ C ĺım

s→∞
F (s) ≥ C ĺım

s→∞
G(s) = C

(
n

n − 1

∫ ∞
0

t
1

n−1 m{|f (x)| > t} dt

)1− 1
n

F. Cavalieri
= C‖f ‖ n

n−1
.
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s→∞
G(s) = C

(
n

n − 1

∫ ∞
0

t
1

n−1 m{|f (x)| > t} dt

)1− 1
n

F. Cavalieri
= C‖f ‖ n

n−1
.



Notaciones y resultados previos
Desigualdad isoperimétrica vs. desigualdad de Sobolev en el extremo

2. Teorema de Maz’ja, Federer-Fleming, Sobolev

Se tiene F ′(s) ≥ G ′(s) pues

G ′(s)

F ′(s)
=

s
1

n−1 m{|f (x)| > s}
1
n(

n

n − 1

∫ s

0
t

1
n−1 m{|f (x)| > t} dt

) 1
n

m{|f (x)|>t}
≥m{|f (x)|>s}

≤
s

1
n−1(

n

n − 1

∫ s

0
t

1
n−1 dt

) 1
n

=
s

1
n−1(

n

n − 1
·

n − 1

n
s

n
n−1

) 1
n

= 1.

Entonces F (s) ≥ G(s) ∀s > 0. Por lo tanto:∫
Rn
|∇f (x)| dx ≥ C ĺım
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Notaciones y resultados previos
Desigualdad isoperimétrica vs. desigualdad de Sobolev en el extremo

2. Teorema de Maz’ja, Federer-Fleming, Sobolev

Demostración: (2)⇒ (3)

Sea A ⊆ Rn un boreliano acotado y 0 < ε < 1. Definimos

fε(x) =


0, si x /∈ Aε

1− d(x,A)
ε

, si x ∈ Aε \ A
1, si x ∈ A

fε es una función Lipschitz por serlo en cada trozo y además ∀x , y en trozos

distintos se verifica |f (x)− f (y)| ≤
|x − y |
ε

.

ĺım
ε→0

fε = χA.

Tenemos que:

ĺım
ε→0+

∫
Rn
|fε|

n
n−1 dx

T.C.D.
=

∫
Rn

ĺım
ε→0+

|fε|
n

n−1 dx =

∫
Rn
χA(x) dx = m(A) ≥ m(A)

⇒ ĺım
ε→0+

‖fε‖ ≥ m(A)1− 1
n .
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Por otra parte:

|fε(y)− fε(x)| ≤
|d(x ,A)− d(y ,A)|

ε

d Lipschitz
(L=1)

≤
|x − y |
ε

⇒ ĺım sup
y→x

|fε(x)− fε(y)|
|x − y |

= |∇f (x)| ≤
1

ε
.

Entonces:∫
Rn
|∇fε(x)| dx ≤

∫
Aε\A◦

|∇fε(x)| dx ≤
1

ε
m(Aε \ A◦) =

1

ε
(m(Aε)−m(A◦)).

Si tuviéramos que m(A) = m(A◦)

1

ε
m(Aε \ A) ≥

∫
Rn
|∇fε| dx

(2)

≥ C‖fε‖ n
n−1

↓ ↓
m+(A) ≥ Cm(A)1− 1

n

Pero esto no sucede en general ya que existen borelianos con frontera muy
complicada que sirven de contraejemplo.
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Si tuviéramos que m(A) = m(A◦)

1

ε
m(Aε \ A) ≥

∫
Rn
|∇fε| dx

(2)

≥ C‖fε‖ n
n−1

↓ ↓
m+(A) ≥ Cm(A)1− 1

n

Pero esto no sucede en general ya que existen borelianos con frontera muy
complicada que sirven de contraejemplo.



Notaciones y resultados previos
Desigualdad isoperimétrica vs. desigualdad de Sobolev en el extremo

2. Teorema de Maz’ja, Federer-Fleming, Sobolev

Por otra parte:

|fε(y)− fε(x)| ≤
|d(x ,A)− d(y ,A)|

ε

d Lipschitz
(L=1)

≤
|x − y |
ε
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Otra forma de proceder en este último paso seŕıa:∫
Rn
|∇fε(x)| dx

=

∫
Aε\A◦

|∇fε(x)| dx =

∫
Aε\A

|∇fε(x)| dx +

∫
Fr(A)∩A

|∇fε(x)| dx .

Sabemos por Rademacher que ∃∇fε(x0) en casi todo x0 ∈ Fr(A) ∩ A pero

fv (x0) = 〈∇f (x0), v〉 ?
= 0.

Definimos entonces otra función:

fε(x) =


0, si x /∈ Aε

1− d(x,Aε2
)

ε−ε2 , si x ∈ Aε \ Aε2

1, si x ∈ Aε2

fε es una función Lipschitz por serlo en cada trozo y

Si x ∈ Aε2
, y ∈ Aε \ Aε2

⇒ |fε(x)− fε(y)| =

∣∣∣∣∣∣ d(y ,Aε2
)

ε− ε2

∣∣∣∣∣∣ ≤ |x − y |
ε− ε2

.

Si x ∈ Aε \ Aε2
, y /∈ Aε ⇒

|fε(x)− fε(y)| =

∣∣∣∣∣∣ ε− ε
2 − d(x,Aε2

)

ε− ε2

∣∣∣∣∣∣ ≤
∣∣∣∣∣∣ d(y ,Aε2

)− d(x,Aε2
)

ε− ε2

∣∣∣∣∣∣ ≤ |x − y |
ε− ε2

.
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ĺım
ε→0

fε = χA pues

Si x ∈ A ⇒ x ∈ Aε2
⇒ fε(x) = 1 = χA(x).

Si x /∈ A ⇒ ∃ε0 : ∀ε ≤ ε0, x /∈ Aε ⇒ fε(x) = 0 = χA(x).

Tenemos que:

ĺım
ε→0+

∫
Rn
|fε|

n
n−1 dx

T.C.D.
=

∫
Rn

ĺım
ε→0+

|fε|
n

n−1 dx =

∫
Rn
χA(x) dx = m(A) ≥ m(A)

⇒ ĺım
ε→0+

‖fε‖ ≥ m(A)1− 1
n .

Por otra parte:

|fε(y)− fε(x)| ≤
|d(x ,Aε2

)− d(y ,Aε2
)|

ε− ε2

d Lipschitz
(L=1)

≤
|x − y |
ε− ε2

⇒ ĺım sup
y→x

|fε(x)− fε(y)|
|x − y |

= |∇fε(x)| ≤
1

ε− ε2
.
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⇒ ĺım
ε→0+

‖fε‖ ≥ m(A)1− 1
n .

Por otra parte:

|fε(y)− fε(x)| ≤
|d(x ,Aε2

)− d(y ,Aε2
)|

ε− ε2

d Lipschitz
(L=1)

≤
|x − y |
ε− ε2
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ĺım
ε→0+

∫
Rn
|fε|

n
n−1 dx

T.C.D.
=

∫
Rn
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Como |∇fε| = 0 en {x ∈ Rn : d(x ,A) > ε} ∪ Aε2
:

∫
Rn
|∇fε(x)| dx ≤

∫
Aε\Aε2

|∇fε(x)| dx

Aε2
⊃A
≤

∫
Aε\A

|∇fε(x)| dx .

Veamos que Aε ⊂ Aε+ε2
:

Sea x ∈ Aε ⇒ ∃(xn) ⊂ Aε tal que xn → x . ∀n ∈ N∃an ∈ A tal que |xn − an| < ε.
Como xn → x , ∃N ∈ N tal que ∀n > N, |x − xN | < ε2. Luego

|x − aN | ≤ |x − xN |+ |xN − aN | < ε+ ε2 ⇒ x ∈ Aε+ε2
.

Entonces ∫
Aε\A

|∇fε(x)| dx ≤
m(Aε+ε2

)−m(A)

ε− ε2

⇒ ĺım inf
ε→0

m(Aε+ε2
)−m(A)

ε− ε2
= ĺım inf

ε→0

m(Aε+ε2
)−m(A)

ε+ ε2
·
ε+ ε2

ε− ε2
= m+(A).
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= ĺım inf

ε→0

m(Aε+ε2
)−m(A)

ε+ ε2
·
ε+ ε2

ε− ε2
= m+(A).



Notaciones y resultados previos
Desigualdad isoperimétrica vs. desigualdad de Sobolev en el extremo

2. Teorema de Maz’ja, Federer-Fleming, Sobolev

Como |∇fε| = 0 en {x ∈ Rn : d(x ,A) > ε} ∪ Aε2
:

∫
Rn
|∇fε(x)| dx ≤

∫
Aε\Aε2

|∇fε(x)| dx
Aε2
⊃A
≤

∫
Aε\A

|∇fε(x)| dx .

Veamos que Aε ⊂ Aε+ε2
:

Sea x ∈ Aε ⇒ ∃(xn) ⊂ Aε tal que xn → x . ∀n ∈ N∃an ∈ A tal que |xn − an| < ε.
Como xn → x , ∃N ∈ N tal que ∀n > N, |x − xN | < ε2. Luego

|x − aN | ≤ |x − xN |+ |xN − aN | < ε+ ε2 ⇒ x ∈ Aε+ε2
.

Entonces ∫
Aε\A

|∇fε(x)| dx ≤
m(Aε+ε2

)−m(A)

ε− ε2
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Luego se verifica

m+(A) = ĺım inf
ε→0

m(Aε+ε2
)−m(A)

ε− ε2
= ĺım inf

ε→0

∫
Rn
|∇fε(x)| dx

(2)

≥ ĺım inf
ε→0

C‖fε‖ n
n−1

= C ĺım
ε→0
‖fε‖ n

n−1
≥ Cm(A)1− 1

n .
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