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Cuando hablamos del Teorema del Punto Fijo en realidad no
nos referimos a un Unico teorema del punto fijo sino a toda una
teoria.

...la importancia de una teoria la da. . .

@ la historia,

@ la estética y profundidad de los resultados que conectan
hipétesis contrastables con tesis sorprendentes (lejanas
de las hipotesis!),

@ la contundencia y abundancia de las aplicaciones a areas
diversas,

@ durante cuanto tiempo esta viva la teoria.
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Q Preliminares

e Métrica y topologia en teoremas del punto fijo
@ Meétrica y puntos fijos: Banach (1922)
@ Topologia y puntos fijos: Brouwer (1912)
@ Aplicaciones

e Concluyendo
@ Un pequefio resumen
@ Un poco de historia sobre Banach
@ Un dltimo dato relevante
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Notacion y definiciones

Notacion

@ D es un conjunto.
@ f: D — D es una aplicacion.

‘ ¢, Qué es un punto fijo?

Es un punto xo € D que satisface f(Xp) = Xo

‘ ¢, Qué se busca en un teorema del punto fijo? ‘

@ condiciones en D, f que garantizan la existencia de Xg;
@ condiciones que garantizan (si es posible) unicidad.
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Q f(x)=x=0=x—f(x)=g(x);
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FUNCIONES CONTINUAS DE UNA VARIABLE REAL 159

7.3.1. Teorema.—Sea f una funcién real continua definida en el intervalo com-
pacto /= [a, b]. Para todo namero real § comprendido entre los dos niimeros
[f(a) y f(b) existe al menos un punto Xq en el intervalo / tal que f(xo) = £.

Si f(a)=1(b), €l teorema es trivial. Supongamos, por ejemplo, que sea
[(a)<f(b)y entonces f(a)<§<f(b). Si el niimero £ coincide con f (a) o con
[(b), el teorema estd demostrado; debemos, pues, suponer que f(a) < £ <f(b).
El conjunto X = {x€;f(x) <k} es cerrado en virtud del teorema 7.1.5 y como
esti acotado (por ser un subconjunto del intervalo acotado 1), se
gompacto; ademds no es vacio, pues, evidentemente, 2 €X. De
feorema 5.5.2, el extremo superior xo del conjunto X pertenecerd al propio
conjunto X, es decir, f(xo) < £. Observemos, por otra parte, que debe ser xo <b,
pues si fuese xo = b tendrfamos f(b)< £ que es contrario a la hipdtesis. Veamos
que la desigualdad f(xo)<£ es de hecho una igualdad, con lo que quedars
demostrado el teorema. Supongamos que fuera f(xo)< £. Como f es continua
en Xo, para el nimero real positivo £ —/(x,) existird otro nimero 7> 0 tal
ue Ia relacion |x —xol <, x €1, implicard 1/(x) —f (xo)| <& ~f(xo). Por
ser xo<b podri encontrarse un punto x'E/ tal que sea xo
para ¢l cual, por consiguiente, tendremos f(x')— f(xo) < £ —f{xo)
[(x')<% y se llega a la contradiccion de que x' debe pertenccer a X siendo
mayor que su extremo superior.

un conjunto
uerdo con el
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MATEMATICO I Q f(x)=x=0=x—f(x)=g(x);
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f : [a,b] — [a,b] continua:

ANALISIS
MATEMATICO I Q f(x)=x=0=x—f(x)=g(x);

Q 9(a) <0yg(b)>0;
e utilizamos el Teorema de Bolzano;

Calculo Infinitesimal

© i.e. g llevaintervalos a intervalos;

@ f es continua;

@ [a, b] es convexo y compacto.
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¢f o [a, +00) — [a, +00) punto fijo?
© impedir que [f'(x)| ~ 1;
@ obligar [f’(x)| <M < 1 para todo x;

Q e [f(x) —f(y)| <M[x —y| para
todo x,y;

© La hipétesis de arriba implica que si
Xo € [a,+00) entonces:

@ X3 =f(Xo),. ., Xn41 =
f(Xn), ... es de Cauchy;
@ X = limpx, = x = f(x)L
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Espacios métricos y puntos fijos

4.68 Recurrir a la demostracién del teorema del punto fijo (teorema 4.48) para las
cuestiones de notacién.
a) Probar que d(p, p,) < d(x, [(x)a"/(1 — a).
Esta desigualdad, il en trabajos numéricos, proporciona una aproximacién
de la distancia existente entre p, y el punto fijo p. Se da un ejemplo en (b).
b) Tomar f(x) = }(x + 2/x), § =1, +oc]. Probar que f s una contraccién
de § cuya constante de contraccién es o = § y cuyo punto fijo es p = v 2.
Formar_la_sucesion {p,) empezando por x=p,=1 y probar que
Pn— 2| <27

4.69 Probar, utilizando contracjemplos, que el teorema del punto fijo no tiene por
qué verificarse si (a), el espacio métrico subyacente no es completo, o bien si (b), la
constante de contraccién « = 1.

470 Sea f:5—S una funcién de un espacio métrico completo (S, d) en si mismo.
Supongamos que existe una sucesién real {c,} convergente hacia 0 tal que d(f*(x),
F1O) = cd(x, y) para todo n > 1 todo x. v de S donde /1 es Ja n-ésima iteracion
de f, es decir,

F1xy = f(x), fr+1(x) = f(f(x)) para n > 1.
Probar que f tiene un punto fijo. Indicacion. Apliquese el teorema del punto fijo
a fm para un m conveniente.

471 Sea f:5—S una funcion de un espacio métrico (S, d) en sf mismo tal que
d(f(x), f(y) < d(x,y)

B. Cascales
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obligar |f'(x)| < M < 1 para todo x;

i.e. |f(x) —f(y)| < M|x —y| para
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~
~

impedir que [f'(x)|

© 000

La hipétesis de arriba implica que si
Xo € [a,+00) entonces:

o X3 =f(X0),. .-, Xnp1 =
f(Xn), ... es de Cauchy;
@ X =limpx, = x = f(x)L
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ANAUSIS .
'MATEMATICO ¢ ')k xmnotio

segunda edicion T M. APOSTOL e Impedlr que |f (X)| ~1

| @ obligar [f'(x)] <M < 1 para todo x;

Q ie [f(x) —f(y)| <M|x —y| para
todo x,y;

© La hipétesis de arriba implica que si
Xo € [a,+00) entonces:

@ X3 =f(Xo),..., Xn41 =
f(Xn),... es de Cauchy;
@ X =limpx, = x = f(x)L

© Ejercicio
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¢t [a, +00) — [a, +00) punto fijo?
© impedir que [f'(x)| ~ 1;
Q obligar [f'(x)| < M < 1 para todo x;

Y, i gr= .
PPV Q e [f(x) —f(y)| < M|x —y| para
) todo x,y;
— ! @ La hipétesis de arriba implica que si
19X2, i
Cxp) Xo € [a, +00) entonces:
(XpX7) W i @ X1 = f(xo), e Xpa1 =
L : f(Xn),... es de Cauchy;
L | o X = limpx, = x = f(x)L.
o) | | i nXn ( )
i ‘: | ; © Ejercicio
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¢t [a, +00) — [a, +00) punto fijo?
© impedir que [f'(x)| ~ 1;
Q obligar [f'(x)| < M < 1 para todo x;

Q ie [f(x) —f(y)| <M[x —y| para
todo X, y;
Q La hipétesis de arriba implica que si
Xo € [a, +00) entonces:
@ X3 =f(Xo),..., Xny1 =
f(Xn),... es de Cauchy;
@ X = limpx, = x = f(x)L
© Ejercicio

@ Sucesiones de Cauchy =
convergentes;

@0<M<l=YyX M = Lo

1-M?
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Aplicaciones

Metrica y puntos fijos:
Banach (1922)
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Teoremas del punto fijo Topologia y puntos fijos: Brouwer (1912)
Aplicaciones

Principio de Contraccion de Banach

@ M un espacio con una métrica d.

® T : M — M es lipschitziana si existe un k > 0 tal que,
paratodos x,y € M,

d(Tx,Ty) < kd(x,y).

@ T : M — M contractiva=lipschitziana y k < 1.
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Principio de Contraccion de Banach

@ M un espacio con una métrica d.

® T : M — M es lipschitziana si existe un k > 0 tal que,
paratodos x,y € M,

d(Tx,Ty) < kd(x,y).

® T : M — M contractiva=lipschitziana y k < 1.

Principio de Contraccion de Banach

Sean (M, d) un espacio métrico completoy T : M — M una
contraccion. Entonces, T tiene un Gnico punto fijo en M, y para
cada xg € M, la sucesion de iteradas (T "xg)n converge a dicho
punto fijo.
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Aplicaciones

Demostracion.-

@ Para xg € M definimos la sucesién
iterativa (Xn)n dada por X1 = TXp.

Principio de la Contraccién @ Paran,p €N,
Sean (M, d) un espacio métrico W/ 1—kP
completoy T : M — M una d(Xn, Xnip) <K ( 1k ) d (X0, TXo).

contraccion. Entonces, T tiene
un Unico punto fijo en M, y para
cada xo € M, la sucesion de ® (Xn)n es de Cauchy
iteradas (T "Xo)n converge a
dicho punto fijo.
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Aplicaciones

Demostracion.-

@ Para xg € M definimos la sucesion
iterativa (Xn)n dada por Xp11 = TXn.

Principio de la Contraccién @ Paran,p € N,
Sean (M, d) un espacio métrico n/1—kP
completoy T : M — M una d(Xn, Xnsp) <K ( - ) d (Xo, TXo).

contraccion. Entonces, T tiene

un Unico punto fijo en M, y para
cada X € M, la sucesion de ) (Xn)n es de Cauchy
iteradas (T "Xo)n converge a

dicho punto fijo. ® Existe limp_,oXp = X € M.

@ X = limp_ooXn = liMpooXni1 =
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Demostracion.-

@ Para xg € M definimos la sucesion
iterativa (Xn)n dada por Xp11 = TXn.

Principio de la Contraccién @ Paran,p € N,
Sean (M, d) un espacio métrico n/1—kP
completoy T : M — M una d (X, Xnip) <K ( 1k ) d (X0, TXo).

contraccion. Entonces, T tiene
un Unico punto fijo en M, y para
cada xo € M, la sucesién de @ (Xn)n es de Cauchy

iteradas (T "Xo)n converge a . .
dicho punto fijo, @ Existe limp_ooXn = X € M.

@ X = limp_ 00Xy = liMpooXni1 =

@ X es Unico.
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Topologia y puntos fijos:
Brouwer (1912)
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Teoremas del punto fijo Topologia y puntos fijos: Brouwer (1912)
Aplicaciones

Teorema de Brouwer

° B":= { = (X)L, €RM: YL X2 < 1}

o S"1.= {x =), eR": 3 x2= 1},

@ Para n = 2, identificaremos C con R2.
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Teorema de Brouwer

° B":= { = (X)L, €RM: YL X2 < 1}

o S"1.= {x =), eR": 3 x2= 1},

@ Para n = 2, identificaremos C con R2.

Teorema de Brouwer

Sea ¢ : B" — B" una aplicacion continua de la bola unidad en
si misma. Entonces, ¢ tiene un punto fijo en B", i.e., existe
x € B" tal que p(x) = x.
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Aplicaciones

L. E. J. Brouwer, holandés 1881-1966

© Trabajo fundamentalmente en filosofia de
las matematicas y légica.
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Métrica y puntos fijos: B
Teoremas del punto fijo Topologia y puntos fijos: Brouwer (1912)

Aplicaciones

L. E. J. Brouwer, holandés 1881-1966

© Trabajo fundamentalmente en filosofia de
las matematicas y légica.

Trabajo en topologia: 1909-1913;

No fue el primero en demostrar su teorema;
Para n = 1, Bolzano 1817;

Paran =2y n = 3, Brouwer 1909;

n arbitrario J. Hadamard 1910;

Brouwer, en 1912, prueba distinta a la
Hadamard;

Diversas demostraciones.

© 000000
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Aplicaciones

L. E. J. Brouwer, holandés 1881-1966

=~ © Trabajé fundamentalmente en filosofia de
las matematicas y légica.

T [] P 0 I- [] G I A ©@ Trabaj6 en topologia: 1909-1913;
A I. G E B H A | [: A Q No fue el primero en demostrar su teorema;
E I_ E M E N TAI_ © Paran = 1, Bolzano 1817;

© Paran =2y n =3, Brouwer 1909;
J  © n arbitrario J. Hadamard 1910;

( M. ZISMAN @ Brouwer, en 1912, prueba distinta a la
Hadamard;

© Diversas demostraciones.
© Topologia algebraica.
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L. E. J. Brouwer, holandés 1881-1966

Trabajo fundamentalmente en filosofia de
las matematicas y légica.

Trabajo en topologia: 1909-1913;
No fue el primero en demostrar su teorema;

ALESS STRANGE VERSION OF MILNOR'S PROOF OF
BROUWER'S FIXED-POINT THEOREM

©

A ROGERS

Paran = 1, Bolzano 1817,
Paran =2y n = 3, Brouwer 1909;
n arbitrario J. Hadamard 1910;

Brouwer, en 1912, prueba distinta a la
Hadamard;

theorem we can choose polynom
1z

for al x with ] < 1. Write

-3

for consenicnce. Again, using the Weiers
nomial Q satisfying.

ion theorem, we can choose a poly-

Diversas demostraciones.

I<OI<L 0<r<li  QUAl<L  f<r<l QU)=0.

Topologia algebraica.

600 00006060

Andlisis: The American Mathematical
Monthly, Vol. 87, No. 7 (Aug. - Sep., 1980),
pp. 525-527
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Aplicaciones

Prueba del teorema de
Brouwer en R?
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© Un camino cerrado en C es una funcién
continua ~ : [0, 27] — C con ~(0) = ~(27).

©@ Todo camino cerrado ~ : [0,27] — C\ {0}
tiene un argumento continuo « : [0,27] — R
ie.

— eiol0)
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© Un camino cerrado en C es una funcién
continua ~ : [0, 27] — C con ~(0) = ~(27).

@ Todo camino cerrado v : [0,27] — C\ {0}
tiene un argumento continuo « : [0,27] — R

ie.
(%) gia
[v(x)]
© Numero de vueltas
1

[(v,0) := > ((27) — (0)) € Z
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@ Todo camino cerrado v : [0,27] — C\ {0}
tiene un argumento continuo « : [0,27] — R
ie.
7 (x) ia(x)
=e
Iyl

© Numero de vueltas

1(7,0) := % (a(2r) — o(0)) € Z

Q Si v no pasa por z, se define
1(v.20) == (7 — 20,0).
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continuos

© Lafuncién z — 1(~, z), definida en el abierto
V :=C\ 7([a,b]), permanece constante en
cada componente conexa de V, y vale 0 en
la componente conexa no acotada.
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v,7%,7 : [0,27] — C\ {0} cerrados y

continuos
© Lafuncién z — I(v,2), definida en el abierto
El producto de dos V := C\ v([a, b]), permanece constante en
complejos es otro complejo cada componente conexa de V, y vale 0 en
cuyo maédulo es el producto la componente conexa no acotada.

de los médulos y cuyo
argumento es la suma de
los argumentos.

@ Si o Y 71 son homoto6picos por caminos
cerrados mediante una homotopia que no
pasa por 0, entonces I(~o,0) = (71, 0).

e e¥ = et © 1(7071.0) = 1(70,0) + 1(71,0).
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V := C\ v([a, b]), permanece constante en
cada componente conexa de V, y vale 0 en
la componente conexa no acotada.

@ Si o Y 71 son homoto6picos por caminos
cerrados mediante una homotopia que no

\
@2 > pasa por 0, entonces I(vo,0) = (71, 0).

© 1(7071,0) = 1(70,0) + 1(71,0).

© Si|o(t) — 1(t)] < |n(t)], paratodo
t € [0, 27],

1(71,0) = 1(70, 0).
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Teorema de Brouwer en R?

Si D es la bola unidad cerrada de C, sean f,g : D —» C dos funciones
continuas. Se verifica:

© sin(t)=g(e"), t €[0,2n],y a & ~([0,2n]) satisface que I(v,a) # 0,
entonces existe z € D tal que g(z) = a.

@ sif(D) c D, entonces existe z € D tal que f(z) = z.

Demostracion.-
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Si D es la bola unidad cerrada de C, sean f,g : D —» C dos funciones
continuas. Se verifica:

© sin(t)=g(e"), t €[0,2n],y a & ~([0,2n]) satisface que I(v,a) # 0,
entonces existe z € D tal que g(z) = a.

@ sif(D) c D, entonces existe z € D tal que f(z) = z.

Demostracion.-

® Sia¢gg(D), (r,t) :=g(re"), r,t € [0,1] x [0,27], es una homotopia
gue no pasa por a entre v y el camino constante f(0) = I(~,a) = 0;
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Teorema de Brouwer en R?

Si D es la bola unidad cerrada de C, sean f,g : D —» C dos funciones
continuas. Se verifica:

© sin(t)=g(e"), t €[0,2n],y a & ~([0,2n]) satisface que I(v,a) # 0,
entonces existe z € D tal que g(z) = a.

@ sif(D) c D, entonces existe z € D tal que f(z) = z.

Demostracion.-

® Sia¢gg(D), I(r,t) :=g(re"), r,t € [0,1] x [0,27], es una homotopia
que no pasa por a entre « y el camino constante f(0) = I(,a) = 0;

Un punto fijo de f en D es un cero de g(z) = f(z) — z;
SigseanulaenT = {w € C: |w| = 1} ya hemos terminado;
Signose anulaen T = (t) = g(e") # 0, parat € [0, 2x];

© ¢ ¢ ¢

Llamando v:(t) = —e", t € [0, 27], se tiene que
[v0(t) — 71(t)| = [f(e")] < 1= |n(t)], paratodot € [0,2x];

@ 1(7,0) =1(11,0) =1 = existe z € D tal que g(z) = 0.
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Aplicaciones del teorema de Banach

© Elteorema de la funcién implicita;

@ E. Zeidler, Nonlinear functional
analysis and its applications,
Springer-Verlag, New York,
1986, Fixed-point theorems.

B. Cascales



Métrica y puntos fijos: Banach (1922)
Teoremas del punto fijo Topologia y puntos fijos: Brouwer (1912)
Aplicaciones

Aplicaciones del teorema de Banach

© Elteorema de la funcién implicita;
© El método de Newton;

Xn41 = Xn — ff’((t;)) converge —bajo condiciones de

suavidad de f—a un cero de f que es punto fijo de la

funcion g(x) = x — ff,((xx)).
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Aplicaciones del teorema de Banach

A: R" — R" lineal, encontrar una

solucion de
Ax =b

se transforma en encontrar un
punto fijo de cierta ecuacion

X=Tx+cC

Si para alguna norma de R" se
tiene que ||T|| < 1 entonces un
método iterativo conduce a la
solucion.

© Elteorema de la funcién implicita;
© El método de Newton;

© Métodos iterativos (numéricos) para la
solucién de sistemas lineales;
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La solucién de una ecuaciéon de
Fredholm

o
o
o
o

b
() = o(t) + u/a K(t, s) f(s)ds, t € [a,b],

existe (como un punto fijo) cuando
ol < s

B. Cascales
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Métodos iterativos (numéricos) para la
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@ Los sistemas de
Sturm-Liouville se reducen a
una ecuacioén integral de
Fredholm via la funcién de
Green.

o
o
o
o
o

@ Con un método de separacion
de variables se puede ahora
resolver el problema de
Dirichlet en un cuadrado.
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Problema de de Cauchy.
Determinar x € C*([0, b]):

@ x'(t) =f(t,x(t)), t € [0,b];
@ x(0) =¢.
dondef : [0,b] x R — R continua.

Teorema de Picard-Lindelof

Si f es lipschitziana con respecto a
X, i.e., si existe un L > 0 tal que,
para cualesquiera x,y € R,

El teorema de la funcién implicita;
El método de Newton;

Métodos iterativos (numéricos) para la
solucion de sistemas lineales;

integrales;
Sistemas de Sturm-Liouville;

o
o
o
© Existencia de soluciones de ecuaciones
o
o

Existencia de soluciones de ecuaciones
160 — 1t y)| <Lk —yl,  teob], diferenciales;
entonces la solucién del problema
de Cauchy existe y es Unica.
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El método de Newton;

Métodos iterativos (numéricos) para la
solucion de sistemas lineales;

Existencia de soluciones de ecuaciones
integrales;

Sistemas de Sturm-Liouville;

Existencia de soluciones de ecuaciones
diferenciales;

Fractales;
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El espacio donde viven los fractales

Definicion
La distancia de Hausdorff entre dos

5T conjuntos acotados C y D de R? se
define como

‘ h(C,D) = inf{n > 0: C C D+nByz, D C C+7Bg}.
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El espacio donde viven los fractales

Definicion
La distancia de Hausdorff entre dos

5T conjuntos acotados C y D de R? se
define como

‘ h(C,D) = inf{n > 0: C C D+nByz, D C C+7Bg}.

Propiedades:

Q h es una métrica en la familia C de todos los subconjuntos (no vacios)
cerrados y acotados de R?.
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Definicion
La distancia de Hausdorff entre dos

5T conjuntos acotados C y D de R? se
define como

‘ h(C,D) = inf{n > 0: C C D+nByz, D C C+7Bg}.

Propiedades:

© h es una métrica en la familia C de todos los subconjuntos (no vacios)
cerrados y acotados de R2.

9 (€, h) es completo, gracias a que R? es completo.
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El espacio donde viven los fractales

Definicion
La distancia de Hausdorff entre dos

5T conjuntos acotados C y D de R? se
define como

‘ h(C,D) = inf{n > 0: C C D+nByz, D C C+7Bg}.

Propiedades:

© h es una métrica en la familia C de todos los subconjuntos (no vacios)
cerrados y acotados de R2.

9 (C, h) es completo, gracias a que R? es completo.

© Kk(R?) = {C c R?: C compacto en} es cerrado en (C,h) (por tanto
completo con la métrica inducida).
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El espacio donde viven los fractales

Definicion
La distancia de Hausdorff entre dos

5T conjuntos acotados C y D de R? se
define como

‘ h(C,D) = inf{n > 0: C C D+nByz, D C C+7Bg}.

Propiedades:

© h es una métrica en la familia C de todos los subconjuntos (no vacios)
cerrados y acotados de R2.

9 (C, h) es completo, gracias a que R? es completo.

© Kk(R?) = {C c R?: C compacto en} es cerrado en (C,h) (por tanto
completo con la métrica inducida).

Q sic, hcenc=C:= {x € R? : existe xn € Cn cON X = liMnXn }.
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Aplicaciones contractivas en k (R?)

© Siw : R? - R? es continua entonces, lleva compactos a compactos;
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Aplicaciones contractivas en k (R?)

© Siw : R? - R? es continua entonces, lleva compactos a compactos;

© Siw : R? - R? es continua, entonces puede mirarse como aplicacion
w : k(R?) — k(R?);

© Siw : R? — R? es una familia finita de aplicaciones contractivas,
entonces w : k(R?) — k(R?) dada por

w(K) = Uwi(K)

es contractiva para la distancia de Hausdorff h;

o
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Aplicaciones contractivas en k (R?)

© Siw : R? - R? es continua entonces, lleva compactos a compactos;

© Siw : R? - R? es continua, entonces puede mirarse como aplicacion
w : k(R?) — k(R?);

© Siw : R? - R? es una familia finita de aplicaciones contractivas,
entonces w : k(R?) — k(R?) dada por

w(K) = Uwi(K)

es contractiva para la distancia de Hausdorff h;

Q Siw : k(R?) — k(R?) es contractiva y empezamos con un conjunto
compacto A entonces

w"(A) = F € en (k(R?),h).

F es un fractal: algunos los llaman deterministico.

o
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Ejemplos

Tomamos aplicaciones afines:
X 05 O X 1
w(3)=(% 05 ) (5)+(3)
X 05 O X 1
w(3)=(% 05 ) (7 )()
wel Y= (05 0 X\ (50
*\y )"\ 0o 05 y 50

W(A) = wi(A) Uwo(AUws(A)

Fabricamos

y construimos w(A),w?(A),w3(A), ... para cierto A compacto no vacio.
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Iteradas a partir de un cuadrado

Primera iteracion

-
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Iteradas a partir de un cuadrado

Segunda iteracion

ou)
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Iteradas a partir de un cuadrado

Tercera iteracion
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Cuadrados vs. triangulos

Sexta iteracion

A

Es lo mismo?
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El teorema de la funcién implicita;
El método de Newton;

Métodos iterativos (numéricos) para la
solucidn de sistemas lineales;

Existencia de soluciones de ecuaciones
integrales;

Sistemas de Sturm-Liouville;

Existencia de soluciones de ecuaciones
diferenciales;

Fractales;
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integrales;
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Aplicaciones del teorema de Brouwer

© Cada convexo compacto de R" tiene la p.p.f.;
© S" ! noesunretracto de B™;

© Teorema de la Bola Peluda;

@ Existencia de Equilibrio Walrasiano y de Nash;

© Aplicaciones de tipo KKM; Teorema de Ky Fan sobre existencia de
puntos fijos de multifunciones; existencia del equilibrio de Nash;

© Teorema de Schauder del punto fijo;
@ Teorema de Tijonov del punto fijo;

© Teorema de Cauchy-Peano de existencia de soluciones de ecuaciones
diferenciales;

Q Teorema de Markov-Kakutani sobre puntos fijjos comunes de familias
aplicaciones afines;

@ Teorema de Ryll-Nardzeski sobre puntos fijos comunes de semigrupos
de aplicaciones afines;

@ Existencia de la medida de Haar en un grupo compacto;
@ Teorema de Lomonosov sobre existencia de subespacios invariantes.
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© Cada convexo compacto de R" tiene la p.p.f.;

© S" ! noesunretracto de B™;

© Teorema de la Bola Peluda;

@ Existencia de Equilibrio Walrasiano y de Nash;

© Aplicaciones de tipo KKM; Teorema de Ky Fan sobre existencia de

The best application of (6) | can think of is the proof of an invariant subspace theorem by Lomonosov. There are
several generalizations of this, but what Lomonosov proved was this: Let E be a Banach space and let T be a
bounded operator of E into E such that TK=KT for some compact linear operator K of E into E. Then some closed
proper subspace V of E is invariant under T, i.e. TV C V.

A bit of history about this theorem. It was reported that v. Neumann proved this theorem for a single compact
operator in a Hilbert space, but he never published the proof. In 1951 or 1952, Aronszajn at Kansas proved this
independently and showed the proof to K.T. Smith. That evening Smith went home and tried to reproduce
Aronszajn’s proof, but he found a different proof that works in Banach spaces. (I know all this because | was a
student at K.U. then.) So they wrote a joint paper. At the end of the paper they posed a question: Does an operator T
such that T2 is compact admit a proper invariant subspace? (I forgot if the space was Hilbet or Banach.) Much later,
in 1963 | think, Robinson and Bernstein proved by non-standard analysis that if T is an operator with the property
that p(T) is compact, where p is a polynomial of positive degree, then T has a proper invariant subspace. This was
originally proved for Hilbert spaces but then it was generalized to Banach spaces again using non-standard analysis.
Now please note that Lomonosov’s theorem generalizes all the above and the proof is so simple and beautiful! |
remember just about that time Lindenstrauss visited here from Berkeley. He pulled out from his pocket a crumpled
sheet (one sheet!) of paper which has a Xeroxed copy of the complete hand-written proof of Lomonosov’s theorem.
Joram said then that "This proof is making many people in Berkeley unhappy.i read the proof once, and | could
never forget the proof!

Best, Isaac.
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Un pe umen

Un poco de historia sobre Banach

Un Ultimo dato relevante

S. Banach, 1892 Krakow-1945 Lvov

Lista de referencias: 21 libros y articulos;

Coexistié con: Mazur, Steinhaus, Nikodym, Sierpinski,

Kuratowski, Ulam, etc.

Con Steinhaus inicia Studia Mathematica;

Monografia Théorie des Opérations linéaires pronto se
convirtié en un clasico e impulsé el crecimiento del AF;

Los tres pilares del AF llevan su nombre: Teorema de
Hahn-Banach, Teorema de Banach-Steinhaus y Teorema de
la Gréfica Cerrada de Banach;

Banach le gustaba trabajar de forma no convencional: en los
cafes;

En el Scottish Cafe de Lvov se empez6 Scottish book. El
Scottish book (1935) recoge los problemas que fueron
discutidos por Banach, Mazur, Ulam, von Neumann, etc.
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WAVRE
PRIZE: A “fondue”

Original manuseript
in Frenc

152

STEINHAUS
PRIZES:

For computation of the
Jrequency: 100 grammes

For proof of existence
of frequency: A small
beer

For counterexample
A demitasse
November 6, 1936

DOES THERE EXIST A HARMONIC function defined in a
region which contains a cube in its interior, which vanishes
on all the edges of the cube? One does not consider f = 0.

Addendum. Does there exist an algebraic function f(2)
‘homomorphic in every point of a curve traced on a surface
of Riemann and such that one has

[E J@*o0,

the point x being contained in a certain domain? The curve ¢
will be open. One should find /(2) and (.

PRIZE: A “fondant” in Lwow

A DISC OF RADIUS 1 COVERS at least two points with integer
coordinates (x,) and at most 5. If we translate this disc
through vectors mw (n = 1,2,3 . . ), where w has both
coordinates irrational and their ratio is irrational, then the
numbers 2,3,4 repeat infinitely many times. What is the
frequency of these events for 1 — w2

Does it exist?

‘Commentary

By the 2-dimensional equipartition theorem (sce J. F. Koksma,
Diophantische Approximationen, repr. Chelsea 1936) the
frequencies exist, 2 has the frequency 4 — V¥ - (2/3)r, 3 has
the frequency 23 — 4 + (x/3), and 4 has the frequency

1 — 3 + (x/3). These frequencies are the areas of the
three parts Py, Py, and P, of the square [0,1] x [0,1] such that

if the center of a circle of radius 1 is in P then the circle

covers i lattice points (Figure 152.1).
JAN MYCIELSKI
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En el Scottish Cafe de Lvov se empez6 Scottish book. El
Scottish book (1935) recoge los problemas que fueron
discutidos por Banach, Mazur, Ulam, von Neumann, etc.

Para alguno de los problemas propuestos se ofrecia un
premio por su solucion.
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[ P "
. Py
P
Figure 152.1

GIVEN 1S A CONTINUOUS function /() defined for
0= xy = 1 and the number ¢ > 0; do there exist numbers
G2 o2 D G- - -, G with the property that
\- |
| f69) = I ersamnsise| = «
in the interval 0 < .3 = 17

Remark: The theorem is true under the additional
‘assumption that the function /(x,y) possesses a continuous
first derivative with respect {0 X or .

Commentary

Grothendieck proved, in his thesis [3], that Problem 153 is
equivalent to the approximation problem—a problem which
was considered to be one of the central open problems of
functional analysis. The statement of the approximation

PROBLEM 153 Bl

133

PRIZE: A live goose
November 5 1936
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En el Scottish Cafe de Lvov se empez6 Scottish book. El
Scottish book (1935) recoge los problemas que fueron
discutidos por Banach, Mazur, Ulam, von Neumann, etc.

Para alguno de los problemas propuestos se ofrecia un
premio por su solucién.

Grothendieck trabajé en el problema 153: lo reformulé en
términos de la propiedad de aproximacion. Lo resolvié Enflo,
1972. Curiosamente Enflo también dio el primer ejemplo de
un operador sin subespacio invariante en un espacio de
Banach.
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SCHAUDER

55

MAZUR

(8) A CONVEX, CLOSED, compact set H is transformed by a
continuous mapping U(x) on a part of itself. H is contained
in a space of type (F). Does there cxist a fixed point of the
transformation?

(b) Solve the same problem for arbitrary linear topological
spaces or such spaces in which there exist arbitrarily small
convex neighborhoods.

[A solution exists for spaces of type (£.); in the more
general theorem H need not be compact; only U(H) is assumed
compact]

Remark
This problem has led to an incredible number of fixed point
theorems. This topic is discussed in Andrzej Granas’ lecture
published in this edition of the Scottish Book (pp. 000-000) —
Problem 54 is discussed in the last section of his talk.

The second and third parts of the problem have a positive
solution; the first part of Problem 4 is still unsolved.

THERE IS GIVEN, IN AN 7-dimensional space £ or, more
generally, e of type (B), a polynomial W(x)
ighborhood of a certain nonbounded set
ighborhood of a set R is the set of all points
by less than ¢ from R). Does there exist a
polynomial of first degree $(x) such

ch are dist
polynomial ¥(x)
that (1) W) = V(8

(2) The set ¢(R), that s to say the image of the set R

under the mapping 6(2), is bounded?
Euclidean spaces, a solution for a
mials:
re exists a linear substitution with determinant

# 0 under which all the polynomials of the given system go
over into polynomials depending on a smaller number of the
given variables. (Studia Math. 5). [See also Problem 75.]

August 3, 1935
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Kuratowski, Ulam, etc.

Con Steinhaus inicia Studia Mathematica;
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Banach le gustaba trabajar de forma no convencional: en los
cafes;

En el Scottish Cafe de Lvov se empez6 Scottish book. El
Scottish book (1935) recoge los problemas que fueron
discutidos por Banach, Mazur, Ulam, von Neumann, etc.

Para alguno de los problemas propuestos se ofrecia un
premio por su solucién.

Grothendieck trabajé en el problema 153: lo reformulé en
términos de la propiedad de aproximacion. Lo resolvié Enflo,
1972. Curiosamente Enflo también dio el primer ejemplo de
un operador sin subespacio invariante en un espacio de
Banach.

Problema 54 todavia abierto: Teorema del punto fijo en
general.
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Gracias.

B. Cascales
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