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Desigualdad isoperimétrica

A boreliano acotado en R”, 9A su frontera

mT(0A)=T > com(A)

n

cn depende solo de n.

@ Caso de igualdad, la mejor constante

° jQuées mt?
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Area de Minkowski, m™

A, boreliano acotado en R”, £ > 0,

AA=A+eB={xecR:JacA|x—a|l<e}

AE

entonces

m(A®) — m(A) _liminf m(A® — A)

mT(A) = lim inf
e—0 € e—0 €




Perimetro de “Di Giorgi”, P
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Perimetro de “Di Giorgi”, P

A boreliano acotado en R”

P(A) = [|xallsv = sgp/Adiv € dx

donde ¢ recorre todos los campos vectoriales de clase C! y soporte
compacto tales que |£| < 1.

Il - ||sv es la norma para las funciones de variacién acotada en R”, f es
localmente integrable

||fHBV:Sup/ fdiv £ dx < oo
& JRn
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Desigualdades de Sobolev

f:Q—R, QCR" en general abierto y conexo

i, = ([, 1coax)

Derivada débil de f de orden «

a = (aq,...,a,) multiindice, || = a1+ -+ a,
D*f = g si g : @ — R, medible tal que

[ ol = (1)1 [ Dopl)f(x)ae

YV, C(Q) de soporte compacto

/RsO(X)f'(X)dX = () f(x) |Z —/Rw'(X)f(X)dX

(regla de integracidn por partes)



Seame N, p>1, Q un dominio en R"

Espacios de Sobolev

W™P(Q) = {f:Q = R, f € LP(Q),
D°f = go, € LP(Q),V|a| < m}

IFllwme = Ifllp + > llgalls
(0%

W,"P(2) = clausura de las funciones test en W™P(Q)




Teorema de inclusién. (Sobolev, Kondrashov, II'in ~ 1930)

Seal<k<n0</l<ml<p<g<oo 2CR"conla “cone
property”

k n
== =={m=1=
i ( )

entonces
WmP(Q) ¢ WhHI(Qk)
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Teorema de inclusién. (Sobolev, Kondrashov, II'in ~ 1930)

Seal<k<n0</l<ml<p<g<oo 2CR"conla “cone
property”

k n
== =={m=1=
i ( )

entonces
WmP(Q) ¢ WhHI(Qk)

donde QK = QN E, E es cualquier subespacio k-dimensional

(W%9(QF) son las restriciones de las funciones a E)



Casok=nm=1,/¢=0

Q=

T~

5 | =

1<p<n =

entonces

n
—— < g< o
n—1



Casok=nm=1,/¢=0

n
1<p<n = —— < g<
n—1
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Casok=nm=1,/¢=0

n
1<p<n = —— < g< ™
n

entonces

1fllg < capllVElp

es decir,
WLP(Q) c LY(Q)




Casos extremos, p = n

1_1_1
q_p n
| p=n q = 0]




Casos extremos, p = n

1 1 1
g p n
=n =]

Win(@) ¢ L¥(Q)

Hay extensiones cambiando L°°(2) por espacios mas grandes e incluso
clases de funciones




CaSO p= 1

q=

191 > enllll =




CaSO p= 1

n
9=—7 IVFlls > cal Il =
Wl,l(Q) C Ln_il(Q)




Casop=1

q=_— IVl > cnllFl 2

WhH(Q) C L1(Q)

Sobolev intuyé que esta desigualdad era equivalente a la desigualdad
isoperimétrica, haciendo f = x4 (que no estd en WLH1(R") 1)

Hay que extender el concepto de gradiente



Federer&Fleming, Maz'ja (1960)

Son equivalentes con la misma constante:

i) Para toda funcién C* de soporte compacto f : R” — R

L I9FGlee = ClFllayrms
i) Para todo conjunto A, boreliano acotado de R”,

m*(0A) > Cm(A)1/"




Federer&Fleming, Maz'ja (1960)

Son equivalentes con la misma constante:

i) Para toda funcién C* de soporte compacto f : R” — R

L I9FGlee = ClFllayrms
i) Para todo conjunto A, boreliano acotado de R”,

mt(0A) > Cm(A)}~1/"

Lo anterior es equivalente a
iii)
[ 19FGlde 2 Clfllayrms

para toda funcién Lipschitz de soporte compacto f : R” — R




ler. ingrediente: Funciones Lipschitz

Sea f : R" — R diferenciable en xg, su gradiente o diferencial es

Vi(x) = (g;(xo), ceey g)fl(xo)>

im [) = flx0) = (VF(x0).y — x0)

y=%0 ly — ol

=0
En consecuencia

fly) = f(x0) _ fy) = f(x0) = (VF(x0), ¥ = x0)

ly — X0l ly — xol

ly—x

0



Yy por tanto
IV F(x)] = lim sup L) = F0)l

y—Xo |y - X0|
Si f : R"” — R es Lipschitz, se puede definir
|Vf|:R" — [0, 00)

mediante

VF(x)] = limsup L) =

y—x |y — x|

y esta funcién |Vf(-)| es medible




Aproximacién
Si f : R” — R es una funcién Lipschitz de soporte compacto

@ existe una sucesién {f,}7°; de funciones C* y soporte compacto
tales que

@ limy_00 fa(x) = f(x), uniformemente en x € R"

[fm \Vf,,(x)|dx:/ |V f(x)|dx
R” R"

n—o0o

Si jo : R” — R es una funcién “test” (C° y soporte compacto), jo > 0,
J



2° ingrediente: Férmula de la codrea
Sean dos dominios Q,, C R", Q, C Rk y f:Q,— Q4 de clase C". Si
g : 2, — R medible > 0 o integrable, entonces

/ £(x)|TF(x)|dx =
Q,

|TF(x)| = /| det JF(x)JF(x){]
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2° ingrediente: Férmula de la codrea
Sean dos dominios Q,, C R", Q, C Rk y f:Q,— Q4 de clase C". Si
g : 2, — R medible > 0 o integrable, entonces

| serreaiac= | k ( /{ o g(y)dy> dz

|TF(x)| = /| det JF(x)JF(x)E]




e Cuando n = k es la férmula del cambio de variable, incluso si Jf(-)
degenera

e Para k =1 (integral por superficies de nivel)

| seiwreaie= [ - ( /{ yegn;f(y):t}g(”"y> dt

Q,
R

Si f(x) = (x, v) es la férmula de Cavalieri



Demuestra la férmula de integracién en polares en R”

/n g(x)dx =

/ / r"lg(rf)dogs.-1(0)dr
0o Jsn—1
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x)dx = X ~&x
/Rng( )d /RJV’ |-
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0o Jsn—1



Demuestra la férmula de integracién en polares en R”

x)dx = X M Ix = h £(x) x| ar
o= [ 19 ey = | (/M_mvwd)d

/ / r"lg(rf)dogs.-1(0)dr
0o Jsn—1



Demuestra la férmula de integracién en polares en R”

/ng(x)dx _ /R Vx| - ‘if’ﬁ’dx _ /OOO (/M_r é(‘;)‘dx) dr
= [ ([, etdosa)) ar

/ / r"lg(rf)dogs.-1(0)dr
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Demuestra la férmula de integracién en polares en R”

/ng(x)dx = [ 191 ‘if’ﬁ’dx _ /OOO (/M_r é(‘;)‘dx) dr
= [ ([, etdosa)) ar

do,gn-1(rA) = r"tdogn-1(A)

Como

si A C S" 1 es un boreliano, entonces

/rSn—l g(x)dorsis(x) = /5n—1 g(r@)r”fldgs,]_l(g)

/ / r"lg(rf)dogs.-1(0)dr
0o Jsn—1



Demostracién de D. Sobolev, paral < p < n

Es consecuencia de:
o la desigualdad isoperimétrica
@ la férmula de la coarea

o las desigualdades de Hardy



@ Si f : R” — R medible, entonces f* : (0,00) — R (reordenamiento no
creciente de f)

F(t) = inf{\A > 0; |{x € R |f(x)| > A}| < t}

/\f <




e f°:R" — R (simetrizada de Schwarz)

Fo(x) = £ (Ix|"wn)

f‘O

e f,f* f° tienen los mismos conjuntos de nivel



Cémo demostrar las desigualdades de Soblolev
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Cémo demostrar las desigualdades de Soblolev

1<p<n = Ifllg < conllVEIp

Primer paso

desigualdades
de

o Hardy o
Ifllg=1flq < [IVFp

Segundo paso

desigualdad
isoperimétrica

- + codrea
IV£°lp < |Vfll, (Polya-Szego)




Desigualdad de Hardy

Si f:(0,00) — (0,00) es una funcién medible positivay p > 1,

([ G o) o) s il f(x)de)l/p




Desigualdad de Hardy

Si f:(0,00) — (0,00) es una funcién medible positivay p > 1,

</Ooo <i /OX f(t)dt>pdx>1/”§ % </Ooo f(x)pdx)l/p

o ||F'||, controla a la norma ||x~1F||,
@ Variaciones con pesos y diferentes exponentes p, g

@ Se conocen las mejores constantes




Veamos
[V£ollp < [IVfllp  (Polya-Szego)

f € Clyla férmula de la co-drea de Federer implican
/ |VF(x)|Pdx = / (/ \Vf(x)|pd,u(x)> dt
Rn 0 {If|=t}

donde




Pero

/{|f|—t}dH(X) - <_ /too </{f—s} VCfb((X)') d5>

/
= (por co-drea) = (—/ dx> = |[M'(t)|
{If1=t}

M(t) es la funcién de distribucién. Entonces

gy — [ e dx) /
| 1veora= [ (/{H} VAP TG |> ()|t
(by Jensen) > /OOO </{|f|t} |V (x)] (X//;E:))O |M'(t)|dt

- /O°° </{|f|=r} dx>p Mo

v




> (D.I.) 2/ M(£)P=D/7 | M (£)[ 1P it
0

0
:Cp,n/ |V£°(x)[Pdx
Rn
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