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EL PROBLEMA
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El problema del subespacio invariante

Tiene todo T' € L(E) un subespacio invariante?

T € L(E). F subespacio T-invariante < F subespacio vectorial cerrado no
trivial tal que T'(F) C F.

El problema Espectro Lomonosov Minimax Historia



El problema del subespacio invariante

Tiene todo T' € L(E) un subespacio invariante?

T € L(E). F subespacio T-invariante < F subespacio vectorial cerrado no
trivial tal que T'(F) C F.

@ Contraejemplos de Per Enflo (1976) con E Banach real o complejo y de J.
Read (1985) en ¢'.

El problema Espectro Lomonosov Minimax Historia



El problema del subespacio invariante

Tiene todo T' € L(E) un subespacio invariante?

T € L(E). F subespacio T-invariante < F subespacio vectorial cerrado no
trivial tal que T'(F) C F.

@ Contraejemplos de Per Enflo (1976) con E Banach real o complejo y de J.
Read (1985) en ¢'.
@ F noseparabley 0 # z € E = [z, Tz, T?x,...] invariante.

El problema Espectro Lomonosov Minimax Historia



El problema del subespacio invariante

Tiene todo T' € L(E) un subespacio invariante?

T € L(E). F subespacio T-invariante < F subespacio vectorial cerrado no
trivial tal que T'(F) C F.

@ Contraejemplos de Per Enflo (1976) con E Banach real o complejo y de J.
Read (1985) en ¢'.
@ F noseparabley 0 # z € E = [z, Tz, T?x,...] invariante.

El problema Espectro Lomonosov Minimax Historia



El problema del subespacio invariante

Tiene todo T' € L(E) un subespacio invariante?

T € L(E). F subespacio T-invariante < F subespacio vectorial cerrado no
trivial tal que T'(F) C F.

@ Contraejemplos de Per Enflo (1976) con E Banach real o complejo y de J.
Read (1985) en ¢'.
@ F noseparabley 0 # z € E = [z, Tz, T?x,...] invariante.

Respuesta afirmativa para clases de operadores con cierta compacidad:

El problema Espectro Lomonosov Minimax Historia



El problema del subespacio invariante

Tiene todo T' € L(E) un subespacio invariante?

T € L(E). F subespacio T-invariante < F subespacio vectorial cerrado no
trivial tal que T'(F) C F.

@ Contraejemplos de Per Enflo (1976) con E Banach real o complejo y de J.
Read (1985) en ¢'.
@ F noseparabley 0 # z € E = [z, Tz, T?x,...] invariante.

Respuesta afirmativa para clases de operadores con cierta compacidad:
@ Caso de T tal que P(T") compacto no nulo

El problema Espectro Lomonosov Minimax Historia



El problema del subespacio invariante

Tiene todo T' € L(E) un subespacio invariante?

T € L(E). F subespacio T-invariante < F subespacio vectorial cerrado no
trivial tal que T'(F) C F.

@ Contraejemplos de Per Enflo (1976) con E Banach real o complejo y de J.
Read (1985) en ¢'.
@ F noseparabley 0 # z € E = [z, Tz, T?x,...] invariante.

Respuesta afirmativa para clases de operadores con cierta compacidad:

@ Caso de T tal que P(T") compacto no nulo
o Caso de T tal que TK = KT (K compacto no nulo)

El problema Espectro Lomonosov Minimax Historia



El problema del subespacio invariante

Tiene todo T' € L(E) un subespacio invariante?

T € L(E). F subespacio T-invariante < F subespacio vectorial cerrado no
trivial tal que T'(F) C F.

@ Contraejemplos de Per Enflo (1976) con E Banach real o complejo y de J.
Read (1985) en ¢'.
@ F noseparabley 0 # z € E = [z, Tz, T?x,...] invariante.

Respuesta afirmativa para clases de operadores con cierta compacidad:

@ Caso de T tal que P(T") compacto no nulo

o Caso de T tal que TK = KT (K compacto no nulo)

o Casode T'tal que TS =ST y SK = KS con K # 0 compactoy S # Al
(S no escalar) < T “de Lomonosov”.
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El resultado de John von Neumann (1935)
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El resultado de John von Neumann (1935)
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El resultado de John von Neumann (1935)

@ J. von Neumann: Todo K € L(H) compacto (o sea, K(Bg) compacto)
en H, espacio de Hilbert de dimensién infinita, tiene subespacio
invariante.

@ Demostrado por Aronszajn y Smith en 1954.

Problema abierto para T' arbitrario sobre H!!
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Caso dim F < oo

Solucién completa considerando subespacios propios:
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Caso dim F < oo

Solucién completa considerando subespacios propios:

@ A valor propio y N'()\) := Nuc (T — M) = T(N()\)) C N(\) cerrado no
nulo
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Caso dim F < oo

Solucién completa considerando subespacios propios:

@ \ valor propio y N'(X) := Nuc (T — AI) = T(N(\)) C N(X) cerrado no
nulo

e También AT =TA = AN(\) CN(\):
xeENN)) = T(Az) = A(Tz) = A(Ax) = Mz = Az e N(\).
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Solucién completa considerando subespacios propios:

@ \ valor propio y N'(X) := Nuc (T — AI) = T(N(\)) C N(X) cerrado no
nulo
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z ENN)) = T(Az) = A(Tz) = A(Ax) = Mz = Az e N(N).

e SiN(X) = E, T = A es un operador escalar y todo subespacio es
invariante.

@ Si E es complejo y dim E < oo, T tiene valores propios (soluciones de
det(T" — XI) = 0) — distincién entre casos K=C y K = R.
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Solucién completa considerando subespacios propios:

A valor propio y N'(A) := Nuc (T — XI) = T(N(N\)) C N()) cerrado no
nulo

e También AT =TA = AN(N)) CN(N):

z ENN)) = T(Az) = A(Tz) = A(Ax) = Mz = Az e N(N).

Si N(A\) = E, T = X\ es un operador escalar y todo subespacio es
invariante.

@ Si E es complejo y dim E < oo, T tiene valores propios (soluciones de
det(T — AI) = 0) — distincién entre casos K=C y K =R.

El problema Espectro Lomonosov Minimax dim E < oo



Caso dim F < oo

Solucién completa considerando subespacios propios:

A valor propio y N'(A) := Nuc (T — XI) = T(N(N\)) C N()) cerrado no
nulo

e También AT =TA = AN(N)) CN(N):

z ENN)) = T(Az) = A(Tz) = A(Ax) = Mz = Az e N(N).

Si N(A\) = E, T = X\ es un operador escalar y todo subespacio es
invariante.

@ Si E es complejo y dim E < oo, T tiene valores propios (soluciones de
det(T — AI) = 0) — distincién entre casos K=C y K =R.

Falso si dim E = oc. Ejemplo: Volterra, V f(z) = [ f sobre E = C[0,1].
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Complexificaciéon de £ Banach real

o Ec = E x E Banach complejo con:
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Complexificaciéon de £ Banach real
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Complexificaciéon de £ Banach real

o Ec = E x E Banach complejo con:

o z+1y:= (z,y), r(z+1wy) :=rx+1ry), i(r + 1) := —y +1z
° [z 41wyl := mixyer ||z cos(?) + ysen(V)||z-
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Complexificaciéon de £ Banach real

o Ec = E x E Banach complejo con:

o z+1y:= (z,y), r(z+1wy) :=rx+1ry), i(r + 1) := —y +1z
o lo + 1yl = mxoer | cos(8) +ysen(d)]l.
o T¢ : Ec — Eg tal que Te(x +1y) :=Ta +1Ty
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Complexificaciéon de £ Banach real

o Ec = E x E Banach complejo con:

41wy = (z,y), r(z+1wy) =rz+1ry), i(z + 1) == —y +1z
o + 1y := maxgen |z cos(9) + y sen(9)| .

Tc : Ec — Eg tal que Tg(x +1y) :=Tax +1Ty

(ST)c = ScTe y |Tell = [T

< complexificacion
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Complexificaciéon de E Banach real
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Complexificaciéon de E Banach real

o Ec = E x E Banach complejo con:

z+1y = (z,y), r(z +1wy) :=rx+1ry), i(zr + 1) := —y + 1z
|z 4+ 1y]| := méxyer ||z cos(9) + ysen(I)| &-

Tc : Ec — Eg tal que Tg(x +1y) :=Tax +1Ty

(ST)c = ScTe y IITell = 1T

@ F real de dimensién finita:
o dim EF =n < oo impar = T tiene valores propios y, por tanto, subespacios
invariantes
e dim E = 2, rotaciones sin subespacios invariantes.
e 2 < dim E < oo par, I tiene vector propio no nulo:
Txzo +1Tyo = AMzo +1y0) = F := [z0,yo] C E T-invariante.
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Dimensidn infinita— Teoria espectral de operadores compactos para K = C

TEORIA ESPECTRAL
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Espectro o(T) de T' € L(E); K=C

o(T) = {\ T =M & L7H(E)} D 0p(T) = {A; Nuc(T — M) # {0}}
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Espectro o(T) de T' € L(E); K=C

o(T) = {\ T =M & L7H(E)} D 0p(T) = {A; Nuc(T — M) # {0}}

@ o(T') contenido en el disco {\; |A| < ||T||} AN >|T|=Tx—Az=y
tiene solucién dnica z, pues F(x) := A~ !(Txz — y) contractiva en E.
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Espectro o(T) de T' € L(E); K=C

o(T) = {\ T =M & L7H(E)} D 0p(T) = {A; Nuc(T — M) # {0}}

e o(T) contenido en el disco {\; |A| < ||T||}: A > ||T|| = Te— Az =y
tiene solucién tnica z, pues F(z) := A\~ (Tz — y) contractiva en E.

o o(T) cerrado: Si Ao € o(T) y |A — Xo||[(T — XoI)"'|| < 1, la ecuacién
T — Az =y equivale a (T — XoI) "' (y + (A — \o)z) = x y tiene solucién
tnica z, pues F(x) := (T — XoI) *(y + (A — Xo)z) es contractiva en E.

El problema Espectro Lomonosov Minimax Espectro de un operador Operadores compactos



Espectro o(T) de T' € L(E); K=C

(1) = {5 T = M & L71(E)} D 0, (T) = {A; Nuc (T — AI) # {0}

e o(T) contenido en el disco {\; |A| < ||T||}: A > ||T|| = Te— Az =y
tiene solucién dnica z, pues F(x) := A™!(Tz — y) contractiva en E.

e o(T) cerrado: Si Ao € o(T) y |A — Xo||[(T — XoI)™'|| < 1, la ecuacién
Tz — Az =y equivale a (T — XoI) ™! (y + (A — Mo)z) = x y tiene solucién
tnica z, pues F(x) := (T — XoI) " *(y + (A — Xo)z) es contractiva en E.

e Férmula de Taylor (1938) - Gelfand (1941) para r := sup{|A[; A € o(T)}:

r =l 77" = nf |77 (< 7))
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Espectro o(T) de T € L(E); K=C

o(T)={\ T - &L (E)} Dop(T) = {\; Nuc(T — \) # {0}}

e o(T) contenido en el disco {\; |A| < ||T||}: A > ||T|| = Te— Az =y
tiene solucién dnica z, pues F(x) := A™!(Tz — y) contractiva en E.

e o(T) cerrado: Si Ao € o(T) y |A — Xo||[(T — XoI)™'|| < 1, la ecuacién
Tz — Az =y equivale a (T — XoI) ™! (y + (A — Mo)z) = x y tiene solucién
tnica z, pues F(x) := (T — XoI) " *(y + (A — Xo)z) es contractiva en E.

e Férmula de Taylor (1938) - Gelfand (1941) para r := sup{|A|; A € o(T)}:

P =t 77" = nf |7 (< T

Basada en propiedades de la funcién holomorfa vectorial R: C\ o(T) — L(E),

1

L(E).
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Caso de K € L(E) compacto
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Caso de K € L(E) compacto

K € L(FE) compacto < K(Bg) compacto, o sea,

lzn|| < M = 3{z,, } convergente
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Caso de K € L(F) compacto

K € L(FE) compacto < K(Bg) compacto, o sea,
lzn|| < M = 3{z,, } convergente

SiK=I= dmE<ooy E=K" (Bg compacta = dmFE =n< ooy
E =K").
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Caso de K € L(E) compacto

K € L(FE) compacto < K(Bg) compacto, o sea,
|zn|| < M = 3{xn, } convergente

SiK=I= dmE<ooy E=K" (Bg compacta = dmFE =n< ooy
E =K").
Teorema
SiA#£0,
o dimN(\) < oo, pues K = A sobre N'()\).
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E =K").
Teorema
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|zn|| < M = 3{xn, } convergente

SiK=I= dmE<ooy E=K" (Bg compacta = dmFE =n< ooy
E =K").
Teorema
SiA#0,
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Caso de K € L(E) compacto

K € L(FE) compacto < K(Bg) compacto, o sea,
|zn|| < M = 3{xn, } convergente

SiK=I= dmE<ooy E=K" (Bg compacta = dmFE =n< ooy
E =K").
Teorema
SiA#£0,
o dimN(\) < oo, pues K = A sobre N'(\).
e N(A\)=0= Im (K — A\I) = E. Por tanto, op(K) \ {0} = o(K) \ {0}//. )

Corolario

SiK =C, K compacto y r = inf,, ||[K™||*/™ > 0, entonces

r=max{|\; A € o,(K)} = |Xo| = lim || K™|*/".

Existe Ao € 0,(K) \ {0} y dimN (o) < oo.
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LOMONOSOV
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Subespacios T-hiperinvariantes

Si dimE =00y A € a,(T), valor propio de T', N'(\) := Nuc (T — AI)
subespacio T-invariante; sobre él, T'= AI.
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Subespacios T-hiperinvariantes

Si dimE = coy A € 6,(T), valor propio de T', N'(\) := Nuc (T — \I)
subespacio T-invariante; sobre él, T'= AI.

@ N(X) también es A-invariante para todo A € L(F) tal que AT = TA.
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Subespacios T-hiperinvariantes

Si dimE =00y A € a,(T), valor propio de T', N'(\) := Nuc (T — AI)
subespacio T-invariante; sobre él, T'= AI.

@ N()\) también es A-invariante para todo A € L(FE) tal que AT = TA.

@ Se dice que F' es hiperinvariante para 7' si es A-invariante para todo
A€ L(E) tal que AT =TA.
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Subespacios T-hiperinvariantes

Si dimE =00y A € a,(T), valor propio de T', N'(\) := Nuc (T — AI)
subespacio T-invariante; sobre él, T'= AI.

@ N()\) también es A-invariante para todo A € L(FE) tal que AT = TA.

@ Se dice que F' es hiperinvariante para T si es A-invariante para todo
A € L(E) tal que AT =TA.

@ Notacién: {T'}' := {A; AT = T A}, y F hiperinvariante significa que es
{T} —invariante.
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Subespacios T-hiperinvariantes

Si dimE =00y A € a,(T), valor propio de T', N'(\) := Nuc (T — AI)
subespacio T-invariante; sobre él, T'= AI.

@ N()\) también es A-invariante para todo A € L(FE) tal que AT = TA.

@ Se dice que F' es hiperinvariante para T si es A-invariante para todo
A € L(E) tal que AT =TA.

@ Notacién: {T'}' := {A; AT = T A}, y F hiperinvariante significa que es
{T}' —invariante.

@ Hay subespacio hiperinvariante I si y sélo si

(TV(@) = {Az; AT=TA} £ E

para algin = # 0 (F = {T}'(x)):
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Subespacios T-hiperinvariantes

Si dimE =00y A € a,(T), valor propio de T', N'(\) := Nuc (T — AI)
subespacio T-invariante; sobre él, T'= AI.

o N()) también es A-invariante para todo A € L(E) tal que AT = TA.

@ Se dice que F' es hiperinvariante para T si es A-invariante para todo
A € L(E) tal que AT =TA.

@ Notacién: {T'}' := {A; AT = T A}, y F hiperinvariante significa que es
{T}' —invariante.
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para algin z # 0 (F = {T}'(x)):
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Subespacios T-hiperinvariantes

Si dimE =00y A € a,(T), valor propio de T', N'(\) := Nuc (T — AI)
subespacio T-invariante; sobre él, T'= AI.

o N()) también es A-invariante para todo A € L(E) tal que AT = TA.

@ Se dice que F' es hiperinvariante para T si es A-invariante para todo
A € L(E) tal que AT =TA.

@ Notacién: {T'}' := {A; AT = T A}, y F hiperinvariante significa que es
{T}' —invariante.

@ Hay subespacio hiperinvariante F si y sélo si

(TV(@) = {Az; AT=TA} £ E

para algin z # 0 (F = {T}'(x)):

o Si FF:={T}(x)y Aec{TY}, para todo Sz con S € {T}’ se tiene
ASz € F ya que AS € {T}'.
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Subespacios T-hiperinvariantes

Si dimE =00y A € a,(T), valor propio de T', N'(\) := Nuc (T — AI)
subespacio T-invariante; sobre él, T'= AI.

o N()) también es A-invariante para todo A € L(E) tal que AT = TA.

@ Se dice que F' es hiperinvariante para T si es A-invariante para todo
A € L(E) tal que AT =TA.

@ Notacién: {T'}' := {A; AT = T A}, y F hiperinvariante significa que es
{T}' —invariante.

@ Hay subespacio hiperinvariante F si y sélo si

{T} (z) ={Az; AT =TA}#F
para algin z # 0 (F = {T}'(x)):
o Si F:={T}(x)y A€ {T}, para todo Sz con S € {T} se tiene
ASx € F ya que AS € {T}'.
o F:={T}/(xz)# E con x # 0, se tiene x € F' y F es no trivial.
Inversamente,
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Subespacios T-hiperinvariantes

Si dimE =00y A € a,(T), valor propio de T', N'(\) := Nuc (T — AI)
subespacio T-invariante; sobre él, T'= AI.

o N()) también es A-invariante para todo A € L(E) tal que AT = TA.

@ Se dice que F' es hiperinvariante para T si es A-invariante para todo
A € L(E) tal que AT =TA.

@ Notacién: {T'}' := {A; AT = T A}, y F hiperinvariante significa que es
{T}' —invariante.

@ Hay subespacio hiperinvariante F si y sélo si

{T} (z) ={Az; AT =TA}#F
para algin z # 0 (F = {T}'(x)):
o Si F:={T}Y(x)y Ae{T}, para todo Sz con S € {T'}’ se tiene
ASx € F ya que AS € {T}'.
o F:={T} (xz)# E con x # 0, se tiene x € F' y F es no trivial.
Inversamente,
o F {T} —invariantey 0 # « € F' = {T'}/(x) C F no trivial.
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Viktor Lomonosov

T
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Viktor Lomonosov

@ Viktor Lomonosov (1973): todo T que conmuta con algin operador
compacto no nulo tiene subespacio invariante (usando el teorema del
punto fijo).
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Viktor Lomonosov

@ Viktor Lomonosov (1973): todo T que conmuta con algin operador

compacto no nulo tiene subespacio invariante (usando el teorema del
punto fijo).

@ Prueba simple sin usar punto fijo (Hilden).
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Viktor Lomonosov

@ Viktor Lomonosov (1973): todo T que conmuta con algin operador
compacto no nulo tiene subespacio invariante (usando el teorema del
punto fijo).

@ Prueba simple sin usar punto fijo (Hilden).

@ El método de Lomonosov se aplica a mas operadores: si X complejo,
existe subespacio hiperinvariante para todo 7" que conmuta con un

operador no escalar (# AI) que conmuta con un operador compacto (7" de
Lomonosov).
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Viktor Lomonosov

@ Viktor Lomonosov (1973): todo T que conmuta con algin operador
compacto no nulo tiene subespacio invariante (usando el teorema del
punto fijo).

@ Prueba simple sin usar punto fijo (Hilden).

@ El método de Lomonosov se aplica a mas operadores: si X complejo,
existe subespacio hiperinvariante para todo 7" que conmuta con un
operador no escalar (# AI) que conmuta con un operador compacto (7" de
Lomonosov).

@ El caso real es especial.
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Von Neumann-Aronszajn-Smith-Lomonosov (E real o complejo)

Teorema J

Todo K € L(E) compacto no nulo tiene subespacio hiperinvariante.

Caso limy, oo | K™||Y/™ = inf, || K™||"/™ > 0.
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Von Neumann-Aronszajn-Smith-Lomonosov (E real o complejo)

Teorema J

Todo K € L(E) compacto no nulo tiene subespacio hiperinvariante.

Caso limy, oo | K™||Y/™ = inf, || K™||"/™ > 0.

e E complejo: existe 0 # A € o(K) (r > 0) = X valor propio y N'()) es
hiperinvariante (de dimensién finita).
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Von Neumann-Aronszajn-Smith-Lomonosov (E real o complejo)

Teorema J

Todo K € L(E) compacto no nulo tiene subespacio hiperinvariante.

Caso limy, oo | K™||Y/™ = inf, || K™||"/™ > 0.

e E complejo: existe 0 # A € o(K) (r > 0) = X valor propio y N'()) es
hiperinvariante (de dimensién finita).

o F real:

El problema Espectro Lomonosov Minimax El problema Teorema de Lomonosov



Von Neumann-Aronszajn-Smith-Lomonosov (E real o complejo)

Teorema J

Todo K € L(E) compacto no nulo tiene subespacio hiperinvariante.

Caso limy, oo | K™||Y/™ = inf, || K™||"/™ > 0.

e E complejo: existe 0 # A € o(K) (r > 0) = X valor propio y N'()) es
hiperinvariante (de dimensién finita).

o F real:
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Von Neumann-Aronszajn-Smith-Lomonosov (E real o complejo)

Teorema
Todo K € L(E) compacto no nulo tiene subespacio hiperinvariante. J

Caso limy, o0 | K™||Y/™ = inf, || K™||/™ > 0.
e E complejo: existe 0 # A € o(K) (r > 0) = X valor propio y N'()) es
hiperinvariante (de dimensién finita).
o E real:
Kc : Ec — Ec es compacto y inf,, | KZ|"/™ = inf, |[K™[|'/™ >0 =
ANk (A) = [z1 +1y1, - - -, Tn + 1ys] hiperinvariante, con AcKc¢ = KcAc
siAe{K}Y = F:=[z1,...,Zn,y1,-..,Yn] C E es {K} -invariante.
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Von Neumann-Aronszajn-Smith-Lomonosov (caso r = 0)

Teorema J

Todo K € L(E) compacto o nulo tiene subespacio hiperinvariante.

Caso limy o0 || K™||'/™ = inf,, || K™/ = 0.
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Von Neumann-Aronszajn-Smith-Lomonosov (caso r = 0)

Teorema J

Todo K € L(E) compacto o nulo tiene subespacio hiperinvariante.

Caso lim, o0 || K™||*/™ = inf, | K™||*/™ = 0.
@ Se puede suponer | K| =1

» hiperinvariantel
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Von Neumann-Aronszajn-Smith-Lomonosov (caso r = 0)

Teorema J

Todo K € L(E) compacto o nulo tiene subespacio hiperinvariante.

Caso limy oo [ K7 [V/" = infyy [ K7 |/ = 0.
@ Se puede suponer ||K| =1

@ Ad abs. suponer {K}/(z) = E para todo z # 0

» hiperinvariantel

El problema Espectro Lomonosov Minimax El problema Teorema de Lomonosov



Von Neumann-Aronszajn-Smith-Lomonosov (caso r = 0)

Teorema
Todo K € L(E) compacto o nulo tiene subespacio hiperinvariante. J

Caso lim, o0 || K™||*/™ = inf, | K™||*/™ = 0.
@ Se puede suponer ||K| =1
o Ad abs. suponer {K}/(z) = E para todo x # 0
® Jl|zol| > 1 con [[Kxzo| > 1 ([[K| =1) = 0 & B(zo) = {z; ||z — xo|| < 1}
y 0 ¢ K(B(20)).

» hiperinvariantel
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Von Neumann-Aronszajn-Smith-Lomonosov (caso r = 0)

Teorema
Todo K € L(E) compacto o nulo tiene subespacio hiperinvariante. J

Caso limy o0 || K™||'/™ = inf,, || K™/ = 0.
@ Se puede suponer ||K| =1

Ad abs. suponer {K}/(z) = E para todo = # 0
ol > 1 con [[Kzol| > 1 (J[K|| =1) = 0 & B(xo) = {z; ||z — ol < 1}
y 0 ¢ K(B(o)).

{K}(z)=F = 3A € {K} tq. ||Az — x| < 1.

» hiperinvariantel

El problema Espectro Lomonosov Minimax El problema Teorema de Lomonosov



Von Neumann-Aronszajn-Smith-Lomonosov (caso r = 0)

Teorema
Todo K € L(E) compacto o nulo tiene subespacio hiperinvariante. J

Caso lim, o0 || K™||*/™ = inf, | K™||*/™ = 0.
@ Se puede suponer ||K| =1

@ Ad abs. suponer {K}/(z) = E para todo z # 0

® Jflzo|[ > 1 con [[Kzol| > 1 (||K|[ = 1) = 0 & B(xo) = {z; ||z — ol < 1}
y 0 ¢ K(B(xo)).

o {K}(z)=FE = 3A € {K}' tq. [[Az — x| < 1.

o K(B(w0)) € E\{0} € Use sy 1o € Bs 1Az — wol| < 1}, con K(B(wo))

compacto.

» hiperinvariantel
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Continuacion

o K(B(z0)) C Up_i{z; [ Az — @oll < 1}, ¢ := méxi<nen [|An]
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Continuacion

o K(B(x0)) C Up_i{w; | Anz — zo]| < 1}, ¢ := mxi<nzn || An]|
o Kxo € K(B(x0)) = Kxo € {z; ||[An,z — zo|| < 1}
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Continuacion

o K(B(x0)) C Up_i{w; | Anz — zo]| < 1}, ¢ := mxi<nzn || An]|
o Kxzo € K(B(z0)) = Kxo € {z; ||An,z — zo|| < 1}
o z1 := A, Kz € B(xo) = x2 := An, Kz1 € B(xo) ...

El problema Espectro Lomonosov Minimax El problema Teorema de Lomonosov



Continuacion

o K(B(0) € UY_y{# [1Anz — woll < 1}, ¢ i= méxinen [ Aul
o Kxzo € K(B(z0)) = Kxo € {z; ||An,z — zo|| < 1}

o z1 := An, Kz € B(zo) = z2 := An, Kz1 € B(xo) ...

Kz € B(zo) y An K = KA,

Q@ Tpi1 1= Ank+1
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Continuacion

K(B(o)) C Un_y{@; [|[4nz — 2ol < 1}, ¢ := maxicn<n || An||
Kz € K(B(z0)) = Kxo € {z; ||An,z — x0]| < 1}

z1 1= Ap, Kzo € B(xo) = 22 := Apn, Kz1 € B(xo) ...

Tpy1 = Any Kap € B(zo) y AnK = KA,.

Tk4+1 = A"k+1 o 'Aank+1w(J = (cilAnk+1) T (cilAnl)(CK)k+1x0
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Continuacion

K(B(20)) € Up_i{#; [Anz — zoll < 1}, ¢ := méxi<azn | Au

Kxzo € K(B(z0)) = Kzo € {z; ||An,z — zo|| < 1}

z1 1= Ap, Kzo € B(xo) = 22 := Apn, Kz1 € B(xo) ...

Kz € B(zo) y An K = KA,

N1 < An, Ko = (c_lAnk+1) (¢ AR ) (eK) M g

[K™M™ =0 = |[(cK)"xo||'/™ — 0 con [[c " Aul| < 1 =
B(zo) 2 2 — 0 con B(zo) cerrado, pero 0 € B(zo) 77

Ll+1 = An,chl

Tpt1 = A
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Continuacién

K(B(z0)) C Up_i{#; [ Az — zoll < 1}, ¢ := méxi<nen [|An]

Kxzo € K(B(z0)) = Kzo € {z; ||An,z — zo|| < 1}

z1 1= Ap, Kzo € B(xo) = 22 := Apn, Kz1 € B(xo) ...

Tpy1 = Any Kap € B(zo) y AnK = KA,.

Thp1 = Anpyy A K5 w0 = (7 Any ) o (7P Apy ) (eK)

[K™Y™ = 0 = ||(cK)"zo|"/™ = 0 con |[c T A,|| < 1 =
B(zo) 3 2 — 0 con B(zo) cerrado, pero 0 € B(zo) 77
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Continuacién

o K(B0)) € UN_ (% [ 4nz — 20l < 1}, ¢ 1= méxicncn [ An
o Kzo € K(B(x0)) = Kxo € {z; ||An,z — x0]| < 1}
o z1 := An, Kz € B(zo) = z2 := An, Kz1 € B(xo) ...
© xpy1 = Ap, Kox € B(zo) y AnK = KA.
© Tpy1 = Ay, A KM w0 = (¢ Anyyy) o (7 Any ) (eK)
o |[K™|M™ = 0= ||(cK) zo||'/™ = 0 con [ An|| <1 =
B(zo) 2 xx — 0 con B(xo) cerrado, pero 0 & B(zo) ??
Em # E con z # 0, hiperinvariante. O
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MINIMAX
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Minimax para una funcién de pagos K : X x Y — R

Siempre

sup inf K(z < inf sup K(x :
sup faf (,y),zexyeg (z,y)
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Minimax para una funcién de pagos K : X x Y — R

Siempre

sup inf K(z < inf sup K(x :
sup faf (,y),zexyeg (z,y)

o Fijados 7y z, K(z,9) < sup,cy K(z,y)
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Minimax para una funcién de pagos K : X x Y — R

Siempre

sup inf K(z < inf sup K(x :
sup faf (,y),zexyeg (z,y)

o Fijados 7y z, K(z,9) < sup,cy K(,y)
o infyex K(z,7) < infrex sup, oy K(z,y)
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Minimax para una funcién de pagos K : X x Y — R

Siempre

sup inf K(z < inf sup K(x,y) :
sup faf (z,y) < Jnf sup (z,9)

o Fijados 7y z, K(z,9) < sup,cy K(,y)
o infrex K(z,§) < infrex sup,cy K(z,9)

o Asisup, oy nfoex K(z,y) < infrex sup ey K(z,y).
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Minimax para una funcién de pagos K : X x Y — R

Siempre

sup inf K(z,y) < inf sup K(z,y) :
sup fnf (z,9) < inf sup (z,y)

o Fijados 7y z, K(z,9) < sup,cy K(,y)
o infyex K(z,7) < infrex sup,cy K(z,y)

o Asisup,cy frex K(z,y) < infuex sup,cy K(2,9).
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Minimax para una funcién de pagos K : X x Y — R

Siempre

sup inf K(z,y) < inf sup K(z,y) :
sup fnf (z,9) < inf sup (z,y)

o Fijados 7y z, K(z,9) < sup,cy K(,y)
o infyex K(z,7) < infrex sup,cy K(z,y)

o Asisup,cy frex K(z,y) < infuex sup,cy K(2,9).

Contraejemplo a la desigualdad inversa:

X:Y:[O71]7 K(z,z) =1, K(z,y)=0 siz#y
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Minimax para una funcién de pagos K : X x Y — R

Siempre

sup inf K(z,y) < inf sup K(z,y) :
sup fnf (z,9) < inf sup (z,y)

o Fijados 7y z, K(z,9) < sup,cy K(,y)
o infyex K(z,7) < infrex sup,cy K(z,y)

o Asisup,cy frex K(z,y) < infuex sup,cy K(2,9).

Contraejemplo a la desigualdad inversa:

X:Y:[O71]7 K(z,z) =1, K(z,y)=0 siz#y

Teoremas minimax: Condiciones para que se cumpla la igualdad.

El problema Espectro Lomonosov Minimax



El teorema minimax de von Neumann

@ X, Y compactos convexos de R" y K (z,y) continua.
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El teorema minimax de von Neumann

@ X, Y compactos convexos de R" y K (z,y) continua.

e K(-,y) concava para todo y € Y.

El problema Espectro Lomonosov Minimax



El teorema minimax de von Neumann

@ X, Y compactos convexos de R" y K (z,y) continua.
@ K(-,y) concava para todoy € Y.

e K(z,-,) convexa para todo = € X.
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El teorema minimax de von Neumann

@ X, Y compactos convexos de R" y K (z,y) continua.
@ K(-,y) concava para todoy € Y.

e K(z,-,) convexa para todo = € X.
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El teorema minimax de von Neumann

@ X, Y compactos convexos de R" y K (z,y) continua.
@ K(-,y) concava para todoy € Y.
e K(z,-,) convexa para todo = € X.

Entonces sup, ¢y Infrex K(z,y) = infrex sup, ey K(2,y).

@ 1928 J. von Neumann para el caso de simplex de R™ y luego (1935/36)
mas general.

@ Usaba una reduccién al caso n = 1.
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El teorema minimax de von Neumann

@ X, Y compactos convexos de R" y K (z,y) continua.
@ K(-,y) concava para todoy € Y.
e K(z,-,) convexa para todo = € X.

Entonces sup, ¢y Infrex K(z,y) = infrex sup, ey K(2,y).

@ 1928 J. von Neumann para el caso de simplex de R™ y luego (1935/36)
mas general.

@ Usaba una reduccién al caso n = 1.

En teoria de juegos de dos jugadores A y B, en un juego de suma cero, se dan
dos funciones de pagos bilineales, K y H, tales que K(z,y) + H(z,y) = 0.

La igualdad minimax significa que las estrategias que maximizan las ganancias
minimas de A, minimizan las pérdidas maximas de B.
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Extension del teorema de von Neumann

@ X e Y compactos convexos de espacios de Banach.
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Extension del teorema de von Neumann

@ X e Y compactos convexos de espacios de Banach.
e K(-,y) es cuasi-céncava Vy si {K(-,y) > A} son convexos de X.
Asi U(A) =, ey {HK(-,y) > A} son convexos.
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Extension del teorema de von Neumann

@ X e Y compactos convexos de espacios de Banach.

e K(-,y) es cuasi-céncava Vy si {K(-,y) > A} son convexos de X.
Asi U(A) :=,cy {HK(-,y) > A} son convexos.

o K(z,-) es cuasi-convexa si { K (x,-) < A} son convexos de Y Vzx.
Asi L(A) := e x{K(z,-) < A} son convexos.
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Extension del teorema de von Neumann

@ X e Y compactos convexos de espacios de Banach.

e K(-,y) es cuasi-céncava Vy si {K(-,y) > A} son convexos de X.
Asi U(A) ==, ey {HK(-,y) > A} son convexos.

e K(z,-) es cuasi-convexa si {K(z,-) < A} son convexos de Y Vz.
Asi L(A) := ,ex{K(z,-) < A} son convexos.
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Extension del teorema de von Neumann

@ X e Y compactos convexos de espacios de Banach.

e K(-,y) es cuasi-céncava Vy si {K(-,y) > A} son convexos de X.
Asi U(A) ==, ey {HK(-,y) > A} son convexos.

e K(z,-) es cuasi-convexa si {K(z,-) < A} son convexos de Y Vz.
Asi L(A) := ,ex{K(z,-) < A} son convexos.

Teorema

Si K(-,y) es continua y cuasi-céncava para todoy € Y y K(z,-) es continua y
cuasi-convexa para todo x € X, entonces

sup inf K(z,y) = inf sup K(z,y).
yeY rzeX zeX yey
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Extension del teorema de von Neumann

@ X e Y compactos convexos de espacios de Banach.

e K(-,y) es cuasi-céncava Vy si {K(-,y) > A} son convexos de X.
Asi U(A) ==, ey {HK(-,y) > A} son convexos.

e K(z,-) es cuasi-convexa si {K(z,-) < A} son convexos de Y Vz.
Asi L(A) := ,ex{K(z,-) < A} son convexos.

Teorema

Si K(-,y) es continua y cuasi-céncava para todoy € Y y K(z,-) es continua y
cuasi-convexa para todo x € X, entonces

sup inf K(z,y) = inf sup K(z,y).
yeY rzeX zeX yey

U(X) y L()\) son convexos y cerrados. Por compacidad,

Xo = sup A< +4oo, U(Ao)#0
U(N)#£0

= f o A> L
1o L(ljl);t(z) —00, L(po) # 0.
Para cada (2°,4°) € U(Xo) x L(io), se tiene Ao < K (2°,4°) < po.
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Una reduccién

Recordemos: U(A) := (N, ey {K (1 y) > Aty L(A) ==, cx 1K (z,-) <A}
Supongamos Ao = Supy(nyp A Y Ho = infr ). p satisfacen po = Ao. O sea,
K (2% y) > o = K(z*,y") = po > K(x,3°)  (z€ X, y€Y).

Resulta

max min K (z,y) > min K (2°, y) = K (2°,°)
x y Yy

K(2°,4°) = méx K (z,4°) > min méx K (z,y).
P y @

Con ello méx, miny K (x,y) > min, mix, K(z,y).
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Demostracién de g = Ag

U(Xo+e)=0y Lo —€) =0 implican que paracadaz € X ycaday €Y
existen y € Y y T € X tales que

Ai=Xo+e>K(x,§), fi:=p —e<K(y).
Con los abiertos

Ay ={r € X; K(z,y) < A} (yeY)

B, :={y € X; K(z,y) > i} (x € X)

formamos recubrimientos finitos

N M
xclJAy, vclBa

j=1 k=1

con lo que

min K (z,y;) <A (Vz € X), mkéLxK(:ck,y) >p (MyeY).
J
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Continuacién: una funcién con punto fijo

@k(y) = mé‘X(K(xlﬁy) — [, 0)7 ’¢j (.T) = mé‘X(A - K(x7yj)7 0)

Por las dltimas desigualdades,

Doen) >0, Y ws() >0

ST 2o, Vi (w)yj)

P = (S50 20w

define una funcién continua

F:XXY—>XxY

tal que F(co{zr}ily x co{y;};o1) C co{za}ily x cofy;}L:.

C:= co{zip} x co{y;} Clews k=1,... M| X [y;;7=1,...N]C EX F

es compacto convexo. F' tiene punto fijo, (Z,y) € C

El problema Espectro Lomonosov Minimax



Final de la demostracién

_ Seee@re -~ 2@y

= —— <=

Seee@ T @

Por ser K cuasi-céncava en z,
i () = méx(K (21,5) — 1,0) > 0 = K (1, §) 2 i = K(&,§) 2 .
Por ser K cuasi-convexa en y,
K(@,7) < A

Asi i < X o, equivalentemente, o < Ao + 2¢, y ya sabemos que Ao < pio; 0
sea o = Ao. O

El problema Espectro Lomonosov Minimax
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