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Problema de Dido (en “La Eneida”, Virgilio)

@ Dido fue una princesa fenicia, hija del rey de Tiro, que fue reina al
morir su padre y se casé con Sicarbas, sacerdote de Melqart. Pero el
hermano de la reina, Pigmalidn, asesiné a Sicarbas y tomé el poder.

@ Dido huyé en barco de Tiro con sus seguidores mas fieles y llegaron
hasta las costas del norte de Africa, donde Dido intenté comprar algo
de tierra al jefe indigena para que ella y su gente pudieran
establecerse.

@ Finalmente, después de mucho negociar, cerraron el trato acordando
que Dido ocuparia sélo aquel trozo de tierra que pudiera abarcar con
la piel de un buey.
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@ Dido se aproveché de la situacién. En primer lugar, interpreté la
palabra abarcar en su sentido mds amplio. A continuacién corté la
piel en tiras muy finas y las atd, formando una cuerda cerrada de gran
longitud. Finalmente, extendié la cuerda sobre el suelo de forma que
encerrara en su interior la mayor superficie posible.

@ De esta manera Dido consiguié espacio suficiente sobre el que
fundé una ciudad a la que llamé Qart Hadast, que significa Ciudad
Nueva (Cartago).
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De los griegos a Weierstarss, pasando por Steiner

De todos los subconjuntos del plano los que tienen menor perimetro para
un area dada son los circulos

La longitud L del contorno de un dominio plano de area A verifica

L>2VTA

dandose la igualdad precisamente cuando el dominio es un circulo
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Desigualdad de Wirtinger

Sea f : [0,27] — C, periédica de clase C?,y f027r f = 0, entonces

27 2T
/ |f|2s/ Ik
0 0

Demostracién:f ~ 3", ., f(k)ekt, f(0) =0y f' ~ D keZ k20 ikf(k)ekt.
Consideradas f y f' en L,[0,27] y entonces ~ como una igualdad con la
||.]|2-convergencia, la igualdad de Parseval implica

1 27 5 . )
= [ r= Y W
0 kEZ,k#0
PN IR B s
< 3 RFWP=5 [ IF]
kEZ,k#0 0

Nota. Si f : [0, L] — C con las mismas hipétesis, entonces

L L2 L
/rf|2sz/ Itk
0 Ars Jo

(Il Escuela de Andlisis Funcional La Manga d 16 de Abril de 2012 5/ 20



Teorema (segln Hurwitz y Lebesgue)

Sea A un boreliano en R?, cuya frontera se pueda parametrizar C(! por el
pardmetro arco. Sea L la longitud del mismo y S = |A| (4rea encerrada),
entonces

[?2 > 4xS

Nota Ver para qué funciones se podia demostrar este resultado, dicen que
fue uno de los motivos que tuvo H. Lebesgue para definir su integral

(Il Escuela de Andlisis Funcional La Manga Desigualdad isoperimétrica y Desigualdad de 16 de Abril de 2012 6 /20



Demostracién:

o F
(Il Escuela de Andlisis Funcional La Manga Desigualdad isoperimétrica y Desigualdad de

16 de Abril de 2012

7/20



Sea x = x(s),y = y(s), con s € [0, L], podemos suponer (después de una

traslacién) que
L L
/ x(s)ds :/ y(s)=0
0 0

Segun la férmula de Riemann-Green

1
5://dxdy:—/—ydx+xdy
A 2 ¥
L

=5 [ (e (0) + 9y ()
1/2

(Cau. — Sch.) < % (/OL(X2(5) +y2(s))ds) v (/OL(XQ(S) +y/2(s))ds>
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Entonces

S< %LW ( /0 L(xz(s) + yz(s))ds) -

<3_Sz>2 </ (3() + 2()ds

L2

L
(Wirtinger) < W/o (x(s) + y"*(s))ds =

L3
yre

lo que implica
L% > 4xS

La igualdad, por Cauchy-Schwarz implica que
(=y(s), x(s)) Il (x'(5),¥'(s)) = (x(s), ¥(s))L(x'(s), ¥'(5))
& (< +y*)(s) =0,

para todo s € [0, L]. Luego OA es una circunferencia
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Desigualdad isoperimétrica en R”

Para un volumen dado los conjuntos con menor superficie son las bolas

J

La bola euclidea de radio 1, By, |Bf|n = wnh = 2
Una bola Br =

r(1+3)
£ que tenga radio R tiene un volumen |Bg|, = R"w,. Su
frontera tiene una superficie, medida (n — 1)-dimensional, dada por

z |BR+a|n_ |BR|n
0Bpl,—1 = Ilim
| R|n 1 .

S

= nw,R"1

¢
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Sea V un boreliano acotado en R” y BJ la bola euclidea unidad. Se define

OVIns o= liminf 1588l = Vo

e—0t €
Fijado su volumen |V/|,, la bola con ese volumen tiene radio y superficie

1/n
R — (%) |0V |p_1 > n|\/|$7"—1)/”w'35/”

n

La desigualdad isoperimétrica dice que

|av|1/(" 1) - (nwn)l/("_l) |5n= 1|1/(" 1)
VIR T W Bl

S"—1 es |a esfera n-dimensional, frontera de la bola euclidea
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Desigualdad de Brunn-Minkowski
Sean Ay B dos borelianos acotados en R” entonces

|A+ Bll/n > |A’1/n + |B’1/n

donde A+ B =suma de Minkowski = {x+y;x € A,y € B}

Demostracién. Basada en la Desigualdad de Prekopa-Leindler
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Proposicién. Desigualdad de Prekopa-Leindler
Sean f, g y h tres funciones medibles de R" en [0, o] tales que para algtin
0 < A< 1y para todo x,y € R"” cumplen

h(Ax + (1= N)y) > f(x)*g(y)

L= (L) (L)~

entonces
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Deduccién de la desigualdad isoperimétrica de la de
Brunn-Minkowski

Sea V' un boreliano de volumen |V/|, y B la bola euclidea unidad

|V +eBin—|V]n
e

|0V |p—1 = liminf
e—07"

n
(V" +elB81H")" = Vi

> |iminf
e—0t €
n—1)/n 1/n
o one| V| 2
= |liminf
e—0t €

= n|VIF D Bgl
Luego
Vi]n_ i Bf|,—
’8 | 1 >n|B2n,11/ - |a 2| 1
|V|$,n—1)/n
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Demostracion de Brunn-Minkowski

Tomemos cualquier A € (0,1), h = 1yay1-n)g, f =14, g =1p esclaro
que h(Ax + (1 — N)y) > f(x)*g(y)! =y, por tanto,

fur= (L, f)A (/ng)H = M+ (1= DB|n = |81,

. ! A / B
elegimos A" = AL B = B
_ AR Bl
AN+ |BIY A"+ 18Iy

y obtenemos

A ) B .
ALY 1Bl A+ 1Bl T
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Desigualdad isoperimétrica en S}

Sea A C S"1 un conjunto de Borel y 0 < ¢ < 1, denotamos por
A-={yeS"haxecAlx—y|l<e}

Los casquetes tienen las dilataciones minimas, es decir, si p denota la
medida normalizada en S"7!, la esfera unidad de R" y si
w(A) = u(B(xo, r)), entonces

N(Aa) > M(B(Xm r)a),

para todo 0 < ¢ < 1.

Ademds si u(A) > 1/2, se tiene

u(A) 21~ [Fon (~2n-1)
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Demostracién segin Arias de Reyna, Ball y Villa

Lema

Sea v la probabilidad uniforme en B, v(A) = |A|/wy. Si A, B borelianos
en BJ

min{v(A),(B)} < exp (_@)
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Demostracién segin Arias de Reyna, Ball y Villa

Lema
Sea v la probabilidad uniforme en B, v(A) = |A|/wy. Si A, B borelianos

o min{u(A), v(B)} < exp (—%)

Si dos conjuntos estan separados, los dos no pueden tener medida grande

La demostracion es consecuencia de Brunn-Minkowski: A, B Borelianos en
Rn
|A+ Bll/n > ’A’l/n + |B’1/n
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Demostracion del Lema

Suponemos A, B cerrados. o = min{v(A),v(B)} , p = d(A, B)
L L s Ly Ligpn —, (AEBY 5
272 2 2 )=

1
> =
BMm 2
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Demostracion del Lema
Suponemos A, B cerrados. o = min{v(A),v(B)} , p = d(A, B)

1 A+ B
A+ S 1B = v (%) > a

Siac A be B, = |a+b|>=2]a*> +2|b|*> — |a— b|> < 4—p?.
Entonces

1 1 1/n
-A+ =B
’2 T3

1
> =
BM 2
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> ZIAM 4 B — v (222 > 6
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Demostracién de la desigualdad isoperimétrica

Sea 1 la medida en S™~! normalizada y A C S"~! con u(A) > 1/2. Sea
e>0y B=A: Fijamos 0 < A <1

A:{taeR”;Agtgl,aeA}, B:{sbeR”;)\gsgl,bEB} C Bj.
Siac€ Abe B, [ta—sb| > | a— Ab| =)\a—b| > e

1
v(A) = win( /A r"tdr)np(A) = (1 — A")u(A)

v(B) = (1 — A\")u(B). Como u(A) > 1/2 = pu(B) < 1/2, del lema

tenemos

El lema implica que

o= (1~ \")u(B) < exp (— M82€2>

Luego tomando A = 21/, p(AS) < 2exp(—Ce?n)
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