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1. Introducción

El estudio de la continuidad de las aplicaciones lineales entre espacios
normados es uno de los primeros temas que aparecen en cualquier asignatura
de introducción al Análisis Funcional. Los espacios de operadores lineales
continuos definidos entre espacios de Banach y de Hilbert conducen, de
manera natural, a la definición de C∗-álgebra y otras álgebras de operadores.
La definición del término “Análisis Funcional” que puede encontrarse en la
Encyclopedia Britannica es la siguiente:

“Functional Analysis, Branch of mathematical analysis dealing
with functionals, or functions of functions. It emerged as a dis-
tinct field in the 20th century, when it was realized that diverse
mathematical processes, from arithmetic to calculus procedures,
exhibit very similar properties. A functional, like a function, is
a relationship between objects, but the objects may be numbers,
vectors, or functions.”

Esta definición está fuertemente influenciada por el hecho contrastado de
que los primeros espacios de Banach de dimensión infinita que aparecen en
la literatura que origina el Análisis Funcional son los espacios de funciones.
Los puntos o vectores de dichos espacios son funciones. Uno de los espacios
de Banach que más atención ha recibido y más estudios ha motivado es
el espacio C(K) de las funciones continuas C-valuadas sobre un espacio
topológico compacto y Hausdorff K. Es decir los elementos de C(K) son
funciones continuas f : K → C. Es bien conocido que el espacio C(K)
equipado con la norma del supremo

‖f‖∞ := sup{|f(t)| : t ∈ K} (f ∈ C(K)),

es un espacio de Banach (que en la mayoŕıa de ocasiones tiene dimensión
infinita). En el trabajo que abordaremos necesitaremos considerar algunos
subespacios notables de C(K). Por supuesto el espacio C(K,R) de las fun-
ciones continuas de K en el cuerpo de los números reales R. Para dar algún
otro ejemplo recordamos que, dado un espacio topológico localmente com-
pacto Hausdorff L y una función f : Ω → C, se dice que f se anula en
infinito si para cada ε > 0, el conjunto

{t ∈ L : |f(t)| ≥ ε}
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es compacto. Notaremos mediante el śımbolo C0(L) al espacio de las fun-
ciones continuas de L en C que se anulan en infinito, es decir, si L ∪ {∞}
denota la compactificación de L mediante un punto (∞ en este caso), con-
sideramos las funciones continuas f : L ∪ {∞} → C verificando f(∞) = 0.
De nuevo, C0(L) es un espacio de Banach (complejo) cuando lo equipamos
con la norma del supremo. El espacio C0(L,R) se define de forma análoga.

Otra de las grandes virtudes del Análisis Funcional moderno es, si lugar a
dudas, su gran versatilidad para adaptar y aplicar herramientas de otras dis-
ciplinas y ramas de la Matemática a problemas propios, junto con la capaci-
dad de exportar resultados y herramientas al estudio de otros problemas ex-
istentes en otras ramas de la Matemática y la F́ısica. En algunos espacios de
Banach, el Análisis Matemático, el Álgebra, la Geometŕıa y la Topoloǵıa se
encuentran tan mutuamente entrelazadas que ciertas propiedades anaĺıticas
están completamente determinadas mediante propiedades algebraicas y vice-
versa. Uno de los ejemplos donde este fenómeno se puede apreciar de manera
más evidente es el problema que estudiaremos en esta Escuela Taller.

Para comenzar vamos a presentar otra parte de la estructura de los espa-
cios C(K) y C0(L) que nos hemos dejado atrás. En estos espacios es posible
definir el producto de dos funciones f, g como otra función dada por la ex-
presión (fg)(t) := f(t)g(t). Este sencillo producto se conoce como producto
puntual de funciones. La asociatividad y la conmutatividad del producto de
C nos permite asegurar que el producto puntual, tanto en C(K) como en
C0(L) es asociativo y conmutativo. Además, la desigualdad

‖fg‖ ≤ ‖f‖ ‖g‖,

se verifica para todo par de funciones continuas f y g en los anteriores
espacios. Existe otra operación algebraica en los espacios C(K) y C0(L),

nos referimos a la involución natural f 7→ f∗, donde f∗(t) = f(t). Es fácil
comprobar que f toma valores reales si, y solo si, f∗ = f . Por último, resaltar
una identidad donde se mezclan las estructuras algebraicas y anaĺıticas de
C(K)

‖ff∗‖∞ = ‖f‖2∞,

igualdad conocida como identidad o axioma de Gelfand-Naimark.

2. Cuando las propiedades algebraicas determinan las
propiedades anaĺıtico-geométricas

En C(K) tenemos dos estructuras bien diferenciadas, la estructura ana-
ĺıtico-geométrica que proporciona su norma de espacio de Banach (‖.‖∞),
y por otro lado su estructura algebraica de álgebra conmutativa con in-
volución. Las conexiones que tienen estas dos estructuras parecen estar muy
limitadas a las propiedades que hemos comentado anteriormente. Sin embar-
go los resultados que las conectan son sorprendentes. Veremos, por ejemplo,
que, a nivel algebraico, un homomorfismo (es decir, una aplicación lineal
que preserva los productos puntuales de funciones) T : C(K1) → C(K2)
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tiene que ser automáticamente continuo. Los homomorfismos de C(K) en el
cuerpo C tienen incluso mejores propiedades. Esto permitirá comprobar que
toda identificación algebraica de dos C(K)-espacios (es decir, toda biyección
lineal que preserva los productos y las involuciones entre dichos espacios),
es una isometŕıa sobreyectiva. En otras palabras, una identificación a nivel
algebraico de dos C(K)-espacios nos proporciona una identificación a nivel
anaĺıtico de dichos espacios.

Existe una versión con menos requerimientos. Recordamos que, dadas
dos funciones continuas f, g : K → C, diremos que f y g son ortogonales o
disjuntas o tienen soportes disjuntos (y lo notamos mediate f ⊥ g) cuando
fg = 0. Supongamos que tenemos un homomorfismo T : C(K1) → C(K2).
Si f ⊥ g en C(K1), entonces T (f)T (g) = T (fg) = 0 en C(K2). Es decir,
todo homomorfismo entre C(K)-espacios preserva funciones ortogonales.

Sean K1 y K2 dos espacios topológicos compactos Hausdorff y sea T :
C(K1) → C(K2) una aplicación lineal. Diremos que T preserva ortogonali-
dad o es un operador de Lamperti si

f ⊥ g in C(K1)⇒ T (f) ⊥ T (g) en C(K2).

Ahora solo suponemos que T preserva funciones ortogonales. Todo homo-
morfismo preserva ortogonalidad, pero existen otros casos, por ejemplo, sea
h una función en C(K2) y sea ϕ : K2 → K1 una función continua en el
conjunto {s ∈ K − 2 : h(s) 6= 0}, entonces el operador

T : C(K1)→ C(K2)

T (f)(s) = (h.Cϕ)(f)(s) = h(s)f(ϕ(s)) (f ∈ C(K1), s ∈ K2),

es un operador lineal que preserva ortogonalidad y no es necesariamente un
homomorfismo. El gran objetivo de este tema será determinar la estructura
que tiene toda transformación lineal que preserva ortogonalidad entre espa-
cios C(K). Pare ello nos proponemos revisar los Teoremas de Arendt [1] y
Jarosz [3] que permiten describir este tipo de operadores como generaliza-
ciones de operadores de composición con peso.

Primero supondremos que T es continuo y determinaremos que T es ex-
actamente un operador de composición con peso como el expuesto anterior-
mente. El trabajo de Jarosz permite una descripción sin asumir continuidad
alguna sobre T . Entre las consecuencias de este resultado, probaremos que
toda biyección lineal T : C(K1) → C(K2) que preserva ortogonalidad es
automáticamente continua, y en tal caso K1 y K2 son topológicamente
homeomorfos. Es decir, unas propiedades algebraicas sobre la aplicación T
determinan una consecuencias anaĺıticas y topológicas.

3. Cuando las propiedades anaĺıtico-geométricas determinan
las propiedades algebraicas

La magia no termina demostrando implicaciones anaĺıticas y topológicas
desde hipótesis algebraicas, el otro camino también puede ser explorado. En
este caso nos encontraremos con uno de los grandes resultados establecidos
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durante los primeros años de desarrollo del Análisis Funcional, nos referi-
mos al Teorema de Banach-Stone. Este resultado establece que para toda
isometŕıa lineal y sobreyectiva T : C(K1) → C(K2), existen h en C(K2) y
ϕ : K2 → K1 continua y biyectiva con |h(t)| = 1,∀t ∈ K2 tales que

T (f)(s) = h(s)f(ϕ(s)),

para todo f ∈ C(K1), s ∈ K2. En este caso, T (f)T (g)∗ 6= T (fg∗), pero
T (f)T (g)∗T (h) = T (fg∗h), para toda terna f, g y h en C(K1). Es decir, una
identificación anaĺıtico-geométrica de C(K1) y C(K2) permite obtener una
identificación algebraica de estos espacios, y una identificación topológica de
K1 y K2.

Si tenemos tiempo y disponibilidad exploraremos estos resultados en el
caso en que C(K) es reemplazado por C0(L).

Conocimientos Previos: Conocimientos básicos de Análisis Funcional:
espacios de Banach, operadores lineales continuos, isometŕıas, dual de un
espacio de Banach. Conocimientos básicos de Topoloǵıa: continuidad, com-
pacidad, axiomas de separación (espacios de Hausdorff), Lemma de Urysohn,
particiones de la unidad.
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