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M. iterativos — M. geométricos

Raices de polinomios

Métodos para hallar las raices:

@ lterativos (de aproximacion)
@ Geométricos (de localizacién)
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M. iterativos — M. geométricos

Raices de polinomios

Métodos para hallar las raices:

@ lterativos (de aproximacion) =  Newton
@ Geomeétricos (de localizacion) =  Contour (integracion)
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Iterativos (Newton)

El método de Newton es un bucle de estimacién-correccion. Para un
polinomio f, a partir de una estimacion inicial xo, se construye la
secuencia :

(x,,)

I (xn)

~

Xn+1 = Xn —
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Iterativos (Newton)

El método de Newton es un bucle de estimacién-correccion. Para un
polinomio f, a partir de una estimacion inicial xo, se construye la
secuencia :

(x,,)

I (xn)

~

Xn+1 = Xn —

@ En ciertas condiciones, locales, se da la convergencia de x,, a una
raiz.

@ Dos estimaciones iniciales cercanas pueden converger a raices muy
distantes entre si.
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Iterativos (Newton)

Método de Newton
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Iterativos (Newton)

Método de Newton
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Iterativos (Newton)

Cuencas de atraccion
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alculo del indice cion recursiva Conclusiones
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Iterativos (Newton)
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lterativos (Newton)

Problemas de los métodos iterativos

En general:
@ Son inherentemente secuenciales (no paralelizables).

@ No pueden restringir la busqueda a una regién predeterminada del
plano complejo (impredicibilidad).

@ El analisis de coste (y la determinacién de los recursos necesarios)
es dificil.
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lterativos (Newton)

Problemas de los métodos iterativos

En general:
@ Son inherentemente secuenciales (no paralelizables).

@ No pueden restringir la busqueda a una regién predeterminada del
plano complejo (impredicibilidad).

@ El analisis de coste (y la determinacion de los recursos necesarios)
es dificil.

No pueden aplicarse con seguridad en polinomios de grado mayor de
unas decenas
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Geométricos (Contour)

El indice de una curva plana cerrada A : [a,b] — C es el nimero de
vueltas que da alrededor del origen.
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| Jelele]

Geométricos (Contour)

El indice de una curva plana cerrada A : [a,b] — C es el nimero de
vueltas que da alrededor del origen.

El indice (numero de vueltas, winding number) de A es 1,
y el de A, es 2.
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Geométricos (Contour)

Principio del argumento (Cauchy)

Dado un polinomio f, el nimero de raices dentro de I" es el indice de f(I")
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Geométricos (Contour)

Principio del argumento (Cauchy)

Dado un polinomio f, el nimero de raices dentro de I" es el indice de f(I")

Por ejemplo: f(z) = 2> — 1
Contornos I' Curvas A =f(I)
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Geométricos (Contour)

Principio del argumento (Cauchy)

Dado un polinomio f, el nimero de raices dentro de I" es el indice de f(I")

Por ejemplo: f(z) = 2> — 1
Contornos I' Curvas A =f(I)
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Asi tenemos el numero de raices. Pero ¢dénde estan?
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Geométricos (Contour)

Ejemplo de localizacién, con descomposicion recursiva:

02 L L L L . L L L
07 075 08 085 09 095 A 1.05
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Geométricos (Contour)

Ejemplo de localizacién, con descomposicion recursiva:

07 | | /\‘ | I | | ‘f

0651 / b
061 \ ] b
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Geométricos (Contour)
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Geométricos (Contour)

Ejemplo de localizacién, con descomposicion recursiva:
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Geométricos (Contour)

Ejemplo de localizacién, con descomposicion recursiva:
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0651 / b
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0251 q
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Geométricos (Contour)
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Geométricos (Contour)
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Célculo del indice
@000

Procedimiento de Insercion

Céalculo del indice

La curva A viene dada analiticamente como una funcién A : [a,b] — C

de parametro real.
Para calcular el indice de A, se

divide el plano en ocho sectores,
cada uno la mitad de un cuadrante.
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Procedimiento de Insercion

Céalculo del indice

La curva A viene dada analiticamente como una funcién A : [a,b] — C
de parametro real.
Para calcular el indice de A, se

divide el plano en ocho sectores,
o e - cada uno la mitad de un cuadrante.
;f 4 J2A La curva se muestrea en valores
AN \\ del parametro tales que los puntos
s | \ correspondientes estan conectados
| N . .
s o T ; (es decir, en el mismo sector o
N adyacente).
i A(sl\p\‘ R
’ g 5 //
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Célculo del indice
@000

Procedimiento de Insercion

Céalculo del indice

La curva A viene dada analiticamente como una funcién A : [a,b] — C
de parametro real.

Para calcular el indice de A, se
divide el plano en ocho sectores,
cada uno la mitad de un cuadrante.

La curva se muestrea en valores
del parametro tales que los puntos
correspondientes estan conectados
(es decir, en el mismo sector o
adyacente). B

De la poligonal A, el indice es el
numero de cruces por el eje OX
positivo [Henrici, 74].

A5, )=
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Célculo del indice
[o] Jlele}

Procedimiento de Insercion

¢,Como hallar un muestreo conectado S = (a = s, 51, ...,8, = b)?

Si un muestreo no esta conectado, insertamos valores intermedios
progresivamente hasta que lo esté. Procedimiento de insercion [Ying and
Katz, 88].
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¢,Como hallar un muestreo conectado S = (a = s, 51, ...,8, = b)?

Si un muestreo no esta conectado, insertamos valores intermedios
progresivamente hasta que lo esté. Procedimiento de insercion [Ying and
Katz, 88].

I
I
I
1
1

0 1

Este procedimiento tiene dos problemas:
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Célculo del indice
ooeo

Procedimiento de Insercion

Primer problema de YK: Bucle infinito

En curvas singulares (es decir, que pasan por el origen) el procedimiento
de insercién no acaba. Estas curvas no tienen muestreo conexo.
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Procedimiento de Insercion

Primer problema de YK: Bucle infinito

En curvas singulares (es decir, que pasan por el origen) el procedimiento
de insercién no acaba. Estas curvas no tienen muestreo conexo.

El indice esta definido solo para
curvas a una distancia € > 0 del
origen.

Una curva e-singular es la que
esté a distancia mayor de ¢ del
\ origen.




Célculo del indice
[eJele] ]

Procedimiento de Insercion

Segundo problema de YK: Giros Perdidos

Aunque termine, la poligonal producida no da el indice si hay giros
perdidos.

1.5

-0.5F




Célculo del indice
[ Jelele]

Para evitar estos inconvenientes, definimos el Procedimiento de
Insercion con Control de la Singularidad (PICS).
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[ Jelele]

Para evitar estos inconvenientes, definimos el Procedimiento de
Insercion con Control de la Singularidad (PICS).

Una curva A : [a, b] — C es Lipschitziana de constante L si verifica
|A(s) — A(r)| < L|s —t].

PICS utiliza los siguiente asertos sobre los valores de un muestreo
S=(a,...,8,8i+1,...,b),yunacurva A = f(T').

o Elaserto p(s;) es “los puntos A(s;) y A(s;+1) estéan en sectores no
conectados”.

@ El aserto ¢(s;) “los valores s; y s;+1 en la secuencia S verifican:

i <->>\+v< (si1))] <
<2|(0(s))] - Isier — sil + [F(D(si41)) — FT(si))]

18/34



Célculo del indice
[o] lele]

Se tiene: _
—p(s;) paratodo i = el muestreo es conexo

—q(s;) paratodo i = no hay giros perdidos en A = f(I')
—p(s;) y —q(s;) paratodo i = cruces de A = Ind(A)
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[eJe] le]

PICS

Para un polinomio f de raices z;, definimos el niUmero de condicion:
n

1
k(M) = @D

i=1

20/34



Célculo del indice
[eJe] le]

PICS

Para un polinomio f de raices z;, definimos el niUmero de condicion:
n

1
Rp(T) =) ENSE

i=1

Teorema [Garcia Zapata and Diaz Martin, 2014]: SiT" : [¢,b] — C es
Lipschitziana, entonces PICS para la curva A = f(T'):

b— : .
@ Concluye en menos de LTa + 1] iteraciones.

@ Si acaba normalmente da correctamente el nimero de raices de f
dentrode I'.
22

@ Siacaba con error, entonces ry(I") > 0
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PICS

Para un polinomio f de raices z;, definimos el niUmero de condicion:
n

1
Rp(T) =) ENSE

i=1

Teorema [Garcia Zapata and Diaz Martin, 2014]: SiT" : [¢,b] — C es
Lipschitziana, entonces PICS para la curva A = f(T'):

b— : .
@ Concluye en menos de LTa + 1] iteraciones.

@ Si acaba normalmente da correctamente el nimero de raices de f

dentrode I'.
2 -2
@ Siacaba con error, entonces ry(I") > 4Q\f.
_— ] 4nQ
Esa cota en error implica que hay una raiz a menos de =3 deT.
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Célculo del indice

[eJele] )

PICS

La salida con error no calcula el indice, pero da informacion sobre la
singularidad de A. Esto sera crucial en la descomposicion recursiva:

1 15
1

0.5
05

0 0 o —

-05

-0.5
-1
-1 -15

-2 -1 0 1
A
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PICS

La salida con error no calcula el indice, pero da informacion sobre la
singularidad de A. Esto sera crucial en la descomposicion recursiva:

-0.5
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0.5
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Descomposicion recursiva
900000000

07t
065}
06}
055l Cada region esta definida por su
borde I
05¢
045 @ ;Cdbmo calcular numéricamente
el indice de cada f(I")?
04t )
© ;Cdémo descomponer las
0351 regiones con indice no nulo?
03t
025}
02

0.7 08 09 1
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Descomposicion recursiva

Oe0000000
PRec

Procedimiento Recursivo de Division (PRec)

Halla las raices de f contenidas en una regién convexa P;. Las listas IT y

N van a contener las raices que se vayan hallando, y sus multiplicidades,
con una precision A.
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Procedimiento Recursivo de Division (PRec)

Halla las raices de f contenidas en una regién convexa P;. Las listas IT y
N van a contener las raices que se vayan hallando, y sus multiplicidades,
con una precision A.
PRec (sin gestion de errores)
PRec(P,A) {
SiiTest(P) = 0, retornar I1 y N vacias. [Salida 1]
Si dm(P) < A entonces
retornar IT = (P) y N = iTest(P). [Salida 2]
Si no
Bisec(P), que da dos subregiones Py y P;.
Parai=0yi =1, hacer
(H,’,N,') :PRGC(P,',A).
Retornar la concatenacion de (IIp, No) y (I1;, Ny ). [Salida 3]
}
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Descomposicion recursiva
00®@000000

PRec

Ejemplo de ejecucién

‘ Region, numero de raices ‘




Descomposicion recursiva
000e00000

PRec

Evitando singularidades

Cortes lterados con Desplazamiento (CID): Si iTest vuelve con error, se
desplaza el corte para evitar la raiz cercana.

z
Paso 3 L
Paso 1 L5 | La tolerancia p es el
Paso 0 ) 1 / maximo
s ' / desplazamiento
Paso 2 2N alcanzado

Paso 4
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Disminuyendo el diametro

Alternando cortes H y V con desplazamiento, se dispara el aspecto:

Sin desplazamiento
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Disminuyendo el diametro

Alternando cortes H y V con desplazamiento, se dispara el aspecto:
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Disminuyendo el diametro

max(ancho,alto)
min(ancho,alto) ’

El aspecto asp(P) en funcién del ancho y alto de P es

Con cortes a lo largo del eje menor, se mantiene acotado el aspecto:
my(P) mi(C1(P)) c
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Teorema [Garcia Zapata and Diaz Martin, Rev.]: Para un polinomio f'y
region P; sin raices cerca del borde, PRec(P;,A) alcanza una profundidad
de recursién como mucho de

6—1g3  dm(P;)  lg(asp(Pr))
Uit = 21 .
mé [(2—1&3)2 274 T Toigs

y acaba correctamente.
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y acaba correctamente.

El resultado tiene demostracion complicada por la interrelacion de O
(en el aserto r(s;, Q) de PICS) con la tolerancia . de los cortes producidos
por CID.
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Teorema [Garcia Zapata and Diaz Martin, Rev.]: Para un polinomio f'y
region P; sin raices cerca del borde, PRec(P;,A) alcanza una profundidad
de recursién como mucho de

6—1g3  dm(P;)  lg(asp(Pr))
Uit = 21 .
mé [(z—lgmz 274 T Toigs

y acaba correctamente.

El resultado tiene demostracion complicada por la interrelacion de O
(en el aserto r(s;, Q) de PICS) con la tolerancia . de los cortes producidos
por CID.

Con esto se consigue el subobjetivo 2 “Descomposicion recursiva”.
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Método Contour (Circulo unidad)
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Método Contour (Corona)
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Conclusiones

Hitos obtenidos:

@ Calculo del indice con e-singularidad, y nimero de condicion.
@ Descomposicion recursiva con efectividad demostrada, y coste.
@ Implementacion y biblioteca de pruebas.
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Trabajo futuro:

@ Implementacion paralela.
@ Aplicaciones.
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Muchas gracias
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