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Empecemos con preguntas. Si alguna terminologia no estéa clara, consultense los
apéndices.

1. ;Existe una medida p : P(R) — [0, +00) definida sobre todos los subcon-
juntos de R, que sea nula sobre los conjuntos finitos, pero no nula sobre los
intervalos?

2. ;Estan todos los subconjuntos de R? en la o-algebra generada por los con-
juntos de la forma A x B, donde A y B son subconjuntos arbitrarios de R?

3. ;Todos los espacios de Banach de la cardinalidad del continuo son isométri-
cos (o al menos isomorfos) a subespacios del espacio cociente £, /co?

La respuesta a todas estas preguntas es que ni si ni no, sino todo lo contrario.
Ni la veracidad ni la falsedad de tales enunciados puede probarse partiendo de los
axiomas usuales (ZFC). ;Y se ha demostrado que no se puede demostrar? Bueno,
ni si ni no... Estudiaremos la relacién que existe entre estas preguntas y trataremos
de aclarar su estatus légico.

Todas las matematicas que habitualmente usamos pueden formalizarse en un tini-
co lenguaje y partiendo de un tinico sistema de axiomas. A estos axiomas estdndar
de las matematicas se les conoce como los axiomas ZFC, por los matematicos Zer-
melo y Fraenkel que los propusieron (la C es de choice por el axioma de eleccién),
y expresan las propiedad basicas que los conjuntos deben cumplir, y que no se pue-
den deducir de otras propiedades més bésicas. A modo de ilustracién, uno de los
axiomas del sistema es el axioma del conjunto potencia: Dado un conjunto z existe
un conjunto P(x) que llamamos las partes de z, de modo que los elementos de P(z)
son justamente los subconjuntos de x.

Cuando tenemos ante nosotros un enunciado matematico, estamos acostumbra-
dos a plantearnos dos posibilidades: o es cierto o es falso. Si es cierto, tendremos
que demostrar que es cierto (a partir de los axiomas), y si es falso, tendremos que
demostrar que es falso (a partir de los axiomas). Sin embargo, también existe la po-
sibilidad de que sea imposible hacer ninguna de las demostraciones. En este caso, el
enunciado en cuestién no es ni verdadero ni falso, sino independiente de los axiomas.

El mas famoso enunciado independiente, es la Hip6tesis del Continuo, planteada
por Cantor: Todo subconjunto infinito A de R, o bien es numerable, o bien tiene la
cardinalidad del continuo (ver apéndice sobre ccardinalidades). La pregunta de si
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esto era cierto o falso constituy?6 el primer problema de la famosa lista de Hilbert de
1900. Godel demostré en 1940 que no se podia demostrar que fuese falso, y Cohen
en 1963 que no se podia demostrar que fuese verdadero.

La Hipodtesis del Continuo estd relacionada con la Pregunta 3.

Teorema 1. Si la Hipdtesis del Continuo es cierta, entonces todo espacio de Ba-
nach de cardinalidad continuo es isométrico a un subespacio de lo/co-

De esto se deduce que la respuesta a la Pregunta 3 no puede ser “No”. La demos-
tracién de este teorema requiere resultados de Parovichenko y varias herramientas
de andlisis funcional y teoria de conjuntos y no la discutiremos aqui. Vamos a entrar
en detalle, en cambio, sobre por qué la respuesta a la Pregunta 3 tampoco puede
ser “Si’.

La Pregunta 2 fue formulada por Ulam en 1938. Rothberger [9] demostré que
la Hipdtesis del Continuo implica que la respuesta a la Pregunta 2 es “Si7’. En su
tesis doctoral, Kunen [8] hizo notar que otros axiomas conocidos implican que la
respuesta es “No”. Asi pues, el siguiente axioma es independiente de los axiomas
de ZFC, no se puede demostrar ni su veracidad ni su falsedad:

Axioma 1. Todos los subconjuntos de R? en la o-dlgebra generada por los conjuntos
de la forma A x B, donde A y B son subconjuntos arbitrarios de R.

Vamos a denotar por 0%(X) a la o-algebra de los subconjuntos de X x X generada
por los subconjuntos de la forma A x B con A, B C X. Necesitaremos algunas
observaciones sobre este tipo de og-algebras

Lema 2. St f : X — Y es una funcion, entonces la funcion f x f: X x X —
Y x Y, dada por (f x f)(z1,22) = (f(x1), f(2)), es 02(X)-02(Y)-medible.
Demostracion. Se sigue de que (f x f)"1(A x B) = f~1(A) x f~4(B). O
Lema 3. {(a,b) € R?:a < b} € 0?(R)

Demostracién. {(a,b) € R* : a < b} es la unién de todos los conjuntos de la

forma I x Iy donde I e I5 son intervalos de extremos racionales con maz(ly) <
min(I3). O

Lema 4. Si A C R, entonces A’ = {(a,a) : a € A} € 0?(R).
Demostracion. A’ es la interseccién de todos los conjuntos de la forma
AN x (AnH)UANL)x (ANL)U---U(ANI,) x (ANI,)
donde Iy,...,I, son intervalos con extremos racionales tales que I; U---U I, =

R. (|

Teorema 5. Si el Azioma 1 es falso, entonces existe un espacio de Banach de la
cardinalidad del continuo que no es isométrico a ningin subespacio de Lo /co.

Si el Axioma 1 no se cumple es porque existe un conjunto £ C R? que no pertence
a la o-4lgebra o?(R). Podemos escribir E' como

E={(a,b)e E:a<b}U{(a,b) e E:a=0b}U{(a,b) € E:a>b}.

Tiene que haber uno de esos tres subconjuntos que no pertenezca a o(R). Por
el Lema 4 no puede ser el conjunto central. Por simetria podemos suponer, sin
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pérdida de generalidad, que es el primer conjunto el que no estd en o?(R). Por
tanto, podemos suponer, de hecho, que E C {(a,b) € R? : a < b}.

Lema 6. Existe un espacio de Banach Xg de cardinalidad del continuo y vectores
{eq : a € R} de X tales que para todo a < b:
1. |lea +esl] =2 si (a,b) € B
2. |leq +ep|| =1 si(a,b) € E
Demostracion. Dada una funciéon f: R — R, sean
[flloe = {sup{|f(a)[| : a € R},
1fllz = sup{|f(a) + f(b)| : (a,b) € E},
1f1F= méx{[| flloc, 1Al 2},
Y={fR—R:|f]| <oo}.
Para cada a € R sea e, € Y la funcién caracteristica del punto a, es decir: eq(a) =1
Y €a(b) = 0sib # a. Es ficil ver que (Y, ||-]|) es un espacio de Banach y los vectores
e, cumplen las condiciones requeridas. Lo que no esta tan claro es que Y tenga la

cardinalidad del continuo. Pero el subespacio Xg de Y generado por los e, si que
la tiene (ver apéndice). O

Supongamos que tenemos una isometria T : Xp — f y buscaremos una
contradiccién. Para cada a € R sea S(a) € £ un representante de la clase de
equivalencia de T'(a) en el espacio cociente £ /cy. De esta forma tenemos una
funcién S : R — /.. Para a < b se tiene que

(a,0) e E <= llea+ep|| >1 <= [|[T(en) + T(ep)]| >1 <=
limsup |S(a), + S(b)n| > 1 <=

(S(a),S(b)) € Z := {(u,v) € loo X loo : limsup |uy, + vy| > 1}
Asi pues, tenemos que '
E={(a,b) eR?*:a<b}N(Sx8)2)

Vamos a comprobar que Z pertenece a la o-dlgebra 02({s,). Esto nos lleva a una
contradiccion usando el Lema 3 y el hecho de que E no estd en 0 (R). Efectivamente,
Z ={(u,v) € log X b : Tk ENVYM ENIn > m |uy +v,| >1+k7"}
= U ﬂ U {(u,v) € log X log = Jun + 05| > 1+ k")

keENmeNn>m
y el conjunto

Apg = {(u,v) € loy X loo t |y + vy > 1 +k71}
ies la unién de los dos conjuntos

At = U {u € loo tup > q} X {u € Lo s up > q}
0,0’ €Q,q+q¢'>1+k~1

AL = U {u € los i up > qf X {t € bog : up > q}.
4,9'€Q,q+q'>14+k1
La conclusién es que Z € 02({+), lo que concluye la demostracién del Teorema 5.
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NoTAs

1. La prueba que hemos hecho del Teorema 5 es una versién simplificada de lo
que hacen Krupski y Marciszewski en [7], que a su vez se basa en ideas de
Todorcevic [10].

2. Trabajando en R" en lugar de R?, es posible demostrar, con algo més de
esfuerzo, que tampoco se puede demostrar que ¢, /co contenga copias iso-
morfas de todos los espacios de Banach de cardinalidad continuo. Otra de-
mostracién de esto, menos elemental, puede verse en [2].

3. Todavia no hemos comentado nada sobre la Pregunta 1. Resulta que una
respuesta afirmativa implica una respuesta negativa a la Pregunta 2. Pero
en este caso, tenemos una situacién todavia mas enrevesada:

= No se puede demostrar que la respuesta a la Pregunta 1 sea afirmativa.
De hecho Banach y Kuratowski [2] mostraron en 1929 que la Hipétesis
del Continuo implica una respuesta afirmativa a la Pregunta 1.

= No se puede demostrar que no se puede demostrar que la respuesta a la
Pregunta 1 sea negativa. Esto es consecuencia del trabajo de Ulam [12]
y desarrollos posteriores.

En cualquier caso, hay cierto consenso en la comunidad de especialistas
en que no se debe poder demostrar que la respuesta a 1 sea falsa. Asi pues,
la existencia de tal medida g : P(R) — [0, +00) es tomada como un axioma
legitimo con el que trabajar.

4. Finalmente, mencionar que el segundo teorema de incompletitud de Godel
viene a decir que es imposible demostrar formalmente que de los axiomas
del sistema' ZFC no pueda deducirse a una contradiccién. Asi pues, todo
lo que se ha dicho aqui, y todo lo que habéis hecho hasta ahora deberia ir
precedido por un prudente Suponiendo que ZFC no encierra contradicciones.

APENDICE: ESPACIOS DE BANACH

Un espacio de Banach es es un espacio normado completo. En esta nota, enten-
demos que es un espacio sobre el cuerpo de los nimeros reales. Si X es un espacio
de Banach e Y C X es un subespacio cerrado, entonces el espacio cociente X/Y es
un espacio de Banach dotado de la norma ||z + Y| = inf{|jz + y|| : y € Y'}.

Una isometria es una aplicacion lineal T': X — Y entre espacios de Banach tal
que ||Tz|| = ||=|| para todo = € X. Se dice que X e Y son isométricos si existe una
isometria suprayectiva entre ellos.

Dos espacios de Banach X e Y se dicen isomorfos si existe una aplicacién biyec-

tiva lineal y continua 7' : X — Y cuya inversa 7! también es lineal y continua.
El espacio de Banach /., se define como

1o de cualquera otro sistema de axiomas que cumpliera el mismo papel



loy = {(xn)neN e RY : sup |z, | < oo}
neN

dotado de las operaciones lineales coordenada a coordenada, y de la norma ||(x,, ) nen|| =
sup{|z,| : n € N}. El subespacio ¢y C l €s

co = {(mn)neN : li}lnxn = 0}.

APENDICE: CARDINALIDAD

Dados dos conjuntos A y B, se dice que la cardinalidad de A es menor que
la de B, y escribimos |A| < |B] si existe una aplicacién inyectiva f : A — B.
Decimos que A y B tienen la misma cardinalidad, y escribimos |A| = | B| si existe
una aplicacién biyectiva f : A — B.

Teorema 7 (Schroder,Bernstein). |A| = |B| si y sdlo si |A| <|B| y |B| < |A].

Demostracion. No es trivial, pero es una prueba bonita, elemental y accesible. Se
puede encontrar en muchos libros de teoria de conjuntos, por ejemplo [6]. O

Proposicion 8. |A| < |B| si y sdlo si existe una aplicacidn suprayectiva f : B —

A.
Demostracion. Sencillo ejercicio. |

Proposicién 9. |R| = |RY|.

Demostracion. No es dificil, usando el Teorema de Schréder-Bernstein. [l

Si |A] = |R| decimos que A tiene la cardinalidad del continuo (lo que a veces
se escribe |A| = ¢. Utilizando los teoremas anteriores no es dificil demostrar lo
siguiente:

Proposicién 10. Si X es un espacio de Banach, y A C X es tal que |A| < |R|,
entonces el subespacio cerrado generado por A tiene la cardinalidad del continuo.

Demostracion. Los puntos del subespacio cerrado generado por A son limites de su-
cesiones de combinaciones lineales finitas de A. Utilizar los resultados mencionados
anteriormente. [l

Por ejemplo, cualquier espacio obtenido haciendo cocientes y subespacios de £,
tiene la cardinalidad del continuo.

APENDICE: 0-ALGEBRAS

Una o-dlgebra en un conjunto 2 es una familia no vacia ¥ de subconjuntos de
Q con las propiedades de que:
1. Si A€ X, entonces {r € Q:x ¢ A} € 3.
2. Si Ay, A,,... € ¥ entonces |-, A, € .
De estas dos propiedades se deduce que si A, Ay,... € 3 entonces también
Moy An € 2.

La o-algebra generada por una familia cualquiera F de subconjuntos de €2 es la
interseccion de todas las o-algebras de subconjuntos de €2 que contienen a F. Esta
interseccién es de nuevo una o-dlgebra, asi que la o-algebra generada por F es la
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menor o-algebra que contiene a F.

Si ¥ es una o-algebra de subconjuntos de €2, y Si ¥’ es una o-algebra de subcon-
juntos de ', una aplicacién f : Q — Q' se dice que es ¥-X'-medible si f~1(A) € &
para todo A € X',

La familia P(Q2) de todos los subconjuntos de € es obviamente una o-algebra.

Una aplicacién p : 3 — [0, +00] es una aplicacién con la propiedad de que

H m Ay | = Z H(An)
n=1 n=1

para cualesquiera A,, € 3 disjuntos dos a dos.

(1]
(2]

(3]
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