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Resumen

Estas notas fueron tomadas durante el periodo de contrato PIC, de setiembre a di-
ciembre de 2012, en la Facultad de Ciencia y Tecnologia de Universidad del Pais Vasco,
en el Departamento de Matemadticas y en el grupo de Andlisis Matematico y Aplicaciones.
El tema principal giro entorno el Principio de Incertidumbre, asi como la Ecuacion de
Schrédinger y Dirac, dentro de los cuales se desarrollaron tépicos como operadores simétri-
cos y la caracterizacién de operadores autoadjuntos y extensiones autoadjuntas con apli-
cacién a la ecuacién de Dirac, el teorema de Descomposicién Espectral y el Teorema de

Cauchy-Kovalevskaya.

La mayoria de resultados forman parte de las publicaciones y recientes trabajos del
grupo de Andlisis Matematico y Aplicaciones. Cada capitulo de estas notas estd con la
respectiva bibliografia usada para su desarrollo. Ademas, los interesados pueden visitar la

pagina web del grupo: http://www.ehu.es/amaplicado/.

El capitulo 1 fue impartido por Luis Vega. En este capitulo se mostré una desigual-
dad abstracta del Principio de Incertidumbre con algunos ejemplos de aplicaciéon. Luego,
una desigualdad tipo Hardy para la ecuacién de Dirac, asi como un Teorema Virial para
la Ecuacién de Schrodinger. En esta parte expreso mi agradecimiento por las fructiferas
discusiones a Luis Vega, Luis Urrutia y Aingeru; las cuales me ayudaron a una mejor com-

prension de los resultados mostrados.



El capitulo 2 fue impartido por Naiara Arrizabalaga. En este capitulo se probé la
existencia de una extension autoadjunta del Operador de Dirac con un potencial cuya sin-
gularidad es de tipo Coulomb. También expreso mi agradecimiento a Naira, por absolver
mis dudas respecto a los resultados de este capitulo y por sus valiosas sugerencias en la

redaccion de esta parte.

El capitulo 3 fue impartido por Albert Mas. En este capitulo se prueba una condicién
necesaria para la existencia de una extension autoadjunta del operador de Dirac definido en
L?(v)*, donde v es una medida positiva de Borel en R3. También expreso mi agradecimien-
to a Albert, por mostrarse siempre dispuesto a despejar mis dudas y por la recomendaciion
de bibliografia para una mejor comprension de los resultados de este capitulo, asi como sus

sugerencias para la redaccion de esta parte.

El capitulo 4 fue impartido por Aingeru Fernandez. Este capitulo forma parte de su
Tesina de Maéster y se prueba que, si la solucién de la Ecuacion de Schrédinger con po-
tencial posee decaimiento gausiano en tiempo ¢t = 0 y t = 1, entonces su solucién también
hereda esta propiedad. La totalidad de este capitulo fue redactado por Aingeru, al cual
expreso mi agradecimiento por esto, ademas por las motivadoras discusiones que tuvimos

sobre los resultados de este y otros capitulos .

El capitulo 5 es un apéndice de algunos resultados asumidos al desarrollar los capitulos
anteriores. La primera seccién fue impartida por Luis Urrutia, en la cual prueba el Teore-
ma Espectral para operadores autoadjuntos y no acotados, la totalidad de esta seccién fue
redactado por él. La segunda seccién fue impartida por mi, en ésta se prueba un criterio
que caracteriza cuando un operador simétrico es autoadjunto asi como la existencia de

extensiones autoadjuntas. La tercera seccion fue impartida por Santiago Montaner, donde



prueba el Teorema del Cauchy-Kovalevskaya, asi como el Teorema de Unicidad de Holm-
gren. La cuarta seccion fue impartida por Odei Rey, donde muestra y explica el fenémeno
de dispersion al trabajar con neutrones y su relacién con la ecuacion de Schrodinger con

potencial.

Finalmente, quiero agradecer al Departamento de Matematicas, a mis estimados colegas
de trabajo, los que he mencionado y los que no, ya que han convertido este periodo en Leioa

en momentos gratos y agradables.
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Capitulo 1

Parte de Luis Vega

En este capitulo se asume que el lector estd familiarizado con Teoria de Espacios de
Hilbert, Teoria de Operadores, Ecuacion del Calor y Ecuaciéon de Schrodinger. Para estos
temas, por ejemplo, ver ([3]), ([2]), ([L1]), ([13]), ([11]). Para mayores detalles de los resul-
tados mostrados, consultar los articulos ([5]), ([6]), ([7]) v las referencias contenidas en los

mismos.

1.1. Principio de Incertidumbre

En un espacio de Hilbert H, consideramos los operadores S'y A, simétrico y antisimétri-

co, respectivamente; es decir

Entonces,

0 < [(A+9)[° = (Sv,S¢)+ (A, AY) + (S, Ap) + (A, S)
= (S0, SY) + (A, A) + 2Re(St, AY)

= (5¢,5¢) + (A, AY) + ((SA — AS), ).
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Por lo tanto

~{(SA = AS)p, ) < |59 + || Av|>. (11)
Andlogamente, si cambiamos A por —A, obtenemos

(SA = AS)p,v) < [|Sv* + | 4| (1.2)
Combinando (1.1) y (1.2), obtenemos la siguiente desigualdad

((SA = AS)y, )| < [|S9* + | Av|*. (1.3)

En (1.3), cambiando A por AA y S por %S, se tiene

1
((SA—AS)p, ) < 5 1S9I* + X [ Ag|* < 2|1Sv ] [|Ag| (1.4)
En la dltima desigualdad hemos tomado % = %. Esto es debido a que la funcién

f\) = % \|Sz/;||2 + )2 HAq/JHQ, alcanza su minimo en ese valor. Mds atn,

2

Re [ $uAw| = 1((54 - A8)u. )| < 2501 4v]. (1.5
La desigualdad (1.5), se denomina Principio de Incertidumbre. Por otro lado, ese

cumple la igualdad en (1.1) si y solo si
(A+S)y =0. (1.6)

A continuacion, mostramos algunos ejemplos de aplicaciéon. En todos ellos, los célculos

son formales.

Ejemplo 1 En el espacio L*(R), consideramos los operadores

d
Sp=a2¢p , A=

Es claro que el operador S es simétrico y, por integracion por partes, A es antisimétrico.
A continuacion calculamos su respectivo conmutador

d d d d
(SA—AS)y = (md:p — dmx> P = x%d} — %(331/1) =z

d

d
%¢—x%¢—¢=—¢-
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De (1.1) y (1.4), obtenemos las desigualdades

—~
—_
~

~—

~(sa- a8 = [P < [levf+ [P

~(sa-A8).0) = [ 1o <2 </|xw|2>é (/ W);.

De la ecuacion (1.6), se cumple la igualdad si y solo si la funcion ¢ cumple la ecuacion
diferencial (EDO): d%w = —x1p. Entonces, Yy = CLoe*’cz/2 verifica la igualdad. Por otro

lado, se cumple
0= ((A+8)9, (A+8)¢) = ((S = A)(S + A, ¥) = ((S? — A* + SA — AS)p, ),

ast, Yo cumple las siguientes igualdades
d? 2 2 /12 2
—@¢0+$ vo=1v0 , [ |zl + [ |wo]” = [ lol®. (1.8)
dQ

Sea \ un autovalor asociado a el oscilador armdnico ) + 22. Entonces, por la
x

ecuacion (1.7), X > 1. Por (1.8), el autovalor \g = 1 se alcanza en vpy. Por lo tanto,

hemos hallado la primera autofuncion asociada al oscilador armdnico.

Ejemplo 2 En el espacio L*(R), consideramos los operadores

d
Sy=sg(@y ,  Av=—v.

El operador S es simétrico y, por integracion por partes, A es antisimétrico. A continuacion

calculamos su respectivo conmutador

d d

d d d
(SA=AS)Y = sgn(z) = (sgn(a)p) = sgn(e) - —sgn(e) 7=+ sgn(a)y = 200

De (1.1), obtenemos la desigualdad

((SA — ASYp ) = / 2600 = 2[$(0)* < / [ + / W )
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De la ecuacion (1.6), se cumple la igualdad si y solo si la funcion ¢ cumple la EDO

%w = —sgn(x)y. Entonces, g = ape” 1*! verifica la igualdad. Por otro lado, se cumple
0= ((A+ Sy, (A+8)) = (S — A)(S+ Ay, v) = ((S* — A* + SA - AS)y, ),
ast, Yo cumple las siguientes igualdades

d2
st =200 = =0 2o = [ 1ol + [ fui- (1.10)

2

Sea \ un autovalor asociado a el operador H = Tz 20¢. Entonces, por la ecuacion
x

(1.9), X > —1. Por (1.10), el autovalor \g = —1, se alcanza en gy. Por lo tanto, hemos

encontrado la primera autofuncion asociada al operador H.
Ejemplo 3 FEn el espacio LZ(]Rd) con d > 1, consideramos los operadores
Sy = ;1/} , Ap = V.

El operador S es simétrico y, por integracion por partes, A es antisimétrico. A continuacion

calculamos su respectivo conmutador

(SA— AS)p = —Vip -V (‘””zp) = TV — V=V <$> w=—2"1y
] || || ] ] ||
De (1.1), obtenemos la desigualdad
d—1
~(sa- a5y = [l < [+ [ 190, (1.11)

De la ecuacion (1.6), se cumple la igualdad si y solo si la funcion ¢ cumple la EDO:

X
Vip = ——
Y=

0= ((A+8)9, (A+8)v) = ((S = A)(S + A, ¥) = ((S* — A% + SA — AS)p, ),

Y. Entonces, 1o = age”* verifica la igualdad. Por otro lado, se cumple

ast, Yo cumple las siguientes igualdades

—ado— =Yg = —yo / Aol = / pol? + / Vgol?. (112)

|| ]
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d—
Sea A un autovalor asociado a el operador H = —Ay — 7]

ecuacion (1.18), A > —1. Por (1.12), el autovalor \g = —1, se alcanza en 1py. Por lo tanto,

zp Entonces, por la

hemos encontrado la primera autofuncion asociada al operador H.

Ejemplo 4 En el espacio LQ(Rd)con d > 2, consideramos los operadores

Szp:;'?w . Ap =V

El operador S es simétrico y, por integracion por partes, A es antisimétrico. A continuacion

calculamos su respectivo conmutador

d—2
"

(SA—AS)@z):wa—v(qu/)):ﬂw LV — v< )w——
|z || |z [ ] kd

De (1.1) y (1.4), obtenemos las desigualdades

~(54-48)00) = (@-2) | "”"2 < / il + [1vur, (1.13)

2
CU(SA — AS)E ) = (d— 2) '“”'<2( "”') (/rvw)

jf*

/|Zy‘2 = d-2p /'W’ (1.14)

1.2. Ecuacién de Dirac

Despejando, obtenemos

Consideramos la ecuacién 01 = (aV + imf3)y. Derivando con respecto al tiempo y

usando la notacién de sumacién de Einstein, obtenemos

0} = (aV+imp)(aV+imp) = (a;0;+imB)(adx+imB) = (a;0;0u,05+imBay,dy+a;0;imB—m?3?)

Deseamos que este operador sea el operador que define la ecuacién de ondas: 07 =

A — m?; por lo cual imponemos las siguientes condiciones:

oo + oo = 25jk , Bap+apB=0, (1.15)
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y
F=lqy, aj=a; , =5, (1.16)
donde
0 oy 0 1 0 —i 1 0 I O
o = o1 = ,09 = , 03 = 8=
o; 0 1 0 i 0 0 -1 0 -1y

A continuacién, unos resultados técnicos que usaremos en la demostracion del teorema,

principal, una desigualdad de tipo Hardy.

Lema 1.2.1 Se cumplen las siguientes igualdades:
1. 00 = iejklal, donde

1 permutacion par de (1,2,3),
gjkl = § —1  permutacion impar de (1,2,3),

0 indice repetido al menos dos veces.
2. cAcB = AB +io(A A B).

3. 020V = iV—i—li(x/\V).
|z I

1
4. Si L =—x ANV. Entonces
i

2
Voo — gV == (Iqg+oL).
[ J| r

5. (oL)? + oL = L.

oV (g + UL) + (Iy —i—UL)O’V = 0.

ai(]ld +oL)+ (Ig+ O'L)Ui = 0.
] ]

7. (lg+ oL)? > g, es decir, (Iq+ oL)*, ) > (1, 1)).
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Demostracion:
1. Se puede verificar para cada indice.

2. Usando la igualdad del item 1.

cAocB = (Ujaj)(Ukbk) = O’jajUjbj—i-Z Jijajbk = AB‘HZEjklUlajbk = AB—HJ(A/\B).
g 7k

3. Tomando A = @—' y B =V, y usando la igualdad del item 2, se tiene

0oV ="V +io <”Av> = 2+ T (@AV).
|| || 2| 2] ||

4. Andlogamente, usando la igualdad del item 2, obtenemos

O’VUi—O’iJvzvi—FiO’ (V/\x) —iV—iU (x/\v>
z 2| |z|

|z| 7] 2] ||
:V:r—xV—Zia(x/\V)
x| || |z
2 2 2
=—+-—oL = —(Ig+0oL).
x| || r

5. Desde que L A L =iL, obtenemos

(0L)> =oLoL = LL+io(LAL)=L? - L.

6. Desde que

oV (e"“'f) =0 <—|z|e’”|f + e”'Vf) = —e"x‘o’%f +e vy,

se cumple la identidad

o— = —ellov (e_m') +oV. (1.18)
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Denotamos A = U%(Hd +ol)+ (Iz+ O'L)O'% Entonces, aplicando repetidas veces
x x

la igualdad (1.18), se tiene

A=20 +o0— O‘L + +ULG
\:U\ 2] 2]

=2 (=0 () + 0 + (=elov (e7) 4 0V) oL+ oL (=elloV (1)) +07)

= —2¢ltlov (e_m-) + 20V — el*lov (e_‘$|UL> +oVolL — oL <e|x|0V (e“xl-)) +oLoV

= —26lgV (V) — o (eloL) — oL (o (7))

= —2¢lloV (e_m-) + JmoL — oVoL —eloLoV (e_m-)

= —ellov (e_m —eltlgv (e_m-) —elloLov (e_m-) + a’i—‘aL —oVolL
= —ellov (e717) — ellov (1; + o L) ( |’”‘~) + O'WO'L —oVolL
x

+ el (1 + oL) oV ( ‘xl-) + O‘WO'L —oVolL
x

+ el*lgv ( |x‘-> +elloVeoL (e"‘”‘-) + a|—aL —oVolL

= —ellgv (el
x|

\_/\_/\_/\_/

(¢
— _eelgvy (e ||,
(

— cllgv (e_maL) + O'HUL —oVolL
x

- <e$|av (e7t) + am - UV> (¢L) =0

7. Sea A un autovalor del operador I; + oL asociado a la autofuncién ), es decir:
(Ig+oL) ) = M.
Entonces, por el item 6, se obtiene la igualdad

L) = —Ao-ap. 1.19
L0w) = o le (119

Luego, —\ también es un autovalor de I; + oL, asociado a la autofuncién Jﬁw.

(Iy + oL) <a’;> b = —a’i—‘ (Iy+ oL) ¢ = —0

Asi, aplicando el teorema espectral al operador oL, obtenemos

spec{ oL} ={ =X} jen L ) wenw 5 Ajy e > 0.
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Del item 5, se sigue que (0L)? + oL > 0, entonces

0 < (((6L)? 4+ oL) vy, 005) = (A3ehj — Ay, ¥5) = AF — Ay = Aj(A; — 1).

Asi, A\; > 1 para todo j € N. Entonces, desde que A\; — 1 y 1 + p; son autovalores

positivos de I; + oL, para cada j € N, existe un k € N tal que
>‘j —1=1+ k-

Luego, A\; > 2 para todo j € N.

Ahora, sean () jen, (¢r)ren las familias autonormales de autofunciones asociadas,

respectivamente, a los autovalores positivos y negativos del operador o L. Entonces:

F= Few+ Y (o en)en (1.20)

jEN keN

(Ig+oLl)f = Z(l — NI + Z(l + 1) f5 k) P (1.21)

jeN keN

Haciendo las cuentas, obtenemos
((La+ L)Yy tb) — (U5, %5) = (1= X)* =120 , jeN

<(]Id + O—L)QSD/C790]€> - <90k7§0k> = (1 + Mk)2 -120 ) ke N.

Asi, (I + oL)? — I es un operador positivo tanto en su proyeccién positiva como

negativa, como se queria probar.

Observaciéon 1 Denotamos por 1 y @y los autovalores negativos y positivos del operador

Iy + oL, respectivamente. De la ecuacion (1.21), se sigue que

(Iy+oL)f = Z (v + Z,Ufk<fa or)por = PTf—Pf, (1.22)

jeN keN
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donde Pt y P~ denota la parte positiva y negativa del operador Iy + oL, respectivamente.

Sea | € N, de la ecuacion 1.19, se sigue

€T x x _ €T
<P+aP+> 1= <P+a) (\py) = =P (Alax|¢l> —_PpPtp <a|¢l> —0.

|z |z | |z
(1.23)
Andlogamente
<P‘a|$|P_> = 0. (1.24)
x
Por el item 6 del lema 1.2.1,
Pra— — P a— =a—P"—a—pP~, (1.25)

] EEY ]

aplicando P y P~ tanto a la derecha como izquierda de la igualdad (1.25), y de las
identidades (1.23) y (1.24), obtenemos

_Ptat P =a P~ =Pta_, (1.26)
|| || ||
y
P atPt=a"Pt=Pa_. (1.27)
|| || ||

Desde que P* es un operador proyeccién y de la igualdad (1.27), se obtiene

[ovalipri= [sal Prrro= [sup-alpro= [P val P,
|| |z || ||
ya que P*, 3, a son operadores autoadjuntos, el primero conmuta con 3 y los dos primeros

conmutan con aﬁ.

Teorema 1.2.1 (Desigualdad de Hardy para la ecuacién de Dirac)

2
/‘TQ’d$§/|(av+1mﬂ+eﬂd)zp|2|xdx , m>0,6€R.
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Demostracion: Parte principal de la demostraciéon radica en estimar una cota para la

cantidad
2Re/ (@V + imB + €ly) wa‘i—‘(Pﬂﬂ — Py, (1.28)
Por un lado, se cumple la igualdad
211m/5¢a‘i|(13+¢ — P4) = 0. (1.29)
En efecto, usamos el hecho que Imz = %(z — Z). Entonces:

T 7 —— _
(1,20) = / Bua (P — Py) = / Fia (P = P)

- / Bipa P — / B Py — / Bt Pty + / Foa-tpy
] 2] l ]
- L bt e * R N . a7 oy
(/WWP “/W‘mp “’) (/Wo‘mp “/WWP w)
= —a— Boa-—pP=y) — o2 B L pt
(/WP “W*/W%P “’) (/WP “rx|¢+/ﬁw|w|P 1”)

— ~Ba— L gppw ) — B L gypt
- (/P %W/%MP “’) (/P W“rxﬁ”/oﬂxwwp w)

:/(P_—P+)¢<ﬁax+axﬂ>w — 0,
|z |z|

€ .
ya que a— anticonmuta con 3.

|z

De manera analoga, se cumple la igualdad

x

Re/wa (Ptep — P=1p) = 0. (1.30)

]
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Reemplazando las igualdades (1.29) y (1.30) en (1.28), se tiene

2Re/ (aV +imf + €ely) wai(Pﬂb — P~y) = 2Re/oevwaglj (Pt — P~v). (1.31)

|z ||
Hacemos las cuentas para calcular una expresién reducida de (1.31). Por un lado, se

tiene

2Re/avwa$PﬂZ) - /avwaxp+w+/ommxp+w

] ] |z

- / awa%mpﬂwr / aViar ’P+P+w
- / a%aVPJrz/JPﬂb - / onoz%PerPﬂ/J (1.32)
xr Xz
< aVa||> PTyP+y
/ (Ig + aL) Pt PTap,
y de manera andloga, se tiene
. . -
2Re/avwa’;Pw = _Q/M(Hd +al)P ¢y P~ . (1.33)

Reemplazando (1.33) y (1.32) en (1.31), obtenemos

(1,28)] = ’ 2/‘ |Hd+aL)P+¢P+zp+2/| (Ig + aL)P~ P~
=2 [ (1Pt + Pl (134

ol
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Por otro lado, por Cauchy-Schwarz, se tiene

1
1(1,28)] = 2 Re/ 22 (aV + imf + €ly) sza‘;(Pw - P—w)‘
. 1 x

o\ 1/2
ozx(P+1/;—P_1,Z))‘) (1.35)

||

<2 (/ ] !(W+imﬁ+eﬂd)¢y2>1/2 (/lel
o fatowsmreanst)” ([ (1)
=2( [ el @ +im +eﬂd>w!2>1/2 (/ Iwﬁ)m

Finalmente, de (1.34) y (1.35), se concluye la prueba. [

1.3. Teorema Virial

Sea la ecuacién de Schrodinger lineal
oy =iAY reR, teR. (1.36)

Haremos unas cuentas para estimar la cantidad [ |:z:]2 ]w(x,t)\Qda:, la cual esta rela-
cionada con la posicién de la particula en un tiempo t. Para esto, procedemos de manera

formal. Consideramos dos funciones, una radial ¢(z) = ¢(|z|) y la otra h, definida por

() = [ (o) (e, ) o (137)
donde 1) es solucién de la ecuacién (1.36). Denotamos 9y1) = 1, entonces
d _ - - _
2 (@ ) = + vty =1 (A — pAY) = idiv (Vg — V) = —2divIm (Vo9

(1.38)

La primera derivada de la funcién h viene dada por

W (t) = /gi)(x)jt |oh(z, 1)) de = 2Im/¢div (Vi) = ZIm/Vd)Vz/}w. (1.39)
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La segunda derivada de la funcién h viene dada por
() = 2Im / qu% (V)
— 9Tm / Vo (Vb + Vi)
= 2Im / Vo (V(iAY)) + Vib(—iAy))
= 2Re / Vo (V(AY)P — Vi (A))
—2Re [ AVV(VaD) - VUBIVS
~ 2Re /  (APAGT + APV — VYAGV
= —2Re / AYAg) — 2Re / AYV oV — VAPV e
= —2Re / AYAg) — 2Re / Vo(AYVY + ApVy)
— 2Re / AYAG) — 4Re / VoAUV
= —2Re / AYA¢) — 4Re / VoAV
— —9Re / AYAGY + 2V APV
— —4Re / Avp (vw + ;Aczﬁ) ¢
= —4Re / AYAY = 4Re / ViV Ay,

1
donde A = VoV + §Aq5. Por lo tanto, al ser A un operador antisimétrico, obtenemos

W (t) = 4Re/v¢Aw + 4Re/V¢(VA — AV = 4Re/V1/J(VA —AV)Y.  (1.40)
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Ahora calculamos el respectivo conmutador
(VA-AV) Y = V(Ay) — A(VY)

= (vovu+ 5a0w) - (VoV(Ta) + Ha0TY)

6%+ Vohy + L (Vg + Ave) - orw— Lagwy
_ (Aw + ;vmz)) v,
Por otro lado, se verifica
2Re / PV ASTT = / PVAGVD + / TVAGVY
— [ vavase) + [ vuvas
= ([T + TTaGV + 9(8%)T + 070V )
_ —2/A2¢W _ 2Re/wA¢w.
Entonces
2Re/WA¢v¢: —/A%yw?. (1.42)

Reemplazando (1.41) y (1.42) en la ecuacén (1.40), obtenemos

h'(t) = 4Re / Vi (Agbv - ;VAqﬁ) (G
= 4Re / VipA¢Vi) + 2Re / ViV Adp
—1 [ Vosovi- [ Ao,
Por lo tanto, hemos demostrado el siguiente lema.

Lema 1.3.1 Sean ¢ una solucion de la ecuacion (1.36), ¢ una funcion radial y h definida
por (1.37). Entonces
W) =1 [ VondTs - [ A%,
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Si ¢(x) = |z|*. Se cumple que
Ap=2I; , A2p=0.
Por lo tanto, el siguiente corolario es consecuencia inmediata del lema 1.3.1.

Corolario 1.3.1 i ¢(z) = |z|>. Entonces

B (#) :8/]V1/J(x,t)]2da:.

Si 1 es una solucién de la ecuacién (1.36), entonces la funcién [ [ (x,t)|* dz es constante.

En efecto, de la ecuacién (1.38) obtenemos

jt/\zp(x,t)\?dx = —QIm/div (Vo) = —QIm/vwvw+A¢zp: 0.

Como V1) también es solucién de (1.38), se cumple

d 2 .
dt/|V¢(x,t)| dz = 0. (1.43)

Teorema 1.3.1 Sea ¢ una solucion de la ecuacion (1.36), con condicién inicial o(x) =

Y(z,0). Entonces
()= [ laf [0t t) ds

es una funcion convexa. Mds aun, es una funcion polinémica de grado 2.

Demostracion: Denotamos las constantes

o= [l @) dz . b= [ Vo) da, (1.44)
Por el corolario 1.3.1 y de (1.43), h”(t) = 8b > 0. Por lo tanto, h es una funcién convexa.
Maés ain

h(t) = a+ b (0)t + 4bt>.
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Lema 1.3.2 Sea 1) una solucion de la ecuacion (1.36), con condicion inicial 1. Entonces

a. Siv € R, la funcion v, (z,t) = e‘it|”‘2+i”’a’z/1(a: — 2ty t) también es solucion de

(1.86), con condicién inicial 1, (z,0) = e~V Ty (x).
b. Si xg € RY, la funcion entonces % (x,t) = (x — x0,t) también es solucion de la

ecuacion (1.36), con condicion inicial 1*0(x,0) = o(x — x0).

Observacién 2 (Sobre 1/(0)) En la demostracion del teorema 1.3.1, se puede considerar

R'(0) = 0. En efecto, si(x,t) es una solucién de la ecuacion de Schridinger
O = iAY, (1.45)

con condicion inicial o(x), entonces Y(x,—t) también es solucion de la ecuacion de

schrodinger, con condicion inicial 1g(x). Por lo tantom, las cantidad a y b definidas en la

prueba del teorema 1.3.1, son las mismas para ambas soluciones. Por lo tanto,

() = [ o) wla ) de = [ o) [5G0 do = [ ota) Wo(w, ~0) do = h(-0)

Entonces
a+ h(0)t + 4bt* = h(t) = h(—t) = a — I/ (0)t + 4bt?,
ast, h'(0) = 0 y h(t) = a + 4bt?.
A continuacion, hacemos una cuenta formal para derivar la desigualdad de Heisenberg-
Pauli-Weyl. Para lo cual, procedemos tal como en la primera seccién de este capitulo. En

L? (Rd) consideramos los operadores Sv = ¢ y Ay = Vo y calculamos su respectivo

conmutador
(SA— AS)w = S(A¥) — A(Sw) = S(VE) — Alav) = 2V — V(a) = —di.

Entonces

[ 1 = (54~ as)0.0) < 20590 vl =2 ( [ 1oP W)m (/ rwﬂ)m.
(1.46)
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La desigualdad (1.46) es llamada desigualdad de Heisenberg-Pauli-Weyl .

Sea una 1 solucién de la ecuacién de Schrodinger con condicién inicial ¥g(x) tal que
ll4bol|3.2 (rd) = 2/d. De la definicién de las constantes a y b, y la desigualdad (1.46) aplicada

a g, se sigue que 1 < ab. Entonces
2 4 5
h(t) = a+4bt* > a + —t*,
a

donde la igualdad (1 = ab) se cumple si y solo si existe una funcién ¢ tal que (S+ A)p = 0.
Tal funcién existe y se trata de la gausiana ¢(z) = Ke_‘x|2/2, donde K es una constante

tal que ||QOH%2(Rd) =2/d.

Lema 1.3.3 Sea ¥ una solucion de la ecuacion Oyp = (S + A), donde los operadores S
y A son simétrico y antisimétrico, respectivamente. Si [S, A] = SA — SA > 0, entonces la

funcion H(t) = (y,0) es logaritmicamente conveza.

Demostracion: Calculamos la primera y segunda deriva de H.

H'(t) = (e, ) + (¥, ) = (S + A, 40) + (9, (S + A)ih) = 2(S¢, ).
H(t) =2 (((SY)e, ¥) + (S¥, ¥)

S, ¥) + (5S¢, ¢1))

e, SU) + (S, vr))

(S + A)p, Sv) + (S, (S + Ay, v))

4(S, Sv) + 2((SA — AS), ).

{
{
{
{
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A continuacidn, calculamos la segunda derivada de log H.

H' / H'H — (HI)Q
(log H)" = <H> -

(4(S%, SY) + 2((SA — AS)p, ) (b, 9) — (2(Stp,))”

(¥, 9)?
_ AISYIP I — 48w, )® | 2((SA - AS)y, ¥)
[l el
L 2A(SA= A )
- )1 a
El resultado se sigue de esta desigualdad. [

Ejemplo 5 En el espacio L*(R), consideramos S = 0 y A = i0,. Es claro que los oper-
adores S y A son simétrico y antisimétrico, respectivamente. Como SA — AS =0, por el

lema 1.3.3, se cumple la desigualdad

[waor < ( rw<w,o>|2dx>12t (/ |w<x,1>|2dx);.

En particular, si¥(x,1) =0 y ¢(x,0) € L2(R), la solucién de la ecuacion Opp = 10,1
es idénticamente nula. Andlogamente, se obtiene desigualdad para los pares S = A;A=0

yS=0A=iA.

Teorema 1.3.2 Sea @ una solucion de la ecuacion Opp = iAp. Sean A > 0 y la funcion
H definida por
1O = [P P

tal que H(0) + H(1) < co. Entonces log H es una funcion conveza.

Demostracién: Usamos el lema 1.3.3 para probar que la funcién log H es convexa. Seguida-

mente, enunciaremos un lema previo para probar que H(t) < oo.
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Sea ¢(z) una funcién radial y H(t) = (e*®), e*) = (f, f), donde f = e*?4). Entonces:

AY = Ale ™ f) = divV.(e M f) = div(=AVge M f + e V)
= - MNApe M f + Vo(=AVpe M f + eV f)) + (=AVpe 2V f + e Af)
= M M f LNV e M f — AVhe MV f — AVpe MV f + e MAf
= e M AAGS + N2 |VY[> f — 2AVOV f + Af)
= e (N2 |V + A)f — (MG + 2AV V) f).
Entonces

Of =Y =ieMAY = i(N2 Vo2 + A)f —i(AAG + 2AVoV) f = (S + A)f,  (1.47)

donde S = —iA(A¢ +2V¢V), A = i(A\2|Ve|? + A). Es claro que los operadores S y A son
simétrico y antisimétrico, respectivamente.

Para ¢(z) = |x|?, se tiene las igualdades
V(p) =2z , A?¢p=0.

Entonces
(SA— AS)f, f) = A (32)\2/|x|2 12 +8/|Vf|2> >0,
Por el lema 1.3.3, la funcién log H es convexa. De hecho, se puede refinar esta cota por un

nimero estrictamente positivo. En efecto, por la desigualdad de Heisenberg-Pauli-Weyl, se

Ad/w = <4A2/96|2|f|2)1/2 </|Vf|2> 2
<3 <4A2 [ e |f|2> v < / Wﬂz)

tiene
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Multiplicando a ambos mienbros de la desigualdas por 16\, ontenemos

(SA— AS)f, f) > 16)\2d/ 112> 0.

Lema 1.3.4 Si v es una solucion de la ecuacion Opp = (S + A)Y, donde los operadores S

y A son simétrico y antisimétrico, respectivamente. Entonces

1 1
/n’(t)H’(t)dtzn’m})—/ ' (t)H (t)dt. (1.48)
0 0

Ademds, si consideramos una perturbacion del sistema inicial: Opp = (S + A)y + V (z, 1),
entonces

1

1 d 1
| o @i =2misv.ol -2 [ g sv.0a+2me [ @ C v v (1.9
0 0 0

Demostracién: Sabemos que (n/H)" = n"H + n'H', integrando de 0 a 1 y usando el
Teorema Fundamental del Célculo, se sigue la igualdad (1.48). A continuacién mostramos

la igualdad (1.49).

H'(t) = (¢, ) + (¥, ) = (S + A + Vb, o)) + (4, (S + A)p + V)
= ((S+A), ) + (¢, (S + A)) + Vb, ) + (4, V)
= 2(5%,9) + 2Re(V, ),

por lo tanto:
1 1 1
[ =2 [ oisva +ome [ @ eou v
0 0 0

1 1
= 2n(svlb =2 [ ng(Sv.) + 2Re [ OO0 0
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Observacién 3 (Recuperacion de la funcién H) Sea ¢ una solucion de la ecuacion

de Schridinger con potencial, Opp = (S + A)p + V(x,t)1p. Entonces

(50, 9) = {(S)ur ) + (S0, ) = (S4u,18) + (S, 0) = (S0} + (S, )
(5 + AV + Vi, 54) + (S, (S + Ay + Vo)

(5 + A6, 54) + (Ve S9) + (S, (5 + A)8) + (59, Vo)

2(S, Sv) + ((SA — AS)Y, ) + 2Re(Vp, Sv).

Luego, de las igualdades (1.48) y (1.49), obtenemos

1

v - | O Hd = (S, v} — 2 | ntsv.vide+ 2 | OVt )
0 o dt 0
= 20fsv, b 2 [ 020, 50) + (S~ A9 0) + 2RelV v, S0)]
+ 2Re /01 0 (E)(V (-, ), ) dt.
Imponiendo que n(0) = 0 = n(1) de manera que el término n{Sy, )|} se anula, entonces

1
4/0 n<sw,sw>+2/0
1 1
— i H|} + 2Re / W () V(- ), 6)dt — 2Re / n(Vep, S0 dt.
0 0

1

(54~ A8y jar — | @

De esta igualdad, si consideramos funciones n con suficiente regularidad y, por ejemplo,

si V € L%, se puede recuperar la funcion H.

1.4. Ecuacion del calor vs Ecuacién de Schrodinger

En esta seccién las cuentas seran hechas de manera formal. En R?, es conocido que la

solucién fundamental de la ecuacién del calor, ¢ = A, viene dada por

|=|”
P(x,t) = ok 4t (1.50)
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Sea a > 0 y hacemos el cambio ¢ — t +ia. La funcién ¢.(x,t) = ¢(x,t + ia) también es
solucién de la ecuacién del calor y, por (1.50), se tiene

[ t|z|” iae|’

__ 1 “4(t4ia) _ L T4+ a?), AL+ a?)
¢C(x; )_(t+la)d/2€ _(t_}_la)d/ze (& .

Estudiemos la dindmica de ¢. a medida que pasa el tiempo.

= Para t = 0, se tiene

1 lm? ||
= 4 ~ fLind
¢c(z,0) (ia)d/Ze cos ( 1 ) .

= Para t = na, con n € N, se tiene

na |z|? ia|z|? nl|z)?
4(n2a? +a?), 4(n2a? + a?) “da(n? +1)

¢c(x,na) =

(na + ia)d/Qe ~e

la cual es una funcién gausiana centrada en 0 y de base (2a (n+ %))1/ ?. Intuti-
tivamente esto refleja que para valores 0 < a < 1, la solucién es muy concentrada
alrededor del origen; y para valores de a > 1, la solucion se dispersa alrededor del ori-

gen. De hecho, podemos calcular explicitamente el valor critico del tiempo en el cual

t
cambia la dindmica. Basta con hallar el maximo de la funcién f(t) = —m;
a

para lo cual, calculamos la derivada de f.

s A+ a?) —t(8t)  4a® — 412
Fo) == (2+a2)?2  (2+a2)?

Esta derivada se anula en ty = a. Esto corrobora lo que intuivamente notamos. Es

decir, desde el tiempo 0 < t < a, la solucion se estd concentrando alrededor del
origen y, en el tiempo ¢ty = a alcanza su maxima concentracién; para luego empezar

a disperzarse. Aun asi, mantiene su forma de gausiana.

Por otro lado, si hacemos el cambio ¢ — it + a, la funcién ¢s(x,t) = ¢(x,it + a) es una

solucién de la ecuacién de Schrodinger 1, = iAwy. Entonces

jf? alz|” it |z|”

C4(it4a) _ e At2+a?), A2 +a?)
(it + a)¥/?

st(ﬂf,t) = me
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Veamos la dindmica de ¢, a medida que pasa el tiempo.

= Para t = 0, se tiene
|

1
s 70 - /9 40’7
¢s(x,0) ad/2e

la cual es una funcién gausiana centrada en cero y con base (2a)'/2.

= Para t = na, con n € N, se tiene
alef it | af?
1 1 “4(n2a2 + a?) ,4(n%a? + a2 “da(n?+1
bulana) = oty = L ) )~ dal? 1)

)

la cual es una funcién gausiana centrada en el origen y de base es (2a(n?+1))'/2. Note-
mos que esta cantidad crece mas rapido que la base encontrada para la ecuacién del
calor, es decir a medida que pasa el tiempo, la solucién de la ecuaciéon de Schrodinger
se disipa rapidamente, a pesar de que en el tiempo t = 0, se comportaba como una
sinoidal. Esto es debido a que la funcién f(t) = % aleanza su méximo en

4(t? + a?)
to = 0.

Concluimos que, mientras la solucién de la ecuacion del calor en tiempos cercanos a
cero, se concentra alrededor del origen hasta llegar a un tiempo critico a partir del cual
se disipa conservando la estructura gausiana. Por el contrario, la solucién de la ecuacién
de Schrodinger se disipa inmediatamente para un tiempo ¢ > 0 y con una velocidad de

disipacién mayor que la del calor.



Capitulo 2

Parte Naiara

En este capitulo se asume que el lector estd familiarizado con Teoria de Espacios de
Hilbert, Espacios LP, Teoria de Operadores, Ecuacién de Dirac. Para estos temas, por ejem-
plo, ver ([3]), ([8]), ([L1]), ([13]), ([14]). Para mayores detalles de los resultados mostrados,

consultar el articulo ([1]), y las referencias contenidas en el mismo.

2.1. Extensiones Autoadjuntas del Operador de Dirac

Consideramos los operadores Hy = —iaV +mf y H = Hy 4+ V. La ecuaciéon de Dirac

con potencial V viene dada por
i0up(x,t) = H(z,t).

En este capitulo estudiamos bajo qué condiciones sobre el potencial V, el operador H es

autoadjunto. Propiamente hablando, se mostrara que si V es simétricoy sup |z| [|[V| <
x€R3/{0}

1, entonces H es autoadjunto en un subespacio de L? (]R3, (C4).

Previamente, damos la definicion de operadores simétricos, autoadjuntos y esencial-

mente autoadjuntos. Sea T' : D(T) C H — H un operador densamente definido en un
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espacio de Hilbert H. Definimos el conjunto
D(T*)={y € H|3¢* € H tal que (Ap,¥)r = (p, ") g para toda ¢ € D(T)}.

Para cada ¢ € D(T), v* € H es unico. En efecto, si (T, v) = (0, ¥7) v (Tp,¢) =
(p,3), para toda ¢ € D(T'). Entonces

<9071/)T_¢>2k>:0 ’ QDGD(T)

Desde que D(T') e sun subespacio denso de H, se sigue que ¥] = v5. Por lo tanto, la

aplicacién T : D(T*) C H — H dada por T*¢ = 1)*, esta bien definida.

Definicién 2.1.1 Sea T : D(T) C H — H un operador densamente definido en un espacio
de Hilbert H. El operador T* se llama dual de T.

Definicién 2.1.2 Un operador T : D(T) C H — H, densamente definido en un espacio
de Hilbert H, se llama simétrico si T C T*, es decir, si D(T) € D(T*) y Tv = T*Y para
toda ¢ € D(T).

Definicion 2.1.3 Un operador T es llamado autoadjunto si T = T, es decir, si T es

simétrico y D(T) = D(T™).

Teorema 2.1.1 Sea T un operador simétrico en un espacio de Hilbert H. Las siguientes

afirmacione son equivalentes:
a. T es autoadjunto.
b. T es cerrado y ker(T* £1) = {0}.

c. Ran(T +1) = H.

Definicién 2.1.4 Un operador T : D(T) C H — H, densamente definido en un espacio

de Hilbert H, se llama esencialmente autoadjunto si T es autoadjunto.



2.1. EXTENSIONES AUTOADJUNTAS DEL OPERADOR DE DIRAC 32

Corolario 2.1.1 Sea T un operador simétrico en un espacio de Hilbert H. Las siguientes

afirmacione son equivalentes:
a. T es esencialmente autoadjunto.
b. ker(T* +1) = {0}.
¢. Ran(T£1) = H.
Ahora, hacemos un repaso breve de la literatura.

» El operador Hy = —iaV + mf es autoadjunto en H' (R3,(C4). Intuitivamente Hg
describe los movimientos realtivistas de particulas con spin 1/2 y sin interaccién
entre atomos o fuerzas externas. Este es un modelo idealizado, por lo cual, para

hacerlo mas realista, se adiciona un potencial V.

= Kato '80. Si |[V;;| < §+bcona < 1yb>0. Entonces Hy+ V es esencialmente
autoadjunto en Cg° (]R3, (C4).

s Weidmann '71. SiV = \%I]Ll' Entonces, H es esencialmente autoadjunto en Cg° (R3 , (C4)

si y solo si |v| < @ y es autoadjunto en H' (R?’, (C4).

» Wiist '73. SiV = |Z—|]I4, con v < 1. Entonces H posee una tnica extensién autoadjunta

de H tal que D(T) C D(r~'/?).

» Schimcke '76. Para el caso anterior, probé que existe una tnica extensién autoadjunta

de H en C° (R3,C*) con D(H) C HY2

» Esteban y Loss, 2007. Si H = Hy + |g—| con v una matriz diagonal tal que |v(z)| < ﬁ

T

y A € (—1,1). Entonces:

1 |o. V¢|
< A) L}
/|IL‘H¢’ / ‘x| +)\ I+ /’¢‘ t ) € Lioc-
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w1 0
s SiV = , donde w; es una funcién real o medida, wo > 0y m > 0. Si

0 w9

w; <V; < A para i = 1,2. Entonces:
||

A V¢| /
Vilol? < A)
[wior< [ BT e [l
‘ v/ lz]  0.A - ‘
Observacién 4 FEl potencial V = , no cumple las condiciones anteri-
0. A v/lz|

ores. Fn este caso, se hace uso de extensiones autoadjuntas.

En el teorema 1.2.1 del capitulo 1, se probé la desigualdad de Hardy para la ecuacion

de Dirac:

2
/%de/](iaV—l—mﬁiein)w\g\x]dx , m>0,ecR. (2.1)

Lema 2.1.1 Se cumple la desigualdad:

S/M laVip|? S/\(av+imﬂieﬂd)w\2|m|dx , m>0,eecR.

Teorema 2.1.2 Sea V una matriz simétrica tal que sup |z|[|[V] =¢c < 1. Si ||V] =
z€R3/{0}

sup <V¢,V1/))1/2 y f € L* (R® C*). Entonces:
l¥]1=1
» Existe una tnica 1 € L? (Rg, (C4) tal que
/¢ (H+1)p /fgo , para toda o € L?, (H +i)p € L% (2.2)

= Eziste una tnica 1 € L? (R3, (C4) tal que

/¢ —1) /fcp . para todap € L, (H —i)p € L2 (2.3)
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Ademds:

16l < 171, (2.4)
[ e <cus oo (2.5)
/M 2l VoP < CIfI2 . C>o. (2.6)
[l < Cllfl, 5 C>o0. (2.7)

Sean f1, fo € L? y sus correspondientes 11,1 € HY/2. Entonces
/(Hii)%?/}z = /¢1(H¥i)¢2- (2.8)

Demostracion: Dividimos la prueba en varios pasos. Primeramente, probamos que H es

simétrico en un subespacio denso de L?. Luego, usando argumentos de densidad probamos

el resultado.

1. Sea D = {¢p € L*(1 + |z|) | HY € L*(1 + |z[)}. Entonces, para todo f € L*(1 + |z]),

existe un dnico ¥ € D tal que (H+1i)y = f.
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En efecto,
(H + i) = f
= (laV-mp—-i+V)y=f
’$|1/2 |£U‘1/2 1 1

= E (iaV —mg —1) |x\1/2¢+ 2172 a7 lz| Vo = f

. . 1 1
= |22 (1aV —mp — 1) |e]'? —50 + |2| V—50 = | /* f
2] 2]

~ ‘ ‘ 1
(K =lol!"* (a7 = = el w0 = 0 F = ol f)
X

— Kw+ |z|Vw=F
(K = K~V = |z % (laV — mB — 1)~ |x|_1/2>
— [+ K|z|V)w=jw+ K |z|Vw=KF

— [|[K|z|V| <1
|K |z| VF|
= sup——m—

<1
F20  |F|

= [[K[z| VE|| <o|[F[|, v<1

= /IK\xIVF\2 Sv/]F|2
_1/2 . a—1 _1/2 1/2 2 )
— ’\xl (iaV —mf —1)" || \SUW(!x\ f)‘ <o [1al1f
1

Entonces, bastara probar la ultima desigualdad. De la ecuacién (2.1), se tiene

1 . o — 2 i ; . —i_l 2 2 2

[ 0¥ = mp = el VI = [ (0¥ = mp =71 ol [V
L. —1 (2
Sc/m}(lozv-mﬁ—l) 1f‘

<e / 2] £
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Entonces

([ rw\wf)m <c(/ |F|2)1/2,

K |x|VF
es decir: supw < ¢ < 1. Por lo cual, el operador I; + K |x|V es invertible.

F£0  |F]

Por lo tanto, la ecuacién (I+ K |z| V)w = KF posee una tnica solucién, y viene

dada por la serie de Neuman

8

w=(1+K |z| V)~ = (~1(K |z| V) (KF),
7=0
entonces
= |z|Y?w=(1+K |z|V)~ = (=1 2 (K 2| VYI(KF)  (2.9)
7=0
Desde que

K|z = |22 (aV = mB — 1)~ 2| V2 |z = (aV —mB — i),

KF = |z| Y2 (aV —mB — 1)~ 2|2 2|2 f = |2| V% (iaV — mB —i) "1 f.

Reemplazando estas igualdades en la ecuacién (2.9), obtenemos
Y = Z ((iaV —=mpB3 —1i)~ V) (iaV —mpB —1i)71f. (2.10)

Una vez probado la existencia y unicidad de 3, atin queda por probar que pertenece

a D. Para esto, veamos algunas consideraciones:

(a) Sean ¢ = (iaV —mB+ely) ' f y e = 1. Reemplazando en la desigualdad (2.1),

obtenemos

[ i 16a¥ ~ma i 1P < [ el £ (211)
Por hipétesis, f € L2(1+ |z|) C L?(|z|). Entonces, la desigualdad (2.11) implica
que (iaV —mpB i)~ f € L3(1/]|z]).
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(b) Sea g € L?(1/|x|), entonces g/ |z| € L?(|z|). Por la hipétesis sobre la matriz V
se sigue que
1

[Vg| < Tl lgl, (2.12)

Lo cual implica que Vg € L?(|z|).

Por lo tanto, de las consideraciones (a) y (b), la serie ¢ definida por (2.9), es conver-
gente. Mas atin, ¢ € L%(1/|z|) y Vi € L?(|z|). Como (iaV — mB — i)y + Vip = f,
entonces (iaV —mfB — i)y € L*(|z|).

Por el lema 2.1.1, iaVe € L?(|z|), entonces (—mB — i) € L?(|z|). Asi o € L?(|z|)

y de la consideracién (a), 1 € L?(1/ |x|). Entonces:

2 [ 1 12 <1 >/< )/
Jt = [ ot (f grwe) ([ wer) <o

Por lo tanto, f € L*(1+|z|) y desde que Hi) = f—it, Hiy € L*(1+|z|). Esto prueba

que para todo f € L%(1 + |z|), existe un tinico ¢ € D tal que (H +i)y = f.

De manera anéloga, se prueba el otro caso, que (H — i)y = f.

2. Como segundo paso en la prueba, mostramos que H es simétrico en D.

En efecto, sean 1,12 € L?(1 + |z|). Por el paso 1, existen fi, fo € D tal que

(H+id)yr=fi , (H—i)Y2=fo

Mas atin, de (2.10), se tiene las igualdades

o0

Y1 =3 (~1Y ((ilaV —mB —1)"'V)’ (iaV — mf — i) f1. (2.13)

J=0
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vy =D (~1) ((iaV —mB +1)7V) (iaV — mB +i) "L fa. (2.14)

J=0

Hacemos un breve paréntesis para hacer unas cuentas que usamos mas adelante.

Observacién 5

(iaV —mB +i)(iaV —mfB —i) = (iaV —mpB)* —i* = A+ m? + 1.

Entonces
1
(iaV —mpB+i)~t = m(mv —mBFi) (2.15)
Yy
(iaV —mp +4i)* = (iaV)* — (mpB)* £ (ily)" =iaV —mp F1i (2.16)

((iaV —mB+i)™) = ((iaV —mB+i))"" = (iaV —mBFi)"" (2.17)
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Retomando a la prueba del paso 2, tenemos que

(Hpr,1b2) = ((H + )1, 2) — ib1, o)

= (f1,2) — i1, v2)
De (2,14)

o0

= (f1. (-1 ((1aV = mB +1)7'V) (1aV = mf + 1) o) — i{eh1, o)

Jj=0

=31, (-1 ((aV = mB +1)7'V) (aV — mf + 1) fa) — i1, o)

De (2,13) y (2,17)

Por lo tanto, H es simétrico en D.

3. Para todo f € L*(1 + |z]), se cumple [[¢]l5 < || ]l

En efecto, por el paso 1, sabemos que para todo f € L%(1 + |z|), existe un tinico

¢ € D tal que (H + i)y = f. Entonces

1l 2 9] o = T (f, ) = Tm((H + i), 40) = Im(Hp, ) + Tm (i (1), ¥)) = ||[v)]|22 ,

de lo cual se obtiene la desigualdad.
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4. En este paso, mostramos la existencia de la funcién ¢ € L2(R3, C*) tal que cumple

la igualdad (2.3) (la igualdad (2.2) es andloga).

En efecto, el espacio L?(1+]|z|) es denso en L?(R3, C*). Asi, para cada f € L?(R3,C*),

existe una sucesion (f,),en € L2(1 4 |z|) tal que lim f,, = f en L?(R3,C*). Por el
n—oo

paso 1, para cada n € N, existe ¥, € D tal que (H + i)Y, = f,. Por el paso 3, se

cumple la desigualdad

[¥m = ¥nllz < lfm = full2  para todom,n € N. (2.18)

Al ser (f,) una sucesién convergente en L2, en particular es una sucesién de Cauchy.
La desigualdad (2.18), implica que (1) es una sucesién de Cauchy en L2. Por lo

tanto, existe ¢ € L?(R3,C*) tal que lim 1, = ¢ en L.
n—oo

Por otro lado, de la igualdad H,, = f,, — iy, se sigue que la sucesion (H1,) también
es una sucesién de Cauchy en L%(R3,C*). Por lo tanto, existe ¢ € L?(R3,C*) tal que

lim H+, = ¢ en L2
n—oo

El operador H involucra el operador iaV, el cual es una matriz cuyos componentes
involucran derivadas parciales. Entonces, lim Ht, = Ht en L?> y Hy = ¢ en el
n—oo

sentido de las distribuciones, es decir

(H+i)Yn,p) = (fn,¢) , paratodon € Njp € D
(Htpn, @) + i(thn, @) = (fn, ) , paratodon € N,p e D
(thns HO) 4 (b, —i0) = (fn, ) , paratodon € N p e D
(thn, (H —i)@) = (fn, ) , paratodon € N,p e D

/wn(H—i)go:/fngD , para todonEN,goef).
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Tomamos n — oo, entonces
/w —1) /fgo , para todo ¢ € D. (2.19)

Como el conjunto de las funciones en el espacio de Schwartz S es denso en L?, y
S C 1~7, se sigue que D también es denso en L2. Por lo tanto, por argumentos de

densidad, la igualdad (2.19) se cumple para funciones ¢ € L?, es decir
/w —1) /fgo, para todo ¢ € L?, (H —i)p € L.

5. La funcién ¢ del paso 4, es tnica.

En efecto, sean f € L? y 11,15 tal que se cumple la igualdad del paso 4. Por el paso

3, y siguiendo la demostracion del paso 4, se tiene la desigualdad

||wm - 1/}71“2 S ||fm - anZ , para tOdO m,n € Na

tomando m,n — oo, entonces |[1)1 — 12|, = 0. Por lo tanto, la unicidad esté probada.

Hasta el momento, hemos probado las igualdades (2.2), (2.3) y la desigualdad (2.4).

6. En este paso, probamos la desigualdad (2.5).

Definimos la funcién 7 como



2.1. EXTENSIONES AUTOADJUNTAS DEL OPERADOR DE DIRAC 42

Definimos f = (H + i)(m)). Entonces

f=(=iaV+mp -V +i)(ny)
(—=iaV)(n) + mB(mp) — V() +iny
(i) (Ve +nVip) +mnBiy — Vi + iy

—1aVn — inaVy + mnBy — nVy + iny

(2.20)

(—iaVn)y +n(—iaV +mpB —V + i)y
= (—iaVn)y +n(H + i)y

Veamos las estimaciones para cada uno de estos sumandos.
[ tallGavme = [ jallaVnel+ [ jallavnul
R3 |z|<2 |z|>2
— [ lallGavaf
|x|<2
<2 [ JGavaul
lx|<2

<2 [ laVnuf (2.21)

2C 2
< /3 ||
De (2,4)

< 20/ f)? < oo,
R3
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/ el [n(H + iyl = / ) [ (E + ) + / 2] [n(E + D)
R3 |z|<2

|z|>2
- / 2] [ (E + i)ep?
|z <2
§2/ In(H + i)y
=<2 (2.22)
H + )2
< /M\( + iyl
< [ 1+
< [ WP <oe

De (2.20), (2.21) y (2.22), se tiene que f € L%(|z|). Por otro lado, de la desigualdad
(2.1), se tiene

[ it < [ 16+t ial = [ 12l 7] <o, (223)
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entonces i € L2(1/ |x|). Asi

1, 1., 1.,
[oail=[ Sl [l
R3 | 7| || <1 |z| || >1 |z|
1 1,
= [ ol [l
zj<1 17| z)>1 17|
1
< [ o+ [
Rs || R3

< [l + [ i

De (2,20) :

:/ |x||(—iaV"7)¢+77f\2+/ Iis
R3 R3

. 2 2 2
< [ talliane+ [ jallar+ [ 1

— s 2 2 2
= [ eliiavner+ [ jellngf+ [ 15

i 2 2 2
< [ ciavmer s [ elinr+ [ 15

e /| B+ C /| 12+ [ 111
<o [ ot eca [ 1+ [ 1

sc/ 2,
R3

donde C = C7 + Cy + 1.
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7. En este paso, probamos la desigualdad (2.6).
/ 2| [ia V| = / 2] |50V — mB+V + i) + (mB — V — i)
|z|<1 |z|<1
< /|| ol 10V = mp -+ +0f + [ ol g~V = )
x|<1

|z|<1

— [ el vl [ fellms - v - il
lz|<1

Jz|<1

= 2 2 \VZ 2 .2
[ el [ telmse [ alrel [ el

- / B T I o IR s
Jz|<1 |z|<1 Jz|<1 |z|<1
/ F12 4 m?||5)? / [ + V)2 / 2 + / e

<c [ 1,

donde C = 2 + m? Hﬁ”2 + HVH2

8. En este paso, probamos la desigualdad (2.7).

/w w\/—isz/RS iava(z’aV)—lzp:/RS iV,

donde ¢ = v/—A(iaV)~14. Entonces

zaquS’

zaV + V) — / Vd)gb‘

<

/ (taV + V)@Dgf)‘ + V@bd)‘
R3 R3

<(/ !<iaV+V>w|2>1/2 (f10) "y (/ ;wF)W (i |¢\2>1/2

=I1II+1I1.1V

(2.24)
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A continuacién, estimamos las cantidades I, 1,11y IV.
_ / (10 +V = mB + i)t + (mfB — i)
<c [i v oo+ [ luf (2.25)
<cn® |8l +2) [ 17F
2
2= / )\/—A(mvrlw‘
2
/ )f A(iaV)~ 11#)\ (2.26)
= [iFwr = [1we< [1f
De la desigualdad (2.5), se tiene
e = [l <c [ (2.27)
1
i [l [k <o fuf (2.28)

Reemplazando las desigualdades (2.25), (2.26), (2.27) y (2.28), en (2.24), se obtiene

la desigualdad (2.7).

9. En este paso, probamos la igualdad (2.8).

Sean f1, fo € L?. Entonces, existen sucesiones (f1, ), (f2,) € L?(1 + |z|) tal que

fm fi, =f1 , lm fo, =fo , en L’
n—oo n—oo
Ademas, para cada n € N, existen 91, ,12, € D tal que

(H +d)1, = f1, , (H—1d)pa, = fo,.
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Por la desigualdad (2.4) y el paso 8, existen vy, ¢y € H'/? tal que
lim 91, =1, Um o, = 1o,
n—oo n—oo

y por el paso 2, se cumple la igualdad

/(H + )1, 1o, = /¢1H(H —1i)1g, , paratodon € N.

Tomando n — oo, obtenemos lo que queriamos probar

/ (H + i)i1 3 = / (T =)0,

Teorema 2.1.3 Sea V una matriz potencial simétrica tal que sup |z||V| < 1. En-
z€R3/{0}
tonces, H = —iaV + mfB —V e sun operador autoadjunto en

D(H) = {¢ € L* (R*,C*) | Hy € L* (R®,C")} .
Mds atn,
D(H) c H>n D/,
donde,
D(r~1/?) = {¢ € L?| / = lp|* < oo}.
R3 | 7]

Demostracién: Por el teorema 2.1.2, para cada f € L?, existe ¢ € L? tal que (H=+i)y = f.
Por lo tanto Hvy € L2

Ahora veamos que H es simétrico en D(H). Sean 1,19 € D(H), asociados a las

funciones fi, fo € L?, tal que

(H+ i1 =f1 , (H—i)yg=fo , en L%
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Entonces, usando la igualdad (2.8) del teorema 2.1.2, se tiene

(Hipr,92) = ((H +0)¢1,92) — (ith1, ha)
= (Y1, (H —i)ip2) — (ith1, a)
= (1, Hip) + (i1, vb2) — (ith1, ¥2)
= (Y1, Hia).

Por lo tanto, H es un operador simétrico en D(H).

Por otro lado, si ¢ € D(H), vimos que los elementos v, Hy € L?. Ademds, se tiene
la iguadad (H + i)y = f € L% Por la desigualdad (2.4), fﬁ [W|* < C [|f]?, entonces

¢ € D(r~'/?); y por la desigualdad (2.7), ||| 12 < C'[|f|l,, entonces o € H'Y/2.

Ejemplo 6 Sean la matriz simétrica V = E ‘]14, conv <1, yH=—iaV+mpB—-V. Es

claro que V cumple las condiciones del teorema 2.1.5.

Ejemplo 7 (Potencial Electromagnético) Sea A : R? — R3 una funcion que repre-

senta un potencial magnético. Denotamos por Vo4 =V —iA y consideramos el operador H

definido por

H=—iaVs+mb— %h — —iaV +mf — (\Z!h + aA> = —iaV +mB -V,

donde V = B |]I4 + aA.

En este caso, veamos que la condicion del teorema 2.1.3, sup |z|[|V] < 1, se cumple

x€R3/{0}
si sup (v+ |z||A]) < 1. Primeramente, veamos algunas notaciones.
2€R3/{0}

1
Denotamos por ¢ = un elemento de C?, con norma |¢]§ = |¢1)* +|p2|?. Andloga-
P2
¢
mente, si 1) = € C*, su respectiva norma es [Y|; = |¢|3 + |x|5. De la definicién de la

X
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matriz V, se tiene

Y sA A
Vy = (UM—FQA) ’ = | Uv ’ = |¢+U : - v il
] X oa ) \x oAb+ HX 71\ 2] oA + vy

FEntonces,

vp + |z|cA
ol oy = | 74 117
|| 0 A¢ + vx

= [v¢ + |2] o AX[* + ||| GAcb + x|

A
=0 +2Re vo, x| |A
o+ 2Refuas a4l | v
. M +0% [l + 2Re(fa] |4] 0 7 6,0)
A
= 2|9+ [af? JAP [xP? + 20 o] | 4| Re(. o )
a7
ol AR 6 + 27 + 20 o] |A| Refo 00)
2 2 2 2 2 A A
= 0P + o AR [0 + 20]a] 4] Re ( (6,0 0} + o600
A
<+ ol AR 6 + 2012141 (1ol 5] + o 7] )

= 02 [P+ ol |AP [ + 20 2] 1 4] (] x| + 1] ]
< 02 P2+ 2 AR [P + 20 fo 1] (1612 + [xI?)
= 02 [P+ Jol AP [P + 20 o] | 4] [l

= (v+ |z |A])* [y

Entonces

\Y%
s 2 Vi= s BV o et lella) <1

2R3 /{0} seR3/{0}, w20 |Vl T ser3/f0}



Capitulo 3

Parte de Albert

En este capitulo se asume que el lector estd familiarizado con Teoria de Espacios de
Hilbert, Espacios LP, Teoria de Operadores, Ecuacién de Dirac, Teoria de la Medida, en
particular medidad de Borel y Lebesgue. Para estos temas, por ejemplo, ver ([1]), ([12]).
Para mayores detalles de los resultados mostrados, consultar ([2]), y las referencias con-

tenidas en el mismo.

3.1. Extensiones Autoadjuntas del Operador de Dirac

Sea v una medida positiva de Borel en R3. Algunas consideraciones:
= Sea L%(v)4, el espacio definido por:
L*(v)t = {f :R3> - C* | fesv— medible, Hf\|%2(y)4 = / 1f12dv < —|—oo} ,
con producto interno ( , )z2(,)s estandar en L?(v)?.

» Sea D =Cg° (R3)4 el espacio de las funciones de R3 con valores en C*, C*° y soporte

compacto.

» Denotamos por D* el espacio de distribuciones con respecto a D (espacio test).



3.1. EXTENSIONES AUTOADJUNTAS DEL OPERADOR DE DIRAC 51

= Denotamos por j la medida de Lebesgue en R3.

Sea H : D* — D*, el operador de Dirac definido por H = —ia.V 4+ mf3. Durante todo
el capitulo asumimos que m > 0. El propédsito de este capitulo es hallar un subespacio
EcL?*v)*c D*yV:E — L%*(v)* para alguna medida de Borel v singular a u, tal que
(H +V)|g es un operador autoadjunto con respecto a L?(v)*. Esto es debido a que una de

las hipdtesis cldsicas para resolver la ecuacién

d .
%@Z)(m?t) = I(H + VW(fUﬂf),

es que H + V sea un operador autoadjunto.

Ejemplo 8 Las medidas v que tenemos en mente serdan, por ejemplo, la medida de super-

ficie de:
» R? x {0} C R3.
. S2.
» El grdfico de una funcion lipschitziana de R? en R.

Observacién 6 (Sobre operadores simétricos) Sea T : D(T) C H — H un operador
no actodado y densamanete definido en un espacio de Hilbert H. El adjunto del operador

T, denotado por T*, estd definido en D(T*) C H a H, donde
D(T*)={ye H | 3z¢€ H tal que (Tz,y)g = (x, z) g para todo x € D(T)}

El elemento z € H es unico ya que D(T) es denso en H. Asi, para y € D(T*), denotamos
Ty = z.

Definicion 3.1.1 Un operador T es llamado simétrico si (T'z,y)y = (x,Ty) g para todo

x € D(T).
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Definicion 3.1.2 Un operador T es llamado autoadjunto si D(T) = D(T*) y T =T*
en D(T).

Equivalentemente, un operador T es autoadjunto si es simétrico y D(T*) C D(T).

3.1.1. Solucion Fundamental de H

Definicion 3.1.3 Una funcion g es llamada solucién fundamental de un operador difer-
encial D, si g« Df = f para todo f € CX. Es decir, Dg = o en el sentido de las

distribuciones.

Lema 3.1.1 La funcion

efm‘x|

T 4r |7

om () (mo+ @t m :c|>ia‘;,2) |

es una solucion fundamental de H. Es decir, Hoy = doly.

Demostracion: Es sabido que la funcién

e_m|m|

T dr 2|’

es solucién fundamental del operador diferencial —A + m?2. Por otro lado, por las cuentas

hechas en el primer capitulo, se cumple que
H? = (—iaV +mB)* = (=A +m?)l,. (3.1)
Definimos ¢, (z) = H (¢, (z)1y). Entonces:
H(¢m) = H?(¥m(2)11) = ((=A +m?)ihm(2)) Is = ols.

Por lo tanto, ¢,, es una soluciéon fundamental de H.



3.1. EXTENSIONES AUTOADJUNTAS DEL OPERADOR DE DIRAC

A continuacién calculamos explicitamente ¢,,. Se cumple la igualdad:

V?[)m(x):EVG 1] | 1):<—mme ol )7t — el g 2)

47 ||

€7m|:r\

= (—mxm_l —x|x|_2) .
47 |z|

Entonces:

bm(x) = H(Ymls) = —iaV (¥rla) + mB(nla)

] e—m|I| 1 _g e—m|z|
ezl x x
= iom— +ia—s +mp
Am || || ||
€_m|$|

x
= mpB+ (14+mlx|)ia—5 |,
o7 (e 0 mlepin )

lo cual concluye la prueba.

Lema 3.1.2 La funcion ¢, cumple las siguientes propiedades:

1. (¢m); ; € C>®(R3 — {0}), para todo 1 <i,j < 4.

2. ¢m(x —y) = ¢l,(y — x), para todo x # y.

3. sup |(ém)ij(x)] = O(z|~?), cuando |z| — 0.
1,J

4. sup |(¢m)ij(x)] = Oe™™®), cuando |z| — oo.
1,J

1

5. sup sup (14 16P) * F((6m)i)(€) < +00.
1,5 £€R3

Demostracion: Se deja al lector.



3.1. EXTENSIONES AUTOADJUNTAS DEL OPERADOR DE DIRAC 54

3.1.2. Algunas consideraciones

Sea ¢ una medida de Hausdorff 2—dimensional (medida de superficie) restringida a la
frontera de un dominio lipschitziano (dominio que se puede cubrir con una cantidad finita
de graficas de funciones lipschitzianas). Ademds, asumimos que o es homogénea de grado
dos, es decir, existe una constante ¢ > 0 tal que:

7,2

— <o (B(z,r)) < cr? |, paratodox € supp(o) y 0<r < 1.
c

Por ejemplo, la esfera, elipse y pardbola cumplen esta propiedad.

Definimos el conjunto
X={Gu+go|GeL*u)' ge L*(0)*} C D*,
con producto interno y norma:
(Fu+ fo,Gu+ go)x = /FGdu +/fgda,

2 2 2
1Gu+gollx = [Gllz2(ur + l9llZ2 (o1

Lema 3.1.3 Eziste un b > 0 tal que

H(bm * gO-”LQ(,u)4 < b Hg”%g(a)‘l » para tOda’g € L2(0)47

donde (¢pm * go)(x) = [ dm(z —y)g(y)do(y).
Demostracién: Sea K(x) = sup |[(¢m)ij(z)|. Entonces, usando Cauchy-Schwarz,
1<i,j<4
2
(600 = | [ oo~ vratrtow)] < ([ - o1 aot0))
(3.2)

< / K(x —y)ido(y) / K(z— 2)} |g(2) 2 do(2)
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A continuacién probamos que [ K(z — y)%da(y) < 400. En efecto:

/ K(z —y)ido(y) = / K(z —y)ido(y) + / K(x —y)ido(y)
B(z,1) B(z,R)/B(x,1)
+ / K(x —y)ido(y) (3.3)
B¢(z,R)
— [+ I1+1II,

donde R > 0 es suficientemente grande. La descomposicién de la integral en estos sumandos
es debido a que usaremos las propiedades 3 y 4 del lema 3.1.2. Claramente II es finito.

Veamos las cuentas para I y I11, donde usaremos el crecimiento 2-dimensional de o.

I K(x —y)id (277120 (B(x,277
)= Z/WVM“) (-t <03 (B(.27)
§bZ(2 —i= 1) %(62_2j) :chQ_%j<—|—oo.
=0

7=0

|I1I| = Z/ K(z —y)ido(y <bz —1m2% o (B(x, 28711

(z,2R3+1)/B(x,259)

(3.4)

< ch e~ im2V 20+ R2 4 o

Las constantes las denotamos con C, independientemente del valor que tengan. Por lo

tanto, usando (3.2), (3.3) y (3.4),

(fm # go)(@)2 < C / Kz —2)% g(2)2 do(2). (3.5)

Integrando en R?, obtenemos

/ (6 * g0) (@) du(z) < C / / K(x — 2) g(2) 2 do (2)dp(z). (3.6)

De forma similar a como hemos visto que (3.3) es finito, se comprueba que la integral
[ K(x — 2)>/*du(z) es finita, usando que y es 3-dimensional. El lema se obtiene aplicando

Fubini en (3.6). [
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Lema 3.1.4 Euxiste b > 0 tal que

”¢m * G/'L||L2(M)4 < H@bm * GM”WLQ(;L)“ <b HG”LQ(M)4

Demostracién: Por la propiedad 5 del lema 3.1.2 y el Teorema de Plancherel, se tiene

J6m + Gl s = [ (14 1612) F (0 G (©)du(€)

[ (14 162) 7 (0n)? (©7 (G ©du(e)
= [ (1+168) F 0n)* OF (G ©du(e)
<C [ GePAue) = C Gl 1z

Corolario 3.1.1 El operador ® : X — X definido por
D(Gu+ go) = (¢m * G+ ¢m * go)
es acotado.

Observacién 7 (Operador Traza) Para f € D y X una superficie reqular en R3, defin-
imos Trx(f) = fxs. El operador traza es el operador Trs, definido en D, que se extiende

a un operador acotado de Wh2(u)* a L?(0)*, donde o es la medida de superficie de ¥.
Corolario 3.1.2 La aplicacion

Oy (Gu) = Trs(dm * Gr) , para toda G € L(p)*,
estd bien definida, donde X = supp(o). Mds ain:

1P (GillL2(p)r < C NG 12,01
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Lema 3.1.5 Se cumplen

(®(Gu), Fu)x — (Gu, ®(Fu))x =0 , para toda F,G € L*(p)* (3.7)

(®(go), Fu)x = (9o, & (Far))x , para toda F € L*(p)*, g € L*(0)™. (3.8)

Demostracién: La igualdad (3.7), se obtiene de la siguiente cuenta, usando la propiedad

2 del lema 3.1.2,

((Gp), P = / / bm (& — ¥)G()dpu(y) F@)dp(x)
~ [[ 6wt =2 F@du(a)duty)
= (G, ®(Fp))x-

A continuacién mostramos la igualdad (3.8). Sean 0 < €, < 1, definimos las funciones

truncadas:

Fe = FX{J:ER3 | |w\<%,dist(z,2)>e} = FXQG v Y5 = gX{xEZ | \x|<%} = 9X%s-

Para las funciones F, y gs, se cumple la igualdad (3.8):

(g5 85 (Fo)x = [ 05(@) | Gule =P i)dutadoa)
— / / 05(2) (@ — ) Fe(y)duly)do(z)
— / &0 (@ — 9)gs (2) Foly)do (2)dp(y) (3.9)

_ / Sy — )95 (1) Fe(y)dor(z) dp(y)

= (®(gs)0, Fo)x-
Denotamos A = (®(go), Fu) — (go, Px(F,)). Por el lema 3.1.3 y corolario 3.1.2, se

cumplen las desigualdades:

19 (9= 95) ol L2(uyr < Cllg — g6l 20
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[P (F = Fe) pllpoys < CIIF = Fell g2 -

Entonces, usando (3.9),
A= (P (90— g50), Fr)x + (P (950) , (F — F)p)x + (P (950) , Fep)x
— {9 — g5) 0, P (F))x + (950, @5 ((F — Fep))x + (950, Px(Fepr))x]
= (® (g0 — gs0) , Fu)x + (P (g50) , (F — Fe)u)x
— (g — 95) 0, Ps(Fp))x — (950, P ((F — Fop))x -

Asi

— 0

Al <2C (Hg = 95ll 2oy 1F I p2guys + 1951l 2oy [1F7 — FEHL?(H)‘l) o

Lo cual muestra la igualdad (3.8).

Observacion 8 = Ppara toda funcion f € D, ¢ x Hf = f. Por lo tanto, distribu-

cionalmente,

H(®(Gu+go))=Gu+go , para todo Gu+ go € X.
» Para Gu+ go €X, sea V : L2(R3?) — L?(R?), definida por
V(®(Gu+go)) = —go.

Veamos que V' estd bien definida. Sea ¢ = ®(Gu + go) = ®(Fu + fo), entonces
Ho=Gu+go=Fu+ fo en el sentido de las distribuciones. Desde que las medidas

1y o son mutuamente singulares, se deduce que Gu = Fu y go = fo. Por lo tanto,

g=f en L*(0)*, y V estd bien definida.
» Para ¢ = ®(Gu + go), definimos Hy(p) = (H + V). Entonces

Hy(p)=Hp+Vyp=Gu+go—go=Gpu.
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Definicién 3.1.4 Sea A : L?(0)* — L%(0)* un operador acotado y autoadjunto. Definimos
D(Hy) = Dy = {® (Gu+ A(Trs (6% Gu))a) | G € L2} C X.
Para o = @ (Gu+ A(Trs (¢ *x Gu))o) € Dy, se tiene
Vo=—(MATrsém*xGu)o , Hyp = Gp. (3.10)
En ese sentido, observamos que V' estd determinado por A.
A continuacién enunciamos y demostramos el teorema principal de este capitulo.

Teorema 3.1.1 Sea A : L?(0)* — L%(0)* un operador acotado y autoadjunto. Entonces,

Hy restringido a Dy es un operador no acotado y autoadjunto en X.

Demostracion: La demostracién esta dividida en dos partes. Primero probamos que Hy

es simétrico en D(A), luego que D(H;,) C Dy.
s Hy es simétrico en Dy. En efecto, sean
=0 (Gu+go),y =0 (Fu+ fo) € Dy.
Entonces

Gu, ®(Fp+ fo))x —(2(Gu+go), Fu)x
G, ®(Fp))x + (Gu, ®(fo))x = (@(G), Fr)x — (®(go), Fr)x
Gu, ®(fo))x — (2(g0), Fr)x

(Hy o, ¥)x — (¢, Hvib)x =
=
(
= (x(Gp), fo)x — (9o, Px(Fu))x
=
=

(@ simétrico) =

(Trsgm x Gu) o, foyx — (go, (Trsdm * Fu) o)x
Trsdm * Glu'v (TT2¢m * FM>>L2(0)4
— (A (Trsdm * Gu) , Trsgm * Flu) r2(5)s

(A autoadjunto) = 0
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Por lo tanto

<HV¢7¢>X = <907 HV¢>X , para todo 807¢ € -DA-

= A continuacién mostramos que D(H;,) C Dy. Es decir, si ¢ € L?(u)*p tal que existe

¢* € L2(u)*p cumpliendo

(Hve, ¥)x = (¢, 9" )x , para todo ¢ € Dy, (3.11)

debemos mostrar que ¥ € Dy y Hyy =™,

Sea 1) que satisface (3.11). Desde que ¢* € L?(u)*u; v* = Fpu para algin F € L?(u)*.
Sea p = ®(Gp + go) € Dy. Entonces:
<G:LL71;Z)>X = <HV907¢>X = <907,¢*>X
= (®(Gu+ go), Fu)x (3.12)
= (G, ®(Fp))x + (9o, Px(Fu))x

Por otro lado, si definimos f = A ((Tr¢y, *x Fu)o),

(90, @x(Fu))x = (A (Trsdm * Gu) o, (Trém * Fu) o)x
(Trspm * Gu) o, A ((Trém * Fu)) o)x
5 (Gp), fo)x

Glu'v ( )>X7

=
{
=
=

Reemplazando esta igualdad en (3.11), se tiene

(Gu,v)x = (G, ®(Fp))x+{(Gu, @(fo))x = (Gu, ®(Fu+fo))x, para toda G € L2 ()"

Entonces 1 = ®(Fu+ fo) € L*(u)* y f = A((Tr¢m * Fu)o). Por lo tanto ¢ € Djy.
Luego
Hy() =HW)+ V() =Fu+ fo—fo=Fu=q",

entonces D(H;{,) C Dy. Concluimos que Hy es un operador autoadjunto en Dj.
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Corolario 3.1.3 Sea A : L?(0)* — L?(0)* un operador acotado y autoadjunto. Definimos
Dy = {¢ + ¢m* (ATrs(p)o) | € WH()'} € L¥ ()"
y Hy = H+V sobre Dy como
Hy (¢ + ¢m * (ATrs(p)0)) = Hp € L*(n)*.
FEntonces Hy es autoadjunto en Dy.

Observacién 9 Para f € L*(0)*, (¢m * fo)(z) = [x dm(z — y) f(y)do(y) con x € X¢. Se
cumple que, siR> =Q, UQ_ y 00, =00_ =3,

lim (¢m * fo) (x) = qié(ozN(z))f(z) +Csf(z) , parac—ctpze X, (3.13)

no tazn—ézncial
xeﬂi
donde:
Co: L¥(0)* = L*(0)* , Cuf(2) = lim - bm(z — ) f(y)do(y),
YV S z—y|>e

que es un operador acotado. Veamos una situacion similar, para tener una idea de la
veracidad de (3.13). Si tomamos ¥ = R x {0} C R%. Sea f € L*(R) 6 C>°(R). Para ¢

suficientemente pequeno, sea z = x + ie. Entonces

— = = —i
r+ie x22+€2 2462 2 + €2

:QE+PE7

1 1 Tr — 1€ T . €
z

donde P es el nicleo de Poisson y Q. el de Poisson conjugado. Por lo cual

lim P.f = +Cf
e—0t

lim Qcf = CH f(z) = Clim W) 4y zer,
e—0

0 Slg—y|>e T =Y

véase, por ejemplo, ([/]).
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Hasta ahora hemos visto que, dado A, se puede definir V' mediante (3.10). Nuestra
atencién ahora es la siguiente: dado V', jPodemos encontrar A tal que se verifique (3.10)7.

Veamos que, bajo ciertas condiciones sobre V', es posible conocer el respectivo A asociado.

En efecto, sea 1) = ¢ + ¢, * (Apxo) para algin A. De la observacién 9, se cumple que

$a(2) = lim (=) = o3 F 5(@N)Aps + Cs ().
z2€Q4

y si imponemos que, por ejemplo,

V() =a(dy +¢-) = a(2px +2Cs (Apx)) (3.14)
de (3.10), sabemos que V' debe verificar
V(Y) = —Aps. (3.15)
De (3.14) y (3.15), —Apy, = 2a (px + Cx. (Apy)). Entonces:
— (14 2aCs) A = 2aly , para todo @y tal que p € WH2 ()4

El operador 1 + 2aCy; es invertible para a suficientemente pequeno, debido a que Cy
es acotado (basta tomar 2a ||Cx| < 1). Usando un argumento de serie de Neumann, el
operador A = 2a (1 +2aCs) "' : L2(0)* — L%(0)* es acotado. Més atin, es autoadjunto,
ya que Cy, lo es. Con esta defincién de A podemos definir Dy y Hy|p,; y por el corolario

3.1.3, Hy es autoadjunto sobre Dj. Ademads, V(¢) = a(¢4+ + 1_) para toda ¢ € Djy.



Capitulo 4

Parte Aingeru Fernandez

En este capitulo se asume que el lector estd familiarizado con Teoria de Espacios de
Hilbert, Espacios LP, Teoria de Operadores, Ecuacién de Schrodinger y Anélisis de Fourier.
Para estos temas, por ejemplo, ver ([3]), ([2]), ([11]), ([13]), ([14]). Para mayores detalles de
los resultados mostrados, consultar los articulos ([1]), ([6]); la tesina de master de Aingeru

([9]) y las referencias contenidas en los mismos.

En esta parte del curso, probaremos de nuevo el hecho de que si tenemos una solucién
de la ecuacién de Schrodinger

O = i(Au+ Vu) (4.1)

con decaimiento Gaussiano en tiempo t = 0,f = 1, entonces la solucién de la ecuacién

tendrd decaimiento Gaussiano para todo tiempo entre medias. Esto es,
|el#/5% 0 (0)]| + [/ u(1)|| < +oo = YDl u(t)|| < 00 Wt € [0, 1],

donde 7(t) serd una cierta funcién tal que v(0) = 1/8%, (1) = 1/a?.
En la primera parte del curso se dio una prueba completamente formal de este resultado,

mientras que en esta parte intentaremos dar una prueba mas rigurosa.



64

Los dos problemas principales con los que nos vamos a encontrar son, por una parte,
que necesitamos exigir cierta regularidad a nuestra solucién, y por otra parte, necesitamos

que la funcién

H(t) = || u(t)|?

este bien definida para todo ¢t € [0,1]. Para solventar estos problemas, vamos a tomar

primero soluciones de la ecuacién con difusién
Ou = (A+iB)(Au+V(z,t)u+ F(z,t), A>0, BeR, (4.2)
ecuacién para la que se sabe
u(0) € L2[0,1] = u € L>=([0,1], L*(R™)) N L2([0, 1], H}(R™)).

Tendremos entonces que ahora nuestra solucién es suficientemente regular para que
los razonamientos que sigamos sean rigurosos. Una vez veamos que las soluciones de estas
ecuaciones tienen decaimiento Gaussiano si se tiene decaimiento Gaussiano en los extremos,
mediante un paso al limite en el que haremos tender el término de difusién A a 0, pro-
baremos el resultado principal de esta parte. A modo de notacién, por comodidad, cuando
me refiera a la norma de una funcién en el espacio L?(R™) no utilizaré ningtin subindice.
En caso contrario, indicare con la notacién habitual en que espacio estamos tomando la
norma. Ademds, aunque nuestra solucién (y més funciones que nos aparecerdn més ade-
lante) dependa de la variable espacial x, y de la temporal ¢, habitualmente escribiré u(t)
para referirme a la solucion, sobretodo a la hora de calcular normas en R™. Para empezar,
veremos una primera estimacién del decaimiento una solucién de la ecuacién (2) que de-

pendera del decaimiento del dato inicial u(0).
Lema 4.0.6 Supongamos que u € L>([0,1], L2(R™)) N L?([0, 1], HY(R™)) verifica

Ou=(A+iB)(Au+Vu+ F),
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con A >0y B € R. Entonces

VA|z|?
e_MT H€A+4W(A2+B2)T u(T) H

1Alz|?
< e u(0)]| + VA2 + B2(|e FFHGTE (1)) 1 (0,11,
cuando v > 0,0 <T <1y My = [ARV)" — BSV || 1 (j0,1], Lo (&) -

Demostracion:
Sea v = e¥u con ¢ = p(z,t) € R una funcién que escogeremos mas adelante, y escrib-

amos la ecuacién que verifica v en la forma
0w =Sv+ Av + (A +iB)e?F,

donde los operadores S y A son simétrico y antisimétrico respectivamente.

Si tenemos en cuenta que u = e~ %,
Ou = —6_@’081580 + e Yo
Au = —Ape ?v + |Vy|?e v — 2V - Voe ? 4 e P Av.

Estas relaciones nos permiten escribir la ecuacién que verifica la funcién v(z, t) en la forma

que buscamos, donde los operadores S y A son
S =A(A+|Vo|*) —iB(2Vy -V + Ap) + (dyp + ARV — BSV),
A=iB(A+|Vp|?) — A(2Vp -V + Ap) +i(BRV + ASV).

Integrando por partes, se ve facilmente que estos operadores son simétrico y antisimétrico,

respectivamente. De manera formal,
Or|lv||* = (Bpv,v) + (v, ) = 2R(Sv,v) 4+ 2R((A + iB)e¥ F,v)
cuando t > 0. Integrando por partes,

R(Sv,v) = — A/ |VU|2dfc+/ (A|V|? + Op)|v]? da
n Rn

n

+ZB%/ vVga-Vvd:c+/ (ARV — BSV)|v|* dx
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y aplicando la desigualdad de Cauchy-Schwarz

Ao < 2lARV ()" = BSV(1)llaollv(t)|? + 2V A2 + B[|e? F(®)[[[lv(t)|  (4.3)
cuando
(A+ B?*/A)|Vo|> + 9ip <0 en R (4.4)

Esto nos permite que al acotar el término 2%(Sv,v), nos quede un término negativo mas

el primer término en la acotacién que hemos dado para J;|lv(t)|?>. Para esta acotacion,
utilizaremos la propiedad

2ab < k*a® + @zﬁ
con a = BVv,b =10V y k* = A/B2. De esta forma,
_ A 2102 2
2B [ ©Ve-Voudr < 7 B*|Vv|*dx —|— — ]Vgo[ |v|* dx,
n Rn

y, al aplicar esta desigualdad, vemos que si se cumple la condicién (4.4) entonces se obtiene

(4.3). Cuando ¢(z,t) = a(t)p(z), la condicién (4.4) se reescribe como
a(t)*(A+ B?/A)|Vo(x)]® + d'(t)¢(x) < 0.
De manera formal, exigiremos que ¢(x) = |x|?. En ese caso, (4.4) se verifica cuando

d/(t) = —4(A + B2/A)a(t)?,

(4.5)
a(0) = .
Para probar el Lema, utilizaremos el método de la energia. Si tenemos que
Y () + f(£)y(t) < g(t),
utilizando el método del factor integrante, deducimos que
T t
e O toy(T) — y0) < [ el (e (4.6)
0

En nuestro caso, tendremos que

y(t) = o), f(t) = —[ARV ()" = BSV ()]0, 9(t) = VA2 + B2|le? @D F(t)
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Si sustituimos estos valores en (4.6), y tenemos en cuenta que

_ 74
A+ 4y(A2 + B2t

es la solucién de (4.5), y que e=Mt < 1 por ser M; > 0 para todo ¢ € [0,T] , llegamos, de

a(t)

manera formal, a la acotacion del Lema. Para justificar todos los célculos hechos en esta

demostracién, dado v > 0, truncamos |z|? como

%, |z| <R,
Pr(T) =
R%?,  |z| > R.

y regularizamos ¢ con un mollifier estdndar 6,, esto es, una funcién que verifica

1
0,(y) = p—né? <z> , con 0 € C3°(R"™), radial, par, positiva, o 0,(y)dy = 1.

Llamamos

opr(x,t) = a(t)d, x dr(z), v, r=e’Plu,
donde a(t) es la solucién de la ecuacién diferencial (4.5). Para estas funciones, todas las
integrales son finitas y las integrales por partes estan justificadas. Ademaés, se verifica (4.4)

ya que si escribimos la condicion en estos términos tendremos gracias a las propiedades del

mollifier
(4+ 5 e [ w2ty 2
4 (A 4 lf:)a?(t) [ /I:L’—ySR 6,(y)le — I dy + /wbR 6,(y) R dy
<a(a+ B ( LW dy>2
~1(a+ 5 ) [ [ (R by [ ommtay
~a(a+ B )aopr [ [ [t 1]
4 <A + ljf)aQ(t) [ /|x_ng 1y[26,(y) dy + /|x—y>R 6,()R> dy| < 0.
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Entonces, usando el método de la energia al igual que antes, pero ahora de forma rigurosa,

se cumple la desigualdad

oo, (D)l < M7 (| u(0)]| + VA2 + B2l F| 11 o 1y, 22me)

de manera uniforme en p y R. Como, de nuevo por las propiedades del mollifier, 0,*¢r(z) <
|z|2 + Cp?, tomando el limite cuando p tiende a cero y R tiende a infinito, se sigue la
estimacién del Lema de forma rigurosa gracias al Lema de Fatou. mA
continuacién, veremos un Lema abstracto para operadores simétricos y antisimétricos que
nos dira bajo que condiciones tenemos propiedades del tipo de convexidad logaritmica. De
esta forma, aplicando este resultado a una solucién de la ecuacién anterior, el decaimiento

Gaussiano en tiempo t € [0, 1] dependerd del decaimiento en los extremos del intervalo.

Lema 4.0.7 Supongamos que S es un operador simétrico, A es un operador antisimétrico,
ambos dependiendo de la variable temporal t, G es una funcion positiva y f(x,t) es una

funcion razonable. Sean, ademds,

HO=(10), DO =(SH0). 05 =5, N0 = .
Entonces
O2H =20,R(0cf — Sf — Af, ) +2(Sef + (S, Alf, f) @
+ |0 f — Af + SFI? = llouf — Af — SFII?
Yy
N(t) > (Sef + (S, Alf, )/H — 0. f — Af — Sf|?/2H. (4.8)
Ademds, si
0,f — Af —=Sfl < Mi|f|+G enR" x[0,1], S+ [S,A] > —Mo, (4.9)
Yy

M = sup |G(O)||/11F ()]l
[0,1]



69

es finito, entonces H(t) es “logaritmicamente convexa” en [0,1] y existe una constante

universal N tal que

— )

H(t) < eNMotMit Mot MPM3) pr () 1=t F (1)t cuando 0 < ¢ < 1. (4.10)

Demostracién: Supongamos primero ademds que o:f = Sf + Af. Bajo esta nueva

hipétesis es mas facil probar la convexidad logaritmica, ya que

H(t) = 2R(0,f, f) = 2(Sf, f) = 2D(¢),
D(t) = (Sif, f) + (SOf. [) + (S£,0uf) = (Sif, f) + 2R(Sf, O f)
= (Sefo )+ 2Sf,Sf) + 2RSS, Af) = (Sef + [S, Alf. ) +2(Sf, SF).
Por lo tanto, H(t) = 2(Sif +[S, Alf, f) + 4(Sf,Sf) ¥

HH —H> _ 2Sf + (S, Alf. ), f) + 4SF,5F) = A(ST. )(SF. f)
B (f.1)? ’

luego si aplicamos la desigualdad de Cauchy-Schwarz, los dos ltimos términos del nu-

07 (log H) =

merador se cancelan, por lo que

2(8:f + 18, AlS, f)
(f, 1)

y a partir de aqui se prueba la convexidad logaritmica siguiendo un proceso analogo al

97 (log H) > > —2My,

que veremos a continuacién para el caso general. En el caso general, si derivamos H (t), y

tenemos en cuenta que S es simétrico y A es antisimétrico, es facil ver que

H(t) = RO f +Sf. f) + RO f — ST, f), (4.11)

D(t) = SRS +S1.1) ~ SROf ~ ST f).

Por otro lado, si derivamos D(t) y tenemos en cuenta que
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tenemos que
D(t) = (Sef, f) + (SOuf, [) + (SF,0uf) = (Sef +[S, Alf, [) + 2R(D.f — Af. Sf),
que, teniendo en cuenta la identidad de polarizacién
Az,y) = [lz +yl* = llz = ylI> = i(le + iy )] — = —dyl),
podemos escribir como
D) = (Sif +18, A, 1) + 5100f — AF +SFI? = Slouf — AF = SfIP. (4.12)

Combinando la primera férmula de (4.11) y (4.12), se obtiene (4.7). Si multiplicamos las

dos ultimas férmulas en (4.11) y aOadimos el término R(Af, f) = 0, tenemos que
. 1 1
(D) = S (RO ~ Af + 8,0~ SROS — AT~ SF.HP. (413

Para obtener la desigualdad del Lema, derivamos N (t) y utilizamos (4.13) y (4.12). Una
vez calculado N (t), llegamos a la desigualdad (4.8) desechando los términos positivos en
(4.12) y en la igualdad resultante de derivar N (t). Finalmente, si se verifica (4.9), gracias

a (4.11) observamos que
0% (log H(t) +O(1)) >0, cuando 0 <t <1,
donde |O(1)| < N(Mo+ My + Mo+ M2+ M2) en [0, 1]. Deducimos entonces, por monotonia
Os(log H(s) + O(1)) < 0;(log H(T) + O(1)), cuando 0 <s<t <7 <1.
Integrando esta desigualdad en (s,7) € [0,t] x [t, 1], llegamos a que
(1 —t)(log H(t) —log H(0) + O(1)) < t(log H(1) — log H (t) + O(1)),

y finalmente, agrupando términos y tomando exponenciales obtenemos la desigualdad

(4.10). [
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Gracias a este Lema ya estamos en condiciones de probar la convexidad logaritmica
de las soluciones de esta ecuacién con difusién con decaimiento Gaussiano en los extremos
del intervalo. A la hora de justificar los calculos, daremos una idea orientativa de como se
ha de proceder para la justificacién de las cuentas, aunque por comodidad evitaremos dar

todos los detalles.

Lema 4.0.8 Supongamos que u € L°°([0,1], L>(R™)) N L?([0, 1], H'(R™)) verifica
Ou=(A+iB)(Au+Vu+ F),

con A > 0,B € R,V tomando valores complejos, v > 0, y

sup |V (8)]|oo < M.
[0,1]

Sea
M, = sup e F )|/ ut)|

Y SUPoONgamos que He”‘xpu(O)H, |71 u(1)|| y My son cantidades finitas. Entonces He”‘xpu(t)”

es “logaritmicamente convexa” en [0,1] y existe una constante N tal que

”e'y|:r\2u(t) H < eN[(A2+B2)(M12+M22)+VA2+BQ(M1+M2)] He'y\x|2u(0) Hlft‘|e'y|x|2u(1)”t (414)

cuando 0 <t <1.

Demostracion: Primero veamos la demostracién formal para hacernos una idea de como
probar la convexidad logaritmica. Si tomamos f = e¥?u con ¢ = ¢(z) una funcién real

que escogeremos mas adelante, observamos que esta nueva funcién verifica
0f=8f+Af +(A+iB)(Vf+e"¥F), en R, (4.15)

con operadores S simétrico y A antisimétrico

S = A(A +77Vel?) —iBy(2Vp - V + Ap) + 70rep,
A=iB(A++2|Ve|?) — Ay(2V - V + Agp).
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Calculando el conmutador, obtenemos

S+ [S, Al =792 + 442 AV - VO, — 2iB~(2V o - V + Adyp) @16)
.16

— (A% + B?)[AV - (D*¢V ) — 44°D?*pVp - Vo + A?y).

De manera formal, si p(x,t) = |z|?, entonces
St + [S, A] = —(A® + B*)[8A — 32+%|z|’]
y, integrando por partes

(S +S AL =10+ B [ SIVIE 322l R da = € [ (5P =0 @)

Donde hemos utilizado la Desigualdad de Heisenberg-Pauli-Weyl. Teniendo en cuenta

(4.15), y que V estd acotado,
0f =Sf = Af| = [(A+iB)(Vf +e¥F)| < VA2 + B2(Mi|f| + ?|F]),  (4.18)

Luego si podemos justificar las cuentas que acabamos de hacer de forma rigurosa, podremos
aplicar el lema 4.0.7 a la funcién f, con My = 0, My = VA2 + B2M; y My = VA2 + B2M,
para concluir la convexidad logaritmica de [|e**w(¢)[|2 y (4.14). Para justificar los calculos

previos, necesitamos, por una parte, una funcién p(x,t) tal que

(Sef + (S, Alf, f) =4y(A*+ B*) | Vf-D*oVfdax
Rn
+ 443 (A? +BQ)/ D?¢Vy - Vo|f|? dz
Rn
— A%+ B%) | A’¢|ffPdz >0
R’!L

y, por otra parte, que esta funcién tenga un decaimiento en el infinito inferior al decaimien-
to Gaussiano. Para nuestra eleccién, los dos primeros sumandos seran positivos, pero el
término del bilaplaciano no serd positivo. Para esto, dado a € (0,1) tomaremos una fun-

cién n(r) € C*(R) positiva tal que

0, enr <1,
n(r) =

r~% enr>2.
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A continuaciéon, definimos una funcién radial ¢, de forma que se verifique

eh(r) — 2 = —2an(r),
©a(0) =0 = lim, ., SOZL (7).

Entonces,

/ / /
ol (1) 1 1 2a
Palr) — = =71 (%) = —2an(r) = <s0& = ——n(r),
r r r

por lo que integrando esta ultima igualdad deducimos que

dt
.

cotr) = 2ar [ )

Como el bilaplaciano de una funcién radial es

A% = ™) 27— Ly (2 33;” —U (1//’ - 1{) : (4.19)

necesitamos saber las derivadas de nuestra funcién ¢,, cuyo valor depende de r. En primer

lugar, si r > 2, como en ese caso 7(r) = r~%, tenemos que

¢a(r) =2(1—a)r,
Palr) = 2ar /oo T dt = 2T = ¢ (1) = —2a(1 — a)r—,
r Sogv) (r) =2a(a+1)(1 —a)r—* 2
Por otro lado, si 0 < r < 1, como en el intervalo [r, 1] sabemos que n = 0,

, e dt " & dt
cr) =20 [ 0T = ¢l =20 [ 0T
y dado que ¢! es constante, entonces ¢/ = 0 = (pflv). Finalmente, si 1 < r < 2, por

construccién tenemos

Sy B (w;<r>>’ ) — <¢g<r>>' _ 200,

luego

pa(r) = —2an(r) +
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Una vez obtenidas las expresiones de las derivadas de ¢,, podemos calcular el bilaplaciano

mediante la férmula (4.19), obteniendo

0, en 0<r<1,
AP, = 2a( —n"(r) — (2n — 1)7715,7") + (=n? + 2n) ng)), enl<r<2,
—2a(a —n)(a —mn+2)r—272, en 2 <r.

Por lo tanto, podemos observar que en r < 1 el bilaplaciano es 0, y para r > 1 el bilaplaciano
es un valor que esta multiplicado por a, lo cual nos indica que serd muy pequeOo cuando a
sea muy pequeOo. Hecho esto, necesitamos una cota para el término D?p,V, - Vi, que
no tienda a cero cuando a tiende a cero. Como nuestra funcién ¢, es radial, si calculamos
este término en coordenadas radiales, obtendremos que D2, Vi, - Vo, = (¢l (1))2¢" (r),
luego tenemos que acotar la primera y segunda derivada de ¢,. Hay que observar que para
0 < r <1 no hace falta dar una acotacién, pues en ese caso hemos visto que A%p, =0, y
los otros dos términos de (S;f + [S, Al f, f) son positivos. Si 1 < r < 2, entonces a partir

de la expresion de ¢/, () obtenemos

o dt 0 dt
Pa(r) = 26”’/ n(t) 4 = 2ar/ n(t)5 =r2'" > 217
r 2

o0 dt
dir) =2a [ n() ~ 2an(r) = 270~ 2an(),

luego (¢, (r))%¢l(r) > 817 — 41792an(r) y vemos que este nimero tiende a 8 cuando a
tiende a cero. Por otra parte, si 2 < r
o (r) = 2r'7e

GU(t) =2(1 - a)re

= (¢a(r)?ea(r) =8(1 — a)r®7* > (1 - )27,

para a suficientemente pequeOo (basta con que a < 2/3), y de nuevo, tomando el limite
cuando «a tiende a cero, vemos que esta cantidad tiende a 32. Por lo tanto, si consideramos

fa = €7¥eu, dados 7, A, B, existe ag > 0 tal que para a < ag

(Stfa + [SaA]faafa) > 0.
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Si ahora tomamos H,(t) = | fal|?> con 0 < a < ag, como tenemos un decaimiento més
lento que el decaimiento Gaussiano, podemos utilizar la estimacion del lema 4.0.6 y la
regularidad interior de soluciones de la ecuacién que estamos considerando con A > 0 para
garantizar que los cédlculos realizados en el aingeruuno son finitos y correctos. Por lo tanto
tendremos que H, verifica la estimacién (4.10) y (4.14) se verifica al tomar el limite cuando

a tiende a cero, utilizando el Lema de Fatou, ya que asi

Hev\xIQU(t)H < lffln_}(r)lf ||fa(t)H2

S lim inf eN[(A2+B2)(M12+M22)+\/A2+BQ(M1+M2)]Ha(0)17tHa(1)t

a—0

_ eN[(A2+B2)(M12+M22)+\/A2+BQ(M1+M2)] ||67|x|2u(0) ||1—t||67|x\2u(1) ”t

]

Antes de enunciar el resultado principal de este capitulo, introduciremos el concepto

de transformada Appell, gracias al cual, aunque no tengamos el mismo decaimiento en los
extremos del intervalo, podremos reducirnos al caso en el que el decaimiento sea el mismo

de manera muy sencilla. Supongamos que u(y, s) verifica, para A + iB # 0,
Osu = (A+iB)(Au+ V(y,s)u+ F(y,s)), enR" x [0,1],

y sean « y (8 nimeros positivos, vy € Ry

ity = (0B \"* (__vabe Bt ot
o Na(l—t) + Bt a(l—t)+ 6t a(l —t) + Bt ‘

Entonces @ verifica

Oyt = (A+iB) (At + V(z,t)a + F(x,t)) en R" x [0,1],

con
% _ af VopBz pt
Via,t) = (a(l —t) + ﬁt)QV (a(l — )+ 08t a(l—t)+ ﬂt)
oty = (V0B " (el B e
F(x’t)_<06(1—t)—|—ﬁt> F(a(l—t)—}—,@t’a(l—t)—i—ﬂt)e( Ya(l-t)+pt)
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Ademas,
b~ a3 W2 (a—p)A ly|?
e By = e (s +BI=s)P W T2 B (ast5(1-9)) V| (s
(a1 —1) + ft)?
y
(ap)P/? (a=p)A
el a() | = et M st s 5|

cuando s = m y v € R. En un principio, nos interesara el caso en el que p = 2, caso
en el que los dos sumandos de la exponencial tienen la misma potencia, |y|>. Supongamos
que trabajamos con la ecuacién de Schr”dinger, es decir que elegimos A = 0,B = 1,
tomamos como vy = alﬁ y evaluamos en los puntost =0=s=0y {=1= s =1 tenemos
que

lel*/eBa(0)|| = [l /B u(0)]],
50204 ~ I2042
el /2 Bq ()| = =P/ u(1)]].

Por lo tanto, esta nueva funcién tiene decaimiento Gaussiano en los extremos del intervalo
con el mismo coeficiente para cada tiempo. Combinando la transformada Appell con los
resultados previos probaremos la convexidad logaritmica para soluciones de la ecuacién de

Schr”dinger.
Teorema 4.0.2 Supongamos que u € C([0, 1], L2(R")) verifica
Ou = i(Au+V(z,t)u), enR" x[0,1],

con V.= Vi(x) + Va(z,t), Vi es un potencial real, |Vi|oco < My, y que existen nimeros

positivos a y B tal que
||
e/, e/ u()]] sup et 0957 Va(#) oo < +oc.
[0,1]
||
Entonces ||e @ +0-082 y(t)[|*T0=0 es “ogaritmicamente convera” en [0,1] y existe N =
N(a, B) tal que

2
He(awﬁ‘_t)gﬁu(t)u < eN(M1+M2+M12+M§)HelIP/ﬁ%(gﬂ\%Helxl2/a2u(1)HW&_t>

|| N
cuando 0 <t <1 y My = sup(o,1] || (at+B(1-0)2 V2(t)||oo€2sup[0’l] 1SV2(t)lloc
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Demostracion: Podemos suponer, sin pérdida de generalidad, que a < 3. En caso de que
« = [, reemplazariamos 3 por 5+ J, con § > 0 y después tomariamos el limite cuando §
tiende a cero. Si & > 3, reemplazarfamos nuestra solucién u por u; = @(1 —t). Lo primero

que vamos a ver es que para nuestra soluciéon u se verifica
N7 Yw(0)]) < Jlu@®)]| < Ny [u(0)]], con Ny = es®PonlSV2@le - cyando 0 < ¢ < 1.
A partir de la ecuacién que verifica u tenemos que
Otllu()|* = 2R(Dpu, u) = —2(Au + Vu, u) = —2%/V2(t)]u(t)|2,
y, utilizando la desigualdad de Cauchy-Schwarz

_Q?HP ISVa()llsolu(®)1* < Bel|u(t)l* < 28115 ISVa(#) oo lu(t) 1.

) )

Si ahora dividimos esta cadena de desigualdades por |u(t)||? e integramos en s € [0, ],

concluimos

e~ 25UP[0, 1] HSVg(t)HooHu(O)H2 < Hu(t)HZ < e25uP(0,1] [ISVa(t)lloo
Finalmente, tomando raices cuadradas llegamos precisamente a

N u(O)] < Hlu(®)] < Niflu(0)]]-

A continuacién, definimos el operador H = A + Vj(z) y denotemos por et ATIBHy o g
solucién perteneciente a C([0,1], L2(R™) de
Ow = (A+iB)(Av + Vi(z)v), en R™ x [0,1],
v(0) = uyp,
cuando A > 0. Por el Principio de Duhamel
u(t) = eHu(0) + i / eI (Vy(s)u(s)) ds en R™ x [0, 1]. (4.20)
0
Para 0 < e <1, definimos
FL(t) = —— e (Vy(thu(t)), (4.21)

€41
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t
uc(t) = eI Y(0) + (e +14) / elHNE=DHE () ds. (4.22)
0

Entonces, u. € L*([0, 1], L2(R™)) N L2([0, 1], H*(R")) y verifica

Orue = (e +1i)(Hue + Fe(t)), en R™ x [0,1],
ue(0) = u(0).

Ya tenemos una funcién wu. que verifica una ecuacién con un término de difusion, luego a
esta funcion le podemos aplicar todos los resultados que hemos visto antes. Para obtener
estimaciones en términos de nuestras hipdtesis, utilizaremos de manera adecuada el lema

4.0.6. Utilizando las identidades

Z1+22)H —

e et — g2l 22l yando Rz, Reze > 0,

junto a (4.20),(4.21) y (4.22) se prueba que
uc(t) = eHu(t), cuando 0 <t < 1. (4.23)

En particular, u.(1) = e*u(1), y aplicando el lema 4.0.6 utilizando los valores A = ¢, B =
0,7 = 1/a? F = 0 teniendo en cuenta también que u.(0) = u(0) obtenemos

e (1)) = [l e ()] < elille ooy 1)
. < )

SC2 2 502 2
e uc(0)] = (|17 u(0)).

De nuevo aplicamos el 4.0.6, en este casocon A =¢, B=0,F =0y vy =1/(at+3(1 —1))?
y (4.21), obteniendo

2 2
=] =]

0T E ()] = e AT e (Va(t)u(0))]
B

S -]
e€lVilloo e (at+B(1—t))2+4et Vo (t)u(t)]|

IN

a2
eIVilloe || e Tat=0)7 Vy (£) || oo || u(2)

IN
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cuando 0 <t < 1. Si definimos o = a+2¢ y B = [+ 2¢, de las tres iltimas desigualdades

concluimos que

2 2 2 2 2 2 2 2
el ™/ (1)]] < Vil el /o (1)), el Beac (0)]] < [lel/F (o)), (4.24)
|| ||
@At F (b)) < eIVille | @rrat=a Va(t) ool lu(t)] (4:25)

Una nueva aplicacién del 4.0.6 con A = ¢, B = 0,F = 0,7 = 0 junto a (4.21) y (4.23)

muestra que
IE@)I] < eVl V()| oo gy ()], Nue(®)]] < e Jut)]] (4.26)

cuando 0 < t < 1. Definimos 7. = 1/afc y @, como la funcién resultante de aplicar la
transformada de Appell u. cuando A =€, B =1y «, 3 son sustituidos por . y S, esto es

V O‘E/Be n/2 V aeﬁex ﬁet T(eTi) (ae (1—8) T Fet) +(.?(€_?fﬂf)‘iﬁ D
Ue , ed(et+i)(ae P
ae(l —1t) + Bt ae(l—t) 4+ Bet’ ae(1 —t) + (et

Ue(z,t) = <
Como «a < 3, @ € L>([0,1], L>(R™)) N L%(]0, 1], H'(R™)) verificando
Opiie = (€ + 1) (At + Vi (2, )ie + Fe(x,1)), en R x [0, 1],

donde V es un potencial real,

N e ( VoBer

e _ p
VYI (x,t) B (ae(l - t) + ﬁet)2‘/1 ae(l - t) + ﬂet

), sup |Vl < 2011, (4.27)
[0,1] @

— 242 — o — B |2
F(z,t) = __vadbe  )? F. acfe Bt 64(e+(i)(€af<3ﬂt)‘+ﬁst)
’ ac(l1—1t) + Bt ae(1 =) 4 Bet” (1 —t) + Bet ’
2
selel? )| < P emarhar B Emi<Bir 4
e ()] = fletaessie ), NE@N < (), (4.28)
Y (e =Be)
1 Qe —Pe)€ 2
He%|x‘2ﬁe(t)|’ = He{(aesweu—s))?+4<e2+1>(aes+ﬁe<1—s>>}‘y| ue(s)]l,

(4.29)
()] < [lue(s)]l;
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cuando s = ﬁ Esta tultima identidad y (4.24) implican que
7= ac (0)]) < [l /B u(0)], [l ac(1)]) < edVill= ekl (1)]). (4.30)

Por otro lado, ya hemos visto que
NTHw(0)]| < flu@®)]] < Nijju(0)]| cuando 0 <t <1, Ny = esWPonlSVa®lee (4 37)
y, si repetimos el proceso para llegar a (4.3), ahora con 1¢(t), vemos que se verifica
Orllac()[* < 26| Vi (t)lloo | Te(t) 1 + 20/ 1 + 2| Fe(t) [ @e(t)-

Sea 0 = tg < t1 < t2 < -+ <ty = 1 una particién del intervalo [0, 1] uniformemente
distribuida, donde elegiremos m mé&s adelante. Si aplicamos a esta ultima desigualdad

todas las estimaciones que hemos visto observamos que

. 8
OUe(1)” < 22 M ()P + 2T+ | Eu0) )]
< 262 Myl u(s) |2 4+ 22 /T T @2l sup [Va(t) oo us)]
o o [0,1]
< 262 M2 Wil N2 u(0))? + 22 /T @2Vl sup [[Va () ool u(0) |22
o « [0,1]

= N3 [u(0)],

donde Ny depende de «, 3, |[Villoo v supjg ) [|V2(t)[|ec- Si ahora, para t;—1 < ¢ < t; inte-

gramos esta desigualdad en s € [t, ],
lae(t)lI* < llac@®)l” + N2 (t: = )u(0)* < [ac®)l* + NZ[u0)|*(t: — ti-1),
y,tomando raices cuadradas concluimos

et < |ae(@)| + No/ti — ti—1|lu(0)

cuando t;1 <t <t;,0<e<1ye=1,...,m. Elegimos entonces m tal que

1
NQ méx \/t t@ 1§W

1<i<m
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Usando ahora que lim,_ o+ ||Gc(t)]| = [lu(s)| y (4.31), para un € suficientemente pequeOo
se cumple
; 1
lac ] > Wl S L o) cuando 0 < e <eq, i =1,...,m,
2 2N,

utilizando las tres ultimas desigualdades, tenemos que
|t (t)]| > 4N ——|u(0)||, cuando 0 < e <€y, 0<t<1. (4.32)

Nuestro objetivo es aplicar el lema 4.0.8 a la funcién 4, por lo tanto, solo nos falta acotar
el decaimiento de F’E(t) en términos de .(t), cosa que ya podemos hacer gracias a esta

ultima desigualdad.

|2 |z |2 0(t
He%\xIZF( )” < 7He(a€s+(1 B2 F.(s)|| < ged\wﬂw”e(asﬂl_s)gﬂ V2(3>||oo||u(3)H Hue( )H

(e (2|
B
<= B evills sup [|e (s +1=9 V(s )HooNlllu(O)H [[2e (2]
el [0,1] [|u ( )II
B

= 2 )|
De aqui deducimos que

’Ye‘l'FF‘ 4
sup I EDN 48,0 ) cvando 0 < ¢ < e,
o1 lae@)l a

donde

|=|2
Mo(e) = e2sup(o1] [ISV2(8) oo +el[Viloo ?Ouﬁ || e @t 80=0)2 Vy (t)

oo

Podemos aplicar el lema 4.0.8 junto con las acotaciones (4.30) para concluir que ||e7<** @ ()]

es “logaritmicamente convexa” en [0,1] y

el g (1)]] < NV FMERML(OL el 5y () |14 /(1)

cuando 0 < € < ¢y. Teniendo en cuenta (4.29) y tomando el limite en estas desigualdad
cuando € tiende a cero,

|2
||e(as+(1—8)ﬁ)2 u(S)H < eN(M1+M2+M12+M22)||e|“”“2/52u(0)H1_t||e|“"‘2a2u(1)Ht, 0<t<l.
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t

8 _
a(—nig — =

Ahora bien, recordamos que s = luego si reescribimos esta

as
as+(1-s)8”
desigualdad en términos de s
L N(M M. M2 M2 2 2 ﬂ 2 2 s
||eles+1=987 ys)|| < N MAMAMEFM) | o|21%/6%, () || 55+T=35 || el o2 (1) || 5503,
cuando 0 < s < 1, justo la desigualdad del Teorema. ]

Observaciéon 10 Es necesario tomar una particion del intervalo [0, 1] dado que la conver-
gencia de ||t (t)|| a ||u(s) no es uniforme, luego no tenemos un € genérico para cualquier
t. En cambio, una vez hemos hecho la particion del intervalo, el nimero de nodos de la
particion es finito y por tanto, si que vamos a tener un €y para el cudl podamos acotar
lae(t:)|| para todo i = 1,...,m. Para terminar con esta parte del curso, veremos una es-
timacion para el decaimiento del gradiente de la solucion de la ecuacion de Schr digner.
Como antes, primero necesitamos un resultado previo para el caso en el que trabajamos con
una ecuacion con un término de difusion, para luego, mediante un proceso andlogo al que

acabamos de realizar, concluir la estimacion para la solucion de la ecuacion de Schr " dinger.

Lema 4.0.9 Supongamos que estamos en las condiciones del lema 4.0.8, que v > 0 y

sup ||V (t)||co < My. Entonces

)

IVt = 1) V|| 2@ o)) + VI = 8|zl ]l L2 gn o)

9 9 (4.33)
< N[(1+ M) sup [ u(t)|| + sup e P,
[0,1] 0,1
donde N esta acotado cuando v y A% + B? estdn acotados inferiormente.
Demostracién: Sea f = e'Y|x‘2u, primero vamos a probar que
[ Q9IP 4 a?a ) do = [ @R(TuP —2mrfuydo. (430)
R" R"

Si desarrollamos el término de la izquierda,

2 R
V12 + 4922 12 = 70 (492 2P luf? + [ Vul? + 4R (zu - V) + 492 |2 uf?).
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Para el término con la parte real, integraremos por partes, de modo que
479%/62”’|“”2mu -Vu = —16+> / ]w\Qlu\2627|“|2 - 4n7/627|“|2u\2 - 47%/627|x2xu -Vu,
y si agrupamos la primera y ultima integral, que son iguales, tenemos que

47%/627x|2xu~Vu: —872/]x|2u|2627|x2 —2n7/627|x2\u|2.

Para probar la igualdad que queremos, ya solo nos falta integrar la expresién que tenemos
para el gradiente de f y para |z|?|f|? y en el término de la parte real sustituir por las
integrales que acabamos de calcular. Por otro lado, teniendo en cuenta la Desigualdad

de Heisenberg-Pauli-Weyl

1/2 1/2
2 2 2 2
o[ aeesa( [ wme) ([ wer)

y que 2ab < a? 4 b?, observamos que

1/2 1/2
QVH/RH |fI? dor < 2 </Rn 472|1‘|2|f|2> (/Rn IVf|2> < /Rn(|Vf|2+472|m|2|f|2)d;p.

(4.35)
Sumando (4.34) y (4.35), obtenemos la desigualdad
2/ (IVF12 + 42|z f?) da > / 217 |72 da. (4.36)
Rn R
Ahora, multiplicamos (4.7) por t(1 — t) e integramos por partes para obtener
1 1
2/ t(l—t)(Stf+[S,A]f,f)dt+2/ H(t) dt
0 0
1
< H(1) + H(0) + 2/ (1= 20R@O,f — Sf — Af, f)dt (4.37)
0

1
4 / (1 = 0)]|0f — Af — SFI2dt,
0

donde H(t) = ||f(t)||*. Recordamos que el conmutador era

(S + I, AU £) =242+ B2) [ ($I977 + 32020al? ) da.
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Por otro lado,

H(1) + H(0) = [|e"™Pu(1))? + || u(0))|2 < 2sup || u(t)||?,

)

(Ouf — Sf — Af. )] < VA2 + B2(Mysup [[e?*Fu(t) |2 + sup |1 u(t) | sup [[e72F F(1)]),
1

18:f — Af — SF|? < (A2 + B2)(MEsup | u(t) |2 + sup |77 F (1) ||2).
[0,1] [0,1]

Si utilizamos estas tres desigualdades, y luego juntamos los sumandos adecuadamente com-

pletando cuadrados, llegamos a
1
2y(A2 + 32)/ / {1 — DBV FI + 3292 |l2| £[2) da dt
0 n

2
< N (14 My)sup [P u(e)]| + sup [l F 1))
[0,1] [0,1]

Para obtener la primera parte de la desigualdad (4.33), utilizamos (4.36) y tomamos
raices cuadradas en esta ultima desigualdad. Para obtener la segunda parte, simplemente
desechamos de esta desigualdad el término en |V f|? y tomamos raices cuadradas. De nue-
vo habria que justificar estos calculos, para esto, como todos los cédlculos son finitos para
f(t) = el u(t) salvo |z|?| f|?, tomamos f, = e =Pzl (¢) de forma que podamos escon-

, . 1. 2
der este término escribiendo |z|? como efl®!

. Tendriamos entonces una desigualdad para
f», con la que después de un paso al limite en el que hacemos p tender a cero probamos la
desigualdad del Lema. m Como habiamos explicado antes, usando este
Lema probamos un resultado andlogo para una solucién de la ecuacién de Schr”dinger. Si
definimos u. y Fe de la misma forma que en el teorema 4.0.2, este Lema nos dice que
2 2 2
V(1 = ) V]| 2 nwpo, 1)y < NI(1+ My) sup e uc ()] + =up le = F ()],
0,1 0,1
Utilizando las estimaciones que habiamos visto en el teorema 4.0.2 y hacemos € tender a

cero vamos a obtener una estimacion del decaimiento del gradiente de la solucién en funcion

del decaimiento de nuestra solucién en los extremos del intervalo. Como a!~tbt < a+b esta
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estimacién sera

VL = e | 2o,y < NeNMHMAMERM) )22y () | (|7 (1)]].



Capitulo 5
Apéndice

En este apéndice se desarrolla diversos temas, entre los cuales se encuentran Teoria de

Espacios de Hilbert, Espacios LP, Teoria de Operadores, Ecuaciones Diferenciales, véase,

por ejemplo ([3]), ([4]), ([5]), ([11]), ([10]), ([13]) y ([14]), entre otros.

5.1. Parte Luis Urrutia

Antes de demostrar el teorema espectral en su versién para no acotados, vamos a de-
mostrar y a entender la construccién de una de las versiones de la versién para acotados.
Consideremos A un operador simétrico, con cotas superior e inferior M y m, respecti-
vamente (esto es, m < f,f ><< Af,f >< M < f,f >,Vf ). Si p es un polinomio con
coeficientes complejos, podemos construir p(A) de la forma natural, siendo también simétri-
ca. La correspondencia p — p(A) es del tipo positivo (p(\) > 0, A € [m, M] = p(A) >0
como forma cuadrética), y consecuentemente dicha correspondencia es monétona (p(A) >
q(A), A € [m, M] = p(A) > q(A) como forma cuadraitica).

Consideremos el espacio C := {f : [m, M| — R{ , superiormente semicontinua}. Es cono-
cido que si tenemos u € C, existe una sucesién decreciente de polinomios {p,} que converge

uniformemente a u. Definimos la sucesién de operadores {p,,(A4)}, que es decreciente e inferi-
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ormente acotada por 0 (vista como forma cuadratica). Usando un resultado para operadores

acotados ([13]), dicha sucesién converge en norma. Definimos pues u(A) := lim p,, (A).

» u(A) estd bien definido (no depende de la sucesién tomada).
Tomemos dos sucesiones decrecientes de polinomios que convergen a u, pn V qn.
Entonces, Vr,3s/ps(A) < ¢-(A) + L,¢5(A) < p(A) + L en [m, M]. Tomando limites

primero en r y después en s, obtenemos lo buscado.
» u(A) es un operador simétrico.
» Siwup <wugen[m, M] = u(A) <uz(A) como forma cuadratica.
» Si V permuta con A, entonces V' permuta con u(A)
En particular, dentro de C' estadn las proyecciones siguientes: fijado u € R, definimos

1 st A<
eu(A) ==
0 siA>p

Para cada p, definimos E,, := e, (A), definido por el procedimiento antes dado. La familia

de operadores {E, },cr verifica las siguientes propiedades:

1. e, =e,sipn<v=—E,F, =EF, =F,, que se escribe como p <v=F, <FE,

ey =0 sip<m E,=0 sip<m
=
ep=1 sipu>M E,=Id sip>M

3. u+— E, es continua a la derecha.
Fijo p. Puedo tomar, que existe, una sucesién decreciente de polinomios {p,} con-

vergente a e, verificando que p, > e Entonces,

et
pn(A) > E, 1 = E, Tomando limites en n, y como podemos hacer la misma

cuenta para cualquier sucesiéon de numeros positivos decreciente a 0, tenemos que

E e — E,sie\0
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Estas tres propiedades son las que definen a una familia espectral.

Tomemos ahora 1 < A < v = ple,(N) —ey(N)] < Alew(A) — eu(N)] < vley(A) —eu(N)] =
w(E, — E,) < AE, - E,) <v(E,— E,). Si tomamos ahora una particién de [m, M] ,
o <m < py < oo < pin—1 < M < py v elegimos p = pg—1 , ¥ = pg, y sumamos en k todas

las desigualdades que tenemos obtenemos
n n n
Z:uk—l(Euk — LBy, ,) < ZA(Euk —Ey,_,) < Zﬂk(Euk —Eu)
k=1 k=1 k=1

El término del medio es igual a A(E,, — E,,) = A. Si ademads la norma de la particién (el
maximo de la distancia entre dos elementos consecutivos de la misma) es menor que un
g > 0 dado, la diferencia entre los términos extremos de la desigualdad estd acotada por

eld. Entonces, si para cada k elegimos A\ € [ux—1, px], se tiene que
n
A — Z k(B — By )|l <&,
k=1

esto es, que si incrementamos el nimero de elementos de la particién (n) de forma que la
norma de la misma tienda a 0, las sumas » ., A\g(Ey, — E,, ,) convergeran en norma al
operador A. Como este limite es el mismo que da origen a la definicién de la integral de
Riemman-Stieltjes, escribimos por analogia
400 M
A= / AEy = / AE),
—00 m—0
, donde la segunda identidad es cierta al ser E\ constante por debajo de m y por encima

de M. Dicha identidad se interpreta como que para un elemento f € D(A),

Af:/:o/\dEAf

Por las propiedades de la familia espectral, y repitiendo las cuentas ya hechas, es facil
comprobar que

+oo
VreN, A" = / N'dE)

—00
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y por linealidad que
+o0o
¥ e CX)p() = [ pdE

—00

Finalmente, un argumento de densidad nos permite concluir que

+o0o
Vu continua, u(A) = / u(A)dE)

—0o0
Hasta la primera de las identidades integrales dadas es la demostracién del Teorema Es-

pectral para operadores simétricos acotados.

5.1.1. El Teorema Espectral para operadores autoadjuntos no acotados

Para la demostracién que daremos del teorema, la dada por Von Neumann, necesita-
mos dos resultados previos. Uno de ellos es el teorema espectral para operadores unitar-

ios(isometrias sobreyectivas globalmente definidas), que no demostraremos.

Teorema 5.1.1 (Teorema Espectral para operadores unitarios) Sea V un operador unitario

en un espacto de Hilbert complejo. Entonces,

21
V:/ e'YdF,
0

con Foy =0, Forp = 1.

Demostracién: Ver ([13]). [
El segundo es un lema de caracter técnico, que en cierto modo es un reciproco del Teorema

Espectral.

Lema 5.1.1 Sea L,, una familia numerable de subespacios de un espacio de Hilbert H tal
que H descompone como suma ortogonal de todos ellos. Para cada n, consideremos un
operador

A, L, — L,

que sea acotado y autoadjunto. Entonces, existe un inico operador autoadjunto (no nece-
sariamente acotado)

A:D(A) C H— H/A|z, = Ay
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Ademds, dicho operador viene dado por:
D(A):={f € H/ Y _|Anfal® <o0}; f € D(A), Af := ) Aufn
n=1 n=1
donde por f, se denota a la proyeccion del elemento f al subespacio Ly,.

Demostracién: De forma natural, la extensiéon y su dominio de definicién, de existir,

deben de ser los dados en el enunciado. Llamamos A y D(A) a éstos.

n A es lineal.

Trivial a partir de la definicién.

» D(A) es denso en H .
Por construccién, D(A) contiene a todos los elementos de la forma >}, fi, con
fr € L. Como H descompone como suma ortogonal de los £,,, se concluye que D(A)

es denso.

s A simétrico.

Sean f,g € D(A). Entonces,
<Afg> = Y <Anfug>= < Anfu,gn >=
= Z < fn, Angn >= Z < fy Angn >=

= < f,Ag >

» Seag € D(A*) (< Af,g >=< f,Ag >,Vf € D(A)). Es claro que para cada n se tiene

la identidad (A,)* = (A*),, donde la segunda es la restriccién de A* a £,,. Entonces,
Z ||Angn||2 = Z < Angn, Angn >= Z < (A*g)m (A*g)n >= HA*9H2 <00
De donde concluimos que g € D(A), y por tanto que A es autoadjunto.

= Unicidad de la extensién.

Sea A’ otro operador autoadjunto tal que 4’|z, = A,,Vn. Como es autoadjunto, es
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cerrado, y por tanto A’ estd definido para para todo elemento f/>" A’f converge, y
para tales elementos, A'f = > A'f,, =Y A, fn. De aqui es obvio que A’ es una exten-
sién simétrica de A, y como A es autoadjunto (en particular, no admite extensiones

simétricas propias), concluimos que A = A’.

|

Con ambos, podemos demostrar ya el Teorema Espectral. Sea A un operador au-
toadjunto en un espacio de Hilbert complejo H. Sabemos ya, por el criterio basico, que
Ker(A+1) =0, Ran(A £ 1) = H. Pero ademas de las cuentas hechas para demostrarlo
obtenemos, primero, que (A41)~! son continuas y estdn globalmente definidas, y la identi-
dad ||[(A+2)f|| = ||[(A—1)f||- De la segunda se tiene que el operador V := (A —1)(A+12)"*
, la transformada de Cayley de A, es una isometria. Ademas, de la definicién se tiene que

para los elementos de la forma

g=A+1)f; Vg=(A—-2)f

. Como A + 1, A — 1 son ambas sobreyectivas, se tiene que tanto g como Vg varian en
todo H, de donde es inmediato que V estd definida globalmente y es sobreyectiva, esto
es, V es unitaria, y es susceptible de aplicarle el Teorema Espectral correspondiente. Pero
ademdas podemos recuperar A a partir de V. Volvemos a las dos igualdades anteriores, y

las sumamos y restamos, quedando:
(I4+V)g=2Af; (I—-V)g=2uf

De la segunda ecuacién, tenemos que I —V es inyectiva (y, en alguin sitio, existe su inversa),

que junto con la primera ecuacién nos da, por sustitucién directa,
A=oIT+V)T—-V)!
Como V es un operador unitario, le aplicamos su Teorema Espectral correspondiente,

2w
V= / ePdF,
0

,con Fy =0, For = 1.
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» I, es continua en ¢ = 0, por las propiedades de familia espectral.

» I, es continua en ¢ = 27, porque si no lo fuera 1 = e2™ serfa valor caracteristico de

V, y en particular no exixtirfa (I — V)1, que sabemos existe.

Consideremos {¢n }nez la particién de ]0, 27| dada por —cot 5* = n. Como {F,} es una
familia espectral, los operadores P, := F, — F,, _, son proyecciones ortogonales dos a dos,
y Y. P, =Fyy—Fy=1-0=1.Sillamamos £L,, := P, H, entonces H descompone como la
suma ortogonal de los subespacios £,,. Ademas, como las proyecciones P, conmutan con
V, éstas permutan con A (puesto que A es una "funcién’de V) = P,A = AP, = Al., :
L, — L, (esto es, los subespacios £,, son A-invariantes). Fijamos ahora m. La funcién

o +— (1 —e")~! estd acotada para ¢ € [Ym_1, Pm]. Si cogemos f € Ly,

Pm
Af = APuf=oI+V)I=V) 'Ppf = Wl +e¥)(1—e¥)dF, =
Pm—1
Pm m
- / —cot ZdF, = {\ = —cot =} :/ NE)
Pm—1 2 2 m—1

Obviamente, { F) } \cr es una familia espectral para A (tomando E)y := F},). Tenemos ahora

la siguiente familia de operadores:

m
Vin, Ton - Lon — Lon) Tonf = / AE)
m—1
todos acotados y autoadjuntos, que ademads verifican la condicién de que H descompone

como suma ortogonal de todos los £,,. Por el lema, existe una tinica extension autoadjunta

que descompone en los operadores dados, J. Definimos
oo
/ MEy =T
—00
Finalmente, como L,, = Hy, v Jm = A|r,,, por unicidad se tiene
oo
A=7J = / ANE\
— 0o

Asi, hemos demostrado el Teorema Espectral para operadores autoadjuntos no necesaria-

mente acotados:
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Teorema 5.1.2 Teorema Espectral Sea H un espacio de Hilbert complejo, A : D(A) C

H — H un operador autoadjunto. Entonces,

A:j:/ AE),

5.2. Parte Leyter

Sea un operador A : D(A) C H — H densamente definido en un espacio de Hilbert
H. En esta seccién estudiamos la caracterizacion de operadores autoadjuntos, para luego

mostrar un ejemplo de un operador simétrico pero no autoadjunto.

Definimos el conjunto
D(A") ={¢y € H|3¢* € H tal que (Ap,¥)g = (¢,¥") g para toda ¢ € D(A)}.

Para cada ¢ € D(A), el elemento ¢* es tnico. En efecto, si (Ap,¥) = (p,¢]) v
(Ap, ) = (p,¥3), para toda ¢ € D(A). Entonces

(o, 9] —93) =0, v € D(A).

Desde que D(A) es un subespacio denso de H, se sigue que ¥} = 3. Por lo tanto, la
aplicacién A* : D(A*) C H — H dada por A*y = ¢*, estd bien definida.

Definicién 5.2.1 Sea un operador A : D(A) C H — H densamente definido en un espacio
de Hilbert H. El operador A* se llama dual de A.
5.2.1. Operadores simétrico y autoadjunto. Criterios

Definicién 5.2.2 Un operador A, densamente definido en un espacio de Hilbert H se

llama simétrico si A C A*, es decir, si D(A) € D(A*) y Ay = A*Y para toda 1p € D(A).

Definicién 5.2.3 Un operador A es llamado autoadjunto si A = A*, es decir, si A es

simétrico y D(A) = D(A*).
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Definicién 5.2.4 Un operador A: D(A) C H — H se dice cerrado, si el conjunto
I'A)={(p,Ap) e Hx H|pe D(A)}CHxH
es un subconjunto cerrado en H x H.

Lema 5.2.1 Sea A un operador simétrico en un espacio de Hilbert H. Entonces, A* es

cerrado, es decir, el grdfico de A, T'(A), es un subespacio cerrado de H x H.

Demostracion: Definimos el operador unitario V : H x H — H X H como

Ve, ) = (=9, 9).

El producto interno en H x H es dado por

((p1,91), (92, ¥2)) Hxm = (1, p2) 1 + (1, Y2) 1

A continuacién, mostramos que V [['(4)]* = I'(4*). En efecto,

(@ 0) € (VIT(ADT & ((9,9), V(w, Aw)) e = , para toda w € D(A)
< (0, ¥), (—Aw, W) HxH = , para toda w € D(A)
S (W,w)g = (p, Aw) i , para toda w € D(A)
& (W) = (Aw, p)p = (w,A"p)y , para todaw € D(A)

sSip=A%

& (p, 1) = (p, A%p) € I'(A7),

y desde que todo subespacio ortogonal es cerrado, se sigue que I'(A*) es un subespacio

cerrado en H. Concluimos que A es cerrado.

Teorema 5.2.1 Sea A un operador simétrico en un espacio de Hilbert H. Son equivalentes:
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a. A es autoadjunto.
b. A es cerrado y ker(A* +1) = {0}.

c. Ran(A+i)=H.

Demostracion:

» a) — b). Supongamos que A es autoadjunto. En particular, por el lema 5.2.1, es un

operador cerrado. Por otro lado, sea ¢ € ker(A* £ i), entonces

+i(p, ) = (@, Fip) = (v, A"p) = (p, Ap) = —(Ap, ) = —(p, A*p) = Fi{p, @),
entonces ¢ = 0. Luego, ker(A* +1) = {0}.

» b) — c¢) Esta parte de la demostracién estd basada en mostrar que el conjunto
Ran(A £ 1) es denso y cerrado en H. Para la densidad, sea 1 € (Ran(A+i))",
entonces

(A£1i)p,9) =0 , paratoda ¢ € D(A).
Entonces
0= ((A£i)p, ) =(p, (A" F1)¥) , paratoda ¢ € D(A),

y desde que D(A) es denso en H, ¢ € ker(A* £1) = {0}. Entonces ¢ = 0, por lo
tanto Ran(A £1) es denso en H.

Ahora, mostramos que el conjunto Ran(A £ 1) es cerrado en H. En efecto, sea ¢,, €
D(A) tal que lim,,_,o (A £ 1), = . Por ser A un operador simétrico, se cumple que

(pn, Appn) € R. Por lo cual, se cumple la igualdad

(A £1)pn|® = || Apnl® + [lonll? -
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Entonces, las sucesiones (A¢y)nen ¥ (¢n)nen son de Cauchy. Por ser A cerrado, existe
p € D(A) tal que

lim ¢, =¢ , nh_)r{.lo Ap, = Ap.

n—oo

Entonces

Y= lim (A+i)p, = lim Ap, +i lim ¢, = Aptip = (A +1i)p.
n—oo n—oo

n—o0

Asi, p € Ran(A £1), es decir, Ran(A £1) es cerrado en H. Finalmente, obtenemos

Ran(A+1i) = Ran(A£1i) = H.

» ¢) — a). La parte principal de la prueba radica en mostrar que ker(A* £i) = {0}. En

efecto, sea ¢ € ker(A* 1), entonces

(AF i), 0) = (Y, (A" £1i)p) =0 , paratoda 1p € D(A).

Entonces ¢ = 0, ya que por hipétesis Ran(A +1) = H.

Ahora, sea ¢ € D(A*), entonces (A* £1)y € H, por hipétesis, existe un ¢ € D(A)
tal que
(A"t = (ALi)e.

Por ser A un operador simétrico, ¢ € D(A*), entonces
(A" £1) (¢ —¢) =0,

asi, —p € ker(A*+i) = {0}. Entonces, ¢ = ¢ € D(A) y D(A*) C D(A). Concluimos

que A es autoadjunto.
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Observacién 11 (Funciones absolutamente continuas) Una funcion F : [a,b] —
se llama absolutamente continua si para todo € > 0, existe un § > 0 tal que para toda

familia {(ai, b;)} de intervalos disjuntos en [a,b] tal que [ sum!?_,(b; —a;) <&, se cumple

Z|F F(a;)| <e.

Denotamos por AC [a,b] el conjunto de las funciones absolutamente continuas en [a,b]. A
continuacion enumeramos algunas propiedades de conjunto AC [a,b], las cuales usaremos

mds adelante.

» AC [a,b] es un espacio vectorial.

» AC[a,b] C C([a,b]).

Si F € AC [a,b], entonces F es derivable c.t.p.

Sea f € L'(a,b), definimos F(z f f(t)dt. Entonces F € AC [a,b].

Si F € AC [a,b], entonces F(x) = F(a) + [ F'(t)dt

Si F € AC [a,b], entonces F' es acotada en |a,b].
5.2.2. Ejemplo. Operador simétrico pero no autoadjunto
Sea el operador T : D(T) — L?(0, 1), definido por T'f = def’ donde

d
D(T) ={f € AC[0,1] | f(0)=0=f(1), f € L*(0,1)}.
A continuacién mostramos algunas propiedades del operador 7.

1. T es simétrico. En efecto, sean f,g € D(T) y por integracién por partes

(Tf,9) — (f,Tg) = /ng /ng—l/ fg+1/ 7 =i
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2. T es cerrado. En efecto, sea (f,) € L%(0,1) tal que
lim f,=7f , lim Tf, =g. (5.1)
n—o0 n—oo
La convergencia es en norma L?(0,1). Entonces

T T T
if(x) =1 hm fn = lim iffl(t)dt = lim Tfn :/ g(t)dt.

Asi, Tf = g. Ademads, de la ecuacién (5.1): f(0) =0 = f(1). Por lo cual, f € D(T).

3. Se sabe que el conjunto D(T) es denso en L2(0,1). Por lo tanto, el operador T*

estd bien definido.

Ahora calculamos el operador T*. Para ello, pordefinicion, debemos encontrar todas las

funciones g, g* € L?(0,1) tal que

1 1 L
/ if'g = (Tf,q) = (f,g") = / /7 . feDT). (5.2)
0 0

Sea g**(z) = [, g*(t)dt, la integral estd bien definida ya que g* € L*(0,1) y = € [0,1].

Luego, por integracién por partes y de la ecuacién (5.2), tenemos

/Olif/gz/olfg"Z/olfg*“:—/olf’g“‘ ., fe D).

De lo cual, se obtiene la siguiente identidad
1 I
Oz/ f (g +1ig*") :/ f'h, fe D), (5.3)
0 0
donde h(z) = g(z) + ig™*(x). Sea ¢ = fo t)dt, entonces

1 1 1 1
Ih=clfisgn = [ h=ef=0 = [ h=ofi~ [(n=ce= [n-oF (54

Consideramos la funcién f(z) = [; h(t)dt — cz. Es claro que f € D(T), ademés f'(z) =

h(z) — c. Por lo tanto, de las ecuaciones (5.3) y 85.4), se tiene

1
1= clao ) = /0 (h—o)h /0 Fh=o.
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Entonces

h(z) =g(z) +ig™(x) =c , ct.p z€[0,1].

Derivando ambos mienbros de la igualdad, se tiene que ¢’ + ig* = 0. Por lo tanto, T*g =

* v

gt =ig'.
Concluimos que el operador T* : D(T*) — L?(0,1), est4 definido por T* = i%, donde

D(T*) = {g € AC[0,1] | %g € L*0,1)}.

El operador T™ es una extension autoadjunta propia de 7', ya que su dominio no posee

restricciones. En particular, 7" no es autoadjunto.

5.3. Parte Santiago

En construccion
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5.4. Parte Odei

5.4.1. Dinamica de espalacién de neutrones

1. Mediante una fuente de iones se producen iones de hidrégeno negativamente car-

gados. Cada i6n contiene un protén orbitado por dos electrones.

= Los iones se inyectan en un acelerador lineal, que los acelera a una energia muy alta.
Los iones pasan a traves de una lamina que despoja de cada i6n los dos electrones,

convirtiendo el ién en una proton.

2. Los protones pasan a un anillo donde se acumulan en grupos. Cada grupo de pro-

tones se libera del anillo como un pulso.

= Los pulsos de protones de alta energia golpean un blanco de metal pesado, usualmente
un contenedor de mercurio liquido. A este proceso se le denomina ESPALACION

DE NEUTRONES, en el que se liberan pulsos de neutrones.
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3. Los pulsos de neutrones liberados por el proceso de espalacién se desaceleran en un

moderador.

4. Los pulsos moderados se guian a las dreas que contienen instrumentos altamente
especializados para la realizacién de experimentos. Aqui es donde ocurre el proceso

de ESPALACION O SCATTERING que explicaremos en esta seccién.

5.4.2. Propiedades basicas del neutrén

» El neutrén es una particula nucleica con masa m,, = 1,675 * 10~27kg.

= No existe naturalmente de forma libre, pero se desintegra de un protén, un electrén

y un neutrino.
» La vida de un neutrén es de aproximadamente 886 segundos.
= Es eléctricamente neutro, pero contiene momento magnético.

= El neutrén interactia con el nicleo mediante las fuertes fuerzas nucleares y con los

momentos magnéticos mediante las fuerzas magnéticas.

5.4.3. Dualidad onda-particula

Una de las consecuencias de la mecanica cudntica es que la materia, en particular el
electrén, se puede tratar como particula u onda. En la dispersién de neutrones, los neutrones
se comportan como particulas cuando son creadas, como ondas cuando se dispersan y
nuevamente como particulas cuando se detectan. Mas especificamente, a una particula
moviéndose a velocidad constante v(m/s), se le atribuye longitud de onda (de Boglie):

_ 2nh
_mv

A (5.5)

donde h = 1,03473%Js es la constante de Plank.

En la dispersion de neutrones, la interpretacién como onda se refiere en términos del niimero
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de onda del neutrén. k = 27“, un vector de onda de longitud k£ y misma direccién que la

velocidad,

k= —"—(A1) (5.6)

Para nuestro propdsito consideramos el neutréon como no-relativista, por lo que su energia
cinética viene dada por:
h2k?

E =
2my,

(eV) (5.7)

donde 1eV = 1,602 x 107°J.

En construccién .....
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