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Una suma torcida de dos espacios de Banach Y y X es otro espacio Z
tal que
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Una suma torcida de dos espacios de Banach Y y X es otro espacio Z
tal que

> Y — 7.
> Z/Y ~ X.

& Sucesiones exactas:
J q
0—Y —>7Z—5X—50

Cuando:
> j(Y) estd complementado en Z.
> ¢ admite una seccion continua.
se dice que la suma torcida es trivial.

0—Y —>¥YXxX—>X—50
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Ext(X.Y) = {sumas torcidas de Y con X}
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Ext(X,Y)

{sumas torcidas de Y con X}

Ext(X,Y) =

& Ext(X,Y) =0 <= toda suma torcida de Y con X es trivial.

1. Teorema de Hahn-Banach:

00—t —>7Z—>>X—>0

2. Teorema de Sobczyk:

0—co—Z—>S5S—0

3. Propiedad de “lifting” de ¢;:

0—Y—>Z—{61—0
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Sumas torcidas de espacios C(K)
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Sumas torcidas de espacios C(K)

» Aplicacion cociente v : L — K
0— C(L) 25 C(K) — Z — 0
donde 7° : C(K) — C(L), n°(f) = f on.
» Inclusiont: K — L:
0 — kert® — C(L) N C(K)—0

donde ¢° : C(L) — C(K), t°(g) =gou
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Entrantes topol6gicos

El intervalo partido

“Alexandroff’s double arrow space” (1929)

S = ((0,1] x {0}) U ([0, 1) x {1})

o
o

& Convergencia de sucesiones en S:
00 s 2z
Sea (x,),., una sucesion en [0, 1].
> Six, escreciente y x = sup,, x,, entonces (x,,i,) — (x,0).

> Si x, es decreciente y x = inf,, x,,, entonces (x,,i,) — (x,1).
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donde D0, 1] es el espacio de funciones [0, 1] — R acotadas,
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Entrantes topol6gicos

C(S) == D[0,1]

donde D0, 1] es el espacio de funciones [0, 1] — R acotadas,
continuas por la izquierda y con limite finito por la derecha.

> Apartirden:S — [0, 1], n(x,i) = x, obtenemos:

0— C[0,1] =5 C(S) —> - — 0

» ;Y el espacio cociente?

I711= 5 méx (£(x.1) = £(x.0)
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Entrantes

» Operador “salto”: J f(x) = %(f(x, 1) — f(x,0)).
» El rango de J es ¢o[0, 1].
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Entrantes topol6gicos

» Operador “salto”: J f(x) = %(f(x, 1) — f(x,0)).
» El rango de J es ¢o[0, 1].

Proposicion

Existe una sucesion exacta no trivial:

0— C[0,1] =5 C(S) -5 ¢0[0, 1] — 0
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Entrantes topol6gicos

» Operador “salto”: J f(x) = %(f(x, 1) — f(x,0)).
» El rango de J es ¢o[0, 1].

Proposicion

Existe una sucesion exacta no trivial:

0— C[0,1] =5 C(S) -5 ¢0[0, 1] — 0

Demostracion: C(S) es subespacio de £, pero C[0, 1] X ¢[0, 1]
no. |
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Entrantes

Compactos de Alexandroff-Urysohn (1926):
Ky=NU{ps:Aecd}U{o}

donde

> Los puntos de N son aislados.
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Entrantes topo

Compactos de Alexandroff-Urysohn (1926):
Ky=NU{ps:Aecd}U{o}

donde
> Los puntos de N son aislados.

> Entorno bdsico de p4:

{pa} U (A\F)

donde F es un conjunto finito de N.

Alberto Salguero Alarcén Universidad de Extremadura 9/16



Sumas torcidas: menu degustacion

Compactos de Alexandroff-Urysohn (1926):

Ky=NU{ps:Aed}U/ o}

donde
> Los puntos de N son aislados.

> Entorno bésico de p4:

{patU(A\F)
donde F es un conjunto finito de N.

& Convergencia de sucesiones en Ky

Alberto Salguero Alarcén Universidad de Extremadura

9716



Sumas torcidas: menu degustacion

Entrantes topol6gicos

Compactos de Alexandroff-Urysohn (1926):
Ky=NU{pa:Aed}U{o}

donde
> Los puntos de N son aislados.

> Entorno bésico de p4:

{patU(A\F)
donde F es un conjunto finito de N.

& Convergencia de sucesiones en Ky

> Sea A € o, A={a,:neN}. Entoncesa, — pa.

Alberto Salguero Alarcén Universidad de Extremadura 9/16



Sumas torcidas: menu degustacion

Entrantes topol6gicos

Compactos de Alexandroff-Urysohn (1926):
Ky=NU{pa:Aed}U{o}

donde
> Los puntos de N son aislados.

> Entorno bésico de p4:
{patU(A\F)
donde F es un conjunto finito de N.

& Convergencia de sucesiones en Ky
> Sea A € o, A={a,:neN}. Entoncesa, — pa.
> Si A, € &, entonces pa, — 0.
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> {pa:Aed}U{o} ~ad.
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Entrantes

> {pa:Aed}U {0} ~ad.
> A partirde: : e/ — Ky obtenemos:

0— - — C(Ky) > () — 0
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Entrantes topol6gicos

> {pa:Aed}U {0} ~ad.
> A partirde: : e/ — Ky obtenemos:

0— - — C(Ky) > () — 0

» ;Y el subespacio?

ker:° = {f S C(K.Qf) . f|{pA:AE.SZY} U{oo} = 0} = C()(N)
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Entrantes topol6gicos

> {pa:Aed}U{co} ~ad.
> Apartirde¢: o/ — Ky obtenemos:

0— - — C(Ky) > () — 0

» ;Y el subespacio?

ker® = {f € C(Kg) : fl{pp:acar} ueo} = 0} = Co(N)

Proposicién

Si &/ es no numerable, existe una sucesion exacta no trivial:

O—>c0—>C(K£¢)L—O>c(.Qf)—>O
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> {pa:Aed}U{co} ~ad.
> Apartirde¢: o/ — Ky obtenemos:

0— - — C(Ky) > () — 0

» ;Y el subespacio?

ker® = {f € C(Kg) : fl{pp:acar} ueo} = 0} = Co(N)

Proposicién

Si &/ es no numerable, existe una sucesion exacta no trivial:

O—>c0—>C(K£¢)L—O>c(.Qf)—>O

Demostracion: C(Ky) es subespacio de £, pero co X ¢(&) no. O
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(Como es un subespacio complementado de un C(K)?

X complementadoen co(I) = X = c¢o(J)
(Granero)
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El problema del subespacio complementado en C (K)

(Como es un subespacio complementado de un C(K)?

X complementadoen co(I) = X = c¢o(J)
(Granero)

X complementado en €, = X ~{y
(Lindenstrauss)

X complementado en C(w®) = { Xzco }

(Benyamini)
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El problema del subespacio complementado en C (K)

(Como es un subespacio complementado de un C(K)?

X complementadoen co(I) = X = c¢o(J)
(Granero)

X complementado en €, = X ~{y
(Lindenstrauss)
X=cq
X complementado en C(w®) = {ch(ww)}
(Benyamini)

X complementado en C[O0, 1]
X" no separable = X=C[0,1]
(Rosenthal)
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El problema del subespacio complementado en C (K)

(Todo subespacio complementado de un C(K) es un C(K)?
Teorema (Plebanek, S-A.)

Existen dos familias casi disjuntas & y 9 y una aplicacién cociente
n:Kg — Ky tal que

C(Kg) =n°[C(Ka)| X Z

y Z no es isomorfo a un C(K).
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(Como reconocer un C(K)?
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El problema del subespacio complementado en C (K)

(Como reconocer un C(K)?

Sea X un espacio de Banach y F C Bx- débil-* compacto.

T:X->C(F) , Tx(x")={&"x)

Diremos que F es
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(Como reconocer un C(K)?

Sea X un espacio de Banach y F C Bx- débil-* compacto.

T:X->C(F) , Tx(x")={&"x)

Diremos que F es

» c-normante (0 < ¢ < 1) si T es inyectivo, tiene imagen cerrada y
177 < ¢
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Sea X un espacio de Banach y F C Bx- débil-* compacto.

T:X->C(F) , Tx(x")={&"x)

Diremos que F es
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El problema del subespacio complementado en C (K)

(Como reconocer un C(K)?

Sea X un espacio de Banach y F C Bx- débil-* compacto.

T:X->C(F) , Tx(x")={&"x)

Diremos que F es

» c-normante (0 < ¢ < 1) si T es inyectivo, tiene imagen cerrada y
177 < ¢

» libre si T es epiyectivo.

Proposicion

Un espacio de Banach X es isomorfo a un C(K) si, y solo si, existe un
subconjunto F C Bx- c-normante y libre.
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El problema del subespacio complementado en C (K)

(Cémo reconocer un subespacio complementado?
Sea 7 : L — K una aplicacion cociente.

0— C(K) 25 C(L) — Z — 0

Alberto Salguero Alarcén Universidad de Extremadura 14716



Sumas torcidas: menu degustacion

El problema del subespacio complementado en C (K)
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El problema del subespacio complementado en C (K)

(Cémo reconocer un subespacio complementado?
Sea 7 : L — K una aplicacion cociente.

0— C(K) 25 C(L) — Z — 0

Proposicion (Petczynszki)

Son equivalentes:

1. Existe una proyeccion P : C(L) — C(K) para n° tal que
1P|l < 4.
2. Existe una aplicacion continua ¢ : K — (A - Bps(r), w*) tal que

> supp ¢(t) € 7' (7).
> o()[x ()] = 1.
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Ser o no ser (un C(K))

» Existe una construccion
C(L)=C(K)xZ

donde Z no es un C(K).

> En la misma linea:
0—cp— X —co(c) —0
de manera que X no es un C(K).
& (Es Qun C(K)?

0— C[0,1] — Lx[0,1] — Q0 — 0
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