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Introduccion

Los pedazos: espacios de dimension finita

0n=(R", |- [|,) con 1< p < oo

@ Todas las normas en un espacio de dimensién finita son
equivalentes.

@ Todo espacio normado de dimensién finita es un espacio de
Banach.

@ Todas las aplicaciones lineales son continuas en un espacio de
dimensién finita.

@ Un espacio normado es de dimensién finita (una propiedad
algebraica) si y solo si su bola unidad es compacta (una
propiedad topoldgica).
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=R, - o) con 1< p < oo

@ Todas las normas en un espacio de dimensién finita son
equivalentes.

@ Todo espacio normado de dimensién finita es un espacio de
Banach.

@ Todas las aplicaciones lineales son continuas en un espacio de
dimensién finita.

@ Un espacio normado es de dimensién finita (una propiedad
algebraica) si y solo si su bola unidad es compacta (una
propiedad topoldgica).

mayores: espacios cldsicos de dimensién infinita.

— Espacios de sucesiones: {1, £, g, {oo-
— Espacios de funciones: Ly, L,, C(K), L.
— Otros: X, X*, X**.
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Introduccion

Nuestro objetivo serd estudiar algunas propiedades globales de los
espacios de Banach que se deducen de sus subespacios de
dimension finita, o que no.

Pregunta: Si dos espacios tienen los " mismos” subespacios de
dimensién finita, jque relacidén hay entre ellos? jUna propiedad
pasa de uno a otro?
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Nuestro objetivo serd estudiar algunas propiedades globales de los
espacios de Banach que se deducen de sus subespacios de
dimension finita, o que no.

Pregunta: Si dos espacios tienen los " mismos” subespacios de
dimensién finita, jque relacidén hay entre ellos? jUna propiedad
pasa de uno a otro?

Teoria local de espacios de Banach

Segtn Vitali Milman, la teoria local estudia las propiedades de la
estructura de los espacios normados de dimensién finita y su
comportamiento asintético cuando su dimensidn tiende a infinito.

Primer ejemplo

Para 1 < p < oo, tenemos £, = Ué,’;. Si X = Uég, iqué
n n

podemos decir de X7

A\,
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Finita representacion: definiciones

Distancia de Banach-Mazur

Sean X e Y dos espacios normados isomorfos. Definimos su
distancia de Banach-Mazur como

d(X,Y)=mf{|[T|IT | T:X — Y isomorfismo }.
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Finita representacion: definiciones

Distancia de Banach-Mazur
Sean X e Y dos espacios normados isomorfos. Definimos su
distancia de Banach-Mazur como

d(X,Y)=mf{|[T|IT | T:X — Y isomorfismo }.

A\

Finita representacion

Se dice que X es finitamente representable en Y si para cada

€ > 0y cada subespacio E € F(X) existe un subespacio F € F(Y)
tal que d(E,F) < 1+e.

v
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Finita representacion: resultados

Todo espacio de Banach X es finitamente representable en cp.

Sea 0 < e < 1y sea E un subespacio de X de dimensidn finita. Elejimos
un recubrimiento de Bg+ con bolas de tamafio v > 0 con
1/1-v)<l+e

N
Be- C | Blef,v).
Jj=1

Vemos (N C ¢ y definimos

T: E — (N
x — (g ()L,

Se ve facilmente que || T|| < 1, y escogiendo para cada x € E un
funcional x* € Bg- con x*(x) = ||x|| deducimos

L=2)Ixl < | Tx|| = [IT Y| <1+e.
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Sea 0 < e < 1y sea E un subespacio de X de dimensidn finita. Elejimos
un recubrimiento de Bg+ con bolas de tamafio v > 0 con
1/1-v)<l+e

N
Be- C | Blef,v).
Jj=1

Vemos (N C ¢ y definimos

T: E — (N
x — (g ()L,

Se ve facilmente que || T|| < 1, y escogiendo para cada x € E un
funcional x* € Bg- con x*(x) = ||x|| deducimos

L=2)Ixl < | Tx|| = [IT Y| <1+e.

La finita representabilidad no implica inclusion. )
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Finita representacion: resultados

Ly es finitamente representable en ¢, para 1 < p < oc.

Para cada p tomamos E, como el subespacio de L, generado por
las funciones caracteristicas x((k—1)/27,k/2n) Para 1 < k < 2".
Entonces la unién Up2 | E,, es densa en L, y cada E, es isométrico
a un subespacio de /.
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Ly es finitamente representable en ¢, para 1 < p < oc.

Para cada p tomamos E, como el subespacio de L, generado por
las funciones caracteristicas x((k—1)/27,k/2n) Para 1 < k < 2".
Entonces la unién Up2 | E,, es densa en L, y cada E, es isométrico
a un subespacio de /.

\

Teorema de Dvoretzky

/> es finitamente representable en cualquier espacio de dimensién
infinita.

Se tenia la idea de que los espacios de dimensién grande
eran modelizados por espacios de dimension infinita. El
teorema de Dvoretzky dio la confirmacion concluyente de
que este hecho era rotundamente falso.

Jesus Bastero Eleizalde

\
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Filtros: definicion y ejemplos

Objetivo

Sean X e Y espacios de Banach de dimensién infinita. Entonces Y
es finitamente representable en X si y solo si existe un
ultraproducto X;; tal que Y es isométrico a un subespacio de Xj,.
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Filtros: definicion y ejemplos

Objetivo
Sean X e Y espacios de Banach de dimensién infinita. Entonces Y

es finitamente representable en X si y solo si existe un
ultraproducto X;; tal que Y es isométrico a un subespacio de Xj,.

Definicidén

Sea T un conjunto infinito. Un filtro en T es una familia de
subconjuntos F de I tal que

o0& F.

@ SiIAC ByAe F entonces B € F.

@ Si A B e F entonces ANB € F.

Definicidén

Una funcion f : T — R se dice que converge a & a través de F, y
se escribe limx f(x) = &, si para todo entorno U de  se verifica
que f1(U) e F.
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Ultrafiltros

Consideremos el filtro
Foo ={A€P(N)|[n,o00) C A para un cierto n > 1}.

Entonces limz_ &, = £ si y solo si lim,—,oc £n = £ en el sentido
usual.
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Ultrafiltros

Consideremos el filtro
Foo ={A€P(N)|[n,o00) C A para un cierto n > 1}.

Entonces limz_ &, = £ si y solo si lim,—,oc £n = £ en el sentido
usual.

€

Definicidon

Un ultrafiltro U es un filtro maximal con respecto a la inclusion.

@ Toda f : Z — R acotada converge con respecto a un
ultrafiltro.

@ Los ultrafiltros de N que contienen Fo, se llaman ultrafiltros
no principales.
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Definicion de ultraproducto

Definicion

Sea X un espacio de Banach infinito y sea U un ultrafiltro. Consideremos
en el espacio £, (X) la seminorma definida por

1Cxa)n llee = tim [[xa.

Tomemos el subespacio ¢ 14(X) de s (X) formado por las sucesiones
(xn)22, tales que limy ||xy|| = 0. Entonces es claro que || - ||y induce una
norma en el cociente

Xu = Loo(X)/ cou(X).

Xy se conoce como el ultraproducto de X.

12/33



Definicion de ultraproducto

Definicion

Sea X un espacio de Banach infinito y sea U un ultrafiltro. Consideremos
en el espacio £, (X) la seminorma definida por

1Cxa)n llee = tim [[xa.
Tomemos el subespacio ¢ 1(X) de o (X) formado por las sucesiones

(xn)22, tales que limy ||xy|| = 0. Entonces es claro que || - ||y induce una
norma en el cociente

Xu = Loo(X)/ cou(X).

Xy se conoce como el ultraproducto de X.

Proposicion

Sea X un espacio de Banach de dimension infinita. Entonces cualquier
ultraproducto Xy, es finitamente representable en X.
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Ultraproductos y finita representacion

Teorema

Sean X e Y espacios de Banach de dimensién infinita. Entonces Y
es finitamente representable en X si y solo si existe un
ultraproducto Xy tal que Y es isométrico a un subespacio de Xy.
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Ultraproductos y finita representacion

Teorema

Sean X e Y espacios de Banach de dimensién infinita. Entonces Y
es finitamente representable en X si y solo si existe un
ultraproducto Xy tal que Y es isométrico a un subespacio de Xy.

Supondremos que Y es separable y tomaremos U un ultrafiltro no
principal de N. Sea (E,)%2; una sucesién creciente de subespacios
vectoriales de dimensién finita tal que E = Uj2 | E, es denso en Y.
Existen operadores T, : E,, — X tales que

1
(1= D)llell < [ Toell < [le], con e < E,

para todo n € N,
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Ultraproductos y finita representacion

Definimos entonces la aplicacién L : E — £, (X) como L(y) = &, donde

o 0 SiygEk
S = {Tk(y) siy € Ex.
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Ultraproductos y finita representacion

Definimos entonces la aplicacién L : E — £, (X) como L(y) = &, donde

o 0 SiygEk
S = {Tk(y) siy € Ex.

Notemos que esta aplicacién no es lineal en £, (X). Sin embargo, las
sucesiones L(x + y) y L(x) + L(y) son iguales a partir de un cierto indice
ko, para el cual x,y,x +y € Ex si k > ky. Por tanto,

L(x+y)— L(x) — L(y) € coo(X) C cou(X)

y L si que es lineal en Xi,.
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Ultraproductos y finita representacion

Definimos entonces la aplicacién L : E — £, (X) como L(y) = &, donde

o 0 SiygEk
S = {Tk(y) siy € Ex.

Notemos que esta aplicacién no es lineal en £, (X). Sin embargo, las
sucesiones L(x + y) y L(x) + L(y) son iguales a partir de un cierto indice
ko, para el cual x,y,x +y € Ex si k > ky. Por tanto,

L(x+y)— L(x) — L(y) € coo(X) C cou(X)

y L si que es lineal en X;;. Por dltimo, tomemos y € Ey £ = L(y),
entonces &(k) = T(y) para todo k > ko, lo cual implica que

1Ty llee = Nim [lECR) ] = v

por cémo hemos escogido las Ty. O
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Principio de Reflexividad Local

Teorema (Principio de Reflexividad Local)

Sea X un espacio de Banach. Para cada subespacio F € F(X**) y
dado € > 0 existe un subespacio E € F(X) conteniendo a F N X
con dim E =dim F y un isomorfismo T : F — E con

ITIIT Y <1+e¢ tal que

T(x)=x VYxeFnX.

En particular X** es finitamente representable en X.

A
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Local Complementacién

X espacio de Banach, Y C X subespacio cerrado.

Y complementado en X

Existe un retracto (proyeccién) lineal y continuo

r:X—=Y, r(x)=x ¥xeY.

Y localmente complementado en X
Existen secciones locales uniformemente acotadas.
Existe A > 0 tal que para todo E € F(X) hay un retracto lineal y
continuo
reE=Y, re(x)=x Yxe ENYy|re|| <A

Y —— X

N
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Local complementacién y propiedades globales

Teorema. “Locally complemented subspaces and L,-spaces”, N.J. Kalton (1984)

X espacio de Banach, Y < X subespacio cerrado. Equivalen:

© Y localmente complementado en X.

@ Existe un operador de extension lineal y continuo
L:Y* — X* tal que L(y*)(x) = y*(x) para cada y* € Y*,
x € Y. Dicho de otro modo, i* o L = Idy-+.

© Y** estd complementado en X**.

© Y posee la propiedad de extensién de compactos (CEP):
Existe una constante A\ > 0 tal que todo operador compacto
k : Y — W admite una extensién compacta K : X — W
satisfaciendo || K|| < Akl
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Localmente complementado = Operador de extensidn

Argumento de compacidad de Lindenstrauss
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Localmente complementado = Operador de extensidn

Argumento de compacidad de Lindenstrauss
| = F(X) ordenados por inclusién.
VEel, 3re :E=Y re(y)=yVy e ENnYy|rel| <A
Vxe X, 3 el :EgCEel= Le(y*)(x) =y ore(x) Vy* € Y*
ALY = X*, Le(y*)(x) = L(y*)(x) Vxe X, y* € Y*
ILe( ) < Mly* |l = (Le)ees € P = [] Bx-(0,Ally*]))
y*EY*

P es compacto (T2 Tychonoff), luego (Lg)ges admite una subred
convergente. Podemos suponer Lg — L € P.
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Localmente complementado = Operador de extensidn

Argumento de compacidad de Lindenstrauss

| = F(X) ordenados por inclusién.

VEel, 3re :E=Y re(y)=yVy e ENnYy|rel| <A

Vxe X, 3 el :EgCEel= Le(y*)(x) =y ore(x) Vy* € Y*
AL Y* = X*, Le(y*)(x) = L(y")(x) ¥xe X, y* € Y*

L lineal

Para ac K, y*,z" € Y* y x € X existe Eg € | tal que si E D Ey,

Le(y™)(x) = y" o re(x), Le(z")(x) = z" o re(x),
Le(ay™ + z*)(x) = (ay™ + z¥) o re(x).
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Localmente complementado = Operador de extensidn

Argumento de compacidad de Lindenstrauss

| = F(X) ordenados por inclusién.

VEel, 3re :E=Y re(y)=yVy e ENnYy|rel| <A

Vxe X, 3 el :EgCEel= Le(y*)(x) =y ore(x) Vy* € Y*
AL Y* = X*, Le(y*)(x) = L(y")(x) ¥xe X, y* € Y*

L lineal

Para ac K, y*,z" € Y* y x € X existe Eg € | tal que si E D Ey,

Le(y™)(x) = y" o re(x), Le(z")(x) = z" o re(x),
Le(ay™ + z*)(x) = (ay™ + z¥) o re(x).

Por tanto, Lg(ay* + z*) = aLg(y*) + Le(z*), y tomando limite
obtenemos L(ay* + z*) = aL(y*) + L(z*).
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Localmente complementado = Operador de extensidn

Argumento de compacidad de Lindenstrauss

I = F(X) ordenados por inclusién.

VEel,dre :E=Y re(y)=yVy e ENYy|rel <A
VxeX,JEh el : By CE €l = Le(y*)(x) =y ore(x) Vy* € Y*
AL Y* = X*, Le(y*)(x) = L(y")(x) ¥xe X, y* € Y*

L lineal

IL] <A
ILE(y?)O] = ly™ e re()] < Ally™[llIx]l = [L{y") G < Ally ™[]l

luego ||L(y™)|| < Ally*|l-
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L lineal

IL[ < A

L(y*)(y) = y*(y)
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Localmente complementado = Operador de extensidn

Argumento de compacidad de Lindenstrauss

I = F(X) ordenados por inclusién.

VEel,dre :E=Y re(y)=yVy e ENYy|rel <A
VxeX,JEh el : By CE €l = Le(y*)(x) =y ore(x) Vy* € Y*
AL Y* = X*, Le(y*)(x) = L(y")(x) ¥xe X, y* € Y*

L lineal

ILI <A

Ly")(y) = y*(¥)

y€Y =re(y)=y, luego

LE(y*)(y) =y ore(y) = y*(y),
y tomamos limite.
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Operador de extension = Bidual complementado

Teorema. “Locally complemented subspaces and L,-spaces”, N.J. Kalton (1984)

X espacio de Banach, Y < X subespacio cerrado. Equivalen:
@ Existe un operador de extensidn lineal y continuo
L:Y* — X* tal que L(y*)(x) = y*(x) para cada y* € Y*,
x € Y. Dicho de otro modo, i* o L = Idy~.
© Y** estd complementado en X**.

La traspuesta L* : X** — Y™** es una proyeccién lineal. Ademas,
L] = [IL].
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Bidual complementado = Localmente complementado

Teorema. “Locally complemented subspaces and L,-spaces”, N.J. Kalton (1984)

X espacio de Banach, Y < X subespacio cerrado. Equivalen:
© Y localmente complementado en X.
© Y** estd complementado en X**.

Y —* s XOF

Tlr’|E(E)T le
/

')/wk* f T ;Xf4<*

Componemos la restriccién a E de r’ con la proyeccién de r'|g(E)
aY.

Esta dltima existe por el PRL.
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Localmente complementado = CEP

Teorema. “Locally complemented subspaces and L,-spaces”’, N.J. Kalton (1984)

X espacio de Banach, Y < X subespacio cerrado. Equivalen:
@ Y localmente complementado en X.
Q Y posee la propiedad de extensién de compactos (CEP):
Existe una constante A > 0 tal que todo operador compacto
k : Y — W admite una extensién compacta K : X — W

satisfaciendo || K|| < Al|k]].
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Ke=korg: X — W.

(Ke)EeF(x) yace en un compacto por la compacidad de k.

Tychonoff proporciona la extensién compacta K : X — W.
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CEP = Operador de extensién

Teorema. “Locally complemented subspaces and £L,-spaces”, N.J. Kalton (1984)

X espacio de Banach, Y < X subespacio cerrado. Equivalen:

@ Existe un operador de extensidn lineal y continuo
L:Y*— X* tal que L(y*)(x) = y*(x) para cada y* € Y*,
x € Y. Dicho de otro modo, i* o L = Idy~.

© Y posee la propiedad de extensién de compactos (CEP):
Existe una constante A\ > 0 tal que todo operador compacto
k :' Y — W admite una extensién compacta K : X — W
satisfaciendo || K|| < Al k]].

Argumento de compacidad de Lindenstrauss

Para cada E € F(Y™*), if|]y : Y — E* compacto.
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Existe una constante A\ > 0 tal que todo operador compacto
k :' Y — W admite una extensién compacta K : X — W
satisfaciendo || K|| < Al k]].

Argumento de compacidad de Lindenstrauss
Para cada E € F(Y™*), if|]y : Y — E* compacto.
Jlg : X — E* extensién compacta.

Tomamos la red /g : Y* — X* y Tychonoff.
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Aplicacion: caracterizacion de espacios de Hilbert

Teorema. “Locally complemented subspaces and £,-spaces”, N.J. Kalton (1984)

X espacio de Banach, Y < X subespacio cerrado. Equivalen:

© Y localmente complementado en X.

@ Existe un operador de extensidn lineal y continuo
L:Y* — X* tal que L(y*)(x) = y*(x) para cada y* € Y*,
x € Y. Dicho de otro modo, i* o L = Idy~.

© Y** estd complementado en X**.

Q Y posee la propiedad de extension de compactos (CEP):
Existe una constante A > 0 tal que todo operador compacto
k :' Y — W admite una extensién compacta K : X — W
satisfaciendo || K|| < Al k]].
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Q Y posee la propiedad de extension de compactos (CEP):
Existe una constante A > 0 tal que todo operador compacto
k :' Y — W admite una extensién compacta K : X — W
satisfaciendo || K|| < Al k]].

Teorema. “Local complementation and the extension of bilinear mappings” (2012)

Un espacio de Banach X es de Hilbert si y solo si todo subespacio
es localmente complementado en X.
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Indice

@ Espacios £,
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Deﬁnicién(Espacio Ly x, espacio Lp)

Sean 1 < p<ooyl<A<oo. Un espacio de Banach X es un
espacio L, ) si VE € F(X) 3F € F(X) con E C F tal que
d(F,¢;) < A con n=dimF. Un espacio de Banach X se dice que
es un espacio L, con 1 < p < oo si I\ < oo tal que X es L, 5.
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d(F,¢;) < A con n=dimF. Un espacio de Banach X se dice que
es un espacio L, con 1 < p < oo si I\ < oo tal que X es L, 5.

e Como cabria esperar, los espacios £, L, y C(K) son ejemlpos
de espacios L, pues estos Ultimos los generalizan.

o Los espacios de la forma £, @ 2, £p({2). . . son espacios L, no
isomorfos a £, para p # 2
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Propiedades. “The L, Spaces”, J. Lindenstrauss, H. P. Rosenthal (1969)

@ Sea X un espacio de Banach. Entonces, X es L, si y solo si
X* es Lg. Con 1§p,q§ooy%+%:1.
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A CLASS OF SPECIAL ¢, SPACES
BY

J. BOURGAIN and F. DELBAEN

Vrije Universiteit
Brussel, Belgium

1. Introduction

We shall construct Banach spaces X and Y having some peculiar properties.

(a) X is a separable C,, space.

(b) X is a Radon-Nikodym space. Since a separable L, space cannot be imbedded
isomorphically into a separable dual space, this example solves negatively the following
conjecture of Uhl: Is every separable Radon-Nikodym space isomorphic to a subspace of
a separable dual space?

(¢) X is a Schur space, i.e. weak and norm compactness coincide in X. This answers
negatively a conjecture of Lindenstrauss who asked in [10] whether a space which has
the weakly compact extension property is necessarily finite dimensional (see also Theorem
2.4). In [11] Pelczynski and Lindenstrauss and in [12] Lindenstrauss and Rosenthal

asked whether every L, space ins a subsp phic to ¢, Our example

disproves this conjecture.

(d) X is weakly sequentially complete. Since X* is a £, space, X* is also weakly
sequentially complete. For a long time it was conjectured that a Banach space is reflexive
if and only if both X and X* are weakly sequentially complete.

(a’) The Banach space Y is a separable C,, space.,

(b’) The Banach space Y is a Radon-Nikodym space.

(¢’) Y is somewhat reflexive, i.e. every infinite dimensional subspace of ¥ contains an
infinite dimensional subspace which is reflexive.
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Los espacios L, y L1

Teorema (Lindestrauss-Rosenthal (1969))

Son equivalentes los siguientes pares de afirmaciones:

o Y es Lo o Z es [y

e YW, X espacios de @ VX espacio de Banach,
Banach con Y C X, y Vq: X — Z cociente y
todo operador compacto Vk: W — Z operador
k:Y—=> W, compacto, AK: W — X
dK: X — W extension levantamiento compacto
compacta de k de k

N

Y —— X

| A BN

—

k

S
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Los espacios L, y L1

L7 es inyectivo para todo n, es decir, esta uniformemente
complementado en todo espacio en el que se incluye (la norma de
la proyeccién no crece con n).
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la proyeccién no crece con n).

€

(Demostracién del teorema anterior).

Sea Y L. Basta probar que Y es localmente complementado en
X.

Sea E € F(X). Consideramos E; = ENY € F(Y). Porser Y L,
se tiene que JE, € F(Y') con E; D E; y Ep copia isomorfa de £
con d(Ep, 7)) < \. Por el lema anterior, se sigue la tesis. O

v
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(Demostracién del teorema anterior).

Sea Y L. Basta probar que Y es localmente complementado en
X.

Sea E € F(X). Consideramos E; = ENY € F(Y). Porser Y L,
se tiene que JE, € F(Y') con E; D E; y Ep copia isomorfa de £
con d(Ep, 7)) < \. Por el lema anterior, se sigue la tesis. O

Teorema

Todo espacio L, estad localmente complementado en cualquier
espacio que lo contenga (y esto los caracteriza). Esto incluye, por
ejemplo, cy y los espacios Bourgain-Delbaen
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Fin.

Gracias por la atencidn.
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