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Motivacion

&(t) = =V f(z(t)), t >0,
z(0) =z0 € R™.

iBajo qué condiciones sobre f la curva solucién tiene longitud finita?
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xo € R™.

iBajo qué condiciones sobre f la curva solucién tiene longitud finita?
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Curvas en espacios métricos

Una curva en un espacio métrico (X, d) es una funcién continua x : [a,b] CR — X.
Definimos la longitud de x como

n—1

U(z) =sup{ D d(a(ti), z(ti+1)) {5

1=0

donde el supremo se toma sobre todas las particiones a =tg < t1 < --- <t, =0.

Taller ralisis Funcional
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Curvas Curvas autocontractivas

Curvas autocontractivas

Definicién 2 ([DLS]).

Una curva x: I C R — (X, d) se dice autocontractiva si para todo t1 < t2 < t3 en I se
tiene que

d(x(tr), 2(ts)) = d(z(t2), (ts))

o, equivalentemente, si la funcién
t— d(x(t), z(t3))

es decreciente en I N (—oo, t3] para cada t3 € I.

Y(t2)
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Curvas autocontractivas

Definicién 2 ([DLS]).

Una curva x: I C R — (X, d) se dice autocontractiva si para todo t1 < t2 < t3 en I se
tiene que

d(x(tr), 2(ts)) = d(z(t2), (ts))

o, equivalentemente, si la funcién
t— d(x(t), z(t3))

es decreciente en I N (—oo, t3] para cada t3 € I.

Autocontractiva NO Autocontractiva
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Curvas Curvas autocontractivas

Caracterizacion de funcién convexa

Si f: R™ — R es diferenciable, entonces son equivalentes las condiciones
@ f es convexa.
@ Paracadaz,y eR", f(y)— f(z) >(Vf(x),y—x).
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Curvas Curvas autocontractivas

Caracterizacién de funcidn convexa

Si f: R™ — R es diferenciable, entonces son equivalentes las condiciones
@ f es convexa.

@ Paracadaz,y eR", f(y)— f(z) >(Vf(x),y—x).

Demostracion ( = ):
Como f es convexa,

[ty + (1 —t)x) <tf(y) + (1 —t)f(2);

f(x‘i't(y*tm))*f(x) < f(y)—f(l’)

Tomando limites cuando ¢t — 0T,

i L&+ tly =) = f(x)

t—0t+ t

=(Vf(@),y —x) < fly) — f(x).
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Caracterizacion de funcién convexa

Si f: R™ — R es diferenciable, entonces son equivalentes las condiciones
@ f es convexa.

@ Paracadaz,y eR", f(y)— f(z) >(Vf(x),y—x).

Demostracion ( = ):
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Solucién autocontractiva de un sistema de tipo gradiente

Lema 2.

Sea f: R™ — R una funcién convexa diferenciable. Las curvas x: I C R — R" solucién
del sistema ©(t) = —V f(z(t)) con t € I son autocontractivas.
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Curvas Curvas autocontractivas

Solucién autocontractiva de un sistema de tipo gradiente

Sea f: R™ — R una funcién convexa diferenciable. Las curvas x: I C R — R" solucién
del sistema ©:(t) = —V f(x(t)) con t € I son autocontractivas.

Demostracion:

% (llz(to) = &)%) = 2(=ix(t), z(to) — 2(t)) = 2{V f(x(1)), z(to) — z(t)).
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Curvas Curvas autocontractivas

Solucién autocontractiva de un sistema de tipo gradiente

Sea f: R™ — R una funcién convexa diferenciable. Las curvas x: I C R — R" solucién
del sistema ©:(t) = —V f(x(t)) con t € I son autocontractivas.

Demostracion:

% (llz(to) = &)%) = 2(=ix(t), z(to) — 2(t)) = 2{V f(x(1)), z(to) — z(t)).

Aplicando el lema anterior, obtenemos que

(Vf(x(t),z(to) —x(t)) < flz(to)) — f(x(t)).
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Curvas Curvas autocontractivas

Solucién autocontractiva de un sistema de tipo gradiente

Lema 2.

Sea f: R™ — R una funcién convexa diferenciable. Las curvas x: I C R — R" solucién
del sistema ©:(t) = —V f(x(t)) con t € I son autocontractivas.

Demostracion:

L (latto) - 2®) = 24-(2) 2(t0) — 2(0)) = 2T F(@(0). 2(t0) — (2).

Aplicando el lema anterior, obtenemos que
(Vf(@(t), z(to) — (1)) < f(x(to)) — f(z(t)).

% (f(z(to)) = f(a(1)) = (=Vf(2(t)),&(t)) = [V f(z(®)]* 20, Yt < to.

Como la funcién f(z(to)) — f(x(t)) es creciente y es nula en el punto ¢y, deducimos que
la funcién ||z(to) — x(t)||* es decreciente.

O
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Solucién autocontractiva de un sistema de tipo gradiente

Lema 2.

Sea f: R"™ — R una funcién convexa diferenciable. Las curvas x: I C R — R" solucién
del sistema ©(t) = —V f(z(t)) con t € I son autocontractivas.

Escuela Taller ralisis Funcional

Curvas autocontractivas 14 de marzo de 2022 9/47



Curvas evolutivas

Definicion 3 ([MaPul]).

Una curva x: I — R" derivable en casi todo punto es una curva evolutiva si para cada
t € I tal que ©(t) existe se tiene que

(@(t),2(t) — z(s)) 2 0

para todo s € I tal que s < t.

Evolutiva NO Evolutiva
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Curvas evolutivas

Curvas evolutivas

Definicion 3 ([MaPul]).

Una curva x©: I — R"™ derivable en casi todo punto es una curva evolutiva si para cada
t € I tal que ©(t) existe se tiene que

(@(t),2(t) — z(s)) 2 0

para todo s € I tal que s < t.

NO Evolutiva Evolutiva
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Curvas Curvas evolutivas

Equivalencia entre ambas definiciones

Proposicion 1.

Una curva x: [a,b] — R"™ absolutamente continua es evolutiva si y solo si x~ es una
curva autocontractiva.

Taller ralisis Funcional
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Curvas Curvas evolutivas

Equivalencia entre ambas definiciones

Proposicion 1.

Una curva x: [a,b] — R™ absolutamente continua es evolutiva si y solo si x~ es una
curva autocontractiva.

Demostracion ( = ):
Fijemos t1 € [a,b]. Si x es evolutiva,

(#(t),z(t) — x(t1)) > 0, parat € [t1,b].
0, equivalentemente,

d
Sl = a(e)]* > 0, para t € [t1,8].

Por lo tanto, |z(t) — x(t1)| es creciente para t € [t1,b]. Asi,
[(=s) — ()|l

es decreciente para s € [—b, —t1]. Si denotamos s1 = —t1, concluimos que
e )~ 2= (s

es decreciente para s € [—b, s1], con lo que ™ es autocontractiva.
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Teorema de longitud acotada en R2

Indice
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Teorema de longitud acotada en R2

Las curvas evolutivas tienen longitud acotada

Teorema 1 ([MaPu, 3.1X.]).

Toda curva z(t) : [0,a) — R™ evolutiva cuya imagen estd contenida en un conjunto
acotado tiene longitud finita.

Teorema 2 ([MaPu, 2.1V.]).

Toda curva x(t) : [0,a) — R? evolutiva cuya imagen estd contenida en un conjunto K
convexo y acotado tiene longitud menor o igual al perimetro de K.
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Teorema de longitud acotada en R2

Caso limite

Existen curvas cuya longitud coincide con el perimetro de su envolvente convexa.

G v(t) = e " (cost,sint), t > c(p),

W= exp <_ 37rw)
= - )

Figura: Longitud igual al perimetro.
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Teorema de longitud acotada Teorema de longitud acotada en R2

Lemas previos para el caso de R? (1)

Resultado 1.

Sean K1, K2 C R? dos conjuntos convexos acotados tales que K1 C K. Entonces,

perimetro(K1) < perimetro(K>).
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Teorema de longitud ac Teorema de longitud acotada en ]R2

Lemas previos para el caso de R? (1l)

Resultado 2.

Sean a € RT U {oo}, 2 : [0,a) — R? una curva absolutamente continua y

I'(s) ={z(r): 0<r <s} Vs€0,a).
Entonces,
p(s) = perimetro (conv (I'(s))) Vs € [0,a)

es una funcién creciente y por tanto, derivable en casi todo punto.

z(s+h)
(s)

z(0)
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Teorema de longitud acotad Teorema de longitud acotada en R2

Lemas previos para el caso de R? (1ll)

Lema 3.

Sea z(t) : I — R una curva evolutiva. ||z(s) — z(s1)|| es no decreciente, luego si
51 <82 S s,

[2(s2) — x(s1)[| < [le(s) — 2z(s1)]-

En el trigngulo x(s1), x(s2) y x(s), el lado z(s2) — x(s1) no es el mds largo. Por tanto,
el dngulo entre los vectores x(s1) — z(s), z(s2) — x(s) es menor que 7.

(s)

Corolario 1.

El dngulo del sector proyectante a conv(I'(s)) en x(s) es menor o igual que 7.
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Teorema de longitud ac Teorema de longitud acotada en ]R2

Demostracién del caso R? (1)

Teorema 3 ([MaPu, 2.1V.]).

Toda curva x(t) : [0,a) — R? evolutiva cuya imagen estd contenida en un conjunto K
convexo cumple

p(s) = U(s).

@ Sea p(s) el perimetro de conv (I'(s)), siendo I'(s) = {z(r) : 0 < r < s}.
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Teorema de longitud acotada Teorema de longitud acotada en R2

Demostracién del caso R? (1)

Teorema 3 ([MaPu, 2.1V.]).

Toda curva x(t) : [0,a) — R? evolutiva cuya imagen estd contenida en un conjunto K
convexo cumple

p(s) = U(s).

@ Sea p(s) el perimetro de conv (I'(s)), siendo I'(s) = {z(r) : 0 < r < s}.

@ Sea [(s) la longitud de I'(s). Podemos asumir sin pérdida de generalidad que la
curva estd parametrizada por el arco, por lo que I(s) = s.
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Teorema de longitud ac Teorema de longitud acotada en R2

Demostracién del caso R? (1)

Teorema 3 ([MaPu, 2.1V.]).

Toda curva x(t) : [0,a) — R? evolutiva cuya imagen estd contenida en un conjunto K
convexo cumple

p(s) = U(s).

@ Sea p(s) el perimetro de conv (I'(s)), siendo I'(s) = {z(r) : 0 < r < s}.
@ Sea [(s) la longitud de I'(s). Podemos asumir sin pérdida de generalidad que la

curva estd parametrizada por el arco, por lo que I(s) = s.

o Nuestro objetivo es probar p(s) > I(s) = s; para ello, como p(0) = I(0) = 0, basta
ver que p'(s) > 1 para casi todo punto s € [0, a).
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Teorema de longitud acotada en R2

Demostracién del caso R? (II)

Sea h € R™. Consideremos la curva.

Escuela Taller \nilisis Funcion: Curvas autocontractivas
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Teorema de longitud acot Teorema de longitud acotada en R2

Demostracién del caso R? (IIl)

Sea la envolvente convexa de I'(s).

alisis Funcional Curvas autocontractivas
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Teorema de longitud acotada Teorema de longitud acotada en R2

Demostracién del caso R? (IV)

Afiadimos sectores proyectantes de la envolvente convexa de I'(s) desde z(s) y desde
z(s + h).

——0 z(s+h)

Taller alisis Funcional Curvas autocontractivas 14 de marzo de 2022 21/47



Teorema de longitud acotada en R2

Demostracién del caso R? (V)

Cy == conv (I'(s) U {z(s + h)}).

X| Escuela Taller de Analisis Funcional Curvas autocontractivas
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Demostracién del caso R? (VI)

C4 = CaN{sector proyectante desde z(s)}.
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Teorema de longitud acotada Teorema de longitud acotada en R2

Demostracién del caso R? (VII)

—9 (s + h)

Por construccidn se tiene la cadena de contenidos
conv(I'(s)) C C1 C Cs C conv(I'(s+ h))
y, por el Resultado 1, se tiene
p(s) < pi(s) < pa(s) < p(s+h),
siendo p1, p2 los perimetros de Cy, Cy respectivamente. En consecuencia,

p(s +h) = p(s) = pa(s) — pi(s)-
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Teorema de longitud acotada Teorema de longitud acotada en R2

Demostracién del caso R? (VIII)

Nuestro objetivo es calcular

o PEED =p(5) o pa(s) = pa(s)
h—0+ h h—0+ h
para lo que trabajaremos con p2(s) — pi(s).
XI Escuela Taller alisis Funcional Curvas autocontractivas 14 de marzo de 2022
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Teorema de longitud acotada Teorema de longitud acotada en R2

Demostracién del caso R? (IX)

Definamos z1, z2 como los puntos donde los lados del sector proyectante coinciden con la
frontera de C.

—9 x(s+h)

Se puede ver que

2

pa(s) =pu(s) = D (s +h) =zl = lle(s) = zll) -

1=1
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Teorema de longitud acotada en R2

Demostracién del caso R? (X)

Calculemos la proyeccién de z(s + h) sobre la recta tangente a la curva en z(s).

21

—0 (s + h)
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Teorema de longitud acotada Teorema de longitud acotada en R2

Demostracién del caso R? (XI)

Eliminado del diagrama anterior la curva, obtenemos

Z1

z2

Como se puede probar ficilmente que Hx(s +h)— x(h>H = o(h), podemos considerar en

su lugar
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ongitud acotada Teorema de longitud acotada en R2

Demostracién del caso R? (XII)

Asi, podemos sustituir

pa(s) = pa(s) = Y (la(s +h) = zill = [lz(s) — zll)

i=1

por

‘x(h) - zZH) + o(h).

pa(s) = p(s) > 22: (wa _ ZH _
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Teorema de longitud acotada en R2

Demostracién del caso R? (XIII)

Teniendo en cuenta que dos de las diagonales del tridngulo son los lados de cierto sector
proyectante, por el lema 3, se cumple que a1 + a2 < 7.

Z1

Por un argumento geométrico no trivial, puede probarse que cos a1 + cosaz > 1y, de
esta manera,

)=o) 2 32 ([o =5 [+ < 5] + o 2

&A
Z
I
8
—~
»
~—
—
o)
@]
&
Q
=
+
o
@]
&
Q
V)
=
+
o]
S
=
=

Curvas autocontractivas 14 de marzo de 2022 30/47



ongitud acotada Teorema de longitud acotada en R2

Demostracién del caso R? (XIV)

Dividiendo por h en ambos miembros y tomando limites cuando h — 0", se llega a

iy o1 p2(h) —pi(h) L
p(s) = hl_l)%lJr — > hli}})l‘*' 5 (Hx — x(s)H (cosaq + cosa) + o(h))
= ||z(s)]|(cos a1 + cosaz) > ||Z(s)]| = 1.
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Teorema de longitud acotada en R"™

Generalizacién del Teorema a R™ (1)

Teorema 4.

Toda curva z(t) : [0,a) — R™ evolutiva cuya imagen esta contenida en un conjunto K
acotado tiene longitud finita.

Definicion 4 (Anchura media).

Dado un conjunto convexo y no vacio K C R", la anchura de K en una direccién

u € S"! es la longitud de la proyeccién ortogonal P,(K) de K sobre Ru. La anchura
media de un conjunto convexo es el promedio de la anchura de K sobre todas las
posibles direcciones de S* 1, esto es,

W(K) = — 1Y (Pu(K)) du,

on Jsn—1

donde du es la medida de Hausdorff (n — 1)-dimensional sobre "' y

n/2
nm
G = du = —,
/SH T(Z +1)

esto es, una constante que hace que W(S"™!) = 1.
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Teorema de longitud acotada en R"™

Generalizacién del Teorema a R™ (1)

Lema 4.

Sean K1, K2 C R" dos conjuntos convexos acotados tales que K1 C Ks. Entonces,

W(K1) < W(Ka).

Teorema 5 ([MaPu, 3.1X.]).

Sea vy : I — R"™ una curva Lipschitz evolutiva cuya imagen esta contenida en un conjunto
convexo y acotado K. Entonces existe una constante C,, (que depende solo de la
dimensidn) tal que

£(v) < Cn W(K).
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Extensiones

iHasta donde podemos llegar?
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Extensiones

iHasta donde podemos llegar?

o R"™ caso discontinuo (2015: Daniiliidis, David, Durand, Lemenant)

@ Espacios normados finito dimensionales (2017: Stepanov, Teplitskaya)
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Contraejemplo en dimensidn infinita

Curva de longitud infinita contenida en un compacto

z: [0,1] — L?0,1]

t — l[o,t]

Como ||z(t) — z(s)]|2 = /|t — s|, entonces

@ x es continua (por ello la curva es compacta).

@ x es autocontractiva.

@ x no es rectificable porque cualquier particién {to,t1,...,t,} uniforme de [0, 1],

n n 1
; lz(tiva) — z(ti)ll2 = ; N V.
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Aplicacic

Indice

© Aplicaciones
@ Algoritmo de biisqueda para conjuntos estrellados
@ Greedy drawing
o Algoritmo proximal
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Sala del museo

Figura: Poligono estrellado no convexo.
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Paredes visibles

Figura: Construccién del poligono visible.
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Cono de direcciones

Figura: Eleccién de la direccién.
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Direcciones

Figura: Regiones donde se reformula el problema.
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Curva solucion

Figura: Curva generada por el algoritmo.
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Iteraciones

Figura: [IKL]
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Aplicaciones Greedy drawing

Greedy drawing

Definicién: Greedy Drawing

Dado un grafo, dados dos vértices so, sy se dice que un spsy-camino es un greedy
drawing si

d(si+1,5n) < d(8s,5N)
para todo 0 < i < N.

Escuela Taller
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Algoritmo proximal

Algoritmo proximal

Definicion 5

Dada f : R™ — R una funcién convexa. Se define la subdiferencial de f en © como

Of(x) ={6 eR" : = f(x) 2 ({,y — ), YVa > f(y)}

Sea f:R™ — R una funcién convexa acotada inferiormente y una sucesién
{t:}ien C (0,1]. Dado o € R™ e i € N, se define x;41 como

. :argmin{f( )+ oo~ }

reR™

Esto es equivalente a decir que

1
0 € 0f(it1) + - (Tits — z2).

7
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Algoritmo proximal

iGracias por su atencién!
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