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Preliminares

Se trata de relacionar operadores relacionados con la transformada de
Fourier en tres contextos diferentes: en RN TN y ZN.

Isert, Matta, Ramis, Ibdfiez, Vila Relacién entre multiplicadores de Fourier 3/26



Preliminares

Se trata de relacionar operadores relacionados con la transformada de
Fourier en tres contextos diferentes: en RN TN y ZN.

e Dada una funcién f € L}(RV), su transformada de Fourier viene dada
por

f(e) = f(x)e 2™*¢ dx, ¢ ¢ RN
]RN

@ La transformada de Fourier inversa de la funcién f(f) € LY(RN) viene
dada por

f(x) = (F)V(x) = /R ) F(£)e*™ ¢ de, ae x e RV
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Preliminares

11

|dentificando TV con el intervalo —3, §]N tenemos que
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Preliminares

|dentificando TV con el intervalo —5, §]N tenemos que
o Dada una funcién f € LY(TN), sus coeficientes de Fourier vienen dada
por

f(n) :/ f(x)e 2™ dx, nezN
TN

@ Podemos recuperar la funcidén f a partir de sus coeficientes de
Fourier, en condiciones de regularidad sobre f, como

— Z f(n)e27rix-n’ x € TN

nezZN
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Preliminares

Por tltimo, dada una sucesién a = {a(n)},czn € £1(ZV) tenemos que
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Preliminares

Por tltimo, dada una sucesién a = {a(n)},czn € £1(ZV) tenemos que

@ Su transformada de Fourier es la funcién periddica y continua dada
por

48 = > a(n)e>en ¢ eV

nezZN

@ Podemos recuperar la sucesién a, a partir de su transformada de
Fourier 4, mediante

a(n) = /11"\/ 5(&)e*™en nezN
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Preliminares

Recordamos la propiedad fundamental de la transformada de Fourier

respecto al producto de convolucién en el contexto continuo, discreto o
periddico

(K = £)(€) = K(&)F(€) = m(¢)F(€), € e RN
(K % £)(n) = K(n)#(n) = m(n)f(n), neZN.

(Ka * a)(€) = K()F(§) = m(&)F (&), ¢ eTV.
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Preliminares

Existen diversos trabajos clasicos en la literatura que relacionan operadores
de convolucién en RN, TN,y ZN. Dichos operadores puede definirse
mediante la accién de los multiplicadores correspondientes en el lado de la
transformada de Fourier, multiplicadores de Fourier. Si m es una funcién

continua en RN definimos

(€)= [, m(e)F©)™< d, x <R, ®
RN
para una funcién f definida en RV.
(Pg)(x) = > m(k)g(k)e®™ >, x €TV, (2)
kezN

para una funcién g periédica en TV,
(0a)(n) = [ m(€)P(§)e™, nezV, 3)
[(-1/2,1/2]V

para a = {a(n)}, una sucesién en ZN y P(¢) = a(m)e "¢,

a8
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Preliminares

Usualmente los operadores definidos por multiplicadores de Fourier se
definen sobre una clase densa en LP y se extienden por densidad a todo el
espacio LP.

En RN, partiendo de m € L, se trata de ver, por ejemplo, cudndo el
operador de convolucién de nicleo K € 8’ (distribuciones temperadas),
definido para funciones f € S (clase de Schwartz)

Tf = f %K,

extiende a un operador acotado en LP, donde K = m.

Si G es uno de los grupos RV, TN o ZN, denotaremos por M, (G) al
espacio de los multiplicadores que definen operadores acotados en LP(RN),
¢P(ZNY y LP(TN), respectivamente.
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Relacién entre M,(RV) y M, (Z")

En dimensién N = 1, el principal resultado que relaciona estas dos clases
de multiplicadores atribuible a Karel de Leeuw (1965) afirma

m € Mp(R) & {m(tn)}nez € Mp(Z).

uniformemente en t > 0.
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Relacién entre M,(RV) y M, (Z")

En dimensién N = 1, el principal resultado que relaciona estas dos clases
de multiplicadores atribuible a Karel de Leeuw (1965) afirma

m € Mp(R) & {m(tn)}nez € Mp(Z).

uniformemente en t > 0.

Observacion: Si asumimos que m € L*, hemos de suponer ciertas
hipétesis de regularidad sobre m, mas generales que el hecho de que m sea
continua. Hemos de asumir que m sea normalizada o, dicho de otro modo,
que todo punto x € RY sea de Lebesgue respecto a la funcién m.
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Relacién entre M,(RV) y M, (Z")

Teorema. Sea 1 < p < co y m € MP(RN) el operador multiplicador de
Fourier T,, asociado a la funcién m continua en todo punto de ZN . Existe
un Gnico operador periédico T,, definido por

(Tmf)(x) = Y m(n)a(n)e™ ™,

nezZN

para

f(x)= Z a(n)e™inx,

neZN

de forma que {m(n)},cz € MP(ZN). Ademis,

I Tomll < 11 Tonll-
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Relacién entre M,(RV) y M, (Z")

Lema 1. Si f es una funcién continua y periédica en RV, entonces

lim eN/Z/ f(x)e_57r|x|2dx:/ f(x)dx , con QN =1[0,1]".
RN QN

e—0

Lema 2. Si Py Q son polinomios trigonométricos,

Tm : LP(RN) — LP(RM) un operador de tipo multiplicador. Tp,, se ha
definido en la base de polinomios trigonométricos. Definimos

ws(y) == e=™I* § >0, y € RN. Entonces, para o, 8 > 0 tales que
a+ =1,

e—0

im 2 [ To(Pua) QG wes(0)ae = [ (TP Q0N
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Relacién entre M,(RV) y M, (Z")

Prueba del Teorema:

@ Caso 1 < p < 4o0: Py Q polinomios trigonométricos.

< [ TwllllPweallpll Qweslly - (4)

/ (Ton(Puea)) () Q0 Wespon
]RN

Tomamos o« = % y g = %.
|iI’T2)6N/2 / (Tm(PWea))(X)Q( ) eﬁ(x dx Lema2 (T P)(X)Q( )
€E—r RN

(5)
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Relacién entre M,(RV) y M, (Z")

/ (TmP)(x)Q(x)dx < || Ton| lim /2| Pwe || ]| Qe |
QN e—0 P q
H 1
= [Tl lim [e"’”/ |P(x)lpe‘6’f'x2dx]p [e"’/?/ 1Q(x) %P g | ©
€— RN RN
Lema 1
= Tl Pllocom) 1 Qllagqny

Tomando supremos en ||P|[pqnvy < 1y [[QllLa(qny < 1, se concluye que
[Tl < A Tl
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Relacién entre M,(RV) y M, (Z")

El reciproco del teorema anterior puede formularse como sigue:
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Relacién entre M,(RV) y M, (Z")

El reciproco del teorema anterior puede formularse como sigue:

Teorema. Sea 1 < p < ooy m una funcién continua en RV, Supongamos
que para todo € > 0, la sucesién {m(en)} czv € Mp(ZN) definiendo un
operador periddico T. con normas uniformemente acotadas. Entonces,

m € M,(RN) y define un operador T acotado en LP(RN). Ademss,

I T < sup || Tell.
e>0
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Relacién entre M,(RV) y M, (Z")

Lema 3. Existe una funcién continua no negativa, 7, con soporte
compacto en R" que satisface las siguientes dos propiedades

0 7(0) =1,
@ > (x+m)=1

meZN
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Relacién entre M,(RV) y M, (Z")

Consideramos primero el caso 1 < p < co. Supongamos que || .||, < 1
para todo € > 0, entonces |m(en)| < 1 para todo n€ ZN y € > 0.
Podemos definir Tf para f € D como la funcién que tiene por
transformada de Fourier mf?, es decir

TF(x) = m(x)f(x).

Dilatamos y periodizamos f de forma que obtenemos la siguiente funcién

Fy=en S (<),

€
nezZN

De donde se deduce, mediante la férmula de sumacién de Poisson, que

lim €"(T.f)(ex) = / m(t)f(t)e*™ ™ dt = Tf(x).

e—0
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Relacién entre M,(RV) y M, (Z")

Por el lema anterior, como 7 es continua y 1(0) = 1 deducimos que
lim e"(T.£)(ex)n(ex) = TF(x).

e—0

Entonces la relacién

€ [ | Th(ex)n(ex)|Pdx < / |F(x)|Pdx,
R” R"
y el lema de Fatou nos permiten concluir que

ITFlp < [[Fllp-
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Relacién entre M,(RV) y M, (T")

Lema 4. Sea 1 < p < oo, entonces existe una consante C tal que:

1(8)7ller < Cligllcr

Para cualquier g € Eg

Lo demostramos para R =1 en los casos p = 1, p = oo y mediante el
Teorema de Interpolacién de Riesz-Torin extendemos a todo p. Para el
caso R > 0, realizamos una dilatacién en g.
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Relacién entre M,(RV) y M, (T")

Lema 5. Seal<p<oo, L™ (RN) con ¢ € MP(RN) y
sop ¢ C [-R, R]N. Entonces ¢ € LP y existe C constante tal que:

1D a(m)a(- = m)ie < Cll@llm,llaller

mezZN

De forma andloga al caso anterior, se resuelve el caso con R=1vy
mediante dilataciones se extiende a al caso R > 0.
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Relacién entre M,(RV) y M, (T")

Teorema. Seal < p< o0, ¢ € L™ (RN) tal que:
° $ € M,y(RN)
e sop ¢ C [-R, RN

Si K es un ndcleo de convolucién K tal que ||K * f||» < ||f]|» con
f € LP(RN), entonces

IK? x aller < Allaller

Seaac Py f(x)= Z a(m)e(x — m). Se puede ver que

mezN
(K?xa)(n) = (K f)(n) si n € ZN. Por los lemas anteriores, se obtiene el
resultado
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Relacién entre M,(RV) y M, (T")

Teorema. Sea 1 < p < co. Supongamos que ¢ satisface:
esoppC[-R,RIN, R<1
@ para cierto ¢ > 0 existe h € C*((—¢,¢)V), h =1 sobre [—¢/2,¢/2]V,
h/@ € Mpy(RN). Si denotamos por Ki(x) = t"VK(t~1x) a la familia
de nicleos que proviene de la dilatacién de un nicleo fijo K, entonces
la desigualdad

1(Ke % ) % alleo < [laller, a € £2(Z"),
uniformemente en t > 0, implica

1K * fllee < Allfllee, £ € LP(RY),

donde A < M,(h/®).
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Relacién entre M,(RV) y M, (T")

Supongamos que sop fc [—0,0]N, donde § < ¢/2y § <1 — R. Entonces

F(E)e™ = ((Fh/@)(€)e™™ ) p(¢)e™™ ™

_ ( (fh 2miu- f‘i‘ k)) 27rin§7
kezZN

donde x = n+u,n € ZN u € [0,1)N. La serie se anula cuando k # 0 y
define una funcién cuyos coeficientes de Fourier son

#(m) = | (Fh/@)eerricerints
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Relacién entre M,(RV) y M, (T")

Por lo anterior, obtenemos la formula
(Cef)(x) = (Dfa")(n), x=n+u.

Entonces

icflz= [ S0P [ g

[0,1)N
R . p
-/ \ / f(g)(h/@)(f)emds\ dx < My(h/3)P| .
RN RN

Isert, Matta, Ramis, Ibdfiez, Vila Relacién entre multiplicadores de Fourier 23 /26



Transformada de Hilbert

Consideramos el nicleo asociado a la tranformada de Hilbert
K= PV(i), su multiplicador de Fourier es m(§) = —i sign(§). Sea ¢
una funcién par, sop ¢ C [-R,R] y @ € C*(R), y $(0) = 1 notemos que

KE(m) = (Ke  0)(m) = / i sign(€)@(€) 2T de =

R

2 /Oma(&)sin(zwms)d&: ! O(nfz).

— +
™m
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Transformada de Hilbert

Deducimos por tanto que
(K % a)(n) = HYa(n) + Ca(n).

Donde HY és la transformada de Hilbert discreta definida como sigue

Hda(n) = Z Py e— a(m)

ot (n—m)’

La tranformada de Hilbert es acotada en LP(R) para 1 < p < oo, por
tanto por el teorema visto anteriormente deducimos que el operador
transformada de Hilbert discreta es acotado en /P(Z) para 1 < p < oo.
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