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Introduccion

El Anélisis funcional no lineal puede ser entendido como un tratamiento
abstracto unificado, con métodos propios, de ciertos problemas de Topologia,
Analisis funcional y Matematica aplicada. Simplificando mucho, se trata
del estudio de ecuaciones no lineales en espacios normados (tanto desde el
punto de vista de la existencia de solucién como del cédlculo efectivo de la
misma, o de una aproximacién) asi como del tratamiento de problemas de
optimizacion, en los que la funcién a optimizar y las restricciones, si las
hay, son de caracter no lineal. Aqui se introducird al lector en dos tépicos
paradigmaticos dentro de esta rama de las matematicas:

(a). Métodos variacionales en optimizacion.

(b). Teoria del punto fijo.

Métodos variacionales.

Los fundamentos del Célculo de Variaciones fueron dados en los siglos
XVII y XVIII por Bernouilli, Euler, Legendre y Jacobi. Esta rama de las
matematicas intenta solucionar ciertas clases de problemas de maximos y
minimos, las cuales tienen en comun el hecho de que cada uno de ellas
estd asociada con determinadas expresiones integrales. El ejemplo més sen-
cillo de uno de estos problemas es el siguiente:

Sea f : R?* — R una funcién de clase C?, y denotamos, como es usual
C!([a,b]) la funciones con derivada continua en [a, b]. Dada una funcién ¢ €
C!([a,b]), definimos el funcional:

b
F(¢) = / F(t.6(t), & (1))t

Entonces F es una funcién real sobre C!([a,b]). El problema consiste en
encontrar una funcién 1 € C*([a, b]) de forma que F (1)) sea el valor méaximo
o minimo de F sujeto a la restriccién de que el valor de ¥ en los puntos
inicial y final este predeterminado.
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Ejemplo 0.0.1 Consideremos todas las funciones de clase C*[a,b] tal que
tienen valores fijos en los extremos del intervalo [a,b]. Entonces sus grdficas
se pueden considerar como trayectorias que unen dos puntos del plano. La
prequnta es: ; Cual es la funcion cuya trayectoria tiene longitud minima?

Esta claro que la longitud de la grifica de una funcion en estas circuns-
tancias viene dada por:

b
1(G()) = / Nieweinrs

Con lo cual podemos definir la funcion f(x,y,z) = V1+ 22 y entonces el
problema se reduce a encontrar el minimo de la funcién

b
F(6) = / £t 6(t), & (6))dt,

con las restricciones de que ¢ tenga determinados valores prefijados en los
extremos del intervalo [a,b].

Desde un punto de vista histérico, quizas el mas famoso de estos proble-
mas consiste en encontrar el minimo tiempo en que puede descender, por la
accion de la gravedad, una pequena cuenta de collar ensartada en un alam-
bre que une un punto con otro cercano y mas bajo. El tiempo que la cuenta
tarda en completar el descenso depende de la forma del alambre a través del
cual se desliza. ( Naturalmente, no se considera la influencia del rozamiento,
etc). Este problema clésico se conoce como problema de la braquistdcrona.

Ejemplo 0.0.2 (Braquistécrona) Se trata de calcular el tiempo de des-
censo de una cuenta que se desliza sin rozamiento a través de un alambre
que une dos puntos prefijados.

Podemos representar el alambre como una curva diferenciable y = ¢(x)
en el plano (x,y) que une los puntos

Py = (z0,v0), P1=(x1,11)-

Por simplicidad supondremos yo > y1 > 0 o < z1, y llamaremos g a la
aceleracion de la gravedad.

Sea T'(x) el tiempo que tarda la cuenta en alcanzar el punto de la curva
(x,¢(x)). Naturalmente T : [z, x1] — R, y T'(xg) = 0.

Sea v(x) la celeridad de la cuenta en el punto (x,¢(x)). Si la cuenta
parte del reposo, v(xg) = 0.
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St aproximamos, para h pequeno, el arco de la curva entre los puntos

(@,9(x)), (z+h,(z+h))

por el segmento rectilineo que los une, y suponemos recorrido este segmento
a celeridad constante v(x), tendremos:

W) = @)
T(x+h)—T(x)

v(z)

es decir

T+ h)—T(x) |1+ (EEHy

h v(x)

lo que nos dice que T es derivable en x con derivada:

/1 / 2
v(z)
Por otra parte, la cuenta en la posicion (x, p(x)) tendrd energia cinética

1
§mv(:v)2

y energia potencial
mge(x),
donde m es la masa del cuerpo que desciende.

La ley de conservacion de la energia impone que la suma de ambas
energias permanezca constante en cada punto del recorrido. En particular,
st la cuenta estd en reposo en Py, tendrd en dicho punto energia cinética
inicial nula y energia potencial mgyo por lo que para cada x en [xg, x1],

1

577’“}(35)2 +mge(x) = mgyo

y resultard

v(z) = /29(yo — ¢(x)).
Con lo cual,
1+ ¢/(2)?

V29(yo — ¢(x))

Por tanto, suponiendo que la funcion anterior T sea absolutamente con-
tinua, es decir que cumpla la igualdad:

T'(z) =

xr1

T(x1) —T(xo) = / T (z)dz,

o
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el tiempo total de descenso T serd:
V1t (x)?

v V29(yo — ¢(x))

Este tiempo depende de ¢ y puede ser considerado como un funcional T(p)
con dominio D(T') dado por el conjunto de funciones continuamente dife-
renciables sobre [xo, x| verificando las condiciones de frontera ¢(xo) = yo,
o(z1) = y1, tales que exista y sea finita la integral

" VI+ (@)

= dx.
z0 V/29(yo — ¢())

El planteamiento inicial del problema obliga a que la curva y = p(x) que
minimice el tiempo de descenso, pase por los puntos Py y P1, lo cual po-
demos traducirlo diciendo que ¢ ha de pertenecer a D(T) y verificar las
restricciones

T = T(ZL‘l) — T(x()) = dx.

T(y)

o(ro) = yo, (x1) =y1.
Esta claro que estamos ante un problema de minimizar el funcional

F(o) = [ fitelo). ¢ )

donde f(x,y,z) = \/Qjm

Esta funcion f estd definida en el abierto de R3
G :=R x (—o0,y0) xR

Con lo cual si queremos minimizar el funcional F' lo tendremos que hacer
sobre el conjunto

Dg = {p € CY([zo,x1]) : Vt € [z, 21], (t,0(t),¢ (t) € G}

Para simplificar los cdlculos podemos suponer, sin pérdida de generali-
dad, que P = (0,0) y el punto Q = (z1,y1) tiene coordenadas x1 > 0 e
y1 < 0. En estas circunstancias el problema de la Braquistocrona se reduce
a estudiar la existencia de minimos del funcional:

1 T 1 / 2
Flp) = - [,
V29 Jo V()
sobre el conjunto

Dg = {p € C'([xo, 1)) : Vt € [xo, a1, (t,0(t), ¢ (t) € G}.
Siendo G =R x (0,400) x R.
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En este curso, trataremos problemas del tipo de los ejemplos anteriores,
dando resultados que nos permitan saber cuando dichos problemas tienen
soluciéon y como obtener dicha solucidn.

Teoremas de punto fijo
La ecuacion
224322 +52+1=0

no es mas que un problema, (el de encontrar los nimeros reales o complejos)
x de forma que la ecuacién anterior se transforme en una identidad.
De igual modo, la ecuacién diferencial

y' =3y +y=0

también es un problema, quiza planteado con menos precisién, que trata de
encontrar las funciones y, de una variable real t, de forma que sean dos veces
derivables en su dominio D y cumpliendo que y”(t) — 3y/(t) + y(t) = 0 para
todo t € D. La imprecision estd en no concretar el conjunto de funciones
donde se busca la solucién.

Estas ecuaciones (numérica la primera y funcional la segunda) i.e., estos
problemas, pueden plantearse de manera unificada como casos particulares
de una situacién abstracta muy general.

Consideremos la funcién T : R — R definida por

T(z) = 3 + 32% + 62 + 1.
Un numero real xg que verifica
xg =T (x9) = x% + 33:3 + 69 + 1

debe cumplir que
xd 4 322 4+ 5xg+1 =0,

es decir, es una solucién de la primera ecuacion que hemos introducido.
De igual modo, una funcién y(t) verificard

y(t) = —y"(t) + 3y (t)

para todo t de su dominio, si y sélamente si, es solucién de la ecuacién
diferencial anteriormente introducida. Luego, si definimos la aplicacién T
que a cada funcién y de un cierto conjunto de funciones M asocia la funciéon

T(y) =—y" +3y
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entonces y € M es solucién de la ecuacién diferencial anterior sii T'(y) = y.

Vemos pues que buscar la solucién de una ecuacién en un conjunto puede
ser lo mismo que buscar elementos de este conjunto que se transformen en
si mismos mediante una aplicacién determinada.

Definiciéon 0.0.3 Si M es un conjunto no vacio y T : M — M es una
aplicacion, un punto x € M que se aplica en st mismo, es decir que T'(x) = x
se llama punto fijo o punto invariante de T en M.

Los ejemplos anteriores sugieren que la existencia de puntos fijos de algu-
nas aplicaciones esta intimamente relacionada con la existencia de soluciones
de ciertas ecuaciones, numéricas y funcionales.

SiT : M — M es una aplicacién, para tener algtin resultado general que
garantice (en M) la existencia de puntos fijos de T', hay que imponer algunas
condiciones tanto a la aplicacién T' como al conjunto M. Estos resultados se
llaman resultados de punto fijo.

Unos teoremas de punto fijo usan propiedades topolégicas de M y de T.
Asi surge la Teoria topoldgica del punto fijo.

Otros teoremas de punto fijo usan propiedades métricas de T o/y de M.
De este modo surge la Teoria métrica del punto fijo.

En este curso, trataremos el teorema del punto fijo de Banach como
ejemplo més relevante de la teoria métrica y los teoremas de Brouwer y
Schauder como ejemplos de la teoria topoldgica.



Capitulo 1

La diferencial de Gateaux y
de Fréchet.

1.1. Introducidn.

La Teoria de la diferenciacion en espacios de dimensién infinita tiene sus
comienzos en 1887 con V. Volterra, al considerar éste las derivadas variacio-
nales de funciones de C([a, b]) en R.

Una de las mas importantes motivaciones para el desarrollo del Céalculo
Diferencial en espacios de dimension infinita proviene de la teorfa clasica del
Calculo de Variaciones.

La necesidad de desarrollar una teoria de la diferenciaciéon en espacios
de dimensién infinita, parece ser que, la puso de manifiesto J. Hadamard.
Esta tarea la iniciaron sus discipulos M. Fréchet y M.R. Gateaux.

La propuesta de este capitulo consiste en dar una exposicion del Calculo
diferencial en dimension infinita que posteriormente serd de utilidad para el
estudio del Calculo de Variaciones.

1.2. Diferencial de Gateaux.

Sea X un espacio normado, i un abierto no vacio de X.

Sea F': U C X — R una funcién. Fijado un vector no nulo h € X y
ug € U, como U es un conjunto abierto existird § > 0 tal que si |t] < 0,
entonces ug + th € U. Por lo tanto, si ademds t # 0 tiene sentido escribir:

F(UO + th) - F(UQ)
/ .

11
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Definicion 1.2.1 Si existe y es finito el siguiente limite:

lim F(ug+th) — F(ug)
t—0 t

)

se llamard derivada de Gateaux de F' en la direccion h € X en el punto
ug € U.

Como el limite de una funcién si existe es inico, entonces una funcién
puede tener a lo sumo una derivada de Géteaux en el punto ug y en la
direccién h € X. Usaremos la notacién dF(ug, h) para referirnos al limite
anterior. Es natural convenir que 6 F (ug,0) = 0.

Observacién 1.2.2 El valor de 6F (up,h) es la derivada direccional de F'
en ug en la direccion de h y por lo tanto, la derivada de Gateauz anterior
se puede considerar una generalizacion de las derivadas direccionales del
Cadlculo diferencial de varias variables.

La variacion de Gateaux de F' en un punto depende solamente del com-
portamiento local de F cerca del punto. Ademds, la variacion de Gateaux
es una operacion lineal, en el sentido de que si F' y G tienen variacion de
Gateaux en un punto ug en la direccion h entonces, 6(aF + BG)(ug, h) =

adF(ug, h) + BOG (ug, h).

Puede suceder que exista 0 F'(ug, h) para todo h € X, o en otras palabras
que la aplicacién h — 0F(ug, h) tenga por dominio todo X. En este caso, si
la aplicacion

h — §F(ug, h)

es lineal y continua, ( es decir si pertenece al dual topolégico de X') diremos
que F' es diferenciable en el sentido de Gateaux en ug y para referirnos a
esta aplicacién usaremos la notacién F’(ug) : X — R tal que F’(ug)(h) :=
6F(U0, h)

Observacién 1.2.3 El concepto de funcion diferenciable Gateaux no es
completamente general. Asi hay quien distingue el caso en que el dominio
de la funcion anterior sea todo el espacio, diciendo entonces que la funcion
es diferenciable Gateauxr y quien, como nosotros, solo en el caso en que
ademdas sea continua y lineal diremos que F es diferenciable Gateaux.

Ejemplo 1.2.4 Sea X un espacio normado y definimos la funcion F :
X — R definida por F(z) = ||z||*
Si h € X es no nulo, y tomamos ug = 0 se tiene que
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2 2
5F(O,h):%1’r%t ”th” =

0

con lo cual F es diferenciable en el sentido de Géteauzr en ug = 0 y ademds
su diferencial es la funcion identicamente nula.

Ejemplo 1.2.5 Sea X un espacio normado y definimos la funcion F :
X — R definida por F(z) = ||z||.
Si h € X es no nulo, y tomamos uy = 0 se tiene que

||k
OF(0,h) = lim [¢llR ]

Es claro que el limite anterior no existe, por lo tanto el funcional F' no tiene
derivada de Gateauzx en ninguna direccion en el punto ug = 0.

Ejemplo 1.2.6 Consideremos el espacio de Banach X := C([a,b]) con su
norma usual y consideremos el funcional J : X — R definido por

b
J(y) = / (sin®(z) + 42 (x)) dz,

el cual estd definido en todo X. Veamos ahora la variacion de Gateaur en
una direccion v y en un punto y. Tenemos que evaluar:

B b
J(y +tv) — J(y) _ 1/ [(y + tv)*(z) — y*(z)]dz =

t t

1

b
2 [ @ +2t(e)ota) + £02@) — A (@)lde -

b b
2/ y(:c)v(:c)d:r-i—t/ v (x)dz.
Con lo cual se tiene que
b
0J(y,v) = 2/ y(x)v(x)dx.

Esto significa que existe la derivada de Gateaux en toda direccion y
ademds es una aplicacion lineal y continua por lo tanto es Gateaux dife-
renciable.
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1.3. Diferencial de Fréchet.

Definicion 1.3.1 Se dice que F es diferenciable en ug en el sentido de
Frechet si existe una aplicacion lineal y continua L : X — R tal que

0= 1fm F(uo+ h) — F(up) — L(h)
h—0 1Rl

Proposicién 1.3.2 La aplicacion lineal y continua L que verifica la defi-
nicion anterior, en caso de existir es unica.

Prueba. Supongamos que L y S sean dos aplicaciones en las condiciones de
la definicién anterior y consideremos w € Sx. En este caso, se tendrd que
para todo € > 0 existe § > 0 tal que si, ¢t € Ry 0 < |{| < 0, entonces
ug+tweldy

|F'(up + tw) — F(ug) — L(tw)| < el[tw]|| = €lt]|
y existe &' > 0 tal que si 0 < |t| < &', entonces ug +tw € U y

|F(uo + tw) — F(ug) — S(tw)| < el[tw]| = €lt]
Con lo cual, para |t| < min{d,d'}

|L(tw) — S(tw)| < 2€|t],

consecuentemente
|L(w) — S(w)| < 2e,.

Como € > 0 es arbitrario, se debe cumplir que L(w) = S(w). Pero dos
aplicaciones lineales y continuas que coinciden sobre la esfera unidad de X
han de ser iguales.

Si F es diferenciable en ug, la unicidad que nos proporciona la proposicién
anterior nos permite.

Definicion 1.3.3 LLamaremos diferencial de Fréchet de la funcion F en
el punto ug a la unica aplicacion lineal y continua L que verifica la definicion
anterior. Se denotard por DF (ug).

Ejemplo 1.3.4 Sea (X, ||.||) un espacio normado, para la funcion real F :
X — R definida por F(x) = ||z||?, se tiene que F es diferenciable en el



1.4. RELACION ENTRE LAS DOS DIFERENCIALES. 15

origen, con diferencial DF(0) = ©, ( donde © representa la aplicacion lineal
nula sobre X ).

En efecto,
F — F(0) — 2
LOFOh) - PO o) bl
h=0 172 h=0 ||h]|

Naturalmente si X es de dimensién finita la diferencial de Fréchet de una
funcidén es la diferencial ordinaria y viceversa ya que, toda aplicacion lineal
entre espacios de dimension finita es continua.

Teorema 1.3.5 Sea F': U C X — R una funcion diferenciable Fréchet en
ug € U, entonces F' es continua en dicho punto.

Prueba.
Como U es un abierto existird § > 0 tal que si ||h|| < d, entonces ug+h €
U. Para h en las condiciones anteriores se tiene:

(up + h) — F(up) — DF(ug)(h)
Al

Fug + ) — Flug) = 1] 2 + D(F(uo)(h)

Como DF(up) es lineal y continua se cumplird que

lim DF h) =0.
lim, (up)(h)
Por lo tanto,

}lzﬁ% F(up + h) = F(up).

La propiedad que se lista seguidamente se demuestra de la misma forma
que en dimensién finita, adaptando ligeramente la prueba.

Si Fi,Fy : U — R son Fréchet diferenciables en ug y «, 3 son nimeros
reales, entonces aF; + GF5 es diferenciable en ug con

D(aFl + ﬂFg)(UO) = OéDFl(UO) + /gDFQ(U()).

1.4. Relacion entre las dos diferenciales.

Proposicion 1.4.1 Sea F' : U C X — R una funcion diferenciable en
el sentido de Fréchet en ug entonces, F es diferenciable en el sentido de
Gateauz en ese punto, y ademds DF (ug) = F'(ug).
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Prueba. Sea h € X un vector no nulo. Queremos ver que existe § F'(ug, h)
y que es igual a DF(ug)(h).

En efecto, como F' es diferenciable Fréchet sabemos que DF(up) € X*
con lo cual fijado h se tendra que

lm F(ug + th) — F(ug) — DF(ugp)(th)
+50 ||th]]

=0,

lo cual implica que

0 = lim m F(ug + th) — F(ug) — tDF(ug)(h) 0
=0 t [t]]|R]]

y por lo tanto

Esto significa que existe § F'(ug, h) = DF (ug)(h). Como ademés, DF(ug)
es lineal y continua ya tenemos el resultado.

— DF(uo)(h)) = 0.

Ejemplo 1.4.2 F(z,y) = x;”j’izﬁ si (z,y) # (0,0) y F(0,0) = 0. Es un
ejercicio sencillo ver que esta funcién no es continua en el punto (0,0) y
por lo tanto no puede ser diferenciable Fréchet en dicho punto. Sin embargo,
las derivadas direccionales son todas nulas, y por lo tanto la funcidn es

diferenciable Gateaux en el origen.

Como pone de manifiesto el ejemplo anterior el reciproco a la proposiciéon
anterior no se verifica. No obstante, si F' es Gateaux diferenciable en wug y si
la igualdad

lm F(up + tv) — F(up) — F(up)(v)
t—0 t
se verifica uniformemente en v € Sx, entonces F' es Fréchet diferenciable en
ug con DF (ug) = F'(ugp).
En efecto, dado cualquier h € X no nulo, se tiene que

, F(uo+tﬁ) - Fluw) h
lim =F (Uo)(m)

se verifica uniformemente en h. Esto significa que dado € > 0 existe § > 0
de forma que para cualquier vector no nulo h € X, si 0 < [t| < ¢

U ) — F(u
o) 2P0 gy <o
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Luego si w € X es tal que 0 < ||w|| < § entonces

Fuo + lwll ) — F(uo) ) (-
— Fllug) (-2
]l

)| < e

o lo que es lo mismo,
| F(uo +w) — F(ug) — F'(ug)(w)] < ef|w]].
Luego F es Fréchet diferenciable en wg, y por unicidad, DF(ug) = F'(up).

El siguiente resultado es la extension de la condicién suficiente de dife-
renciabilidad, i.e.; que toda funcién de clase C' es diferenciable.

Teorema 1.4.3 Sea F : U — R. Si La diferencial de Gateauz F'(v) existe
en algun entorno de x € U y es continua en x, entonces F' es diferenciable
Fréchet en x y ademds, DF(x) = F'(x).

Prueba.
Escribimos para h € X

w(z,h) = F(z +h) — F(x) — F'(x)(h).

Como F' estd definida en algun entorno de x, existird 6 > 0 tal que w(zx, h)
tiene sentido siempre que ||h| < 0.
Consideremos la funcién real de variable real

H(t) = F(z +th) — tF'(z)(h).
H(t) tiene sentido para todo t € [0,1]. Adem4s,
H(1) — H(0) = F(z + h) — F'(z)(h) — F(z) = w(x, h)
Observar que, si 7 €]0,1] y |s| es suficientemente pequeno,
H(t+s)— H(r) = F(z + (1 + s)h) — F(xz + 7h) — sF'(z)(h).

Luego

H/(7) = lim L[H(r + ) — H(z)] = F'(z + 7h)(h) — F'()(R)

s—0 8

existird para 7 €]0, 1], ( siempre que ||| < ).
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Desde luego, H es continua en 0, en efecto,

F(x+ sh) — F(x
|H(s)—H(0)| = |F(z+sh)—sF'(z)(h)—F(z)| = |s|| . )—F’(l‘)(h)l,
y por la definicién de derivada de Gateaux se puede concluir que

Sl_l)%h H(s) = H(0).
De igual modo podemos ver que H es continua en 1, ya que
Flx+h+(s—1)h)—F(zx+h)
[H(s) — H(1)| = |s —1]| — F'(z)(h)]

s—1

Luego de la definicién de Gateaux diferenciabele se obtiene que

lim H(s) = H(1).

s—1—

Con lo cual, podemos aplicar el teorema del valor medio a la funcién H
en el intervalo [0, 1]. Existe 7 = 7(h) €]0, 1[ con

w(x,h) = H() - H(0) = H' (1) = F'(x + 7h)(h) — F'(z)(h)
Entonces,
lw(z, h)| = |F'(z + 7h)(h) — F'(z)(h)| < [|[F'(z + 7h) — F'(z)[l||]|.
por lo que, si 0 < ||h]| < ¢

@) e e
i SN o) — P,

Siendo continua F’ existird d; con 0 < d; < 6 de modo que, dado cualquier
€>0,810< A <&

w(z, h)|

o SIF @) = P <e

Lo que prueba que F' es Fréchet diferenciable en x.



1.5. EXTREMOS LOCALES. 19

1.5. Extremos locales.

1.5.1. Extremos locales sobre conjuntos abiertos.

Definicion 1.5.1 Sea X un espacio normado y sea F' : 2 C X — R una
funcién real con dominio el abierto ). Se dice que F tiene un minimo local (
mdzimo local ) en xg € Q, si existe € > 0 tal que para cada x € B(xg,€) C Q
F(z) = F(xo) ( F(z) < F(x))-

Para el estudio de extremos locales de funciones de varias variables rea-
les, sabemos que el calculo diferencial ordinario nos proporciona mucha in-
formacién. Veremos ahora cémo podemos utilizar los conceptos que hemos
introducido en los apartados anteriores.

Proposiciéon 1.5.2 Sea X un espacio normado y D un subconjunto abierto
y no vacio de X. Si un funcional F': D — R tiene un extremo local enx € D,
y ademds F tiene varicion de Gateauzr en x, entonces 6F(xg,h) = 0, para
todo h € X.

Prueba.

Supongamos, sin perdidda de generalidad, que = es un minimo local de
F en D, entonces existird § > 0 tal que = + th € D siempre que [t| < 0 y
ademds F(x + th) > F(z). Por tanto,

F(x +th) — F(z)
t
F(xz+th) — F(z)

>0 parat >0

<0 parat <O

y como F' tiene variacién de Gateaux en el extremo local, sabemos que existe
0F (x,h) y esto significa que los limites laterales existen y son iguales, con
lo cual 6F(x,h) = 0.

La proposicién que acabamos de presentar nos da una condicién necesaria
de extremo local. Sin embargo, queda muy lejos, como pone de manifiesto
el caso de funciones reales de varias variables, que ésta sea una condicion
suficiente.

Seguidamente veremos como para funcionales convexos si que tenemos
una condicién suficiente.

Recordemos que un funcional convexo f : D C X — R, donde D es un
subconjunto convexo de un espacio normado X es una funcién que cumple:

flaz+ (1 —a)y) <af(z)+ (1 -a)f(y), Yael0,1], Vo,yecD.
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Proposiciéon 1.5.3 Sea X un espacio normado y D un subconjunto abierto
y no vacio de X. Si un funcional convexo ( esto significard que es convexo
sobre los subconjuntos convexos de D) F' : D — R si existe x € D tal que
dF (zo,h) =0, para todo h € X. Entonces x es un minimo local de F' en D.

Prueba Como D es abierto entonces existird una bola centrada en x
y contenida en D, llamemosla B, como toda bola es un conjunto convexo,
podemos afirmar que F' es convexo sobre la bola B. ( Los puntos de B se
pueden escribir como z + h para ||h| suficientemente pequena.

Como

F(1—-t)z+t(x+h)) — F(x)

lim <
t—0t
lfm (1—-t)F(x) +tF(x + h) — F(x) _
t—0t t

F(t+h) — F(x)

Luego, x es un minimo local.

Observacién 1.5.4 Si en la proposicion anterior suponemos que D es con-
vexro, entonces obtenemos que x es un minimo absoluto de F' sobre D.

Si miramos con atencion la prueba de la dltima proposicion, se desprende
que si F' es un funcional convexo sobre D, entonces F(x + v) — F(z) >
O0F (x,v), siempre que y +v € D.

Ejemplo 1.5.5 Vamos a calcular los minimos absolutos del funcional F :
C([a,b]) — R definido por

b
Fy) = / fsin®(2) + v (2)]dx.

Claramente F' es un funcional convezo definido en todo el espacio C([a, b]),
con lo cual su dominio es un conjunto abierto y convexo.

Por otra parte, segin muestra el ejemplo 1.2.6 éste funcional es Gateaux
diferenciable en todo punto y ademds su diferencial de Gateaux viene dada

por: .
O0F (y,v) = 2/ y(x)v(x)dx, Yy,v e C(la,b)).

a
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De este modo, por la proposicion 1.5.3 y la observacion 1.5.4, los mini-
mos absolutos de este funcional vienen dados por los puntos y € C([a,b]) tal
que 0F (y,v) = 0 para todo v € C([a,b]).

Consecuentemente nos tenemos que plantear la ecuacion

b
2/ y(x)v(x)dx =0, Vv € C([a,b]). (1.1)

Es evidente que la funcion identicamente igual a cero (y(x) =0 Vz €
[a, b] ) verifica la ecuacion (1.1). Ademds es facil deducir que es la unica fun-
cion que la verifica (esto lo veremos con mds detalle en el siguiente capitulo,
en los lemas variacionales).

Definiciéon 1.5.6 Sea X un espacio normado, U un abierto no vacio de
X. Sea F : U — R un funcional de forma que tiene variacion de Gdateaux en
cualquier punto de U. Dado xo € U y dado h € X \ {0} se llama variacion
de Gateaur sequnda en el punto xg y en la direccion h al valor del siguiente
limite siempre que exista:

OF (zo + sh,h) — 0F (zg, h)

2 _ 1z
5F($0,h)—l£rg) . .

Teorema 1.5.7 (Teorema de Taylor) Sea X un espacio normado y U
un subconjunto abierto de X. Supongamos que ug € U y que el segmento de
extremos ug, ug+h estd contenido en U. Supongamos ademds que J : U — R
es dos veces Gateaux-derivable en todo punto del segmento anterior.
Entonces existe ¢ en el segmento de extremos ug y uo + h tal que

1
J(ug + h) = J(ug) + 6.J (ug, h) + 552J(c, h).
Prueba. Sea f:] — r,1+ r[— R la funcién dada por

F(t) = J(ug + th)

Sabemos que, por suponer que J es dos veces G-derivable en los puntos
del segmento, estamos afirmando que f es derivable en [0, 1] ya que;

ft+s)— f(t) J(up + th + sh) — J(ug + th)

lim = lim = 0J(ug + th, h).
s—0 S s—0 S
Ademis,

flt+s)— f'(t)  dJ(ug+ th+ sh,h) —6J(ug +th,h)

S S
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por lo que
f"(t) = 62T (ug + th, h)

Aplicando la féormula de Mc Laurin a la funciéon f tendremos que exis-
tird 6 € (0,1) con

F(1) = F(0) + 7/(0) + 5 76).

Con lo cual,
1
J(ug + h) = J(ug) + 6J (ug, h) + 552J(u0 + 0h, h).

Teorema 1.5.8 Sea F' : U — R un funcional. El funcional F tiene en
ug € U un minimo local siempre que:

(i) 6F(up,h) =0 para cada h € X.

(i) Yh € X,362F (u,h) en un entorno de ug y ademds existe una cons-
tante positiva c tal que

62F(ug, h) > c||h||*> Vh e X.
(111) Dado € > Oeziste pn > 0 (dependiendo de €) tal que
|62F (u, h) — 6% F (uo, h)| < el|h]|?
para cualquier u,h € X con ||u — up|| < p.

Prueba.
Definimos la funcién f(t) = F(ug + th). Patra [t| lo suficientemente
pequeno sabemos, ver la demostracion del teorema de Taylor, que

f'(t) = 6F (ug +th,h), f"(t) = 6°F(ug + th, h).

Luego las hipétesis que estamos haciendo sobre la existencia de la varia-
cién segunda de F' nos permiten aplicar el teorema de Taylor anterior para
obtener que existe 6 €]0, 1] tal que

Flug + h) — Flug) = %62F(u0 +0h,h) =

1 2 1 2 2

55 F(up, h) + 5[5 F(uop + 60h,h) — 6“F(ug, h)] >
ellhl* + S5 (u + 01, 1) — 5% F (g, )

Si damos € = § en la condicién (iii) del enunciado, existird ;4 > 0 tal que
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[62F (u, h) = °F(uo, )| < £ |11

siempre que ||u — uo|| < p.

Si en particular, tomamos h tal que ||h|| < p, entonces ||ug + 0h — ugl| <
14l] < o, Tuego

[02F (ug + 61, h) — 8°F (uo, )| < 5 1]
o lo que es lo mismo,
IRl < 8%F (uo + Ok, h) = 8% F (uo, h) < < |13/
Sustituyendo obtenemos
Fug+h) = F(uo) > 5[[B][* = Z]IA][> > 0

lo que prueba que F' tiene un minimo local en uyg.

El siguiente ejemplo pone de manifiesto que las condiciones que se im-
ponen a la segunda derivada no son supérfugas, en el sentido de que su
posivitividad s6lo no asegura que el punto critico sea un minimo.

Ejemplo 1.5.9 Consideremos el funcional J : lo — R definido por

J((xn)) *Z Zx

Veamos que el origen no es un minimo local para J, aunque J'(0) = 0 y que
no obstante J"(0)(h,h) > 0 para todo h € ls.
En efecto, El origen no es un minimo local ya que

1 1

1
J((0 0,—,0,...)) = = — — < 0=J(0).
(00 0= Lco=a)
Dados u = (up), h = (hy) € l2, calculemos
— (U +the)* 4 _
n= n—=

(o @]
=) (up + Audthy + 6ult?hl + dunth + 1)) =

n=1 n=1

i uz + 2tunh + t2h2
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o 2unhn 3 2 = hy 272 3 4214
J(u) + tz_:l[ ot — duph] + 2_31[713 — 6u2h2 — dunth? — t2h4)
De donde,
lim J(u+th) — J(u) _ [2unhn g hy]
t—0 t o n3

Luego existe §J(u, h) y ademas la funcion h — §(u, h) es lineal y conti-
nua en h. Puede escribirse

0 (u, h) = (J'(u), h)
ondae u) es el vector de 2,
donde J'(u) es el de 1

2uy,

(—g — )

En particular J'(0) = 0. A partir de aqui podemos calcular la variacion
sequnda en el origen:

n3

Como 570+ sh,h) — 5J(0,h) 1
O+ shh) =0TOR) _ L5 5y —
S S
1 o= 2shyhy, 3
=2 _1[ e — 4(shy) hy)

entonces exisrird

. 0J(0+sh,h) —0J(0,h) = 2h2
lim = =
s—0 S 1 n

Ast pues, existe la diferencial seqgunda de Gateaux en el origen y

S200)(h by = S 2 >
JO)(h,h) =3 3 >0.

n=1

1.6. Problemas

Problema 1.6.1 Sea (X, ||.||2) el espacio C([0,1]) con la norma

ie= ([ f?(t)dt)é |

Probar que el funcional J : X — R definido por J(f) = f(0) es lineal pero
no es continuo en cada punto de X.
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Problema 1.6.2 Sea J : C([0,1]) — R definido, para cada f € C(]0,1])
por

1
J(f) = / sin(z) f3(x)da.
0
Probar que J es continuo.

Problema 1.6.3 Sea J : C'([a,b]) — R definido, para cada f € C*([a, b)),
por

b
) = [ @
Hallar 6J(f,h) para cualquiera f,h € C'([a,b]).

Problema 1.6.4 Sea J : C([0,1]) — R un funcional definido por

J(f) = / 2 tan(x)(1 - cos(z)) () — f2(x)]dr.

Calcular la derivada de Gateauxr de J en todo punto y en toda direccion.
Encontrar un mdzximo local de J.

Problema 1.6.5 Sea J : C([0,2]) — R un funcional definido por

2
J(f) = /0 325 — 1202 f(2) + 32f(2)2 + 2 (2)*]da.

Obtener todos los posibles extremos locales.
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Capitulo 2

Métodos variacionales en
optimizacion.

Aunque la solucién de Jakob Bernoulli de 1696 al problema de la bra-
quistécrona que le plante6 su hermano Johann marcé la introduccién de las
consideraciones variacionales, no fue hasta los trabajos de Euler (1742) y
de Lagrange (1755) en que la ahora conocida teoria sistematica del Célculo
de variaciones emergié. Inicialmente, fue restringido a encontrar condiciones
necesarias en orden a que una funcién integral

b
FO) = [ flayla).y/@)ds
pudiese tener un extremo local sobre el conjunto
D C{yeC'(lab]) : yla) = ar; y(b) = bi}

El estudio de encontrar condiciones necesarias para minimizar el proble-
ma planteado arriba, serd el objetivo principal de este capitulo.

2.1. Funcionales de Lagrange

Como hemos visto en el caso de la Braquistécrona los funcionales que
aparecen deben ser minimizados en conjuntos de la forma:

Dg := {p € Ca,b] : Vt € [a,b], (t,0(t),¢ (t) € G}

donde G es un abierto de R3.

27
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Seguidamente probaremos que Dg es un abierto del espacio de Banach
(C'a,b],.]), ( donde [a, b] es un intervalo compacto de la recta real y donde
la norma ||.|| se define por

lell = llelloo + 1¢'lloo)

En efecto, si D¢g es vacio evidentemente es abierto.
Si g € Dg, sea

M = {(t,00(t), ¢o(t) : t € [a, b}

Por la continuidad de las funciones ¢ y ¢ en el intervalo compacto [a, b],
el conjunto M serd un compacto de R? contenido en el abierto G. Por lo
tanto, existe r > 0 tal que

Bi(M,r):={(t,z,y) : di((t,z,y),M) <r}CG.

donde d; es la distancia dada por la norma ||(a,b,c)|1 = |a| + |b] + |c|.
Si tomamos ¢ € C'[a, b] con ||¢ — @o| < r, se tendrd, para cada t € [a, ]

que (tvSOO(t)a%(t)) eEM y
1t 00(t), o (t) — (£, o), ' D)l < llpo —ll <7

Luego

di((t, (1), (1)), M) < da((t,0(t), (1)), (£, po(t), 0 () <7

Por lo tanto para cada t € [a, b]

(t,0(t),¢'(t) € G
es decir ¢ € Dg.

Definicién 2.1.1 Dado un abierto G de R® y una funcién F real de clase
CY(@G) se llamard funcional de Lagrange a:

J:Dg — R,

b
J(g) = / F(t, (1), o/ (1)),

Como hemos visto en la introduccion este tipo de funcionales son los que
dan origen al cdlculo de variaciones.
Nuestro objetivo, ahora, es probar que los funcionales de Lagrange admi-
ten variacién de Gateuax en todas direciones y en todo punto de su dominio.
Para probar que existe 6.J(¢, h) para todo ¢ € Dg y toda h € C'[a, b]
primeramente necesitamos el siguiente lema de integracién.
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Lema 2.1.2 Sea U un abierto de R y sea f : [a,b] x U — R una funcién
que cumple:

(i) Para cada x € U fijo, la funcién t — f(t,x) es integrable en [a,b]( de
esta forma nos asequramos que () = ff f(t,x)dt existe).

(ii) Para cada t € [a,b] fijo, la funcion x — f(t,z) es de clase C*.

(iii) La funcion t — Daf(t,z) es integrable en [a,b] para cada x € U.

(iv) Ademds, existe M > 0 tal que |Daf(t,z)| < M para todo (t,z) €
[a,b] x U.

Entonces la funcion

b
ﬂ@z/f@@ﬁ

es derivable y
b
¢(a) = [ Daft.ayi.

Prueba.
Dado x € U tenemos que estudiar la siguiente expresion:

(et h) ()
h—0 h

Para probar la existencia de este limite utilizaremos la caracterizacién
sucesional. Supongamos que (t;) es una sucesién tal que limg_, oty = 0y
ademads t # 0 para todo k € N. Si desarrollamos el cociente anterior nos
queda :

olrtt=ole) _ [ flbrt) = fua),
173 a 173

Ahora, como por (ii) a la funcién f(¢,.) le podemos aplicar el teorema del
valor medio, nos quedara que existe 65 €]0, 1] tal que:

b _ b
/a f(t,x—i—t;;z f(t,x):/a Dof(t, + Oxty,)dL.

LLamemos

hi(t) == Daf(t, + Oxty)

por (iii) estas funciones son integrables. Ademds hy — Dy f(.,x) puntual-
mente. Entonces, por (iv), podemos aplicar el teorema de la convergencia
dominada y obtenemos:
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b b
/ Dof(t,x)dt = lm [ hy(t)dt =

k—oo J,

b
t —
h’m/ Dof(t,o + Oty )dt = lim PEH ) = (@)
k—oo J, k—oo tr

Lo cual prueba el resultado.

Una vez visto este lema pasemos a demostrar la existencia de la variacién
de Gateaux del funcional de Lagrange. Sea ¢ € Dg y h € Cl[a,b] dos
funciones fijas.

Consideremos ahora la funcién de dos variables

f(t,e) == F(t,o(t) + eh(t), ' (t) + e’ (1))

Claramente esta funcién es la composicion de la funcién F' la cual es di-
ferenciable y la funcién g(t,e) = (¢, ¢(t) + €h(t), ¢’ (t) + €h'(t)), que tiene
derivada parcial continua respecto a la segunda variable y vale: Dag(t,€) =
(0, h(t),h'(t)). Veamos que en estas condiciones existe Do f(t,¢€). En efecto,
t AU
Da(te) — 1 L+ = (00 _
s—0 S
lim F(g(t¢ 6) + [g(t7 €+ 5) — g(ta 6)]) — F(g(t7 6))
s—0 S

Ahora como F' es diferenciable sabemos que el limite anterior se puede

expresar:
) g(t,e+s)—g(t,e),  Is| gt,e+5) —g(t,e)
ll_{% DFg(t,e)( s ) + ?H ||£(5)

Teniendo en cuenta las consideraciones habituales sobre la diferenciabi-
lidad se tiene que

Dsf(t,€) = DFy,0(D2g(t,€)) = D2F(g(t, €))h(t) + DsF(g(t, €)W/ ().

Una vez visto este resultado, como la funcién f estd en las condiciones
del lema anterior. Si definimos

b
b(e) = / £t )dt

se tendra que ¢ es derivable en ¢ = 0 y ademaés su derivada sera:

b
3J (¢, h) = ¢'(0) =/ [D2F(t, (1), ¢ (8)h(t) + DsF(t, (1), ¢ (1)) W' (t)]dt.
(2.1)
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2.2. Lemas variacionales

Como se ha venido poniendo de manifiesto en el apartado anterior, de-
seamos estudiar los minimos locales de los funcionales de Lagrange. Como
hemos visto que dichos funcionales tienen derivada de Gateaux en todo pun-
to y en toda direccién, tenemos que estudiar: para qué funciones ¢ € D¢ se
cumple que 0 = §J (¢, h) Vh € Cl|a,b].

Los siguientes resultados de Calculo elemental serdan de utilidad para
nuestro proposito:

Lema 2.2.1 Sea f : [a,b] — R una funcidn continua.

(a) Si fff(t)h(t)dt = 0 para toda funcion h € Cla,b]. Entonces f es
identicamente cero en [a,b).

(b) Si fabf(t)h(t)dt = 0 para toda funcién h € Cla,b] verificando que
f: h(t)dt = 0. Entonces f es constante en [a,b].

Prueba.
(a) Basta tomar h = f. entonces

b
/ fAtdt =0

y como f2 es continua y no negativa, se obtiene que f = 0.
[P (et
b

(b). Llamemos ¢ := o~

claro que

y consideremos la funcién ¢ := f — c. Es

/a " o1yt = / () — e = 0

y entonces, por hipétesis se tiene que

b
/ (D)t =0,

con lo cual
b b
[ = opae= [ (10 - oterar -

/b f(t)e(t)dt — c/b p(t)dt =0
Por la continuidad de g; y de lo anterior Ze deduce:
(f(t) = ¢ =0 Vit € [a,b],
y por lo tanto f = c.
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Lema 2.2.2 (du Bois-Reymond) Sea f : [a,b] — R una funcion conti-
nua. St

/bf(t)h’(t)dt — 0 Wh e Dy([a,b]),

donde Do([a,b]) = {h € Clla,b] : h(a) = h(b) = 0}. Entonces f es
constante en |a,b].

Prueba.
Si ¢ es cualquier funcién constante, la funcién

es derivable y ademas,
(t) = f(t) —c

que es continua en [a, b]. Ademas h(a) = 0.
Por lo tanto, si elegimos

e= i [

entonces

b b
h(b):/ (f(t)—c)dt:/ F#)dt — (b — a) = 0.

Con lo cual, podemos asegurar que h € Dy([a, b]).
Consecuentemente,

b b
/(f(t)—c)thz/ (f(t) — )k (t)dt =

b
- / FIOR ()t — c(h(b) — h(a)) = 0.
Luego, por la continuidad de f, concluimos que f = c.

Proposicién 2.2.3 Sean f,g: [a,b] — R dos funciones continuas. Si

b
[ lstonio) + sm o =o

para toda h € Dy([a,b]). Entonces f € Clla,b] y f' = g.
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Prueba.
Sea G : [a.b] — R la funcién definida por

Por el teorema fundamental del Célculo, G es derivable con G’ = g. Ademds,
G es absolutamente continua en [a, b]. Entonces integrando por partes,

b b b
o:/mwww4@MMﬁ:/mmmw+/f@ww:
b b
= [h(@t)G()]? - G(t)h’(t)dt+/ FOW (t)dt =
b

=/U@—Gmwmw

a

En definitiva, tenemos que para toda h € Dy|a, b],

b
/U@—wawﬁ:&

lo que nos da, segun el lema de du Bois Reymond, que existe una constante
c tal que
f(t) —G(t) =c VYt € [a,b)].

Esto implica que f = G + ¢ € C'a,b] y que f' = G' = g, como se
pretendia demostrar.

Corolario 2.2.4 Sea g : [a,b] — R una funcion continua. Si

b
/ g(t)h(t)dt =0
a
para toda h € Dyla,b]. Entonces g es la funcion identicamente nula.

Prueba.
Es suficiente considerar en la proposicion anterior la funcién f identica-
mente nula.
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2.3. Ecuacién de Euler-Lagrange.

Como aplicacién directa de los lemas variacionales, estudiamos el pro-
blema de minimizar J : Dg — R, donde G es un abierto de R3, F es una
funcién real de clase CH(G).

Como hemos visto en las secciones anteriores D¢ es un abierto de (C'[a, ], ||.]|)
y el funcional

tiene varicién de Gateaux:

b
5.J (¢, h)Z/ [h(t) D2 F(t, (1), ¢ (1)) + W (1) DsF (L, 0(t), ¢ (¢))]dt

Si ¢ € Dg es un extremo local de J, entonces sabemos que para toda
h € C'la, b,

b
0=67(¢.h) = [ IMODLF(t0(0) /() + K (ODaF (8, 0(0), ' ()
Si ahora definimos las funciones:

g(t) = DaF(t, o(t), (1), f(t) = DsF(t,(t),¢(t))

Esté claro que ambas funciones son continuas en [a, b], y podemos aplicar la
proposicion 2.2.3, obteniendo:

fECl[a,b] Yf/:g7

0 sea que  necesariamente debe cumplir

d

5 D3E' (& 0(t), ¢'(t)) = D2F(t, (1), ¢' (1)) (2.2)

que se llama Ecuacion de Euler-Lagrange asociada al funcional J.

Las soluciones de la ecuacion de Euler-Lagrange se llaman extremales
de J, y no tienen por qué ser extremos locales del funcional J pero, si ¢ es
un extremo local de J, entonces debe ser una solucién de la ecuacion.

Vamos a precisar un poco maés:

Si F € CY(G). Siguiendo el razonamiento anterior, si ¢ es un extremal,
tanto h como

t — D3F(t7 (P(t)7 Sol(t))
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tienen derivadas continuas en [a, b] podemos integrar por partes en la segun-

da integral de la siguiente igualdad

b b
Oi/Dﬁwﬂm¢®Mmﬁ+/W@ﬂﬁ@ﬂmdww

y queda

b
/hVWﬁWﬂmdmw

b
AODF (@, ¢(0) ¢/ O~ [ h(0) G DaF (tole). ' (0)de

Sustituyendo, tenemos que para cada h nos queda:

0=26J(p,h) =
b

b
/ h()[D2F (8, ¢(t), @'(t))*%DzaF(t? p(t), ¢'(t)]dt+[1(t) DsF(t, o(t), ¢ (t))]a

Si ¢ cumple la ecuacién de Fuler-Lagrange el integrando de la tltima

integral es nulo, lo que nos dice que
b

0 = [h(t)DsF(t,0(t), ¥ (t)]a

Escogiendo, en particular, una funcién h tal que h(b) = 0, y h(a) # 0

quedard la ecuacién
D3F(a,p(a),¢'(a)) =0

Escogiendo, en particular, una funcién h tal que h(a) = 0, y h(b) # 0 queda
Luego cualquier extremo local ¢ de J debe ser solucién del problema de

contorno:

LDsF(t,0(t), ' (t) — DaF(t, (1), ¢ (t)) = 0
D3F(a,p(a), go’(a))) =0 (2.3)
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2.3.1. Extremos locales en conjuntos generales.

Sea (X, ||.||) un espacio normado, D un subconjunto no vacio de X y
J : D — R un funcional real.

Definicion 2.3.1 Un punto yg € D se dice que es un minimo local de J
sobre D si existe v > 0 tal que yo es un minimo absoluto de J sobre el
conjunto D, (yo) :=={y € D : |y —yoll <r}.

Si queremos minimizar el funcional J sobre D, teniendo en cuenta lo
obtenido para conjuntos abiertos, es natural considerar para cada y € D
aquellas direciones v € X en las cuales la restricion de J a D admite variacion
en y, i.e.; deseamos distinguir aquellas direcciones v € X para las cuales:

(i) y + ev € D para todo e suficientemente pequeno; y

(ii) Que exista 6J (y,v).

A dichas direcciones las llamaremos admisibles para y en D, o D—admisibles
en y. Observemos que si v es D—admisibles en y, entonces cada multiplo cv
para ¢ € R es siempre admisible.

No es dificil ver que.

Proposicién 2.3.2 Siyy es un extremo local para J en D, entonces
0J(yo,v) =0 V direccion v D — admisible en yg

En el caso de querer minimizar J : D C Dg N {p(a) = a1, ¢(b) =
b1} — R, gracias a la proposicion 2.3.2 obtenemos la siguiente ecuacién de
Euler-Lagrange:

Si existe y € D tal que dJ(y : v) = 0 para toda v admisible entonces, se
verifica la ecuaciéon 2.2, i.e.,

d

i D3t e(0), (1)) = D2F (8, (8), ' (1)

Ahora , no podemos seguir tal como haciamos en el caso anterior puesto que
en nuestro caso la funciones v admisibles verifican v(a) = v(b) = 0.

2.4. Casos especiales.

En general, es dificil encontrar cualquier soluciéon para la ecuacién de
Euler-Lagrange. Sin embargo, cuando una o més de las variables de F' no
aparecen explicitamente, entonces podemos al menos simplificar la ecuacion
diferencial. En esta seccion analizaremos tres casos.
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(a) Cuando F(x,y,z) = F(z).
En este caso como DyF(z,y,z) = 0 la ecuacién de Euler-Lagrange se

reduce a:
d

SDyF(¢/(1) = 0
lo cual nos dice que D3F(¢'(t)) es constante. Por lo tanto, si ¢ es un extremal
del funcional J correspondiente, entonces ¢’ debe pertenecer a un conjunto
de nivel de D3 F esto siempre ocurre cuando ¢ es una funcién afin, ya que
en este caso su derivada es constante.

Como ejemplo de este caso vamos a estudiar el primer ejemplo que apa-
rece en la introduccion:

Ejemplo 2.4.1 Sean (a,c), (b,d) dos puntos del plano. Veamos que la fun-
cion o(t) = (b—t) 3%+ (t—a) % es la funcidn de C'[a,b] de menor longitud
entre todas las que verifican que p(a) = c y @(b) = d.

Como vimos en la introduccién se trata de minimizar el funcional

b
J(p) = / VIt (90t

sobre el conjunto Dg = Cl[a,b] N {p : ¢(a) =c, ¢(b) = d}.

En este caso, la funcién F(z,y,z) = V1 + 22, que evidentemente es de
clase C', es una funcién del tipo (a). Por lo tanto, las funciones afines son
extremales del funcional J. Entre las funciones afines la tnica que verifica la
condicién ¢(a) = ¢, p(b) =d, es

Cc

900(15):(5—75)[7_&

+(t—a)

b—a’

(b) Cuando F(z,y,z) = F(z,z).
En este caso de nuevo se tiene que D2 F'(z,y,2) = 0 con lo cual la Ecua-
cién de Euler-Lagrange nos dice que
D3F(t,¢'(t)) = constante

Para ilustrar este caso veamos el siguiente ejemplo.

Ejemplo 2.4.2 Geodésicas sobre una esfera.
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Para las companias aereas, es esencial saber la ruta maés corta entre dos
ciudades. De hecho, como la Tierra es redonda puede considerarse como una
esfera, es claro que esto requiere el conocimiento de las geodésicas sobre una
superficie esférica.

Cada punto Y = (z,v, 2z) localizado sobre la superficie de la esfera de ra-
dio R (excepto los polos) se pueden expresar mediante coordenadas esféricas
de la forma siguiente:

Y = (Rcos(#) sin(p), Rsin(f) sin(p), R cos(¢))

para un unico ¢ €]0,7[ y un unico € € [0,27]. Ademds, dados dos puntos
distintos A y B sobre la superficie, supondremos que los ejes estén elegidos de
forma que A esté en el polo norte (¢ = 0), mientras que B tiene coordenadas
esféricas (R, 6y, 1) para ¢; > 0 Entonces una curva que une A con B sobre
la superficie de la esfera estara determinada por la curva v : [0,1] — R?
dada por

v(t) = (p(t), 0(2))
y de forma que p(0) =0, (1) = 6y, ¢(1) = 1 ( consideremos ademds que
ambas funciones son continuamente diferenciables). Entonces las curvas que
une los dos puntos vendran dadas por

Y(t) = R(cos(0(t)) sin(p(t)), sin(6(t)) sin((t)), cos(e(t)))

Calculando su derivada y su longitud nos queda

1 1
L) = [ VO =R [ oo+ o0

El problema que queremos resolver es el de encontrar la v que nos dé la
geodésica de longitud mas corta.

El problema que abarcamos aqui, sera el anterior pero restringido a aque-
llas curvas v que sén graficas de funciones. Asi en este caso sabemos que
existe y : [0, 1] — R tal que G(y) = v([0,1]) y de forma que 0(t) = y((t)).

Con lo cual utilizando el teorema de cambio de variable el funcional que
debemos minimizar sera

J(y) = R/j1 V1+ (Y () sin(p))2de

sobre el conjunto

D ={yeC'0,¢1] : y(e1) =060}
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Luego el funcional J estd asociado a la funcién F(z,y,2) = F(z,2) =

R+/1+ (zsin(x))? Claramente esta funcién es de clase C1, y es del tipo (b).

Como

Rzsin?(y)
1+ 22sin®(yp)

DgF(@,Z) = =k

Como cuando ¢ = 0 la expresién anterior es nula. Los extremales verifican:

Ry () sin®(p)
V1+ (1 (@))% sin? ()

Lo cual nos dice que 3'(p) = 0 y por tanto y(¢) es constante. Y esto quiere
decir que 0(t) es constante. Como por hipétesis (1) = 6, se tendrd que
0(t) = 0y. Lo que corresponde al arco de un circunferencia de radio R que
une los dos puntos i.e.,

Y (t) = (Rcos(8p) sin(p(t)), Rsin(fy) sin(p(t)), Rcos(p(t))).

(c) Caso F(z,y,2) = F(y, 2).
Si suponemos que ¢ es de clase C2, entonces podemos aplicar la regla de
la cadena, como D1 F = 0, para obtener que

d

P e(0):¢'(1) = ' (D2 F(E, 0(1), ¢ (1) + DsF (1 0(1), (1)) " (2)

Con lo cual

CIF( (1), 9/(1) — (D3 F(t, o(1), /()] =
SR (0),0/(1) — ¢ (OD3F(t, 9(0), /(1)) — ¢/(6) 5 DaF(t, 9(1), /(1)

Ahora sustituyendo y cancelando nos queda:

LB 9(1).¢/ (1) — @ (DD F (1, 9(0), /(1)) =

d

—@’(t)[£D3F(t, (1), (1)) — D2F(t, (1), ¢ (1)),
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ahora teniendo presente que ¢ verifica la ecuaciéon de Euler-Lagrange, po-
demos concluir:

F(t,p(t), o' (t)) — ¢ (t)DsF(t, p(t), ¢ (t)) = constante

Aqui hay que resaltar que si la tultima igualdad es cierta en un intervalo
donde ¢ no se anula, entonces ¢ verifica la ecuaciéon de Euler-Lagrange.

Ejemplo 2.4.3 (La braquistocrona) Segin hemos visto en la introduc-

cion y eligiendo adecuadamente los puntos. Este problema se reduce a obte-
ner los minimos del funcional

_L 1 1+y’(t)2
J(y)_\@/o V\/@ dt

sobre el conjunto

Tl
D={yeC'0,z1] :y>0, y(0)=0, y(z1) =y y / dt < oo}
0

1
V()

El conjunto D donde tenemos que buscar los minimos de J es un conjun-
to sensiblemente diferente a los que hemos visto en los ejemplos anteriores,
yva que aqui aparte de tener las condiciones sobre los extremos del inter-
valo [0, z1] tenemos ademds una condicién frontera, es decir, s6lo podemos
aceptar funciones y de forma que fozl L_dt < oo. La condicién frontera

Vy(t)

nos lleva a que las direcciones admisibles para las que se puede calcular la
variacion de Gateaux no sea muy amplia. En efecto,

Dado y € D, para que J(y + ev) esté bien definido debemos tener que
y—+ev > 0 siempre que || sea suficientemente pequeno. Ademads, como hemos
visto en ejemplos precedentes v(0) = v(x1) = 0. Finalmente, si consideramos
|v(t)| < y(t) se tiene que v es una posible direccién admisible en y. En efecto,
para una tal v tomamos |e| <

(&) + eo(a) 2 y(a) ~ elul@) 2 y(@) - Ju(e) = 5y(@) 20

Ademis,

z1 dx 1 dx
e 5"
| Vi) Tt 2| VoM

Llamando F(x,y,z) = \/% x 17;2

, las derivadas parciales de F' son:
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D2F(‘T?y7 ) 2\7/1* \1/%2’
D3F(1L’7y7 )

V29122 1+22\/@
Con lo cual, haciendo uso de la derivacién bajo la integral (ver el rano-
namiento hecho despues del lema 2.1.2), se obtiene:

1+y(0)? y(®) /
0= g, T O e O

La cual es finita siempre que

1 1
[
o Vy(t)
sea finita. Por lo tanto, llegamos a que el problema de la Braquistocrona se
puede plantear sobre el conjunto

Dy :={yeC0,z1] :y>0, y0)=0 dt < oo}.

1 1
s y(@) =y y / T

o Vyt)?
En este caso F(t,y,z) = F(y,z) = 7”\7;2 Luego estamos en las condiciones

del caso (c) y por lo tanto la ecuacién de Euler-Lagrange nos dice que si
buscamos un extremal de clase C2 deberé verificar:
1+y/(t)° y'(t)
VAR KOO ___
y(t) Vytv1+y(1)

Lo que es equivalente a escribir:

) = constante.

1 1

VitV1+y ()2 ¢

y por lo tanto

y(t) (1 +y'(1)?) =
Para resolver la ecuacién anterior, sustituimos 3’ por % y separamos

variables, entonces tenemos:

Y
2 —y
Introduzcamos una nueva variable ¢ haciendo

dz = ( )2 dy.




42 CAPITULO 2. METODOS VARIACIONALES EN OPTIMIZACION.

(52—)? = tan(¢)

2 —y
de modo que y = ¢?sin?(¢), dy = 2¢?sin(¢) cos(¢)do, y
dz = tan(¢)dy = 2¢* sin?(¢)dp = (1 — cos(2¢))dep

Integrando queda

02
x = 5(2@1} —sin(2¢)) + ¢

La solucién que buscamos debe pasar por el origen, luego se debe cumplir
que z = y = 0 cuando ¢ = 0, en consecuencia, ¢c; = 0. Asi pues,

c? c?
x = 5(2¢ —sin(2¢)), y=c*sin’(¢) = 5(1 — cos(2¢)).

. 2 . .
Si ahora hacemos a = 5 y 0 = 2¢, entonces las ecuaciones anteriores se
convierten en

x = a(f — sin(0))

y = a(l — cos()),

Estas son las ecuaciones paramétricas de la cicloide, generada por un
punto sobre una circunferencia de radio a que rueda por el eje de abcisas.
De este modo, vemos que las tinicas funciones de clase C? que verifican la
ecuacion de Euler-Lagrange son las cicloides.

2.5. Condiciones suficientes para un minimo.

Las ecuaciones de Euler-Lagrange son condiciones necesarias pero no
suficientes para caracterizar un minimo local del funcional:

b
I = [ Fleylo).y @)
sobre el conjunto de la forma

D= {yeC (b)) : yla) = as, y(b) = bi}.

Sin embargo, en presencia de convexidad (fuerte) de F'(z,y, z) caracterizan
de forma tnica al minimo.
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2.5.1. Funciones convexas.

Si F € CYR3), en este caso, por la interpretacion de la derivada de
Gateaux, se tiene que dado y € R3, v € R3

6F(y,v) = (VF(y),v),
ademas si F' es una funcion convexa se verifica:

(VF(3).) = D,F(y) = lim T “’2 —Fly) _

Fily+o)+ A -)y) - Fy) _

lim
t—0 t B

De donde se deduce que:

F(y+v) = F(y) > (VF(y),v) = 0F(y,v),

y es estrictamente convexa cuando la igualdad, en la desigualdad anterior,
solamente se d4 cuando v = 0.

También, podemos observar que minimizar una funcién convexa es obte-
ner que VF(y) = 0 con lo cual claramente y es un minimo de F. Este hecho
sugiere la siguiente definicién

Definicion 2.5.1 Sea X un espacio normado y D C X un subconjunto no
vacio de X. Un funcional J : D — R diremos que es [estrictamente] convezo
sobre D si cuando y,y +v € D entonces 6J(y,v) estd definido y ademds

Sy +v) = J(y) = 0J(y,v)
[con igualdad sii v = 0]

Observacion 2.5.2 En esta definicion no se supone que el dominio del
funcional sea convexo. Pero en el caso en que §J(y,v) = 0 la definicion
anterior nos confirma que y es un minimo de J en la direccion de v.

Proposicion 2.5.3 Sea X un espacio normado y D un subconjunto no
vacio de X. Si J : D — R es un funcional [estrictamente] convexo, entonces
para cada yo € D tal que 6J(yo,v) = 0 Yyo + v € D se tiene que yo es un
minimo de J sobre D [inico].
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Prueba.

Como queremos probar que gy es un minimo, lo que tenemos que ver es
que Yy € D se verifica que J(yo) < J(y).

Dado un punto y € D, se cumple que y = yo + (y — yo) por lo tanto
llamando v = y—yq se tiene que yo, yo+v € D. Ahora, aplicando la definicién
de funcional convexo se tiene que existe 6.J(yo, v) y ademads

J(yo +v) — J(yo) = 6J(yo,v)-

Finalmente, como por hipétesis d.J(yp,v) = 0 se deduce que
J(yo) < J(yo +v) = J(y).

2.5.2. Funcionales de Lagrange convexos

Para simplificar los célculos supondremos que F € C'([a,b] x R?) y de-
finimos

b
J(y) = / F(t,y(t),y/ (1)),

como hemos visto en (2.1) se tiene que para qualesquiera y,v € C*([a, b])

b
8. (y,v) = ¢/(0) =/ [D2F(t,y(t), y'(1))v(t) + DsF(t,y(t), ' (t))v' (t)]dt.

Si queremos ver la convexidad de J hemos de estudiar si se verifica la desi-
gualdad

J(y+v) = J(y) = dJ(y,v)

o lo que es lo mismo

b b
[ Pl og +ohde— [ Fyyaz oo, @9
a a

Ahora teniendo en cuenta que la integral es mondtona, si probaramos
que para cada t € [a, b] se verifica:

F(t,y+v,y'+0")=F(t,y,y") = DaF(t,y(t), y'(t))o(t)+Ds F(t,y(t), y' (t))v'(¢)

ya tendriamos (2.4).
Con lo cual si llamamos y = y(t), z = y/'(t), v = v(t), w = V/(t) nos
queda:
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F(t,y+v,z+w)— F(t,y,z) >
DoF(t,y,2)v + DsF(t,y, 2)w V(t,y,z),(t,y+v,z+w) €a, b[xR2
Lo cual significa que si fijamos t €]a, b[ la funcién G : R? — R definida como:
Gy, z) = F(t,y,2)
verifica que
Gly+v,z+w) =Gy, 2) = (VG(y, 2), (v,w)),
es decir, G es una funcién convexa en R2.

Esta restriccién sobre la convexidad parcial de F' cuando fijamos t serd esen-
cial para nuestro proposito, ademds nos sugiere la siguiente definicién.

Definicién 2.5.4 F(t,y,z) se dice que es [estrictamente] convexa sobre
S CR3si FeCl(S) y cumple:

F(tvy +v,2+ w) - F(tayv Z) > D2F<t’y7 Z)U + D3F(t7y7 Z)U) (25)

para cualesquiera (t,y,z), (t,y+v,z+w) € S. [igualdad si, y sélo si, v =10
yw=0].

Teorema 2.5.5 Sea D un dominio de R? y para a1,b; € R consideramos
el conjunto

D := {y € Cl([avb]) : y(a) = ay, y(b) = bla (y(t)vy,(t)) € D}
Si F(t,y,z) es [estrictamente] convexa en [a,b] X D, entonces el funcional
b
I = [ P,y O

es [estrictamente] convexo sobre D. Ademds, cada y € D que verifique

SDSE(y(0),1/ (1)) = DaF(t,y(2). /(1)

es un minimo de J sobre D [inico].



46 CAPITULO 2. METODOS VARIACIONALES EN OPTIMIZACION.

Prueba
Cuando y,y+v € D la desigualdad (2.5) nos dice que para cada t €]a, b]
fijo se verifica:
Sy +v) = J(y) = 0J(y,v)

con lo cual J es convexo.
Finalmente, si y € D verifica que

SDIE (1 y(0).5/ (1)) = DaF (1. y(0). 4/ (1)

como ademas la variacién de Gateaux de J viene dada por

b
5.7(y,0) = / IDaF(t,y,y Yo+ DsF(t, .y )0')dt

de ambas igualdades resulta que

b
d
31(5.0) = [ 5 (DaF by )it =

v(b)D3sF (b,y(b), y' (b)) — v(a)DsF(a, y(a),y/ (a))

Ahora bien, como las direcciones admisibles del problema que estamos estu-
diando son aquellas que cumplen que v(a) = v(b) = 0.
Se debe verificar:

b
d
J(y,v) =/ 2 (DaF(t,y,y )v)dt = 0.

Con estos hechos podemos aplicar la proposicién 2.5.3 para concluir que y
es un minimo.

Observando la prueba del resultado anterior no es dificil ver que se veri-
fican los siguientes resultados:

Teorema 2.5.6 Sea D un dominio de R? y consideramos el conjunto

D= {yeC'(lab]) : (y(t),y'(t)) € D}.

Si F(t,y, z) es [estrictamente] convexa en [a,b] X D, entonces el funcional

b
J(y) = / F(ty(t), of (1) dt
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es [estrictamente] convexo sobre D. Ademds, cada y € D que verifique

SDSF(y(0),1/ (1)) = DaF(t,y(2). /(1)

D3F(a,y(a),y'(a)) = DsF(b,y(b),y'(b)) =0
es un minimo de J sobre D [inico].

Teorema 2.5.7 Sea D un dominio de R? y para by € R consideramos el
conjunto

Di={yeC'a.b)) : y(b) = b, (y().y/(t) € D}.

Si F(t,y,z) es [estrictamente] convexa en [a,b] X D, entonces el funcional

b
ﬂwzjfwmmwmw

es [estrictamente] convexo sobre D. Ademds, cada y € D que verifique

SDF(ty(1),/ () = DaF (. y(0),/ (1),

DBF(aay(a’)ay,(a)) =0

es un minimo de J sobre D [inico].

Ahora veremos cémo aplicar estos resultados a los ejemplos de la seccién
anterior.

Ejemplo 2.5.8 El funcional de Lagrange asociado a la funcion F(z,y,z) =

V1 + 22 estudia, como hemos visto en el Ejemplo 2.4.1 la distancia entre
dos puntos del plano. Ahora veremos que el extremal obtenido en tal ejemplo
es un minimo absoluto.

En efecto, segin el resultado anterior serd suficiente con demostrar que
F(t,y,z) es estrictamente convexa. Para ello, dados dos ntimeros reales
z,w € R, si w > 0 definimos la funcién g : [z, z +w| — R por g(t) = V1 + t?
teniendo presente que las derivadas de dicha funcién son:

t " 1
t pu—
vize YOS iievire

se cumplird, aplicando el teorema del valor medio, y teniendo presente que
g’ es creciente:

g'(t) =
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F(t,y+v,z+w)— F(t,y,z)

V14 (z+w)?2—V1+22
9(z +w) —g(2)

zZw

V1422

vl

Por otra parte tenemos:

z

DoF(t,y,2) =0 y D3F(t,y,z) = it

Con lo cual

F(t,y+v,z+w) — F(t,y,2) > vDaF(t,y,z) + wD3F(t,y, 2).

En el caso en que w < 0 razonamos de la misma forma tomando la

funcién: h : [z + w, z] — R definda como h(t) = V1 + t2.

Ejemplo 2.5.9 El funcional de Lagrange asociado a la funcion F(x,y,z) =

1+ (zsin(x))? estudia, como hemos visto en el Ejemplo 2.4.2 las geodési-
cas sobre un esfera. Ahora veremos que el extremal obtenido en tal ejemplo
es un minimo absoluto.

En efecto, segiin el Teorema 2.5.7 seréd suficiente con demostrar que
F(t,y, z) es estrictamente convexa ya que el extremal obtenido en el ejemplo
(2.4.2) verifica: D3F(0,y(0),y'(0)) = 0.

Razonando como en el ejemplo anterior, se llega a que

F(t,y+v,z+w)— F(t,y,z2) \/1 +2((z +w)sin(t))2 — /1 + (zsin(t))?
Sln(t) 14(zsin(t))2

vl

Por otra parte tenemos:

zsin?(t)

DoF(t,y,2) =0 v D3F(t,y,z)=
2F6:5) =0 ¥ DiF(t) =~ s

Con lo cual

F(t,y+U,Z+1U) —F(t,y,Z) > UDQF(tay7Z)+wD3F(tay7Z)'
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2.6. Extremos condicionados.

Sea X un espacio normado. Sea D un subconjunto abierto de X, y sean
J, K dos funcionales los cuales estan definidos y tienen variacién de Gateaux
sobre D.

Consideremos el problema de encontrar extremos para J sobre aquellos
vectores de D que satisfacen la restricién

K(x)=k

Para simplificar la exposicién, usaremos el simbolo D(K = k) para repre-
sentar el conjunto DN{x € X : K(z) = k}. Ademds, siempre supondremos
que D(K = k) # 0.

El problema de extremos que consideraremos consiste en encontrar un
extremo local de J de entre los vectores de D(K = k).

Observacién 2.6.1 La variacion de J, ahora, no necesariamente se anula
sobre el extremo local de J en D(K = k), ya que en general este conjunto
no es abierto.

Ejemplo 2.6.2 Consideremos el problema de encontrar los extremos del

funcional J(z) = 22 sujetos a la restriccion K(z) = 2? + 2z + 3 = 0. Es
claro que los extremos corresponden a los puntos x = —%, T = —%, Yy en
estos puntos J'(x) # 0.

El método de Euler-Lagrange nos permite resolver muchos problemas de
extremos condicionados sin ninguna consideracién directa sobre los conjun-
tos D(K = k). Para establecer el método de los multiplicadores, necesitamos
la nocién de wvariacion débilmente continua.

Definicion 2.6.3 Si J es un funcional el cual tiene variacion sobre un
conjunto abierto D contenido en un espacio normado X y para algun vector
x € D se tiene que

513}6 dJ(y,h) =0J(x, h)

es cierto para cualquier vector h € X, entonces diremos que la variacion de

J es débilmente continua en x.

En la practica sélamente necesitaremos comprobar que para cada h € X la
diferencia 6.J(y, h) — 6J(x, h) puede hacerse arbitrariamente pequena para
todos aquellos vectores los cuales estdn lo suficientemente proximos a x.
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Ejemplo 2.6.4 Sea K : C!([a,b]) — R definido por K(y) = y(xo), don-
de xog € la,b] fijo. Entonces la variacion de Gateauxr de K es débilmente
continua en cualquier punto del espacio.

En efecto, es claro que

K(y+e¢eh) — K(y)

€

= h(zo),

por lo tanto dK (y, h) = h(xg). A partir de aqui se ve facilmente que JK es
débilmente continua.

Observacién 2.6.5 La nocion de variacion débilmente continua es sim-
plemente una generalizacion a funcionales de la nocion de la continuidad de
las derivadas parciales de primer orden.

Teorema 2.6.6 (Teorema de Euler-Lagrange) Sean J, K1, Ko, ..., K, fun-
cionales reales definidos sobre un abierto D de un espacio normado X, tales
que admiten variacion de Gateaux débilmente continua en D. Supongamos
que x* es un extremo local de J sobre el conjunto M definido por

Dn{zeX : Ki(z)=k;, i=1,...,m}.

Entonces se cumple al menos una de las siguientes condiciones:
(i) Para cualquiera hyi, ha, ..., hy, € X, se tiene que

det((SKi(x*, h])) =0.

1) Existen A1, Ao, ..., Ay, escalares tales que
(ii)
() = SONK)
i=1

Observacioén 2.6.7 El teorema simplemente garantiza que todos los posi-
bles extremos locales deben estar comprendidos entre la coleccion de puntos
que verifican las condiciones (i) o (ii) del teorema.

Prueba.
Sera suficiente probar que la condicién (ii) debe ser cierta en el caso en
que no se verifique la condicién (i).
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Supondremos, entonces que se pueden encontrar by, ..., by, € X de forma
que _
det(éKi(x*, hj)) 75 0 (26)

En este caso debemos demostrar que (ii) es cierto.
Esto lo demostraremos utilizando (2.6) y el siguiente hecho:

§J(z*,h)  8J(x* h1) .. . 8J(x*, hm)
5K1(.§C*,h) (5K1(az*,h1) e (SKl(:ZJ*,hm)

. . . =0 (2.7)
SKm(z* h) 6Kpm(z* h1) .. . 6Km(z* hum)

Veremos que el determinante anterior es nulo, desarrollandolo por los
adjuntos de la primera columma se tiene:

8.7 (z, h)det(SK;(x*, hy)) + Y 0Ki(a*, B)pi(ha, ... hm) = 0
i=1
donde los escalares p;(hq, ..., hy,) dependen de hq, ..., hy,. Ahora tomando
hj = Ej para j = 1,2,...,m y teniendo en cuenta (2.6) se tiene que:

0J(z* h) = > NidK;(x*, h)
=1

para todo h € X. Siendo \; = —%.

Asi, para demostrar el teorema es suficiente con obtener (2.7). Lo cual lo
realizaremos por reduccién al absurdo. Supongamos que existe h, hq, ..., hy, €
X de forma que el determinante no sea cero.

Como x* € M es un extremo local de J en M, entonces existird una bola
B(x*) contenida en D de forma que x* serd un extremo absoluto de J en
B(x*) N M, lo cual nos permite afirmar que podemos encontrar:

U:= {(aw@h"vﬁm) eRm+1 : a2+ﬁ%++ﬁ72n <p2}
de manara que
¥+ ah+ Bihy + ... + Bhm € B(z*) C D.

Ahora definimos la funcién F : U C R™t! — R™+! de la siguiente
manera:

Fl(ath 7ﬁm) = J(.f* + ah + ﬁlhl + ...+ ﬁmhm)
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Fg(a,ﬂl, ...,ﬁm) = Kl(IL’* +ah+ Bihy + ...+ Bmhm)

Fm—l—l(ohﬁla ceey ﬁm) = Km(x* +ah + ﬁlhl + ...+ /Bmhm)

Si ahora calculamos las derivadas parciales de esta funcién obtenemos que:

F iy Bm) — Fi(a, B1, ..., Bm
DlFl(a’ﬂlw-wﬁm):li_I% 1(044-6,61, 75 Z 1(04 ﬁl ﬁ ):

m J(@* + (a4 e€)h+ frh1 + ... + Bmhm) — J(&* + ah + B1h1 + ... + Bhim) -
e—0 €

0J(z" + ah + Brhi + ... + Bmhm, h).

Del mismo modo se obtiene que

DQFl(Oz,ﬁl, ,,@m) = 5J(LE* + ah + ﬂlhl 4+ oo + Biham, hl)

Dm—&-lFl(avﬂl’ 76771) = 5J(x* +ah + 51h1 + ...+ ﬁmhmn hm)

Asi sucesivamente se tendra:

DlFerl(Oz, ﬁl, . Bm) = 5Km($* + ah + Blhl 4+ ...+ ﬁmhm, h)

Dm+1Fm+1(auﬁ17 76771) = 5Km(x* +ah+ Bih1 + ... + Bmhm, hm)

Por lo tanto, dado que J', K71, ..., K], s6n débilmente continuas en D, pode-
mos considerar que F es una funcién de clase Ct(U; R™*1) cuyo determinante
Jacobiano en el punto (0,0, ...,0) es no nulo, i.e.,

o0J(x*,h)  6J(z* h1) .. . OJ(z" hm)

5K1($*,h) (5K1(:U*,h1) e (5K1($*,hm)
det(JF(0,0,...,0)) = . : . #0

OKpm(z*,h) 0Kp(x* hy) .. . 6Kp(x*, hm)

Aplicando ahora el teorema de la funcién inversa a I en el origen tendremos;
que existird un abierto V' de R™*! tal que F(0,...,0) = (J(x*), k1, ..., km) €
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V. Ademds, existird una funciéon G : V' — U de clase C! de forma que para

todo (jaylv"'vym) € V se tiene que (jaylv"'vym) = F(G(]aylvvym)) Es
decir;

] = Fl(G(j,yl, ,ym)) = J(CC* +Gih+ ...+ Gm+1hm)

Y1 = FQ(G(j,yl, aym)) = Kl(x* +Gih+... + Gm-i—lhm)

Ym = Fmn+1(GJ, Y1, ooy Ym)) = J (2 + G1h + ... + Gg1him).

En particular, G(J(z*), k1, ..., km) = (0,...,0), como (J(x*),k1,....km) €V,
y V es un subconjunto abierto, entonces podremos encontrar (ji, k1, ..., km),
(j2, k1, ...y km) € V de forma que j; < J(x*) < ja. Si ahora calculamos las
imégenes de estos dos puntos tendremos:

(a*vﬁfv 7/8;1) = G(jb klv sy km)

(@™, 87", o, Br) = G(Ja, k1, ooy ki)

Y los vectores
¥+ a*h+ Bihy + ...+ By = 07

¥+ o h+ 37 h + oo+ B by = 0™

estdn en la bola B(x*), adems4s,

F(a*7ﬁ>lk7 7ﬁ;'kn) = (jl?klv 7km)

F(a™, 87", .. B0) = (G2, k1y ooy ko)
esto significa que
J(*) = g1, J(W) = ja
y ademas,

Ki(v*) =k = K1 (v™), ..., Kjp (V%) = kpy, = K (v7F)

con lo cual los vectores v*, v** cumplen las restricciones, pero en cambio se
tiene que J(v*) < J(z*) < J(v**) lo cual es imposible puesto que z* es un
extremo absoluto de J en M N B(z*).
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2.6.1. Problema de Lagrange de extremos fijos.

Sea GG un subconjunto abierto no vacio de R?, sea F € C?(G,R). Como
es habitual consideremos

D¢ :={y € C'la,b] : Vt € [a,b], (t,y(t),y'(t)) € G}.

Buscamos los extremos del funcional J : Dg — R,

b
I = [ Fltyo.y o)
sobre el conjunto

M ={y € Dg: y(a) =yo, y(b) = y1}.

Este es un problema de extremos condicionados, ya que si llamamos:

K1 : Dg — R tal que Ki(p) = ¢(a),

Ky : Dg — R tal que Ka(¢) = ¢(b).

Entonces se trata de obtener los estremos del funcional J sobre el con-
junto Dg N{K1 =yo} N{K2 =y1}.

Como hemos visto en el ejemplo 2.6.4 los funcionales K7, K5 tienen va-
riacién de Gateaux débilmente continua en todo punto de su dominio.

Por otra parte, si suponemos que F' esta bajo las hipétesis de los proble-
mas (2.7.7), 0,(2.7.8) se tiene que J admite variacién de Gateaux débilmente
continua en todo punto de Dg.

Los hechos anteriores nos permiten aplicar el teorema de Euler-Lagrange
para estudiar los estremos del problema. De este modo, si ¢ es solucién del
problema debe cumplirse alguna de las siguientes alternativas:

(a) Para cualesquiera hy, hy € C'[a,b], se debe cumplir:

det(0K;(p, hj)) = 0.
(b) Existen dos niimeros reales A1, Ao de forma que para cada h € C!a, b]
0J(p,h) = MIK1(p, h) + X0 Ka(p, h).
La alternativa (a) supone que para todo hy, hy € Clla,b],

0K1(p,h1) O0Ki(p, h2) ’:‘ hi(a) ha(a)
6Ka(p,h)  6Ka(p, ho) hi(b)  ha(b)
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lo cual evidentemente no puede darse.
Por lo tanto, se debe cumplir la alternativa (b), es decir que existen dos
nimeros reales de forma que

5J<907 h) = A16}—(1((107 h) + )\26K2(907 h>7

luego
dJ(p, h) = A1h(a) + Aah(D).

Teniendo en cuenta el valor de la variacién de Gateaux del funcional de
Lagrange J se debe cumplir:

b
/ (D2 (t,0(t), @' ())h(t) + DsF(t,0(t), @ ()N (B)]dt = Aih(a) + Ash (D).

En particular, si tomamos h € Cl[a, b] de forma que h(a) = h(b) = 0, se
debe verificar:

b
/ [D2F(t,0(t), ¢'(t))1(t) + D3F(t, o(t), ¢ (t)) 1 (t)]dt = 0.

Como ya sabemos, esta ecuaciéon nos permite afirmar que si ¢ es una
solucion, entonces debe cumplir la ecuaciéon de Euler-Lagrange

DaF(t0(t), &'(1)) = - DsF(t, 0(0), /(1)

junto con las condiciones de frontera ¢(a) = yo, ¢(b) = y1.

2.7. Problemas

Problema 2.7.1 Probar que el espacio C1([a,b]) con la norma |f| =
| flloc + ||/ lloc €s un espacio de Banach.

Problema 2.7.2 Minimizar, si es posible, el funcional J(f) = fol(f’(t))th,
en C1([0,1]).

Problema 2.7.3 Minimizar, si es posible, el funcional

1
J@zéx%me

sobre los siguientes conjuntos
(a). M ={y €C'([0,1]): y(0)=0
(b). M ={yeci([0,1]): y(1) =1

,» y(1) =1}
1.
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Problema 2.7.4 Minimizar, si es posible, el funcional

1
= '(x))? = 2z¢(x)|dz
1) = [ 16/ @) = 2ep(wlas,
sobre el conjunto
M= {peC([1,2): (1) =0, p(2) = —1}

Problema 2.7.5 Una persona camina con velocidad constante vy desde el
origen de coordenadas y a lo largo de una curva dada paramétricamente en
funcion del tiempo t por las ecuaciones

Sea a(t) el dngulo formado por el eje OX y la recta tangente descrita por
la persona, en el punto y(t).
Se tiene entonces que

2'(t) = vo cos(a(t)), ' (t) = vosin(a(t)).

Con lo cual,

x(t) :vg/o cos(a(s))ds, y(t) :vg/o sin(a(s))ds.

Si termina su recorrido en algun punto del eje OX en el tiempo t = T,
entonces el drea rodeada por el camino recorrido y el eje OX es

T
A= /0 2y (t) — y(t) (£)dt,

por lo que puede considerarse como dependiente de .
Mazimizar esta drea con la restriccion de que el espacio recorrido vyl

ha de ser igual a la longitud del camino recorrido que se supone previamente
dado.

Problema 2.7.6 Sea y = vy(z) una curva simple que pasa por los puntos
(0,0) y (I, R), con I, R > 0. Supongamos que y(x) > 0 para todo x € [0,1].
Si el arco {(z,y(x)) = €[0,l]} gira alrededor del eje = X genera un cuerpo
de revolucion.

Si un gas de baja densidad se desplaza con velocidad constante en la
direccion del vector (1,0) e incide sobre dicho cuerpo, realiza sobre €l una
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fuerza (o bien podemos decir que este cuerpo presenta una resistencia)
que puede calcularse (siguiendo un razonamiento de Fisisca elemental que
omitimos) y resulta depender de v ( es decir, de la forma del cuerpo) segin
la funcion

l
F(y) =k / () (7 ()

Se trata de encontrar la funcion vy € C?([0,1]) que genera la menor resistencia
posible.
Comprobar que la ecuacion de Euler-Lagrange que genera este problema

de extremos fijos es

d

(W) =3 (yy®) =0,

y estudiar sus soluciones.

Sean G = (a — e,b+¢) x R x R, F' una funcién de clase C?>(G,R) y
Dg = {y € C(la,b]) : ¥t€ [a,b], (t,y(t),y/(1)) € GY.

Sabemos que el conjunto D¢ es abierto en el espacio C!([a,b]). A conti-
nuacion vamos a dar condiciones para asegurar que la variacion de Gateaux
del funcional de Lagrange

b
J(y) = / F(t,y(t), ' (£))dt

sea débilmente continua en cada punto de Dg.

Problema 2.7.7 Si suponemos que las derivadas parciales de sequndo or-
den de F estdn acotadas sobre el abierto G. Probar que la variacion de
Gateauz de J es débilmente continua.

Problema 2.7.8 Si suponemos que las derivadas de primer orden de F
son uniformemente continuas en el abierto G. Probar que la variacion de
Gateaur de J es débilmente continua.

2.7.1. Problemas isoperimétricos.

Uno de los méas antiguos problemas de optimizacién es el de encontrar
el area maxima que se puede encerrar por una curva de perimetro fijo.

De acuerdo con Virgilio, este problema se remonta a la época de la fun-
dacién de la ciudad de Cartago (ano 850 a.c.) y se conoce como el problema
de la reina Dido de Cartago.
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En este apartado daremos la siguiente formulacién simplificada del pro-
blema de Dido:

Entre las grificas de funciones ¢ € C*([~1,1]) que unen los puntos P =
(—=1,0) y Q = (1,0) determinar si existe alguna funcién ¢ de manera que la
longitud de su grafica sea un valor fijo [ > 2 y de forma que el area encerrada
por dicha gréafica y el segmento P(Q) sea maxima.

El funcional a maximizar es el area, que viene dada por:

Las restricciones son de dos clases:

Primera, la longitud de la grafica determinada por ¢ debe ser [. Con lo
cual

1
/ V14 (¢ (x))2de = 1.
-1
Segunda, p(—1) =0 = ¢(1).
Por lo tanto se busca un maximo de A sobre el conjunto
M:={peCl([-11]): Ki(p) =1, Ka(p) =0, K3(p) =0}

donde,

1
Ky (p) = / VT (@),

Ka(p) = p(—1), K3(p) = ¢(1).

Observacion 2.7.9 Los antiguos griegos llamaron problema isoperimétri-
co al de hallar la curva cerrada plana de longitud dada que encierra drea
mdzrima.

Problema 2.7.10 Probar que A, K1, Ko, K3 tienen variacion de Giteaux
en cualquier punto o € C1([-1,1]) y en cualquier direccién h € C'([-1,1]).

Problema 2.7.11 Probar ademds que dichas variaciones son débilmente
continuas en C*([—1,1]).
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Segun los dos problemas anteriores, estamos bajo las hipdtesis del Teo-
rema de Euler-Lagrange. Luego si ¢ es un punto de M en el que A tiene un
extremo local se debe cumplir una de las siguientes alternativas:

(i) Para cualquier hy, ho, hs € C1([—1,1]) se tiene que

det(0K;(y, hj)) = 0.

(ii) Existen A1, A2, A3 de forma que
3
0A(y,h) = NidKi(y,h) Vh e C'([~1,1])
i=1

Caso de cumplirse la alternativa (ii) tendriamos:
Problema 2.7.12 (a) Escribir en nuestro problema concreto la expresion

(b) Probar que

/1 [h(t) — Mh’(t)]dt =0
Yy

w
.
S
=
3
e
g
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Problema 2.7.13 Probar que

)\ly/(,t) c Cl([—l,l])

VI ()2
oA,
1+ ()

(en particular, el problema anterior nos dice que A1 # 0).
El problema anterior nos permite decir que

y ademds que

1+ (Y (1)

para una determinada constante C. Si llamamos A = —\; y la expresion
anterior la elevamos al cuadrado nos queda:

Ny (1)
T 0

(@) e

(t+C)?
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Problema 2.7.14 Obtener las soluciones de la ecuacion diferencial ante-
rior. Es decir, obtener las soluciones de las ecuaciones diferenciales:

t+C
y'(t) =
X _(t10)?
Y t+C
y'(t) = —
X _(t1C)

Problema 2.7.15 (a) Si exigimos que las soluciones de las ecuaciones
anteriores estén en M. Probar que C' = 0.

(b) Ver que los puntos de las grdficas de las soluciones de las dos ecua-
ciones anteriores estan sobre una circunferencia de radio |\|.

Teniendo en cuenta que las soluciones de las ecuaciones diferenciales
debemos encontrarlas en M y que [ > 2

Problema 2.7.16 Probar que D = —/A? —1 donde A > 0 es la tnica
solucion de la ecuacion sin(%) = 1.

En definitiva,

Problema 2.7.17 Probar que los posibles extremos locales de A sobre M
son:

() = VA2 — 12— /X2 — 1.
)= —VA2 -2 +/A2 -1

Finalmente, nos queda por estudiar los puntos de M que verifican la condi-
cion (i) del teorema de Euler-Lagrange.

Problema 2.7.18 Probar que siy € M wverifica la condicion (i) del teore-
ma de Fuler-Lagrange debe cumplir:
((l) 1 ! /
t)h) (t
YOREO

-1V 1+ (Y1)

(b) De donde se debe cumplir
y'(1)
1+ (y'(1))?

Esto nos permite afirmar que los posibles extremos que obtenemos de esta
condicién ya estan considerados en el caso anterior.



Capitulo 3

Principio de Contraccion de
Banach.

3.1. Introduccion

El origen de la Teoria métrica del punto fijo, descansa en el método de
aproximaciones sucesivas para probar la existencia y unicidad de soluciones
de ecuaciones diferenciales. Este método esta ligado a celebres matematicos
del siglo XIX como Picard. Sin embargo, es el matematico polaco Stefan
Banach quien obtuvo un planteamiento general de las ideas que subyacian. El
teorema del punto fijo, conocido generalmente como principio de contraccion
de Banach, aparece en forma explicita en la tesis de Banach de 1922 donde
fue usado para establecer la existencia de una solucién de una ecuacién
integral. Desde entonces, por su simplicidad y utilidad, ha llegado a ser uno
de los resultados mas utilizados en la resolucion de problemas de existencia
en muchas ramas del Analisis.

3.2. Teorema del punto fijo de Banach.

Sea M un espacio métrico con funcién distancia p. Una aplicacion T :
M — M se llama lipschitziana si existe una constante k > 0 tal que para
todo z,y € M,

p(Tz, Ty) < kp(z,y). (1)

La constante k més pequena que verifica la desigualdad (1) se llama
constante de Lipschitz de la aplicacién T, y la denotaremos por k(7).
Una aplicaciéon T : M — M se llama contraccion si k(T') < 1.

61
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Teorema 3.2.1 (Principio de contraccion de Banach). Sea (M, p) un es-
pacio métrico completo y sea T : M — M wuna contraccion. Entonces T
tiene un unico punto fijo en M, y para cada xo € M la sucesion de iteradas
(T"xg) converge a este punto fijo.

Demostracion.- Sea xyp € M y definimos la sucesién de iteradas (x;,)
por zp4+1 = Tz, ( equivalentemente, x, = T"xg, n = 1,2,3,...). Observese
que para cualesquiera indices n,p € N,

p(@n; Tpip) = p(T" o, T Pao) < k(T)" p(x0, TP o).

Para simplificar la notacién, llamaremos k a la constante k(T"), entonces nos
queda:

(T, Tntp) < K" (p(zo, Two) + ... + p(TP~ Lo, TPo) < (3.1)
— P .
(14 k4 .. + kP~ p(ao, Tao) < k" (525) p(wo, To).
Esto prueba que (z,) es una sucesién de Cauchy, y como M es un espacio
métrico completo existirda x € M tal que lim,, . x, = x. Para ver que x es
el unico punto fijo de T, observemos que,

z= lim z, = lim x4 = lim Tz, =Tz.
n—oo n—oo n—oo

y, ademas, si x = Tx e y = Ty se tiene

p(x,y) = p(Tz, Ty) < kp(z,y),

obteniendose que p(z,y) = 0.
Por otra parte, se observa que p(z,,x) — 0.

Observacién 3.2.2 De la desigualdad (3.1) se obtine, teniendo en cuenta
que k < 1, que p(zpn, Tpip) < %p(l‘o,T(.ﬁCo)). Con lo cual, si x es el punto
fijo de T se debe cumplir:

n

—P(@o, T(20)),

p(xnal') = lim (mna$n+p) <
p—00 1

que es lo que se demomina cota de error a priori.
Como para cualesquiera enteros positivos n,m,
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m

p($n+17 $n+m+1) S Z:il p(xn_H, xn+1+z) S Zi:l kzp(xn, xn+1) S
<3 K (@, ng1) < TEpp(Tn, Tnia)

teniendo en cuenta la continuidad de la funcion distancia se obtiene:

. k
p(Tny1, ) = n}gnoo P(Tns1; Tnpmi1) < ﬁp('xmxn—kl)v

que se denomina cota del error a posteriori.

3.3. Aplicaciones del principio de contraccion.

3.3.1. El método de Picard-Lindelof.

Sea f : [to — ¢,to + ¢ x R — R una funcién continua. El problema
de valores iniciales de Cauchy es el problema de encontrar una funcién x :
[to—c, to+c] — R continuamente derivable que satisfaga la siguiente ecuacién
diferencial:

{ 2 (t) = f(t,z(t)) € [to—c,to+ ]
z(to) = po

El resultado clasico de Picard-Lindel6f establece que si f es lipschitziana
con respecto a la segunda variable, i.e., si existe L > 0 de forma que si para
todo z,y € R,

[f(t,2) = f(t,y)| < Llz —yl, Vt € [to—c,to+d,

entonces la ecuacién anterior tiene una tnica solucion.

Prueba.

Consideremos el espacio de Banach (C([to—¢,to+¢]),|.|s0) Sobre dicho
espacio definimos la aplicacién F' : C([tg — ¢, to + c]) — C([to — ¢,to + ¢])
donde a cada funcién z € C([tgp — ¢,to + ¢]) le hacemos corresponder la
funcién F(z) definida de la forma siguiente:

F(x)(t) = po + t f(s,2(s))ds

Es claro que si x € C([to — ¢, to + ¢|, por el teorema fundamental del
célculo, se tiene que F(z) € C([to — ¢, to + ¢]). Ademds, claramente una
solucién del problema de Cauchy serd un punto fijo de dicha aplicacion.

Observar que si ,y € C([to — ¢, to + ¢]), entonces
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t t
[F()(t) = F(y)(t)| = | t f(s,x(s))ds — [ f(s,y(s))ds| <

to
t t
[ [ 1F(s,2(s)) = f(s,9(s))lds| <] / Llz(s) = y(s)lds| < LIt —to[[[z = ylloo-
to to
Ahora, teniendo presente la definicién de la norma |||« se concluye:

[1F(z) = F(y)lloc < L2¢||z = ylloo-

Esta dltima expresién nos dice que la aplicacién F' es lipschitziana con
constante de Lipschitz k(F') < L2c.

Consideremos ahora la aplicacion F? := Fo F : C([to — ¢, to + c]) —
C([to — ¢, to + ¢]) y haciendo el mismo razonamiento que antes, se tiene:

[F2(@)(t) = F(y)OI < | [ |f(s, F(2)(s5)) = f(s, F(y)(s))lds| <

to

LIF(z)(s) = F(y)(s)lds| <| [ L] SLIx(U) — y(u)|dulds| <

|
to to to

2 ! 2|t —to|?
Loz = ylloo| [ s = tolds = L" =~z — yll
to
Por lo tanto,

c 2
172@) ~ Pl < P2 o~y

Repitiendo este proceso inductivamente se obtiene que

(2cL)™
17 (@) = F* ()lloo < — 2 = ylleo-
Por otra parte, como lim,, (%nﬁ = 0. Entonces existira una iterada

de F'la cual serd contractiva, digamos-F ™0 Aplicando el principio de Banach
a dicha iterada se tendra: existe una dnica xg € C([to — ¢, to + ¢]) de forma
que F™xy = xy. Veamos ahora que xy también es un punto fijo de F. En
caso contrario, tenemos:

|1F(20) — @ollso = [|IF™ (20) — F"(20)[loc < k(F™)||F(20) — 2o]|oo-

Lo cual es una contradiccién con el hecho de que F™ es contractiva y por
lo tanto k(F™) < 1.
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La unicidad es consecuencia del teorema de Banach:

En efecto, supongamos que y; es otra solucion del problema. Entonces se
debe cumplir que F'(y1) = yi1. Por lo tanto, y; es un punto fijo de F™, que
es una aplicacion contractiva. El teorema de Banach nos dice F™0 sélamente
tiene un punto fijo, con lo cual y; = zg.

Ejemplo 3.3.1 Veamos que el siguiente problema de valores iniciales:

{ y(x)=x+ylx) z€R
y(0) =1

tiene solucion unica y mediante el teorema anterior podemos calcularia.

Existencia y unicidad.
Dado n € N, consideramos el intervalo compacto [—n,n|. Sobre dicho
compacto definimos la funcién:

fil-nnxR—-=R : flz,y)=x+y

Claramente f esta bajo las hipotesis del teorema de Picard-Lindeldf, ya
que |f(z,y) — f(x,2)| < |y — z|. Luego el problema anterior en el intervalo
[—n,n] es:

{ y'(z) = f(x,y(x)) x€[-n,n]
y(0) =1

Por el teorema Picard-Lindel6f existe una unica funcién y,, : [-n,n] — R
que es solucién de dicho problema. Como ésto lo podemos hacer para ca-
da ndmero entero positivo y ademads la unicidad de la soluciéon nos per-
mite decir que si y, € Yy, son las soluciones del problema en los inter-
valos respectivos [—n,n| y [—-m,m], entonces y,(x) = ym(z) siempre que
x € [-n,n] N [—m,m].

La funcién y : R — R definida de la siguiente forma:

Dado x € R, existird n € N tal que = € [—n,n|, entonces y(z) := yn(x).
Es la tinica solucién del problema de valores iniciales.

Calculo de la solucion

Como es habitual en el tratamiento de las ecuaciones diferenciales, con-
sideremos su ecuacién integral equivalente:

y(x) =1+ /0 [t 4 y(e)dr,
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En este caso, como estamos bajo las hipdtesis del teorema de Picard-
Lindeldf, las iteradas de una funcién, que vendran dadas por la formula

x
yn(x) =1 +/ [t + yn—1(t)]dt,
0
convergen a la tnica solucion.
Si tomamos yo(t) = 1, el método anterior nos da
2

x
yl(x):1+/ (t+Ddt=1+x+ o7
0 .

x t2 ,Z'3
0 : :

3 .754

T t 3
yg(a:)—1+/ 142t +2 + = dt:1+x+x2+x—+—,
0 3! 3 4]

3 74 0

v , 7 th 9 T
=1 1+2t41 —+—=]dt=1 -+ =+ =
ya(x) +/0 < + 2t + +3+4!> total gt ym g

Razonando por induccién se llega a que

I‘Q 1,3 ok xn+1
=1 2 | =+ —+...+— —_—.
yn(@) =142+ (21+3!Jr +n!>+(n+1)!

Luego tomando limites, nos queda:

y(x) = lim yp(z) =14+2+2(" —2—1)+0=2¢" —x — 1.

n—oo

3.4. Aplicaciones no expansivas.

En esta seccién intentaremos generalizar el Teorema de Banach para una
clase de aplicaciones més general que las contractivas.

Definicion 3.4.1 Una aplicacion T : M — M se dice que es contrdctil si
d(Tz,Ty) < d(z,y)
para cada x,y € M con x # y.

Ahora, veamos que el Principio de contraccién de Banach no se verifica
para esta clase de aplicaciones. En efecto,
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Ejemplo 3.4.2 Consideremos la aplicacion

T: [1,4+00] — [1,400]
r T(:c):@
xT
Obviamente ([1,+o00[,|.|) es un espacio métrico completo y T es una
aplicacion contractil sin puntos fijos en [1,400].

La clase de aplicaciones contractiles esté incluida el la clase de las apli-
caciones denominadas no expansivas, es decir:

Definicion 3.4.3 Una aplicacion T : M — M se dice que es no expansiva
%
d(Tz,Ty) < d(z,y)

para cada x,y € M.

El mayor interés de las aplicaciones no expansivas se encuentra cuando se
trabaja en espacios de Banach. Por lo tanto, concentraremos nuestra aten-
cién en las aplicaciones no expansivas definidas sobre espacios de Banach.
En este sentido se tiene:

Definicién 3.4.4 Sea (X, ||.||) un espacio de Banach y sea C' un subcon-
Junto no vacio de X. Una aplicacion T : C — C se dice que es no expansiva
51

[Tz — Tyl < [z —yll

para cada x,y € C.

Es facil observar que las aplicaciones no expansivas no siempre tienen
puntos fijos:

Ejemplo 3.4.5 Sea X un espacio de Banach, dado a € X \ {0} definimos
la aplicacion T : X — X por T(xz) = x + a. Claramente T es no expansiva
y no tiene puntos fijos en X.

Por otra parte, cuando las aplicaciones no expansivas tienen punto fijo
éste no necesariamente es tinico (pensar en la aplicacién identidad sobre un
espacio de Banach). También hay otra diferencia fundamental respecto al
principio de contraccién ya que incluso cuando una aplicacién no expansiva
tiene un punto fijo la sucesion de iteradas de un punto en general no converge.
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Ejemplo 3.4.6 En el espacio de Banach (R?,||.||2). Consideremos su bola
unidad cerrada B y sea T : B — B la siguiente aplicacion: T(x,y) = (y,x)
para cada (x,y) € B. Es claro que T' es no expansiva y ademds los puntos
de la bola que de la forma (z,x) son puntos fijo de T.

Sin embargo, la sucesion de iteradas {T™(1,0)} no converge.

Si pretendemos obtener resultados de punto fijo para este tipo de apli-
caciones es de interés la siguiente observacién:

Proposicion 3.4.7 Sea X un espacio de Banach y sea K un subconjunto
no vacio, cerrado acotado y convero de X. Si T : K — K es una aplicacion
no expansiva, entonces inf{||z — Tz|: x € K} =0.

Prueba.
Fijemos z € K y € €]0, 1], ahora consideremos la aplicacién T, : K — K
definida por
Tex =ez+ (1 —€)Tx

Claramente T; es contractiva, ya que
[Tex = Teyll < 1 =€) Tz — Ty|| < (1 = €)|lz -yl

Entonces, por el principio de contraccién existird z. € K de forma que
z. = Texe. De donde se desprende que

|lze — Tx|| < ediam(K).
El resultado se obtiene haciendo tender € hacia 0.

Como una consecuencia inmediata de la proposicién anterior obtenemos
un primer resultado de punto fijo para estas aplicaciones:

Corolario 3.4.8 Sea X wun espacio de Banach y sea K un subconjunto
no vacio, compacto y convexo de X. Si T : K — K es una aplicacion no
expansiva, entonces T tiene al menos un punto fijo en K.

En virtud del ejemplo 3.4.6 esta claro que no se puede obtener un resulta-
do de convergencia parecido al teorema 3.5.6. No obstante, hay métodos de
convergencia a un punto fijo que funcionan en situaciones bastante generales.
El resultado que veremos a continuacién se llama iteracion de Krasnoselskij.
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Teorema 3.4.9 Sea K un subconjunto compacto convexo de un espacio de

Hilbert H. SiT : K — K es una aplicacion no expansiva. Entonces para
cada xo € K, y para cualquier nimero fijo X €]0,1[ la sucesion de iteradas
de Krasnoselskij (x,,) dada por

Tnt1 = (1 = Nzxy + ATy (3.2)
converge a un punto fijo de T.

Prueba.

Como hemos visto antes, es claro que T tiene algin punto fijo en K. Sea
pues p un punto fijo de T en K.

Por otra parte, dado zg € K; como K es convexo estd claro que la
sucesién (x,) definida como en (3.2) estd formada por elementos de K.

Lo primero que veremos ahora es que la sucesion (x,, — T'x,) converge a
cero. En efecto,

Tpt1 —p = (1 =N (2n —p) + (1 = AN)(Tzn — p).

Por otra parte, para cada constante a se tiene:

a(xy — Txy) = a(xy, —p) + alp — Txy).

Entonces, teniendo en cuenta que la norma es la inducida por el producto
escalar nos queda:

1 —pl2 = (1= A2z — I+ A2 T — pl2+ 2A(1 = \){T0 — p, 2~ ).
Ademss,
a?||zn — Tan|® = a®||2y — p||* + a®|Tn — p|* — 2a*(T2n — p, 20 — D).

Ahora sumando las dos expresiones anteriores y teniendo presente que
T es no expansiva y ademéas que Tp = p, nos queda:
|Znt1 — p”2 + a2||$n - TanQ <
[2a% + (1 — A2 + \?)||zn — p||* + 2[AN1 = \) — ®|(T2, — p, 2 — D).
Si elegimos ahora a tal que a? < A(1 — \), entonces aplicando la desi-

gualdad de Cauchy-Schwartz, en la dltima desigualdad se obtiene:

l2ns1 = pl* + @®[lon — Tag||* <
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(2a2+)\2+(1—)\)2+2)\(1—)\)—2a2)Hxn—p||2 = [)\+(1—)\)]2||xn—pH2 = Hxn—p||2.

Tomando a = A(1 — \) y despejando en la desigualdad anterior se tiene:

|2y = Tnl® < 2 —pl* = l2ns1 —pl*.

Como lo anterior es cierto para todo nimero natural, podemos escribir
que dado N € N se cumple:

N N
AML=ND "l = Tanl* < [llen = pl* = llzns1 — pl*] =
n=0 n=0

lzo = plI* = llons1 = plI* < 2o — plf?

Es decir la serie de niimeros positivos

oo
Z |n — TanQ
n=0

es convergente, entonces por el criterio del resto se debe verificar:

lim ||z, — Tz,|| = 0.
n—o0

Veamos ahora que (z,) converge a un punto fijo ¢ de T. En efecto,

Como (x,,) estd acotada y K es un compacto, entonces existird (zp, )
una subsucesion convergente a un determinado ¢ € K. Por la continuidad
de T se debe verificar que ¢ es un punto fijo de T" ya que:

Por una parte

Tny — 4,

k
por otra parte, la continuidad de T nos dice que
Tz, — Tq
y finalmente, como
Ty —Taxy, — 0

se debe cumplir que ¢ = Tq.
Unicamente nos queda por ver que x,, — ¢q. En efecto, la sucesién (||z,, —
q||) es decreciente, ya que:

[Zns1 —all = (1 = M(@n — @) + ATz — Tq)l| <
(1 =Nlzn = qll + AlTzn = Tql| < [lzn — qll

Como la sucesion (||, — q||) es decreciente, entonces serd convergente y
como tiene una subsucesion que tiende a cero se obtiene el resultado.
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3.5. Problemas
Problema 3.5.1 Dada la ecuacion en R,
t*+t+1=0,

demostrar que tiene una unica raiz real y reducirla a un modo que pueda
resolverse mediante un procedimiento iterativo.

Problema 3.5.2 Demostrar que existe una unica funcién continua f :
[—1,1] — R tal que

Ft) =t + %sin(f(t)), vt e [-1,1).

Problema 3.5.3 Sean P,Q : R — R funciones continuas. Probar la exis-
tencia de una unica funcion y : R — R continuamente diferenciable que es
solucion de la ecuacion

{ y'() +Py(t) =Q) teR

tiene una Unica solucion?.

Problema 3.5.5 FEstudiar si el problema de valores iniciales:

{ y(t)=2t(1+yt) teR
y(0) =0

tiene una unica solucion. En caso afirmativo, obtener la solucidn exacta por
el método de Picard.

Problema 3.5.6 Probar que si (M,d) es un espacio métrico compacto y si
T: M — M es una aplicacion contrdctil. Entonces T tiene un unico punto
fijo xo, y ademds, para cada x € M, lim, .o.T"x = xg.

Problema 3.5.7 En el espacio de Banach X := C([0,1]) con la norma
habitual, probar que el conjunto

K:={feX: 0=f0)<f(t)<f1)=1, vte|0,1]},
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es cerrado y acotado.

Se define T : X — X por (T'f)(t) :=tf(t). Probar que

(a) T(K) C K.

() 11T = Tgll < |If - .

(¢c) T no tiene puntos fijos en K.

Probar que la aplicacion J : K — R definida por J(f) = ||f — Tf|,
verifica que inf{J(f): fe K} =0.

3.5.1. Ecuaciones integrales.

Una ecuacién integral es un problema que consiste en obtener una fun-
cién incognita, cuando ésta cumple cierta identidad mediante operadores
integrales.

Por ejemplo,

b
() = u/ F(t, 5, 2(s))ds + y(t)

donde F' e y son funciones datos y x es la funcién incognita, se llama Ecua-
cién integral de Urysohn.
Veamos cémo el teorema de Banach puede utilizarse para probar la exis-
tencia de soluciones de algunas ecuaciones integrales tipo Urysohn.
Consideremos el intervalo de la recta real [a,b] y supongamos que la
funcién F : [a,b] X [a,b] x R — R es tal que para todo t € [a,b] y para toda
funcién continua x € C([a, b)), la aplicacién

b
t— / F(t,s,z(s))ds
a
es continua. Ademads verifica la siguiente condicién
|F'(t,s,21) — F(t,s,22)] < G(t,s)]z1 — 22|
Supongamos, ademas que
lp|(b— a) max{G(t,s) : (t,s) € [a,b] X [a,b]} < 1.

Problema 3.5.8 Probar que la ecuacion de Urysohn

b
() = u/ F(t, 5, (s))ds + (1),

tiene solucion siempre que I esté en las condiciones anteriores.
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Problema 3.5.9 Probar que existe una funcion continua x :

que satisface la ecuacion integral

x(s) — /02 cos(st) cos(x(t))dt = €°.
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Capitulo 4

Los Teoremas de Brouwer y
Schauder

4.1. El teorema de Brouwer.

Definicién 4.1.1 Un espacio topoldgico (X, T) se dice que tiene la propie-
dad del punto fijo topoldgica (fppt para abreviar) si toda funcidn continua
T: X — X tiene algun punto fijo.

No es sorprendente que la propiedad anterior sea un invariante topologi-
co. En efecto,

Lema 4.1.2 Si X, Y son dos espacios topologicos homeomorfos y si X
tiene la fppt, entonces Y también la tiene.

Prueba. Sea h : X — Y un homeomorfismo con h(X) =Y, y suponga-
mos que f:Y — Y es continua. Construimos la funcion

g=h"lofoh:X — X.

Como f es continua, h es un homeomorfismo, entonces g es continua;
luego existird x € X tal que g(z) = x, lo cual implica que y = h(x) es un
punto fijo de f.

Otra observacién muy ttil acerca de la propiedad del punto fijo topolégi-
ca es la siguiente:

Lema 4.1.3 Si X es un espacio topoldgico que tiene la fppt e Y es un
retracto de X, entonces Y tiene la fppt.

(Y C X es un retracto de X si existe una funcion continuar : X —Y
de forma que r(y) =y Vy €Y ).

75
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Prueba. Sea r : X — Y una retraccion y sea f : Y — Y una aplicacién
continua. Entonces podemos extender de forma continua la funcién f a todo
X definiendo:

g:=for: X — X.

Ahora, sélamente hay que tener en cuenta que los puntos fijos de g deben
ser puntos fijos de f.

Probablemente la observacién mas elemental respecto a la propiedad del
punto fijo topoldgica sea el teorema de Bolzano es decir, el hecho que cual-
quier funcién continua f : [a,b] — [a,b] tiene un punto fijo ( i.e., [a, b] tiene
la fppt). Como consecuencia del Lema 4.1.2 todos los intervalos compac-
tos y arcos simples tienen la fppt. Sin embargo, probar que conjuntos tan
simples como los tridngulos de R? también tienen la fppt es un argumento
mucho mas sofisticado. Este hecho es un caso especial del siguiente teorema
probado por L.E.J. Brouwer en 1912.

Teorema 4.1.4 (Brouwer) La bola cerrada unidad de (R™,]|.||2) tiene la
propiedad del punto fijo topoldgica.

Existen muchas pruebas del teorema de Brouwer. Algunas son muy cor-
tas, aunque usan resultados de Topologia Algebraica, o de Integracién en
Variedades. Otras en cambio, son muy laboriosas, pero elementales. Aquf in-
cluiremos una prueba, elemental, de dicho teorema que fue publicada en 1978
por J. Milnor.

En todo la demostracién denotaremos por B™ y S"~! la bola y la esfera
unidad de (R"™, |.[|2).

Sea A C R™. Una aplicacién continua f : A — R" se llamara de clase C!
si f admite una extensién continua en un entorno abierto de A la cual es
continuamente diferenciable.

Para simplificar la intuicion, nos referiremos a una aplicacion f : A — R"
como: un campo vectorial. Al hacer esto, estamos pensando en f como una
aplicacién que a cada vector z € A le hace corresponder el vector que tiene
como punto inicial el z y punto final z + f(x).

Una aplicacién (campo vectorial) f: A — R™ se dice que no se anula si
f(z) # 0 para todo x € A. Se llama normalizada si || f(z)||2 = 1 para todo
r €A, (e, f: A— S"1). El campo f: S ! — R” se llama tangente a
Sn=lsi (z, f(x)) = 0 para todo x € S" L,
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Lema 4.1.5 Si A es un subconjunto compacto de R™ y f : A — R" es de
clase C' en A. Entonces existe L > 0 tal que

I (@) = fWll2 < Llz —ylla  Va,ye A

Prueba. Para cada z € A, llamamos U, a una bola abierta que contiene
a x y sobre cuya frontera f es continuamente diferenciable.

Como A es compacto, A puede recubrirse con un nimero finito, Uy, ..., U,,
de tales bolas.

Llamemos
. 9fi(z) Ty
cf’j = max{|827| crx el i,j=1,...,n, k=1,...,p.

Ty

Como el conjunto Uy, es convexo, el teorema del valor medio y el hecho
de que ||.|l2 < ||.]l1 nos permite obtener para cada x,y € Uy :

1F@) = f@)ll2 <D 1) =)l < DO cljllz—yllz) = D e slz—ylla.
i=1 i=1 j=1 ij=1

Por otra parte, por compacidad se puede comprobar que existe € > 0 de
forma que si z,y € A y no pertenecen al mismo Uy, entonces ||z — y|l2 > €.
En efecto, dado x € Uy, N A estd claro que dist(x, AN (R™ \ Uy) = €, > 0.

Por lo tanto, A C |J,c4 B(z, % ). Como A es compacto, se tendra:

m
€
AC L:J1 B(wi, 35)-

Llamemos 2¢ := min{ey,...,e,} > 0. Supongamos que z,y € A y que
|z —yll2 < €. Entonces, como x € B(z;, §) tenemos que ||z; —y|| < ¢, luego
por el razonamiento anterior si x; € U se deduce que x,y € Uy,.

Como A es compacto y f es continua se tiene que f(A) es compacto, con
lo cual se cumplira:

1f (@) = fW)l2 < édiam(f(A))Hl‘ = yll2-

Si llamamos L := max{Ly, ..., L,, Ldiam(f(A))}, donde L;, = doij=1 cf’;j,
k =1, ...p se obtiene el resultado.

Sea F' : A — R™ un campo vectorial y para cada t € R definimos
fi : A= R" por: fi(z) =x +tF(z), Vx € A.
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Lema 4.1.6 Si A es un dominio cerrado y acotado (i.e., la clausura de un
subconjunto abierto conexo) y si F : A — R" es de clase C' en A, entonces
existe € > 0 de forma que

p: |—ege — R
t = o(t) =vol(fi(A))

es un polinomio en t de grado a lo sumo n.

Prueba. Sea L la constante de lipschitz de F' que podemos encontrar
gracias al lema 4.1.5. Ahora consideremos ¢ cualquier nimero del intervalo
abierto 0, %[ Esto lo hacemos asi puesto que de este modo nos aseguramos
que f; es una aplicacién inyectiva sobre A siempre que [t| < €.

En efecto, si fi(xz) = fi(y), se debe cumplir que x —y = t(F(y) — F(z)),
por lo tanto

Iz = yll2 = [t F(z) = F(y)ll2 < [E1L]z = yl2

lo cual s6lamente es cierto si x = y.
Por otra parte si consideramos el determinante

OF;(x

det(I + t( 8Z( ))) =1+ tai(z) + tPas(z) + ... + t"a,(z)
Ly

donde cada a; ¢ = 1,2,...,n es una funcién continua en x, estd claro que

podemos encontrar un € menor que el anterior de forma que f; siga siendo

inyectiva en A y ademas

det(I +1(— >
J

)) >0

para todoz € Ay [t| <e.

Para un tal ¢, el teorema de la funcién inversa nos dice que cada f; es
una aplicacién inyectiva de clase C! con inversa de clase C'. Es decir es un
cambio de variable o homeomorfismo. De este modo, podemos calcular el
vol(fi(A)) mediante la formula del cambio de variable:

vol(fy(A)) :/ ldo = / det(T + tZE %) o = g+ tar + .+ 7.
f(4) A Oz,

donde o = [, aij(x)dx y ag = vol(A).
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Lema 4.1.7 Supongamos que F : S"~1 — R™ es un campo vectorial nor-
malizado, de clase C' y tangente a S~ 1. Entonces existe t > 0 suficiente-

mente pequerio de forma que fi(S"1) = V1+t28n 1,

Prueba. Primero, veamos que f;(S"~!) C v/1 + t25"~1. En efecto, dado
y € S™ ! se tiene que

173 = (y +tF(y),y +tF () = lyl3 + I F ()l + 2t(y, F(y)).

Como F es tangente a S"~! se tiene que (y, F(y)) = 0. Ademds, como
F estd normalizado se cumple que ||F(y)||2 = 1. Por lo tanto,

Ife(w)ll3 =1+ ¢2,

es decir fi(y) € V1 + 25771,

Segundo, extendemos el campo F' de la forma siguiente:

F: R"\{0} — R"
z = Fr) = llzl2F(5)-

Consideremos el conjunto A := {z € R" 3 < lzll2 < 3}, v sea
t| < min{}, 1}, donde L es la constante de lipschitz de F sobre A que se
obtiene por el lema 4.1.5.

Lo que se trata de probar ahora es que para un ¢ en las condiciones
anteriores se cumple que dado y € v/1 + 25"~ ! se tiene que y € f;(S™71).

Para verlo, fijemos un z € S"~! y definimos:

G: A — R
x +— G(z)=z—tF(z).

Como [t| < %, entonces G(z) € A, con lo cual G : A — A. Ademés,
como |[t| < %, G es una contraccién, entonces aplicando el principio de
contracciéon de Banach, existird un tnico xg € A tal que G(zg) = o, es
decir, zo = z — tF(x0).

De aqui se obtiene:

Lo

o + tf|zol|2F( ) =2

llzoll2

Por lo tanto, como F' esta normalizado, se tiene

tlzoll2 = |z — zoll2,
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ahora teniendo en cuenta que estamos trabajando con la norma procedente
del producto escalar:

t[lol3 = |z — zoll3 = ll213 + l|zoll3 — 2(2, z0)-

Con lo cual,

oy Zo

t|zoll3 = 1=lzoll3—2(tl|zolla F (), w0) = 1=[|lzol[3—2¢|lxo |2 (F (7——-), zo)-

[ol|2 |zoll2

Finalmente, como F es tangente a S™ ! se cumple que (F(”;ﬁ), xg) = 0.
Lo que nos permite concluir:

1
x| = —.
ol V1t+t2

De donde se tiene que si y = 1+ t2z y llamamos v = 1+ 2y €
S"=1. Se tiene que, v + tF(v) = V1 + 22, es decir, existe v € S"~! tal que
fi(v) =y.

El lema previo usa campos vectoriales tangentes a S"~!. Si n es par,
es decir si n = 2k para algin k € N, entonces es bastante facil encontrar
ejemplos concretos de éste tipo de campos vectoriales. Quiza uno de los
ejemplos més simples sea:

F(z1,22, ..., Tog—1, Tox) = (T2, —T1, T4, —T3, ..., Tog, —Tok—1)-
Sin embargo, cuando n es impar la situacién es totalmente diferente.

Teorema 4.1.8 No existen campos vectoriales normalizados de clase C*
tangentes a S2F.

Prueba. Lo haremos por reduccién al absurdo. Supongamos que F' es
un campo vectorial de esta forma.

Consideremos 0 < a < 1 < by extendemos F, como en el lema anterior,
a F sobre el dominio A = {z € R : a < |jz||2 < b}.

Observar que F es tangente a cualquier esfera concéntrica con S2* la
cual estd contenida en A.

Sea fi(x) = x + tF(z). Por el lema 4.1.7, fy(A) = 1+ t2A para t >

0 lo suficientemente pequeno ( sea x € A, entonces ||SZ'EH2 € 8% con lo

cual por el lema anterior 2 + tF(:2-) € V1 + t25%F lo que significa que

[[]l2 l[z]l2




4.1. EL TEOREMA DE BROUWER. 81

x4 tF(z) € VI+ 2||z]|S?* C 1+ 2A. Acabamos de ver que se cumple
que fi(A) C V1 +t2A.

Para obtener la desigualdad contraria razonamos de la forma siguiente:
sea y = V1 +t%z, donde 2z € A. Entonces z = ||z||ﬁ Por lo tanto, y =

VI+ 8|zl = llzllV1+ %, ahora por el lema anterior existird v €

B

S™=1 tal que y = ||z]|(v+tF(v)). Si llamamos w = ||z||v € A obtenemos que
y=w+tF(w) = fi(w),

ie, vV1+1t2A C fi(A).
Ahora teniendo en cuenta las propiedades de la integral de Lebesgue se
tendra

vol(fi(A)) = (V1 +12)*FLvol(A).

Sin embargo, (v/1+ 2)?**1 no es un polinomio en ¢ en un entorno de
cero, lo cual estd en contradiccién con el lema 4.1.6.

Teorema 4.1.9 (Teorema de la bola de Hairy) No existen campos vec-
toriales continuos y tangentes a S** que no se anulen.

Prueba. Supongamos que F' es un campo vectorial en las condiciones de
las hipétesis. llamemos m = min{||F(z)|2 : = € S?*}, obviamente m > 0.
Por el teorema de aproximaciéon de Weierstrass aplicado a cada componente
de F se cumplira:

Existe P : S?f — R+ tal que |P(z) — F(z)||]2 < & para todo z € S%*.
Donde cada componente de P es un polinomio. De este modo, P es de clase
C>® y ademéds P no se anula sobre S%*. En efecto,

m

1P(2)]lz 2 1 F(2)l2 = ||[P(2) = F(2)ll2 > 5

Ahora modificamos P de la forma siguiente:

1P()ll2 > | P(z)ll2 = |P(z) = P(x)l|l2 > 7 = [(P(x), )] =

5 —I(P@) = F(2),2)| = T = | Pa) - F@)]| > 0.
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Finalmente normalizando ]3, i.e., definiendo P;(x) = i 1;(;))H
2

llegamos a

una contradiccién con el teorema anterior.

Antes de empezar con la demostracién del teorema de Brouwer necesi-
tamos alguna notacién adicional.

El espacio vectorial R” puede verse como un subespacio vectorial de R™**1
identificando cada punto z = (z1,...,z,) € R" con el punto (z1,...,zy,0) €
R™*1. De esta forma, cualquier punto de R®*! se puede representar como
(x,Tp+1) siendo z € R y 19 € R.

La esfera unidad S™ C R"*! se puede dividir en dos semi-esferas- la
superior o norte:

Yo={(z,zpp1) €5"  Tpp >0}
y la semiesfera inferior o sur:
S i={(z,xp41) € S" : Tpi1 <0}

de esta forma la esfera S”~1 C R™ puede identificarse con el ecuador de S™
ya que S"71 = 8" N S".
Los puntos e, ;1 = (0,...,0,1) e R**1y —¢,, .1 = (0,...,0, —1) € R*"*! se
pueden identificar respectivamente con el polo norte y polo sur de la esfera.
La proyeccion estereografica desde e, 1 a S™ es la aplicacién Sy : R" —
S™ que asigna a cada punto de R™ el punto de la interseccion de S™ con la
semirecta abierta que empieza en e, y contiene al punto x. En concreto,

2z =]l - 1)
1+ [|l2[137 1 + [lz3
Esta aplicacién es de clase C*° y transforma la bola B™ en S™. También,

para x € S"!, S, (z) = x. De forma anéloga, la proyeccién estereogafica
S_ desde —ep 1 a S™ se define:

Si () = (

21—l
S_(x) = , .
@ = e 1+ 2

Ahora estamos en condiciones de probar el teorema de Brouwer.

Prueba del Teorema 4.1.4.

Empezaremos con el caso n = 2k. Supongamos que existe una aplicacion
continua f : B?* — B2* sin punto fijo. Entonces el campo vectorial F(x) =
x — f(x) no se anula sobre B?*_ y en cualquier punto de la esfera z € S2¢~1
el campo esta dirigido hacia fuera, i.e.,
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(Fi(x),x) = (x = f(2),2) = ||lz]l2 = (2, f(2)) = 1 = {f(2),z) > 0.

(la desigualdad anterior es consecuencia de que (f(z),x) = ||z||/|| f(x)|| cos(d)
de donde se deduce que si (z, f(x)) = 1, entonces f(z) = z lo cual es una
contradiccién.)

Ahora definimos el campo vectorial:

1 al3
= (o (@)

El campo F' tampoco se anula sobre B". En efecto,
Si F(xg) = 0, entonces

F(r) = f(@).

1— 2
R U Y

1= (xo, f(l’o)>f(x0),

por lo tanto
o — xo(0, f(20)) = (1 — [|lz0[l3) f (z0),

con lo cual

(o — wo(zo, f(20)), z0) = (1 — [|w0]13)(f (w0), m0)-

De donde se deduce que

lzoll3 — (o, f(o))llzoll3 = (zo, f(z0)) — (w0, f(z0))|zoll3,

es decir
lzoll3 = (xo, f(z0))

luego 1 — ||x¢]|3 = 1 — {0, f(0)), con lo cual
0= F(xo) = 0 — f(wo).

Lo cual es una contradiccién, ya que estamos suponiendo que f no tiene
puntos fijos.
Por otra parte, es facil observar que si z € , entonces F(x) = x.
Ahora, para cada x € B™ consideremos el segmento que une el punto x
con el punto x + F(z), i.e., el conjunto

SQk—l

{z+tF(z) : telo1]}.
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La imagen de este segmento bajo la proyeccién estereografica S; es un arco
diferenciable con punto inicial sobre la semiesfera inferior:

t— S+(CL’ + tF(.’L’))

Ahora asignamos a cada punto y = Sy () € S%* el vector el tangente a este
arco en el punto y. Mas preciso, consideramos el campo vectorial T_ sobre
S%k por:

T (y) = %sm 4P o = Iy Syl + tF(zy)) ~Si(a)

2
= g (L + 23 F(z) = 2{z, F(2)), 2(z, F(z))).
(1 +[|l2[13)? ’
Entonces T_ es continuo, no se anula y es tangente a S?*. Ademds, sobre
el ecuador de S?* T_ se dirige hacia arriba, i.e., T_ (y) = ent+1 para cada
y € SQk_l.
De manera totalmente analoga a la anterior, si tomamos el campo vec-
torial —F en lugar del campo F'y proyectamos sobre los arcos desde —ey 1
por S_ para obtener el campo vectorial 7', definido sobre S_%k por

Ty() = 55 (@~ tF@)limo =

2
W(_(l + |2l3) F(2) + 2(x, F(x))x, 2(x, F(z))).
Este campo vectorial sobre el ecuador se dirige hacia arriba y T (y) =
T, (y) = eny1 para cada y € S?F—1,
Finalmente, definimos para cada y € S?* el siguiente campo vectorial:

2k
T(y) == { T-(w) we SEk
Ty(y) ye sy
Con lo cual T" es un campo vectorial continuo, no se anula y es tangente
a 5% lo cual es imposible por el Teorema de la bola de Hairy. Luego f debe
tener un punto fijo sobre B?*.
Para terminar la prueba nos hace falta demostrarlo para el caso n =
2k — 1. En este caso, es suficiente observar que si f : B® — B" es una
funcién continua que no tiene puntos fijos, entonces la funcién

qg: BQk _ B?k
(z,021) +  g(x,22%) = (f(2),0).
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La funcién ¢ es continua en B* y no tiene puntos fijos, lo cual contradice
el caso anterior.

4.1.1. Consecuencias del teorema de Brouwer.

Corolario 4.1.10 Toda bola cerrada de (R™,||.||2) tiene la fppt.

Prueba. Consideremos la bola cerrada U(xg, R) es claro que dicha bola
la podemos escribir como U(xg, R) = xo + RU(0, 1).

Consideremos ahora una aplicacién continua 7' : U(zg, R) — U(xg, R).
Para ver que dicha aplicacion tiene un punto fijo es suficiente considerar la
aplicacién G : U(0,1) — U(0, 1) definida por

1
G(z) = 4 (T(zo + Rz) — 20)
Por el teorema de Brouwer existe 1 € U(0,1) tal que G(x;) = z1. Con lo
cual, el punto y = x¢ + Rx1 es un punto fijo de 7.

Lema 4.1.11 Cada subconjunto C' no vacio, cerrado y convezo de (R", ||.||2)
es un retracto de R™.

Prueba. Sea x € R™ veamos que existe un tnico punto R(z) € C de
forma que
[1R(x) = zf| = nf{[lz —y|| : y € C}.

En efecto llamemos d = inf{[|z — y|| : y € C}, entonces dado n € N
podemos encontrar x, € C de forma que |z, — z|| < d 4+ L. Como ()
es acotada y C es cerrado, podemos suponer que z,, — c. Claramente se
observa que

le— | = in{llz — y| : y € C}.

Veamos ahora que c¢ es tnico. Lo haremos por reduccién al absurdo. Si p
es otro punto verificando lo mismo que ¢ por la convexidad de C se tendra que
CJer € C.Conlocual d < || CJFTP —x||. Sin embargo, si consideramos que ¢ # p
llegamos a la siguiente contradiccion:

c—r+p—2x

d? <
| 5

c+p_ 2
<P apeo

1
2 = @ +2(c—2,p— ).

Pero ademés sabemos que

0< Hc—m—(p—x)HQ:2d2—2(c—x,p—ac>,
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es decir,
(c—a,p—1x) <d*

Luego

@2 <| c+d
2
Lo cual es una contradiccién y por tanto podemos concluir que ¢ = p.
Ahora es suficiente definir R(x) = ¢. S6lamente nos queda por ver que
R es una aplicacion continua.
Para ello sera suficiente ver que para cualquier x € R™ y para cualquier
y € C se cumple:

1
z|? = Z(de +2(c—z,p—1x)) < d°

(y — R(x),z — R(x)) <0 (4.1)

En efecto, si asumimos (4.1) se tiene

(R(y) — R(z),z — R(z)) <0y (R(z) — R(y),y — R(y)) <0
Con lo cual
(R(y) — R(z), R(y) — R(z) + 2 —y) <0
De donde se obtiene que
IR(z) = R(y)II* < [|1R(z) — Rl - yll,
es decir,

[17(x) = R(y)|| < [z =yl

Lo tinico que nos queda por justificar es la expresién (4.1). Veamos que
es clerta,
dado n € N definimos v, = (1 — 2)R(z) + Ly e C

n

L~ R@)|.

n

[z = R(@)|| <[l = val = [z — R(x)

por lo tanto
2 2 1 1 2
lz = R(@)[I" < llo = R(@)|I” = 2—{z = R(z),y - R(2)) + 5lly — R(z)|

Es decir 2(z — R(z),y — R(z)) < 2|y — R(z)|| — 0 cuando n — oo.
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Corolario 4.1.12 Cada subconjunto no vacio, cerrado, acotado y convezxo
C de (R™,||.||2) tiene la fppt.

Prueba.

Como C estd acotado lo podemos incluir en alguna bola cerrada de R™
y entonces serd un retracto de dicha bola. Ahora teniendo en cuenta que las
bolas tienen la fppt y el Lema 4.1.3 obtenemos el resultado.

Corolario 4.1.13 (Brouwer) Sea C un subconjunto no vacio, cerrado, aco-
tado y convexo de un espacio de Banach real de dimension finita (X,|.|)-
Entonces C tiene la fppt.

Prueba. Supongamos que dim(X) = n, es bien conocido que (X, ||.||) es
homeomorfo a (R",||.|[2). Con lo cual aplicando el lema 4.1.2 se obtiene el
resultado.

Es muy sencillo construir ejemplos que muestren que ninguna de las
hipétesis del teorema de Brouwer puede ser suprimida sin perder la tesis.

Ejemplo 4.1.14 Consideremos T : R™ — R" definida por T'(z) = = + a
donde a es un vector no nulo de R™. Claramente T es continua, no tiene
punto fijo y R™ es cerrado y convexo (pero no acotado).

Ejemplo 4.1.15 Consideremos T : [0,1] U [2,3] — [0,1] U [2,3] definida
porT(x)=xz+2sixe0,1] yT(x)=2—2 siz € [2,3]. Claramente T es
continua, sin puntos fijos y el dominio de T es compacto (pero no convezo).

4.2. FEl Teorema de Schauder.

La extensién del Teorema de Brouwer a espacios normados de dimensién
infinita fue dada por J. Schauder en 1930, partiendo de una linea de razo-
namiento expuesta en ciertos trabajos anteriores de G.D. Birkhoff y O.D.
Kellogg que demostraron que los compactos de L?[0,1] tienen la propiedad
del punto fijo para auto-aplicaciones continuas.

Veremos una demostracién del teorema de Schauder apoyandola en el
teorema de Brouwer.

Teorema 4.2.1 (Schauder) Cualquier subconjunto no vacio, convero y
compacto de un espacio de Banach tiene la fppt.
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Prueba. Sea K un compacto convexo de un espacio de Banach X. Con-
sideremos T : K — K una aplicacién continua.
Lo tinico que tenemos que ver es:

inf{||lx —Tz| : z€ K} =0, (4.2)

ya que en este caso podemos encontrar una sucesién (z,) de elementos de
K de forma que

lim ||z, — Tz,|| = 0.

n—oo

Ahora bien, como K es compacto, podremos encontrar una subsucesion (z, )
que serd convergente, llamemos zo € K al valor de su limite. Es claro ahora
por la continuidad de T" que xg es un punto fijo.
Veamos ahora que se verifica (4.2). Para ver (4.2) es suficiente probar
que dado un € > 0 fijo, existe z. € K tal que ||z — Tz.|| < e.
Consideremos el conjunto siguiente:

U:={B(z,e) : x € K}.

El conjunto U es un recubrimiento por conjuntos abiertos de K. Como
K es compacto, podremos extraer un subrecubrimiento finito,i.e., existiran
ai,...,ap elementos de K de forma que

P
K C | ) B(as,e).
i=1
Esto nos permite construir las siguientes funciones reales:
F,: K — R

r Fi(m):{

Dado z € K estd claro que existird un ig € {1,...,p} de forma que
||z — ai,|| < e, con lo cual podemos afirmar que

0, |z —a;]| > e
e—llz—aill, llz—ai<e

Este hecho nos permite construir la aplicacion

p: K — Ko:=KnNLin(ai,..,ap)

b Fi(x)a;
ol - S
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Obviamente ¢ es una funcién continua, y para cada x € K se verifica:
,Ele Fi(z)(ai — x)
]iD:l Fi(z)

Teniendo en cuenta que si ||z — a;|| > ¢, entonces Fj(z) = 0. Podemos
concluir que

[l — @ (@)]] = | |

Yt daar<ey Fi@)llai — x|
|z — p(z)] < =Llema ..
Z{z’ ||lz—aq||<e} Fi(z)

Ahora construimos la aplicacién T : K — K definida por T = p o T.
De este modo hemos construido una aplicacién T: Ky — Ky continua y K
compacto convexo de un espacio de Banach de dimension finita, entonces le
podemos aplicar el teorema de Brouwer y obtener x. € K tal que T(:ca) =
z. Por lo tanto,

lze = Tae|| < |lwe — T || + | Tae — Tae|| = (T (ze)) = T(ze)| < e

4.3. Compacidad en espacios normados.

En dimensién finita es relativamente sencillo identificar los conjuntos
compactos ya que son los conjuntos cerrado y acotados. En dimensién in-
finita esto cambia de forma importante y como veremos en los siguientes
ejemplos la hipétesis de compacidad no puede ser reemplazada.

Ejemplo 4.3.1 En el espacio de las sucesiones convergentes a cero (co, ||-|loo)-
Podemos considerar sobre su bola cerrada unidad la siguiente aplicacion:

T(z1,22,23,...) = (1,21, 22, X3, ...).

Claramente esta aplicacion deja invariante a la bola unidad cerrada, es conti-
nua ( de hecho es una isometria) y no puede tener puntos fijos en (co, ||.||co)-

Como hemos visto, el teorema de Schauder actua sobre conjuntos com-
pactos convexos, el problema que se nos plantea ahora es reconocer los com-
pactos en espacios de dimension infinita. Para este fin introducimos los si-
guientes conceptos.
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Definicién 4.3.2 Sea D un subconjunto de un espacio de Banach (X, ||.||)
y sea € > 0. Se dice que A C X es una e—red de D, cuando para cada punto
x € D eziste al menos un punto a € A tal que |z — a|| <e.

Un conjunto D se llama totalmente acotado cuando dado cualquier e > 0

eriste una e-red finita de D.

Es una consecuencia obvia de la definicién que todo subconjunto com-
pacto es totalmente acotado. Nuestro objetivo ahora es ver la implicacién
contraria.

Teorema 4.3.3 Sea D un subconjunto cerrado y totalmente acotado de un
espacto de Banach, entonces D es compacto.

Prueba. Tenemos que ver que toda sucesion (z,) de D, tiene al menos
un punto de acumulacién.

Consideremos la familia 4 = {B(z,1) : = € A} donde A es una 1-red
finita de D. Puesto que estas bolas recubren todo D y ademés hay sélamente
un numero finito, al menos una de estas bolas, llamémosla B1, contiene una
subsucesién infinita 1, ...z}, ... de la sucesién (xy,).

Consideremos ahora en B; una %—red finita de (x}). Haciendo el mismo
razonamiento que antes, podemos encontrar una bola, llamémosla By, que
contiene una subsucesién (z2) de (v)). Razonando de la misma forma se
llega.:

Dado m € N existe una bola B,, C B,,—1 de radio % tal que contiene
una subsucesién (z]") de la sucesion inicial (z,,). Por el principio de las bolas

encajadas se tiene que
(e.)
()Bi#0
i=1
lo cual implica que (z;,) tiene un punto de acumulacién.

Corolario 4.3.4 Sea C un subconjunto totalmente acotado de un espacio
de Banach, entonces C' es relativamente compacto.

En Anélisis no lineal, uno de los espacios de Banach més interesantes es
el espacio (C([a,b]),|.]|ls). Para identificar los subconjuntos relativamente
compactos de este espacio se utiliza el llamado teorema de Ascoli-Arzela.

Para enunciarlo, necesitaremos los conceptos siguientes.

Definicién 4.3.5 Una familia F C C([a,b]) se llama equiacotada, cuando
existe un numero K > 0 tal que

lp(z)| < K
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para todas las funciones ¢ € F y para todo x € [a,b].
La familia F se llama equicontinua, cuando para cada € > 0 existe un
6 >0 tal que

o(z) —p(y)| < e
para toda funcion ¢ € F siempre que |x —y| <9

Teorema 4.3.6 (Ascoli-Arzeld) Una familia F de funciones de C([a, b])
es relativamente compacta si,y solo si, es una familia equiacotada y equicon-
tinua.

4.3.1. La medida de no compacidad de Kuratowski.

Una versién modificada del teorema de Schauder muy 1til es la siguiente:

Teorema 4.3.7 Sea K un conjunto no wvacio, cerrado y convero de un
espacio de Banach X y sea T : K — K wuna aplicacion continua de forma
que T(K) es compacto. Entonces T tiene un punto fijo en K.

Recordemos que las aplicaciones que transforman conjuntos acotados en
conjuntos relativamente compactos se llaman aplicaciones compactas. En
vista de esta definicién y del teorema anterior se tiene:

Corolario 4.3.8 Sea K un conjunto no vacio, cerrado, acotado y convexo
de un espacio de Banach X y sea T : K — K una aplicacion continua y
compacta. Entonces T tiene un punto fijo en K.

Prueba. Como K es convexo, cerrado y T(K) C K es claro que Ky =
¢o(T(K)) es un subconjunto de K, T-invariante. Si Ky fuese compacto, en-
tonces podriamos aplicar el teorema anterior y obtener el resultado. Luego
el objetico a partir de ahora es probar este hecho.

Para resolver la cuestién que se nos plantea en la demostracién anterior
introducimos la medida de no compacidad de Kuratowski.

Definicion 4.3.9 Sea D un subconjunto acotado de un espacio de Ba-
nach (X,|.])). A una familia finita de subconjuntos acotados de X, P =
{P,, ..., Py} verificando que

pcJr.
i=1

se le llama particion finita de D, y se define la norma de dicha particion
como:

|P|| := sup{diam(F;) : i=1,..n}.
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La medida de no compacidad de Kuratowski ¢(D) de D es:
¢(D) = inf{||P|| : P es una particion finita de D}.

Es claro, a partir de la definicién, que si A es un conjunto acotado,

entonces ¢(A) < diam(A).

Proposicién 4.3.10 La medida de no compacidad de Kuratowski satisface
las siguientes propiedades:

(a). $(D) = 6(D). B

(b). #(D) =0 si, y solo si, D es compacto.

(c). Si A C B, entonces ¢p(A) < ¢(B).

(d). (AU B) = méx{¢(A),(B)}.

(e). $(A+ B) < ¢(A) + ¢(B).

(f). #(AA) = [A[(A).

Todas las propiedades anteriores son consecuencia inmediata de la defi-
nicién de medida de no compacidad. Sélamente remarcaremos que (b) sale
como consecuencia de que un conjunto es compacto si, y sélo si, es cerrado
y completamente acotado.

Veamos ahora la propiedad que nos interesa para obtener la segunda
forma del teorema de Schauder.

Teorema 4.3.11 ¢(co(A)) = ¢(A).

Prueba.

Para la demostracién seguiremos varios pasos:

Paso 1. Para cada conjunto acotado A, ¢(N(A)) < ¢(A) + 2¢. Donde
Ne(A) = Uzea Bz, €).

Para ver este paso, unicamente hay que percatarse de que si S es un
conjunto acotado, entonces diam(N¢(5)) < diam(S) + 2e.

Paso 2. Supongamos que C = A U B donde A, B son dos conjuntos
acotados y convexos. Entonces

¢(co(C)) < méx{p(A), d(B)}.

En efecto, sea x € co(C') y supongamos que x ¢ AUB. Entonces existiran
zp € Cy XN >0,4=1,..,n, con Yy ;N\ =1, tal que z = > 1" | Niz;.
Reagrupando, podemos suponer que z; € A para 1 <i < my x; € B para
m —+ 1 < ¢ <n. Por lo tanto,
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- Z z m+1 )\
T = ( )‘l) m )‘ )
Z: Zz 1 )\ i ;rl Zz m+1 )\
de esta forma se obtiene que cada x € co(C) \ (AU B) puede escribirse en
la forma
r=au+ (1 —a)v

dondeue A,veBy0<a<l.

Como Ay B son conjuntos acotados podemos asegurar que existe M > 0
de forma que ||a||+||b|| < M para todo a € Ay para todo b € B. Con lo cual,
dado ¢ > 0 podemos elegir n € N tal que % < €. Paracada i =0,1,...,n
definimos

Ci={x €co(C) : ac:lu—i—(l—l)v para algun u € A, v € B}.
n n

Notar que dado o €]0, 1[, entonces a € [£, 1] para algin 0 < i < n—1,

con lo cual si € co(C) \ (AU B) se cumple que = € N.(C;) para algun
1=0,1,...,n. Consecuentemente,

lo que implica:

¢(co(C)) < méx{p(A), p(B), max{p(Ne(Ci)) : i=1,...,n}} <

< max{¢(A), p(B), max{p(C;) +2¢ : i =1,...,n}}.
Ahora por (e) y (f), para cada i se tiene,

HC)=o(-A+(1 - 1)B) <

3| .
3

lo que implica
¢(Ci) < méx{p(A), ¢(B)}.

Por lo tanto,

6(co(C)) < max{p(A), (B)} + 2e.

El paso 2 se obtiene ahora del hecho de que € > 0 es arbitrario.
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Paso 3. Supongamos que C' = [Ji*; A; donde cada A; es un conjunto
acotado y convexo. Entonces

#d(co(C)) <max{p(A;) : i=1,..,n}.

Esto es una consecuencia inmediata del paso 2.

Una vez vistos estos tres pasos, veamos el resultado:

Supongamos que ¢(A) < a. Entonces A puede escribirse como una unién
finita A C |J;_; Ai, donde diam(4;) < a y como diam(co(4;)) = diam(A;)
podemos asumir que cada A; es convexo. Con lo cual tenemos que

co(A) C co (Ui A;).

Entonces, por el paso 3 se tiene:

d(co(A)) <méx{p(4;) : i=1,...,n} <mix{diam(4;) : i=1,...,n} <a.

Como lo anterior es cierto para todo a tal que ¢(A) < a la prueba del
teorema esta completa.

4.3.2. Principio de Leray-Schauder.

Sea X un espacio de Banach. Como ya se ha visto, muchos problemas
analiticos de encontrar solucién se pueden reducir a encontrar un punto
fijo de una determinada funciéon f : X — X. Sin embargo, el teorema de
Schauder en muchos de estos problemas no se puede usar puesto que para
ello necesitamos que la aplicacién f sea compacta y ademads deje invariante
un determinado conjunto cerrado, acotado y convexo de X.

La hipétesis que se suele usar para obtener una versién mas conveniente
del teorema de Schauder se llama condicion de frontera de Leray-Schauder.
Dada una aplicacién f : X — X, la aplicacion f satisface esta condicion
si existe r > 0 tal que si ||z]| = r, entonces f(x) # Az para todo A > 1.
En particular, como ||Az| = A||z||, es claro que f satisface la condicién de
frontera de Leray-Schauder si ||z|| = r implica que [|f(z)|| < 7, esta es la
forma més habitual de expresar la condicién de frontera de Leray-Schauder.

Observar que esta condicién no impone ninguna restriccién sobre cémo
debe ser 7.

Teorema 4.3.12 (Principio de Leray-Schauder) Sea X un espacio de
Banach y f : X — X wuna aplicacion continua y compacta. Si f verifica la
condicion de frontera de Leray-Schauder, entonces f tiene un punto fijo.
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Prueba.

La condicion de Leray-Schauder nos asegura la existencia de » > 0 tal
que si [|z|| = r, entonces f(z) # Az para todo A > 1. Consideremos C' :=
B, ={x e X : ||z|| <r}, ie., la bola centrada en el cero y de radio el r de

la condicién.

Si restringimos la funciéon f a dicha bola nos queda f : B, — X. No
hay ninguna razén para esperar que f deje invariante dicha bola. Asi que
introducimos la funcién p : X — B, (la retracciéon de X sobre B, la cual

viene dada por:
z, |zl <
€Tr) =
p() { e Nl > 7

Ahora definimos la aplicaciéon f*=po f: B, — B,.

Como f es compacta sabemos que f(B,) estd continido en un compacto,
llamemosle K, entonces f*(B,) C p(K), el cual es compacto ya que p es
una aplicacién continua, asi f* es también una aplicaciéon compacta. Esto
significa que f* estd bajo las hipdtesis del corolario 4.3.8 y por lo tanto existe
xo € B, tal que f*(z¢) = xo.

Finalmente vamos a probar que f(zg) € B,, con lo cual tendremos que
xo = f*(zo) = p(f(x0)) = f(xp). Lo haremos por reduccion al absurdo.

Supongamos que f(xg) ¢ B, lo que quiere decir que || f(xo)|| > r, por lo

tanto F(zo)
. rf(xo
zo = f*(x0) = p(f(20)) = m-
Esto significa,
rf(zo)
lzoll = 577l =7
[1f (o)l
Reescribiendo la expresién anterior se tiene
x
) = W0

con A\ > 1 Lo cual es una contradicciéon por la condicién de frontera de
Leray-Schauder.

Ejemplo 4.3.13 La ecuacion integral

b
u(z) = 2/ sin(u(s))ds + e*

tiene una solucion y € C([a, b)).
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En efecto, consideremos la aplicacién T' : C([a,b]) — C([a,b]) definida
por

b
T(u)(x) = 2/ sin(u(t))dt + e*.

Esta aplicacién evidentemente estd bien definida y es continua. Ademéds
si calculamos

b
’2/ sin(u(t))dt + e®| < 2(b—a) + €,

luego si llamamos r = 2(b—a) + € se tiene que ||T(u)|| < r sea cual sea u, de
donde se deduce que si ||ul]| = r, entonces ||T'(u)|| < r. ( Condicién frontera
de Leray-Schauder).

Luego lo tnico que nos queda por ver es que 1’ es compacta.

Para ello primero veremos que si B es un acotado de C([a, b]), entonces
T(B) es equiacotado.

Para cualquier funcién T'(u) € T'(B) se tiene, por el razonamiento ante-
rior, que ||Tu|| < r. Luego T'(B) es equiacotado.

Por 1ltimo, para probar que T'(B) es equicontinuo razonamos del si-
guiente modo.

Como la exponencial es uniformemente continua en [a, b] se cumple que
dado € > 0 existe & > 0 tal que si |z — 2’| < § entonces |¢* — ¢*’| < e. Con
lo cual

|T(u)(x)—T(u)(z')] = |e*—e*| < e. Siendo § independiente de la funcién
u que tomemos. Luego T'(B) es equicontinuo y, una vez mas, por el teorema
de Arzela-Ascoli concluimos que 1" es una aplicacién compacta.

4.3.3. Aplicaciones condensantes.

Como hemos visto hasta ahora los teoremas de punto fijo en espacios de
Banach se enmarcan en dos categorias de naturaleza distinta:

Teoremas topolégicos del punto fijo ( Teorema de Brouwer, Schauder).

Teoremas métricos del punto fijo (Teorema de Banach).

Hay sin embargo una larga clase de aplicaciones las cuales sirven de
puente entre la teoria métrica y topoldgica del punto fijo. Esta clase de
aplicaciones fue introducida por Darbo en 1955.

Definicién 4.3.14 Sea K un subconjunto de un espacio de Banach (X, ||.|)-
Una aplicacion T : K — X se llama condensante, si T es acotada, continua
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y para todo subconjunto acotado D de K se cumple que
¢(T(D)) < ¢(D)
siempre que (D) > 0.

El siguiente teorema fue probado por Sadovskii en 1967. En 1955 Darbo
probd el mismo teorema pero para una clase mas restrictiva de aplicaciones.

Teorema 4.3.15 Supongamos que K es un conjunto no vacio, acotado,
cerrado y convexo de un espacio de Banach X y supongamos queT : K — K
es una aplicacion condensante. Entonces T tiene un punto fijo.

Prueba. Fijemos © € K y sea % la coleccién de todos los subconjuntos
cerrados y convexos D de K de forma que z € Dy T : D — D. LLamemos

B= () D,

y sea
C =co{T(B)U{x}}.

Comox € By T : B — B se debe cumplir que C' C B. Esto, a su vez,
implica que T'(C) C T(B) C C. Como z € C se sigue que C € X. Por lo
tanto, B C C, de donde concluimos que C = B.

Ahora tenemos que 7'(C) =T(B) C Cy

¢(C) = ¢(eo{T(B) U{z}}) = o({T(B) U{z}}) = ¢(T(B)) = ¢(T(C)).

Como T es condensante la tnica solucién es que ¢(C) = 0, es decir que
C' sea compacto. Ahora bien como T : C — C es una aplicaciéon continua
y C es un compacto convexo, podemos aplicar el teorema de Schauder y de
esta forma T debe tener un punto fijo.

Como hemos visto en el apartado anterior, el teorema de Schauder se
puede suavizar usando las condiciones frontera de Leray-Schauder. El mis-
mo resultado es vélido para aplicaciones condensantes y éste resultado fue
obtenido por Petryshyn en 1971.

Teorema 4.3.16 (Principio de Leray-Schauder para condensantes)
Sea X un espacio de Banach yT : X — X una aplicacion continua y con-
densante. Si T wverifica la condicion de frontera de Leray-Schauder, entonces
T tiene un punto fijo.
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Prueba.

La condicién de Leray-Schauder nos asegura la existencia de r > 0 tal
que si ||z|| = r, entonces T'(z) # Az para todo A > 1. Consideremos C' :=
B, ={x e X : ||z|| <r},ie., labola centrada en el cero y de radio el r de
la condicién.

Si restringimos la funcién T a dicha bola nos queda T : B, — X. No
hay ninguna razén para esperar que 1 deje invariante dicha bola. Asi que
introducimos la funcién p : X — B, (la retraccién de X sobre B, la cual
viene dada por:

z, el <

p(x) = { L”x’ x| > r

|z

Veamos ahora que la aplicacién p no aumenta la medida de no compaci-
dad (cuando una aplicacién verifica esta condicién se dice que es una 1-set
contraccién). En efecto, sea M un subconjunto acotado y no vacio de X,
esta claro que si tomamos z € M pueden ocurrir dos casos:

||| <

xEM:>{
]| >

Si ||z]] <, entonces p(x) =z € M C co(M U{0}).

Si ||z|| > r, entonces p(x) = H;—”x Llamando A\ = ”7’7” queda que p(z) =
Az + (1 — A)0 € co(M U {0}).

Por lo tanto, acabamos de ver que p(M) C co(M U {0}).

Teniendo en cuenta las propiedades de la medida de compacidad se con-
cluye que ¢(p(M)) < ¢(M).

Ahora definimos la aplicacién T* = po T : B, — B,.

Veamos ahora que T es condensante. Si A es un subconjunto acotado y
no compacto de la bola, se tendra:

P(T7(A)) = ¢(p(T(A))) < (T (A)) < $(A).

Esto significa que T™ esta bajo las hipétesis del teorema 4.3.15 y por lo tanto
existe xg € B, tal que T*(xg) = xg.
Finalmente vamos a probar que T'(zg) = zp.
Si T'(zg) € By, entonces xo = T*(xg) = p(T(x0)) = T(xp).
Si T'(xg) ¢ B, se tendrd que ||T(xg)|| > r, por lo tanto
rT(zp)

zo = T"(w0) = p(T'(w0)) = m-
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Esto significa,

rT'(zp)
[zoll =l Syl =7
1T (o)|
Reescribiendo la expresién anterior se tiene
T
T(ao) = 1@ 5o
r

con A > 1 Lo cual es una contradicciéon por la condicién de frontera de
Leray-Schauder.

4.4. Aplicaciones.

4.4.1. Teorema de Peano.

Consideremos el problema consistente en encontrar alguna funcién de-
rivable y cuya grafica pase por el punto del plano (xg,yo) y que para cier-
to nimero positivo r se cumpla que y'(z) = f(z,y(x)) siempre que z €
Jxog — r, 29 + r[, donde f es una funcién continua en un abierto D del pla-
no que contiene a (zp,yo). Este problema se escribe habitualmente de la
siguiente formas:

y'(z) = flz,y(z))
(4.3)

y(zo) = yo-
Teorema 4.4.1 (Peano) El problema anterior tiene solucion.

Prueba. Sea r > 0 tal que S = {(z,y) : ||(z,y) — (%0,%0)||cc <7} C D.
Podemos escoger h > 0 de forma que h <r y hK < r, donde

K = méx{|f(a,y)| : (x.1) € S}.

Consideremos el espacio de Banach (C([zg — h,z¢ + h]),]|.||c0). Consi-
deremos la bola cerrada Uy, r), donde yg es la funcién que toma el valor
constante yg.

Definimos el operador T : U(yo,r) — U(yo,r) donde a cada funcién
u € U(yo, ) le hacemos corresponder la funcién T'(u) definida de la siguiente
forma:

Twwm:m+/ﬁwmmw
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observar que dicho operador estd bien definido ya que si u € U(yo, ) enton-
ces para cada t € [xg — h,zo + h],

[u(t) —yol < llu—yolloo <7,
porloqueyg—r <u(t) <yo+r,y
(t,U(t)) € [IL‘Q _h7$0+h] X [yO —’I“,yo—l—?“] g Sa

y tiene sentido f(¢,u(t)).
Por el teorema fundamental del célculo es claro que Tu € C([xg — h, zo +
h]), ademas

||Tu—y0\|oo:méx{|/ flt,u(t)dt| © x € [xg—h,zo+ h|} < hK <.
o

Una vez visto que el operador T esta bien definido y que deja invariante
a la bola U(yo, ). Veamos que T'(U(yo,r)) es un conjunto equicontinuo.

[Tulz) - Tuty)| = | | " f(tult))dt — / " f(tu()dt] < K|z —y]

Como este razonamiento es independiente de la funciéon u escogida, se tiene
que efectivamente T'(U(yp, 7)) es un conjunto equicontinuo y equiacotado (
por ser acotado para la norma del espacio).

Veamos ahora que el operador T' es continuo.

En efecto, como f es continua en S y S es un compacto de R?, es claro
que f serd uniformemente continua sobre S (Teorema de Heine-Cantor). De
este modo, dado € > 0 existird § > 0 de forma que si (z,y1), (z,y2) € S con
Iy — w2l = [[(z,31) — (2, 92)[lc < 0 entonces

€
’f(m7y1> - f(xayQ)‘ < E

Siu,v € U(yo,r) con ||[u—vl||s < J, entonces para todo t € [xo—h, z9+h],
se cumplird

u(t) = o(t)] < flu = vl < 0.

Entonces

I Tw — T||oo = méx{] /I(f(t,u(t)) — f(t,0())dt| € [wo— h,zo+h]} <
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< méx{|zo —x\% . 2 € [10 — hy o + R} < h% =«

En definitiva T : U(yg,r) — U(yo, ) es un operador compacto y por lo
tanto le podemos aplicar el teorema de Schauder, y asi existe una funcién
y =Ty en U(yo,r) es decir, para todo = € [zg — h, z + h] se verifica que

y(£) = o + / Cf(t (),

desde donde es inmediato ver que y es solucién del problema (4.3).

4.5. Problemas

Problema 4.5.1 Sea A un conjunto acotado y co(A) su envoltura conveza.
(a). Probar que dado x € X, se tiene que

sup{|lx —b|]| : b€ co(A)} =sup{||z —al : ac A}
(b) Probar que diam(A) = diam(co(A)).

Problema 4.5.2 Sea K un subconjunto de un espacio de Banach X. Su-

pongamos que T1 : K — X es una aplicacion contractiva y supongamos
que To : K — X es una aplicacion compacta. Entonces T = T1 + T es
condensante.

Problema 4.5.3 Sea f : R?> — R una funcidn continua. Probar que el

sistema { r =10%" + sin(f(z,y))
y =cos(f(x,y))

tiene una solucién en R2.

Problema 4.5.4 Sea o un nimero real y sea f € C([a,b]) una funcidn fija.
Probar que la ecuacion

b
u(z) = a/ sin(u(t))dt + f(z)
a
tiene solucion.
Problema 4.5.5 Probar que la siguiente ecuacion integral tiene solucion:

s+t
1+ s+t+ f2(t)

cos(s) = () + | 1
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Problema 4.5.6 ;Podemos afirmar que el problema de valores iniciales
{ y(t)=y*(t) te]-12
y(0) =1

tiene al menos una solucion?.

Problema 4.5.7 Sea C' un subconjunto cerrado y convexro de un espacio
de Banach (X, ||.||) tal que 0 € C. Probar que toda aplicacion T : C — C
continua y condensante verificando la condicin de Leray-Schauder sobre C
tiene un punto fijo en C.

4.5.1. Soluciones de ecuaciones integrales.

Sea F' : [0,1] x [0,1] x R — R una funcién continua en su dominio y
acotada.
Consideremos la ecuacion integral

1
o(s) = F(s) + /0 Fs,t, £(t))dt,

donde la funcién g, es continua en [0,1], es un dato y donde f es la funcién
incégnita, que buscamos en C([0,1]).

Problema 4.5.8 Aplicar el Teorema de Schauder para obtener una solu-
cton de la ecuacion integral.

Para obtener la existencia de una solucién de la ecuaciéon integral po-
driamos actuar del modo siguiente:
Consideremos el espacio de Banach (C([0,1]), ||.|lcc) que es donde busca-
mos la funcién f. Como F' esta acotada, sea K > 0 de forma que
|F(u,v,w)| < K V(u,v,w) € [0,1] x [0,1] x R.
Dada f € C([0,1] definimos T'(f) : [0,1] — R de la forma siguiente:

1
T(f)(s) = g(s) — /0 Fs,t, £(1))dr.

Problema 4.5.9 Ver que un punto fijo de T seria una solucion de nuestro
problema.

Como consecuencia del problema anterior, nos planteamos si el operador
T esté bien definido.



4.5. PROBLEMAS 103

Problema 4.5.10 Probar que para cada f € C([0,1]) se tiene que T(f) €

C([0,1]).
Problema 4.5.11 Ver que para cada f € C(]0,1]) se tiene que || T(f)|loo <
gl + K.

Si llamamos K’ := ||g|cc + K, el problema anterior nos asegura que

T(U(0,K") CU(0, K').

Problema 4.5.12 Probar que T(U(0,K’)) es un conjunto equicontinuo.
Para hacer esto tener en cuenta que F' es uniformemente continua en [0, 1] x
0,1] x [-K', K].

Problema 4.5.13 Probar que T es un operador continuo.

4.5.2. Aplicaciones admitiendo un centro.

Definicién 4.5.14 Sea (X, ||.||) un espacio de Banach y C un subconjunto
no vacio de X. Una aplicacion T : C' — X diremos que tiene un centro en
Yo € X si se cumple:

T2z —yoll < ||z —yol, VzeC.

Problema 4.5.15 Comprobar que si yg es un centro de T : C — X y
ademds yo € C, entonces yog es un punto fijo de T.

Problema 4.5.16 Probar que si C es un conjunto cerrado de un espacio de
Banach X, y T : C — C es una aplicacion contractiva (i.e. existe k € (0,1)
tal que | Tz — Ty|| < k||z — y||) entonces T tiene un centro en C.

En vista de los problemas anteriores sera interesante, desde el punto de
vista de la existencia de puntos fijos, estudiar las aplicaciones que admiten
un centro fuera de su dominio.

Problema 4.5.17 Probar que la aplicacion de Beals ( ver ejemplo (4.3.1),
admite como centro al (2,0,0,...).

Sea (E,|.||) un espacio de Banach real de dimensién finita. Sea C' un
subconjunto cerrado no vacio de E. Consideremos ahora yo € E'\ C.

Problema 4.5.18 Probar que eziste ¢ € C tal que ||c — yp|| = min{||x —
yoll + x€Ch
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Problema 4.5.19 Probar que si ademds C es convezxo el conjunto P(yg) :=
{eeC : |le—yol = min{|lz —yol| : = € C} es compacto convexo.

Problema 4.5.20 Sea (E,||.||) un espacio de Banach real de dimension
finita. Sea C' un subconjunto cerrado y convexo no vacio de E. SiT : C' — C
es una aplicacion continua que admite un centro yg € E. Probar que T tiene
un punto fijo.



Capitulo 5

Aplicaciones Multivaluadas.

5.1. Introduccidn.

Las aplicaciones multivaluadas aparecen de modo natural cuando se con-
sideran imagenes inversas de aplicaciones univaluadas no inyectivas. Tam-
bién para garantizar la existencia de soluciones de determinadas ecuaciones
no lineales en derivadas parciales es necesario introducir aplicaciones multi-
valuadas.

La Teoria de Control es otro marco donde es frecuente el uso de aplica-
ciones multivaluadas. Por tltimo anadiremos que la optimizacién también
conduce al uso de aplicaciones multivaluadas.

En este capitulo mostraremos dos teoremas de punto fijo para aplicacio-
nes multivaluadas que pueden considerarse como las extensiones naturales
del teorema de Banach y del Teorema de Schauder

5.2. Consideraciones generales

Una aplicacion entre dos conjuntos X,Y es toda regla por la cual a
cada elemento z € X le hacemos corresponder uno y sélo uno del conjunto
Y, (lamemosle f(z) € Y).

El conjunto formado por todos los subconjuntos de un conjunto dado Y
se denota usualmente por 2Y.

Definicion 5.2.1 Sean X,Y dos conjuntos no vacios, toda aplicacion entre
X y 2Y se llama aplicacion multivaluada entre X e Y.

Una aplicacién multivaluada F : X — 2" asocia a cada elemento z € X
un elemento F(x) € 2¥, es decir un subconjuto y sélo uno de Y.

105
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Se entiende que si A # () C X, entonces
F(A) = UCLEAF(G’)'

Si consideramos una aplicacién multivaluada F : X — 2Y, como 0 € 2Y
nada impide formalmente que para algin x € X pueda ocurrir que F(x) = ().
Algunas veces se excluye al conjunto vacio de los posibles valores que pueda
tomar F. Sin embargo, hay casos en que esto no es lo adecuado:

Ejemplo 5.2.2 (operador inverso generalizado) Sean X,Y conjuntos
no vacios S : Y — X wuna aplicacion. Se llama operador solucion T de la
ecuacion S(y) = x al operador que asocia a cada x € X el conjunto T'(x) €
2Y de las soluciones de la ecuacion anterior. Si no existe solucion para algin
x se escribe T (x) = 0. Esta aplicacidn T se llama también aplicacidn inversa
generalizada de S.

Definicién 5.2.3 Sea la aplicacion multivaluada F : X — 2Y. Diremos
x € X es un punto fijo de F' si se cumple que x € F(x).

Dada la aplicacién multivaluada F : X — 2Y| se llama grifica de dicha
aplicacién al siguiente conjunto:

Gr(F)={(z,y) e X XY : ye€ F(x)},

evidentemente z es un punto fijo de F' si se cumple que (z,z) € Gr(F).

5.2.1. La métrica de Hausdorff.

Sea (M, d) un espacio métrico y denotamos por M a la familia de todos
los subconjuntos cerrados acotados y no vacios de M. Para cada A € M y
€ > 0 se define el e-entorno de A como el conjunto:

N (A) ={z e M : dist(z,A) < €},

donde como es habitual dist(x, A) = inf{d(x,y) : y € A}. Ahora para
A, B € M se define :

H(A,B) :=inf{e >0: AC N.(B)y BC N.(A)}.

Teorema 5.2.4 (M, H) es un espacio métrico. ( La métrica H se llama
métrica de Hausdor(f)
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Prueba.

Para ver que H es una métrica, primero observemos:

Si z € A, entonces inf{d(z,y) :y € A} =0.

Con lo cual z € N.(A) para cada € > 0.

Por lo tanto A C N.(A) para cada € > 0, lo que nos asegura que
H(AA)=0.

Por otra parte, si # € N.(A) para cada ¢ > 0, entonces para cada n € N
existird y, € A tal que d(z,y,) < % Lo que nos dice que x € A. Como por
hipétesis A es cerrado se obtiene que x € A. El hecho anterior nos permite
afirmar que si H(A, B) = 0 entonces A = B. Puesto que es obvio desde la
definicién que para cada A,B € M, H(A,B) = H(B,A)y H(A,B) > 0.

Luego, para ver que H es una métrica sélo tenemos que probar la desi-
gualdad triangular.

Sean A,B,C e M, 0 =H(A,C), u=H(C,B),y sea p> 0.

Como A C N, 2(C),sia € Aexistird ¢ € C de forma que d(a, c)

Por otra parte, como C' C N“Jrg (B), existira b € B tal que d(c, b)

Por lo tanto, para cada a € A existird b € B de forma que

o+5.

<
< pt

e N

d(a,b) < d(a,c) + d(e,b) < o + 1+ p.

La desigualdad anterior nos dice que A C Ny ,4,(B) para cada p > 0.
Luego

inf{e >0: ACN(B)} <o+ p.

Intercambiando los papeles de A y B en la argumentacién anterior se

obtiene:
inf{e >0: BC N(A)} <o+ p.

Entonces,

H(A,B)<o+p=H(AC)+ H(C,B).

Ahora veremos como es la convergencia sucesional mediante la métrica
de Hausdorff.

Proposicién 5.2.5 Sea (M,d) un espacio métrico. Sea (Ay) una sucesion
de elementos de M y A € M de forma que lim,, .o H(A,, A) = 0. Entonces

4= N Uan=NU N ¥t

n>1m>n e>0n>1m>n
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Prueba
Sea € > 0. Como por hipétesis lim,,—,o, H(Ay, A) = 0, existird ng(e) € N
de forma que si m > ng(€) se tendra que

AC N(Ap) y Anm C N.(A).

De las inclusiones anteriores se obtine que para cada € > 0 :

AC () Ne(Am) S ) Ne(An)

m>ng(e) n>lm>n

luego se da la inclusion

Ac(YU N Ne(4nm)
e0n>1m>n
Veamos que se cumple la inclusién

N U AncA

n>1m>n

En efecto, como para cada m > ng(e€) se verifica que A,, C N¢(A) entonces

U A4m S N(A).

m>ngo(€)

Por lo tanto, para cada € > 0 se cumple que

N U4anc U AncSN(4)

n>1m>n m>ng(e)
consecuentemente,

(U An S Ne(A) =A= A

n>1m>n >0

Hasta ahora hemos visto que

N UAancacNU N VA

n>1m>n e>0n>1m>n
Para terminar la demostracién consideremos un

ze (VU () Ne(Am).

e0n>1m>n
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Entonces, dado € > 0, existird no(e) € N de forma que si m > ng(e) se
tendrd x € Ne(Ap,).

Consideremos n € N fijo, y tomemos m > max{n,ng(e)} estd claro que
x € Ne(Ap) € N(U Ap,) con lo cual,

T E UAm

m>n

m>n

y por lo tanto

en U

n>1m>n

lo que acaba la prueba de la proposicion.

Teorema 5.2.6 Si (M, d) es un espacio métrico completo. Entonces (M, H)
también lo es.

Prueba.

Sea (A,) una sucesiéon de Cauchy de elementos de M. La proposicién
anterior identifica al Unico candidato posible para ser limite de la sucesién
(A,).

Llamemosle

n>1lm>n

Ahora veamos que A € M y que ademas lim,,_,», H(A,, A) = 0.

Claramente A es cerrado por ser interseccién de conjuntos cerrados.

Para ver que A es acotado serd suficiente ver que | J A,, es acotado
para algun n € N.

Dado el 1, como la sucesién (A,) es de Cauchy, se cumplird que exis-
tird ng € N tal que H(A,,, Ay,,) < 1 siempre que m > ny.

Esto significa que para cada m > ng, Ay, C Ni(Ay,), luego

m>n

U Am g Nl(Ano)

m>ng

con lo cual, dados z,y € |J
forma que

m>no A, se tiene que existen xg,z; € Ay, de

d(z,y) < d(x,z0) + d(xo,z1) + d(z1,y0) < 4+ diam(Ap,).

Luego A es acotado.
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Hasta aqui hemos visto que A € M.
Sea € > 0, como la sucesion es de Cauchy, para cada k € N podremos
encontrar Vi > 1 tal que

H(Apn, An) < Vn,m > Nj.

€
ok+1
Tomemos ng > Ny y z9 € Ap,. Entonces elegimos n; > max{ng, N1} y z1 €
Ay, de tal modo que d(zo, 1) < § ( esto es consecuencia de que d(zg, Ay, ) <
H(Ap,, Any) < §). Entonces si (ny) es una sucesion estrictamente creciente
de naturales con ny > Nj podemos construir inductivamente una sucesién
(z) de forma que z € Ay, y cumpliendo que d(zg, Tx41) < 557 Esto nos
dice que la sucesién (xj) es de Cauchy en M y como (M,d) es completo,
entonces existird xg € M tal que xx — yo.

Por otra parte, como (nj) es estrictamente creciente, dado n > 1 exis-
tird k, > 1 tal que ng, > n. Entonces

ape |J Am Yk >k,
m>n
y asi

Yo € UAm Vn > 1.

m>n

Luego hemos visto que yg € A, lo que demuestra que A # (). Ademas,

n—1
d(yo, o) = nh_)n(glo d(xp,x0) < nh_{go Z d(zg, Tr11) < €.
k=0

Para todo ng > Ny y para todo xp € Ay, se tiene que existe x € A tal que
d(x,z0) < e. Entonces A,, C N((A). Lo tnico que nos queda por ver es que
A C N(A,) siempre que n > ny.

Sea x € A, entonces x € UmzNo Ap, luego existe m > Ny y existe y €
Ay de forma que d(z,y) < §. También, si n > Ny tenemos que d(z, A,) <
d(x, Am)+H(Am, A,) < e. Lo que implica que A C N (A,,) como querfamos
demostrar.

5.2.2. Conjuntos autosimilares

Sea (M, d) un espacio métrico completo.
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Problema 5.2.7 Sea MC la familia de subconjuntos compactos no vacios
de M. Probar que (MC, H) es un subespacio métrico cerrado de (M, H).

Como es habitual, entenderemos por aplicacién k-contractiva en (M, d)
a toda aplicacién T : M — M que cumple

d(Tz,Ty) < kd(xz,y) Y,y € M, k€ [0,1].

Problema 5.2.8 Dado i € {1,2,...,n} sea T, : M — M wuna apliccion
ki-contractiva. Probar que si C' € MC, entonces el conjunto

es también un elemento de MC.

El problema anterior nos dice que aplicaciéon F' : MC — MC dada por

estd bien definida.

Problema 5.2.9 Probar que la aplicacion F' anterior es una k-contraccion
en (MC,H), con k:=max{k; : i=1,2,..n}

Problema 5.2.10 Sean 11, ..., T}, una familia finita de k;-contracciones en
un espacio métrico completo (M,d). Probar que eziste un tunico compacto
no vacio K de M de forma que

En particular, si (M, d) es el espacio euclideo R? y las aplicaciones T; se
definen por
TZ(SC) = ki:c + bi

donde b; es un vector prefijado de RP y 0 < k; < 1, (i = 1,2, ...,n), entonces
el tnico conjunto compacto de RP que cumple la tesis del problema anterior
se llama conjunto autosimilar respecto a las aplicaciones 11, ...,T,. Estos
conjuntos estan intimamente relacionados con la teoria de fractales.



112 CAPITULO 5. APLICACIONES MULTIVALUADAS.

Problema 5.2.11 Consideremos la recta real R como espacio métrico com-
pleto, si consideramos las aplicaciones

1 1 2
T (x)=—-x, Ts(x)=—-x+ -
Comprobar que el conjunto autosimilar respecto a T1,T5 es el conjunto ter-
nario de Cantor.

5.3. Contracciones multivaluadas

La definicién de continuidad para aplicaciones multivaluadas F' : X —
2Y requiere disponer de topologias, tanto X como en 2V .

Cuando, en particular (X,d), (Y,d’) son espacios métricos y F : X —
M(Y'), donde M(Y') es la coleccién de los subconjuntos cerrados y acotados
de Y, en dicho conjunto podemos considerar la métrica de Hausdorff. En
este caso, decimos que F' es continua si lo es como aplicacion del espacio
métrico (X, d) al espacio métrico (M(Y), H).

En 1969 S. Nadler observé que el principio de contraccién de Banach
se puede extender al caso multivaluado. La idea clave para lograrlo es la
siguiente: Si A y B son dos conjuntos no vacios cerrados y acotados de un
espacio métrico y si x € A, entonces dado € > 0 debe existir y € B tal que

d(z,y) < H(A,B) + ¢,

esto se da porque la definicién de distancia de Hausdorff asegura que para
cada p > 0

A - NP‘HL(B)v
donde p = H(A, B).
Teorema 5.3.1 Sea (M,d) un espacio métrico completo y sea M la co-
leccion de todos los subconjuntos de M no vacios acotados y cerrados. Su-
pongamos que T : M — M es una contraccion en el sentido de que existe
ke (0,1) tal que
H(T(x),T(y)) < kd(z,y), Vo,ye M.

Entonces T tiene un punto fijo en M.
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Prueba.
Tomemos zg € M y z1 € T(xg). Por la obsevacién que hemos hecho al
principio de la seccién debe existir zo € T'(x1) tal que

d(l‘l,SUQ) < H(T(l‘o),T(CEl)) + k.

Similarmente, exisistird z3 € T'(x2) de forma que

d(xy, x3) < H(T(x1),T(z32)) + k2.
Procediendo por induccién obtenemos una sucesién (x,,) de elementos

de M con la propiedad de que sii € N, z;41 € T'(x;) y ademés,

d(ziyviv1) < H(T (1), T(2:)) + k' < kd(2i—1, ;) + k' <

k[H(T(xi_2)7 T(xi_l)) + kiil] + K <

k‘2d(l'i,2, :L‘i,l) + 2k* <...< k:id(xo,xl) + ik’

Por lo tanto,

Zd (x4, wip1) < d(xg, 1) (Zkl> +szz < 0.

=0

Lo que demuestra que la sucesién (x,) es de Cauchy, como M es com-
pleto existird x € M de forma que z,, — x. También, como T es continua
H(T(xy),T(x)) — 0. Como x,, € T(xp—1),

lim dist(xy,, T(z)) = lim inf{d(z,,y): y € T(x)} =0.
n—00 n—00

Esto implica que

dist(z, T'(z)) = inf{d(z,y) : y € T(z)} =0,

y como T'(z) es un conjunto cerrado se debe cumplir que z € T'(x).

Observacion 5.3.2 Si comparamos el resultado que hemos obtenido con
el principio de contraccion podemos destacar: Primero, en contraste con el
caso univaluado aqui no obtenemos la unicidad del punto fijo. Segundo, como
M es completo, (M, H) también es completo, pero este hecho no se utiliza
en la prueba.
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5.4. El teorema de Kakutani.

Definicion 5.4.1 Si X,Y son espacios métricos, la aplicacion F : X —
2Y'\ {0} es cerrada en x € X si se cumple que para cada sucesion (x,,) con
Tn — T Yy para cada sucesion (yp) con y, € F(x,) cumpliendo que y, — y
se tiene que y € F(x).

Se dice que F' es cerrada en X silo es en cada punto de X.

Proposicién 5.4.2 Sila aplicacion F : X — 2Y \ {0} es cerrada en x € X
entonces F(x) es un conjunto cerrado de'Y.

Prueba

Si (yn) es una sucesién de elementos de F(x) de forma que y, — v,
entonces como y, € F(x) para cada n € N, consideremos la sucesién cons-
tante x,, = x para todo n € N, la cual evidentemente converge a x, ahora la
definicién de aplicacién cerrada nos dice que y € F(x).

Definicién 5.4.3 La aplicacion F : X — 2¥ \ {(}}se llama semicontinua
superiormente en x € X si para todo conjunto abierto U de Y tal que
F(x) C U se tiene que existe un abierto V de X con x € V y cumpliendo
que F(V) CU.

La aplicacion F se llama semicontinua superiormente en X si lo es en
cada punto de X.

Ejemplo 5.4.4 la aplicacion F : [0, 00[— 2% dada por

_f0.d] z>0
F(x)_{{o} z=0

no es cerrada en xr = 0.

En efecto, la sucesién (x, = %) converge a 0, pero para cada entero

positivo n, y, =1 € F(x,) y sin embargo y, — 1 ¢ F(0).
Ejemplo 5.4.5 La aplicacion F : [0, oo[— 20+l dada por

_f0,z]u{i} z>0
F(:”)_{{o} =0

es cerrada en x = 0, pero no es semicontinua superiormente en x = 0.
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En efecto, si (x,) es una sucesién convergente a cero, y si (y,) es una
sucesién convergente a cierto y, con y, € F(z,) para cada n, necesariamente
(yn) debe ser acotada, por lo que

de donde se sigue que y, — 0.

Por otra parte, U = [0,1) es un abierto relativo que contiene a F(0) =
{0}, pero si V es cualquier entorno de 0, contendra puntos 0 < z < 1, y por
tanto + € F(z) C F(V) no puede pertenecer a U, pues £ > 1.

T T

Problema 5.4.6 Estudiar si la aplicacién F : [0, 0o[— 2% definida por

[ [0,z] >0
F(ﬁ)_{{o} z=0

es semicontinua superiormente y/o cerrada en el 0.

Problema 5.4.7 Estudiar si la aplicacion F : R — 2R definida por

[0,2] >0
F(x)=4¢ {0} x=0
{1}y z<o0

es semicontinua superiormente y/o cerrada en el 0.

Como hemos visto en el ejemplo anterior, una aplicaciéon cerrada no ne-
cesariamente es semicontinua superiormente. Sin embargo, el siguiente resul-
tado muestra que si el espacio de llegada es compacto, entonces la condicién
de ser cerrada es suficiente para garantizar la semicontinuidad superior.

Lema 5.4.8 Si X,Y son espacios métricos e Y es compacto, entonces cual-
quier aplicacion F : X — 2Y \ {0} cerrada en X, es semicontinua superior-
mente en X.

Prueba.

Sea z € X y U un subconjunto abierto de Y con F(x) C U.

Tenemos que demostrar la existencia de un subconjunto abierto V' de X
que contiene a x y de forma que F (V) C U.

Consideremos el conjunto:

Vi={z€X: F(z) CU}.
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Es claro que x € V' y ademés F(V) = |,y F(a) € U. Habremos pro-
bado el resultado si vemos que V' es abierto o lo que es lo mismo, si vemos
que X \ V es cerrado.

Observemos que

X\V={zeX: Fz)n(Y\U) #0}.

Tomemos una sucesién (z,) con z, € X \ V y con z, — z, y veamos que
z € X\ V, lo que demostrard que X \ V es cerrado.

Como F(z,) N (Y \U) # 0, podemos encontrar para cada n € N un
elemento y, € F(z,) N (Y \U).

El hecho de ser Y compacto, nos dice que también lo es Y\ U, y entonces
podemos encontrar una subsucesién (yp, ) con y,, —y € Y \ U.

Como F es cerrada, las condiciones

an - Z? ynk - y? ynk G F(an)

aseguran que y € F(z).
Por lo tanto y € F(2) N (Y \U). Si F(z) N (Y \ U) es no vacio entonces
z € X\ V, y la demostracién estéd completa.

El teorema de Kakutani, que es una generalizacién del teorema de Brou-
wer al caso multivaluado, fue publicado por Kakutani en 1941. A continua-
cién veremos la versiéon de dicho teorema en espacios de Banach generales,
es decir la extensién del teorema de Schauder que obtuvieron Bohnenblust
y Karlin en 1950.

Teorema 5.4.9 Sea X un espacio de Banach y sea K un compacto convexo
no vacio de X.

Sea F : K — 25 wna aplicacién verificando

(a) Para cada x € K el conjunto F(x) es convero y no vacio.

(b) F es cerrada (en K ).

Entonces F tiene un punto fijo.

Prueba. Como K es compacto, entonces serd totalmente acotado (ver
teorema 4.3.3) para todo € > 0 existe un conjunto finito

Fe = {xd, ...,$€n(€)} g K

de forma que para cada = € K se cumple d(zx, F) < e.
Llamemos para cada z € K

pei(z) = mix{e — ||z — zql], 0}
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para i = 1,2,...,n(e).

Cada una de estas funciones ¢.; es continua y positiva sobre K.

Como para todo x € K se tiene que ||z — x| < € para, al menos, un
i€{1,2,....,n(e)} las funciones siguientes estan bien definidas:

ei\T

Zj:l Pej()

Fijemos un punto cualquiera, y¢; € F(x), (1 =1,...,n(€)) y definamos
(e)
fe(x) = Zwez(x)yez
i=1

Como y¢; € K, wei(x) >0y Z?:(EI) we; = 1 vemos que cada fe(x) es una
combinacién convexa de elementos de K, que por hipétesis es convexo, luego
fe(x) € K.

Ademas es claro que f. es una funcién continua.

Por el teorema de Schauder f, tiene un punto fijo en K, es decir, existe
z. € K tal que fe(xe) = ..

Aplicando la compacidad de K y seleccionando una sucesién (e,) de
nameros positivos de forma que

1) e, — 0.

2) z., — 2" € K.

3) fe,(xe,) = e, -

Probaremos que z* es un punto fijo de F.

Llamemos

Us := F(z*) + B(0,9).

Como por hipétesis F'(z*) es un conjunto convexo, es trivial ver que Us es
un abierto convexo con F(z*) C Uy.

Como K es compacto, el lema anterior nos asegura que F' es semicontinua
superiormente en z*, es decir que dado el abierto Uy existe € > 0 tal que si

Ve={zeK: ||z—2a%|| <¢}

entonces F'(V¢) C Us.

Como z,, — x*, y €, — 0 existe un entero positivo N de forma que si
n > N entonces
€

€
0<e, < 2’ lze, — ¥ < 5
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Los nimeros reales we,,; (¢, ) pueden ser nulos o estrictamente positivos.
Si sucede que we,,i(z,) > 0, entonces

€n — HxEn - xeniH > 0
es decir

€

[Ze, = Tenill < €n < B

luego

€
127 = Zenill < llze, = @enill + llze, — 27| <en+ 5 <e

Por lo tanto, siempre que n > N y siempre que we,i(ze,) > 0, x,; € V,
con lo cual
Yeni € F(:L‘Enl) C F(V;) C U5.

Por otra parte,

n(en)

men = fﬁn (:L.En) = Z wﬁni(xen)yﬁni'
=1

Observando el dltimo término de esta igualdad vemos que z., es una
combinacién convexa de los ye,;, pero con la particularidad de que, para
n > N, lo es s6lamente de puntos y, ; que estan en Uy, ( puesto que sélo es
combinacién de los y,; que vayan multiplicados por un coeficiente we,;(z.,, )
estrictamente positivo, en cuyo caso hemos visto que y,,; € Us).

Como Uy es convexo, x,, € Us para cadan > N,y por lo tanto, tomando
limites se tendra que z* € Us C Usg.

Este razonamiento es valido para todo 6 > 0, pero un resultado bien
conocido de espacios métricos nos dice que si F'(z*) es un conjunto cerrado
( ya que F es cerrada)

F(z*) = [()(F(z*) + B(0,0)) = (] Us.

6>0 6>0

Luego z* pertenece a F'(z*) como querfamos demostrar.

5.5. Introduccion a la Teoria de Juegos.

Juegos de dos personas: Se parte del supuesto de que un jugador I
tiene un conjunto de posibles decisiones o estrategias F, y que otro jugador II
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tiene a su vez el conjunto F' de decisiones (supondremos que ambos conjuntos
son no vacios).

La tarea del jugador I es elegir de algiin modo un elemento z € F,
y la del jugador II hacer lo mismo con un elemento de y € F. Todo par
(xz,y) € E x F se suele llamar biestrategia, coloquialmente jugada.

Una regla de decisién para I es una aplicacién (generalmente multivalua-
da) Ty : F — 2 que asocia a cada decisién y € F el conjunto T;(y) de las
decisiones posibles que puede tomar . Naturalmente 77(y) puede depender
de las reglas del juego. Hay juegos en que en ocasiones T7(y) es un sélo
elemento.

Anélogamente se define Ty; : E — 2F.

Una vez fijadas T7 y Tyr, las biestrategias consistentes seran aquellas
(x,y) € E x F de forma que

T e T[(y), Yy e T][(x).

Observemos que el problema de encontrar biestrategias consistentes es
un problema de punto fijo, en el siguiente sentido:

Si definimos 7 : E x F — 2E*F de forma que 7 (z,y) := Tr(y) x Tr1(x).
Entonces (x,y) es una biestrategia consistente si y sélo si, es un punto fijo
de 7.

Tradicionalmente la teoria de juegos asume que un elemento esencial
definidor de todo juego es una funcion ganancia, que es una aplicacién G :
E x F — R?, que asocia a cada biestrategia (x,%) un par de ntimeros reales
G(z,y) = (Gi(x,y),Grr(z,y)), de forma que Gr(z,y) es la ganancia del
jugador I supuesto que se haya producido la bieleccién (z,y), y Grr(x,y) es
la ganancia del jugador II en las mismas circunstancias.

Establecida la funcién de ganancia hay unas reglas de decisién que se
denominan candnicas:

Cuando el jugador I elige una estrategia x € E sin saber nada de la
estrategia del jugador II, debe admitir que II eligié la mejor estrategia,
es decir la que minimizard la ganancia de I, es decir inf,cp Gy(x,y). Por lo
tanto, el jugador I debe buscar una estrategia zo € E de forma que maximice
sus ganancias y al mismo tiempo minimice las ganancias del contrario:

ix inf G = inf G :
ey 2 G (o) = Jaf Grteory)

5.5.1. Caso de juegos de suma nula.

Un juego es de suma nula si cada jugador gana lo que el otro pierde, es
decir si —Gy(z,y) = Gri(z,y).
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En este caso, la estrategia para el jugador I serd encontrar xo € E de
forma que

méx inf Gr(z,y) = inf G1(z0,9). (5.1)

Por la otra parte, como el jugador II tiene una ganancia igual a —Gy(x,y)
se deduce que debe buscar yg € F' tal que

ix inf [-G = inf {-G 5.2
Zleaﬂ&;[ 1(@,y)] = inf {~Gi(z,p0)}, (5.2)
o lo que es lo mismo,

min sup G](l“,y) = sup Gl(%yo)~

yeF 1cE z€E

La comparacién de las igualdades (5.1) y (5.2) anteriores muestra que
una condicién necesaria y suficiente para que existan estrategias 6ptimas
(x0,Yo) es que se cumpla que para cualesquiera x € E, y € F

Gr(z,y0) < Gr(zo0,%0) < Gr(xo,y). (5.3)

Puesto que en este caso se cumple que

sup Gr(z,y0) = Gr1(xo,y0) = inf Gr(xo,y).
zeFE yeF

Luego para obtener una biestrategia éptima es suficiente ver que

insup G;(z,y) = méx inf [G;(z,y)].
mi sup 1(@,y) = max inf [y (2, y)]

Todo par de estrategias (zg,yo) verificando (5.3) se llama solucién del

juego, mientras que cada una de las estrategias xg yg se llama a veces estra-
tegia optimal.

Ejemplo 5.5.1 (Juego de la moneda) Los jugadores I y II lanzan si-
multdneamente una moneda. Acuerdan que I gana un euro si las dos mone-
das muestran el mismo resultado. En otro caso gana II la misma cantidad.

En este caso F = F' = {C, F'}y la funcién ganancia K = Gyes K(C,C) =
K(F,F)=1, K(C,F)=K(F,C) = —1.
Aqui tenemos que

min sup K (z,y) = minmax{K(C,y), K(F,y)} =1,
YEF zcE yer
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mientras que

ix inf K = maxmin{K(z,C), K(z,F)} = -1
maix inf (z,y) = mixmin{K(z, C), K (z, F)}

Por lo tanto K no tiene puntos de ensilladura ( ver abajo lo que significa) y
no existe una estrategia 6ptima.

Problema 5.5.2 Un juego consiste en que el jugador I esconde, a su elec-
cion, en su puno bien una o bien dos monedas iguales. El jugador II ha
de acertar cudntas monedas ha escogido el jugador 1. Si II acierta gana las
monedas. Si II no acierta paga (en todos los casos) una moneda.
Estudiar si este juego tiene una estrategia optima y si alguno de los dos
Jjugadores tiene una estrategia optimal.

5.6. El teorema de min-max de von Neumann.

Definicion 5.6.1 Dada una funcion L : A x B — R donde A y B son
conguntos arbitrarios no vacios, el punto (xo,yo) € A X B se llama punto de
ensilladura de L con respecto a A X B si, y sélo si,

L(zo,p) < L(z0,%0) < L(z,%0)
para cualesquiera x € A, p € B.

Ejemplo 5.6.2 El punto (1,0) es un punto de ensilladura de la funcion
K :R xR — R dada por

K(z,y) = (z = 1)* =%,

Efectivamente, K (1,y) < K(1,0) < K(z,0).

Sean A y B conjuntos arbitrarios no vacios. Sea L : A x B — R una
funcién. Consideramos los dos problemas siguientes:

Problema primal (P): Determinar ug € A tal que

inf | sup L(u,p) | = sup L(ug, p).
ueA peEB peEB
Problema dual (P*): Determinar py € B tal que

sup (inf L(u,p)) = inf L(u,po).
peB \U€A ucA
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Lema 5.6.3 Sean A, B conjuntos arbitrarios no vacios. Sea L : Ax B — R
una funcion. Si llamamos:

o = inf (sup L(u,p)) , [(:=sup <iH£L(UaP))

u€A \ peB peB \UE

F(u) = sup L(u,p), G(p) = inf L(u,p).
peB uceA

Entonces se cumple:

i) —o0o < f<a< 0.

i) Dados u € A y p € B se tiene que G(p) < f < a < F(u).

i11) Si existe dos puntos ug € A y pyg € B de forma que G(pg) > F(up)
entonces ug es solucion del problema primal (P), py es solucion del corres-
pondiente problema dual (P*) y ademds o = [3.

Prueba.
Para todo v € A,

i <
inf L(u,p) < L(v,p)

de donde se tiene que

3 = sup (inf L(u,p)) < sup L(v,p)
peB \Uu€A pEB

Ahora tomando infimos al variar v € A, nos queda:
f < inf (Sup L(v,p)) = a,
UGA peB

lo que demuestra (i).
De (i) se sigue inmediatamente que

G(p) <supG(p) = B < a = inf F(u) < F(u)
peB ucA

lo que nos permite concluir (ii).
De la desigualdad anterior, se tiene que

G(po) < B < a < F(u)
y si se da la desigualdad G(pg) > F(ug) se concluye que
G(po) = 8= = F(u)

obteniendo (iii).
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Teorema 5.6.4 Sean A, B conjuntos arbitrarios no vacios. Sea L : AXB —
R wuna funcién. Los siguientes estamentos son equivalentes

(i) (uo,po) es un punto de ensilladura de A x B.

(i) ug es una solucion del problema (P), po es una solucion del problema
dual (P*), y ademds

a = inf (Sup L(u,p)) = L(ug, po) = sup <inf L(u,p)) =p.

u€A \ peB peB \UEA

Prueba.
Veamos que (i) implica (ii).
Como (ug, po) es un punto de ensilladura de la aplicacién L se tiene que

L(ug,p) < L(uo, po) < L(u,po)

y entonces, para cualesquiera u € A, p € B

F(ug) = sup L(ug, p) < L(ug,po) < inf L(u,po) = G(po)
peB ucA

Asi que, por el apartado (ii) del lema anterior se obtiene que F'(ug) =
L(ug,po) = G(po). Ahora, aplicando el apartado (iii) del lema anterior se
obtiene esta implicacion.

Veamos que (ii) implica (i).

El enunciado (ii) dice que

inf (SupL(u, p)> = sup <inf L(u, p)> (5.4)

u€A \ peB peB \U€A

y también que ug y po son soluciones de los problemas (P) y (P*)) respec-
tivamente, luego verifican:

{ inquA (SuppeB L(uvp)) = SuppeB L(”Oap) (5 5)
SUPpeB (inquA L(u,p)) = infyca L(vao) '

Por lo tanto, como

inf L(u,po) < L(ug,po) < sup L(ug,p)
u€A pEB

de (5.4) y (5.5) se sigue la igualdad

inf L(u,po) = L(ug, po) = sup L(ug, p)
ueA pEB



124 CAPITULO 5. APLICACIONES MULTIVALUADAS.

Luego para cada u € A, y p € B se tiene

L(ug,p) < sup L(ug, p) = L(uo,po) = inf L(u,po) < L(u,po)
peB ’ILGA

viendo de esta forma que (ug, po) es un punto de ensilladura.

Para probar la existencia de un punto de ensilladura en condiciones bas-
tante generales estudiaremos el teorema de mini-max (probado por John von
Neumann para el caso de R™ en 1928). Para su demostracién utilizaremos
el teorema de Kakutani.

Lema 5.6.5 Sean X,Y dos espacios métricos compactos y sea K : X X
Y — R una funcion continua. Entonces las funciones

= max K
o() mix (z,y)

P(y) = mip K(z,y)

estan bien definidas y son continuas sobre X e Y respectivamente.

Prueba.

Sea (z,) una sucesién en X con z, — zp € X. Como K es continua,
las funciones S, (y) = K(z,,y) son continuas en Y, luego existe y, € Y
de forma que y, es un méximo de S, ( Y es compacto) o sea que para
n=20,1,2,... se tiene:

Sn(yn) = K(fEnayn) = max K(-Tna y) = QO(SUn)
yey

Sea y € Y arbitrario

K(zn,y) < I;leégK(:vn, y) = p(zn) = K(n, yn)-

Teniendo en cuenta que K es continua se tiene

K(zo,y) < liminf K(x,,y,) = liminf p(x,).

n—oo

Siendo y arbitrario,

o(zp) = max K(zo,y) < liminf K (z,, yp)-
yey n—oo
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Por otra parte, como Y es compacto, existird una subsucesion (y,,) tal que
Yn, — ¥* €Y de donde, por ser K continua,

o(zo) > K(zo,y") = lim K(zy,,Yn,) > liminf K (2, y,).
p—00 n—oo
De esta forma hemos visto que

o(xo) = liminf p(z,).

n—oo

Si sucediera que limsup,, ¢(x,) = A > liminf,, ¢(x,) = ¢(xp), existiria una
subsucesion

Sp(xnj) — A

pero al ser x,; — o por la parte ya demostrada se deberfa cumplir

¢(xo) = liminf p(zn;) = A
j—00
lo cual es una contradiccion.
Asi pues

lim sup p(x,) = liminf p(z,) = ©(z0).
n n
Lo que demuestra la continuidad de .
Para probar la continuidad de ¢ se razona de forma similar.

Teorema 5.6.6 Sea M un subconjunto compacto y convexo de un espacio
de Banach X. Sea N un subconjunto compacto y convexo de otro espacio de
Banach Y. St K : M x N — R es una funcion continua con las siguientes
caracteristicas:

a) K es convexa en M para todo y € N, es decir

K(Az1 + (1= Nz2,y) < AK(21,y) + (1 — A)K(22,9)

para cualesquiera x1,x2 € M, y € N y A € [0, 1].
b) K es concava en N para todo x € M, es decir,

Kz, y1 + (1 = Ny2) > MK (x,91) + (1 = A\ K(x, y2)

para cualesquiera y1,y2 € N, x € M y A € [0,1].
Entonces K tiene un punto de ensilladura en M x N.
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Prueba.
Para cada x € M definimos

By ={ye N: K(z,y) =max K(z,2)}
zEN

Como B, es el conjunto de los puntos de N en que la funcién continua
z — K(z, z) alcanza su méaximo global ( esto tiene sentido ya que N es un
compacto) luego B, es un subconjunto no vacio. Ademds, el conjunto de
puntos en que una funcién continua toma un determinado valor siempre es
un subconjunto cerrado. Luego B, es cerrado y por lo tanto se tiene que
para cada x € M el conjunto B, es no vacio y compacto.

Veamos ahora que B, es convexo.

Sean y1,y2 € By y A € [0,1]. Como N es convexo se tiene que Ay; + (1 —
A)y2 € N, y por la hipétesis (b) se tiene

meé}\)[(K(ac, 2) > K(x, y1 + (1 = Ny2) > AK(z,y1) + (1 — N K(x, y2)

= Amax K(z,2) + (1 — \) méx K (z, z) = max K (z, z).
z€N z€N z€N
Por lo tanto, K(z,Ay1 + (1 — A)y2) = méax.en K(z,2) lo que nos permite
afirmar que B, es convexo.
Andlogamente se puede ver que el conjunto

Ay = {aj e M: K(l’,y) = Inei]r\/{[K(way)}

es no vacfo, compacto y convexo para cada y € N.
Sean x1,x2 € Ay X € [0,1]. Como M es convexo, Az + (1 — Nz € M,
por tanto,

gg]\r}K(w,y) < KAz + (1= Nz2,y) < AK(21,y) + (1 = A) K (72,y)
( esto es consecuencia de que K(.,y) es una funcién convexa).

Ahora teniendo en cuenta que z1,z2 € A, se desprende que Azy + (1 —
/\)1'2 S Ay.

Sea C' := M x N. No es dificil probar que C es un compacto y convexo
de X xY.

También es claro que si (z,y) € M x N el conjunto A, x B, es un
compacto convexo contenido en M x N. Sea F' la aplicacién multivaluada
definida por

F(z,y) = Ay X B.
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Veamos que F' es cerrada, para poder aplicar el teorema de Kakutani.
En efecto, sean pues (xn,yn) € C, (Tn,yn) — (x,y). consideremos
(Un,vn) € F(xp,yn), (Un,vn) — (u,v). Tenemos que probar que (u,v) €

F(z,y).
Como u, € Ay,,

K (un,yn) = min K(w,yn).

Como vy, € By,

K(zp,vy) = I;leéj\}[{K(In, z).

Siendo K continua y teniendo en cuenta el lema anterior se tiene:

K(u,y) = lim K(up,y,) = lim [ml’n K(w,yn)] = min K(w,y),

n— o0 n—oo |weM weM

luego u € A,.

Andlogamente se prueba que v € B,.

Por lo tanto F es cerrada y por el teorema de Kakutani, existe (xg, y9) €
C tal que

($07y0) € F(xo,y()) = Ayo X Bmo-
Luego:

xg € Ay, = K(z0,y0) = min K(z,yo)
reM

Yo € Bz, = K(x0,y0) = max K(xo,y)
yeN

de donde, para cualesquiera x € M, y € N se obtiene:

K(x0,y) < max K(zg,y) = K(z0,y0) = min K(z,y0) < K(x,y0)
yeN xeM

lo que nos dice que (xg,yp) es un punto de ensilladura de K.
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