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RESUMEN

La modelizacién matematica es un proceso de resolucién de problemas contextualizados
que implica la elaboracion de un modelo matematico para describir el fendmeno estudia-
do. En el presente trabajo se pretende contribuir a la idea de que la introduccion de tareas
de modelizacién en la formacion de futuros maestros hace aflorar sus carencias en com-
petencia matematica. En el presente estudio se llevara a cabo una comparacién entre
dos grupos de estudiantes de magisterio que resuelven la misma tarea de modelizacién.
Uno de los grupos ha recibido formacién en resolucién de tareas de modelizacion y el
otro no. Los resultados apuntan a que la formacion en la resolucion de este tipo de tareas
puede ayudar a reducir el tipo de errores matematicos conceptuales y procedimentales
cometidos.
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ABSTRACT

Mathematical modeling is a contextualized problem solving process that involves the de-
velopment of a mathematical model to describe the phenomenon under study. The pre-
sent work aims to contribute to the idea that the introduction of modeling tasks in the
training of future teachers brings out their deficiencies in mathematical competence. In
the present study, a comparison will be carried out between two groups of prospective
teachers who solve the same modeling task. One of the groups has received training in
solving modeling tasks and the other has not. Results show that training in solving this
type of tasks can help to reduce conceptual and procedural mathematical errors.

Keywords: mathematical modeling, prospective teacher’ training, error analysis

INTRODUCCION Y MARCO TEORICO

La educacién matematica tiene como uno de sus principales objetivos que los estudian-
tes obtengan las competencias necesarias para ser capaces de afrontar y darle sentido a
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situaciones de la vida cotidiana. Esto puede hacerse a través de las llamadas competen-
cias de modelizacion. La competencias de modelizacion implican competencias adap-
tativas por parte de los estudiantes, mas habituados a tener competencias rutinarias.
Hatano [1] define la competencia adaptativa como «la habilidad de aplicar procedimien-
tos aprendidos con significado de manera flexible y creativa» y la opone a la competen-
cia rutinaria definida como «simplemente ser capaces de completar las tareas escolares
matematicas de forma rapida y correcta sin entenderlas de manera profunda».

La modelizacién matematica es un proceso de resolucion de problemas contextualiza-
dos que implica la elaboracién de un modelo mateméatico para describir el fenémeno es-
tudiado. Estos procesos involucran la resolucidn de tareas «abiertas, complejas, reales
y auténticas» [2]. Trabajos como los de [3] y [4] demuestran que el uso de tareas de
modelizacién fomenta un aprendizaje significativo en los estudiantes de todos los niveles
educativos. En estos trabajos se pone de manifiesto que la utilizaciéon de este tipo de
actividades promueve las aptitudes necesarias para poder utilizar las matematicas fuera
del aula, asi como el cambio en la percepcion de los alumnos sobre la utilidad de las
matematicas para resolver situaciones de tareas significativas en la vida real [5].

El hecho de que los maestros y profesores de matematicas en formacién en la Universi-
dad puedan obtener estas competencias de modelizacién mediante tareas de modeliza-
cion complejas se ha investigado en varios estudios. La mayoria de ellos son informes
de buenas practicas sobre un curso de modelizacion junto con sus reflexiones (véase
[6], [7], [8]). Sin embargo, los resultados de estos estudios muestran un cambio en la
universidad de los estudiantes universitarios o de los profesores en activo sobre las ma-
tematicas, simplemente por el hecho de enfrentarse a problemas de modelizacién. Aho-
ra bien, los tres obstaculos esenciales para que los profesores de primaria y secundaria
ensefien modelizacién son el disefio de actividades, el tiempo necesario para llevarlas a
cabo y la evaluacién de las mismas.

En el presente trabajo se pretende contribuir a la idea de que la introduccion de tareas
de modelizacion en la formacion de futuros maestros hace aflorar sus carencias en com-
petencia matematica y que la formacién en la resolucién de este tipo de tareas puede
ayudar a reducir el tipo de errores conceptuales y procedimentales cometidos. Se llevara
a cabo una comparacion entre dos grupos de estudiantes de magisterio que resuelven la
misma tarea de modelizacién. Uno de los grupos ha recibido formacién en la resolucion,
diseno y puesta en practica en el aula de tareas de modelizacion y el otro no.

METODOLOGIA

Para la consecucién de los objetivos planteados, se ha llevado un analisis de las pro-
ducciones escritas de las resoluciones de una tarea de modelizacion por dos grupos
naturales del grado en maestro de Educacién Primaria. Llamaremos a cada uno de ellos
Grupo 1y Grupo 2, respectivamente.

Los estudiantes del Grupo 1 cursaban la asignatura “Propuestas didacticas con cien-
cias y matematicas” impartida en el tercer curso del grado. Esta asignatura es predomi-
nantemente practica y junto con otras asignaturas conforma el itinerario de Ciencias y
Matematicas dentro del grado. Ademas, esta asignatura se orienta al analisis de los con-
tenidos en ciencias y matematicas de la etapa de Educacion Primaria, con un enfoque
curricular. En ella, se pretende estudiar, fundamentar, seleccionar, disefiar o elaborar y
evaluar propuestas y actividades didacticas que sustenten y favorezcan la ensenanza y
aprendizaje de las disciplinas cientifico-técnicas.
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Los estudiantes del Grupo 2 estaban cursando la asignatura “Propuestas didacticas de
matematicas”, la cual se imparte en el tercer curso del grado y esta incluida dentro del
mismo itinerario de Ciencias y Matematicas. Esta asignatura esta orientada a facilitar
que el alumnado sea competente en la elaboracion de diferentes tipos de propuestas
de ensefanza y actividades para las clases de matematicas de Educacién Primaria.
Por ello, en esta asignatura, se presentan, analizan y utilizan varios tipos de recursos
que pueden ayudar y facilitar el trabajo del docente en el disefio y puesta en practica de
estas propuestas. Entre los distintos tipos de propuestas que los alumnos deben conocer
y dominar, estan las tareas de modelizacién matematica.

La tarea que se propuso a ambos grupos y que es objeto de andlisis en el presente
trabajo fue la siguiente.

“Mi amigo Vicente decidio irse a Castellon a fiestas de Magdalena para oir un buen con-
cierto de fiestas. Cuando llegé a la Plaza Mayor no cabia un alfiler. Discutiendo con su
mejor amiga, llegaron a la conclusion de que habia 3000 personas en la plaza contan-
do las personas de pie y las que estaban sentadas en las sillas que habia puesto el
ayuntamiento. ; Crees que Vicente tiene razén o ha exagerado un poquito?”

Figura 1: Imagen proporcionada en el enunciado del problema.
(Fuente: Google Maps)

La tarea, que suponia un problema de modelizacién relacionado con la medida de mag-
nitudes, se resolvié de manera individual por todos los alumnos de ambos grupos.

El alumnado del Grupo 1 tuvo que realizar la tarea como ejercicio introductorio a la asig-
natura. Fue planteado al final de la primera sesion de clase y los estudiantes no habian
recibido formacién en modelizacion matematica en ninguna asignatura del grado. Por el
contrario, el estudiantado del Grupo 2 recibid, durante toda la asignatura “Propuestas
didacticas en matematicas”, contenidos relativos a la resolucion, creacion e implantacion
en aula de propuestas de modelizacion matemética. En las ultimas sesiones de la asig-
natura se proporcion6 al alumnado del Grupo 2 una coleccién de tareas de modelizacion
sobre medida de magnitudes entre las cuales estaba el problema cuya resolucion se
analiza en este trabajo.
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El experimento con el Grupo 1 se llevé a cabo durante el segundo cuatrimestre del curso
2020/21. La sesion se desarroll6 de manera virtual debido a las restricciones de movili-
dad ocasionadas por la pandemia de la COVID-19. Durante la sesion online se trataron
contenidos sobre procesos de aprendizaje por investigacion remarcando que la integra-
cion de contenido y procesos plantea muchos retos didacticos. No se abordd ningun
contenido especifico sobre modelizacién matematica y, al finalizar la sesion, se enun-
ci6 el problema para que cada estudiante lo resolviera de manera individual. Surgieron
dudas referidas a la falta de datos del enunciado, pero no se resolvieron y simplemente
se indicd que podian hacer las estimaciones que consideraran pertinentes tal y como lo
harian si el problema hubiese sido planteado en su vida real. Se indicd que pensaran en
una situacion normal sin tener en cuenta restricciones de espacio por pandemia.

La tarea con el Grupo 2 se planteé al final del segundo cuatrimestre del curso 2018/19
en condiciones normales de presencialidad. Como ya se ha mencionado anteriormente,
el estudiantado del Grupo 2 recibid, durante toda la asignatura “Propuestas didacticas
en matematicas”, contenidos relativos a la resolucion, creacién e implantacion en aula
de propuestas de modelizacion matematica con lo que ya estaban familiarizados con
la resolucién de tareas abiertas y complejas con ausencia casi total de datos. Ahora
bien, durante el transcurso de toda la asignatura, los estudiantes estuvieron trabajando
por grupos con lo que no estaban acostumbrados a resolver tareas de modelizacion de
forma individual. Se les proporcionaron varios enunciados entre los que estaba el que es
objeto de estudio en este trabajo y no se les proporciond ninguna ayuda ni explicacion
adicional.

ANALISIS DE LA EXPERIENCIA Y RESULTADOS

Para el analisis de las producciones escritas de ambos grupos, se ha llevado a cabo una
enumeracion de los errores mas frecuentes ilustrando cada uno de ellos con algunos
ejemplos.

Anadlisis de las producciones escritas del Grupo 1

1. Omision de elementos de complejidad y estimacion de medidas incorrecta o poco
realista

En este primer error, vamos a tener en cuenta la omisién de aquellos elementos nece-
sarios para una buena estimacién del nimero de personas a las que hace referencia el
enunciado del problema. Estos elementos pueden ser, entre otros, la consideracion del
espacio no utilizable ocupado por un escenario y la fuente central de la plaza o la con-
sideracion de que hubiera personas de pie y sentadas para asistir al concierto. Ademas,
se hace hincapié en la estimacién del espacio que puede ocupar cada persona, ya sea
de pie o sentada.
Como puede observarse en la Figura 2, en esta resolucién no se consideran los elemen-
tos de complejidad que aparecen en el problema. Ademas, se lleva a cabo una medicién
errdbnea sobre Google Maps ya que el rectangulo de mayor superficie que se podria dibu-
jar sobre la Plaza Mayor ocuparia aproximadamente unos 1400 m?2. Finalmente, en este
mismo ejemplo, se asume que el espacio que ocupa una persona de pie es de 1 metro
cuadrado y sentada 2 m?, lo cual es un espacio demasiado grande en ambos casos si
se indica que no cabe ni un alfiler.

En la Figura 3, de nuevo, no se consideran el escenario y la fuente como elementos
de complejidad y se asume que en cada metro cuadrado habra dos personas sentadas,
lo cual es una estimacion poco realista.
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Segun la fotografia que se muestra de la Plaza Mayor de Castellon, podria determinar la

siguiente estimacion:

Se observa que tiene forma de rectangulo, por ello a partir de Google Maps se han
calculado las distancias de largo y de ancho, suponiendo su forma rectangular. Estas
distancias eran 48 metros de ancho y 85 metros de largo respectivamente. Después, tras
multiplicar estas dos medidas, se ha obtenido un valor aproximado de superficie total de

4.080 m*

Mirando en Internet y a partir de la informacion que proporciona el enunciado (“No cabia
ni un alfiler”), se estima que las personas que estaban de pie ocupaban un espacio de un
metro cuadrado aproximadamente y las personas que estaban sentadas (aproximadamente

1/3 del total), ocupaban 2 metros cuadrados de superficie por persona.

Por tanto, las 3.000 personas que habia supuesto Vicente ocuparian un total de 4.000 m?,

que es aproximadamente el total de la superficie estimada.

En definitiva, jVicente estaba en lo cierto, no cabia ni un alfiler!

Figura 2: Ejemplo en el que no se consideran elementos de complejidad, se realizan medi-
ciones incorrectas y aparece una estimaciéon poco realista

Figura 3: Ejemplo en el que no se consideran elementos de complejidad y aparece una
estimacién poco realista

2. Sobreutilizacion de la regla de tres

Existen diversos estudios que analizan el uso de la regla de tres para la resoluciéon de
problemas del tipo “missing value word-problem (en inglés)” ya que puede darse una
excesiva linealizacién de los problemas cuando no hay necesidad de hacerlo [9]. Se han
encontrado una gran cantidad de resoluciones con este tipo de error conceptual que
pasamos a ejemplificar brevemente.

En el tramo de respuesta que representa Figura 4 se observa la utilizacién innecesaria
de laregla de tres. La alumna, en lugar de directamente multiplicar, necesita apoyarse en
esta técnica para deducir cuantas personas caben en 825 m? si en un metro cuadrado
cabe una persona. Este caso demuestra que no se entiende qué es una multiplicacién
y qué tipo de problemas modeliza. En este caso, en el que la proporcion lleva explicita
la razén de proporcidn (1 persona en 1 m?) la alumna sigue usando la regla de tres ya
que ha interiorizado el caracter procedimental de la proporcién sin tener en cuenta los
conceptos que la sustentan.

En el caso de la Figura 5 se empieza asumiendo que una persona, sin especificar si
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Teniendo en cuenta que en 1m? caben 1,5 personas de pie y que en 1m? cabe 1 persona
sentada, calculamos:

CANTIDAD DE PERSONAS SENTADAS:

1 m?-> 1persona
X =(8251):1=825 personas
825 m? = x personas

Resultado = sentadas caben 825 personas.
Figura 4: Sobreutilizacion de la regla de tres

Respuesta: una persona ocupa aproximadamente 4 metros cuadrados y en el supuesto que la plaza
mida unos 1400 metros cuadrados podemos descubrir si la teoria que propone el menor es cierta

o no mediante una regla de tres:

(Si dos personas ocupan 2 metros cuadrados (de manera estimada) cuantas personas caben en

1400 metros cuadrados?
2 personas — | metro cuadrado
x personas — 1400 metros cuadrados

(1400 x 2)/ 1 =2800 personas

Figura 5: Sobreutilizacion de la regla de tres y otros errores

sentada o de pie, ocupa 4 m?. Esta suposicion es, desde luego, una estimacion muy
poco realista. No obstante, lo relevante de este ejemplo es que esta informacién no se
vuelve a utilizar, sino que se asume que en un metro cuadrado caben dos personas v,
a continuacion, se utiliza una regla de tres innecesaria donde una persona ocupa 1 m?.
Tampoco en este caso se consideran elementos de complejidad.

3. Utilizacion incorrecta de unidades de medida

Uno de los ejemplos mas significativos de la utilizacién incorrecta de las unidades de
medida lo encontramos en la Figura 6. En la resolucién que se muestra de ejemplo, la
alumna confunde las magnitudes de longitud y area, no sabiendo trabajar correctamente
con las dimensiones ni con la transformacién de unidades entre ellas.

Ocupacion silla 60cm, 0.6 m cuadrados ocupacion personas de pie: 0.2 metros cuadrados por
persona

Area de la plaza mayor: unos 1800 m cuadrados

1800/0.6 son: 3000 personas por tanto si estuvieran todos sentados si seria posible que
hubiera tal cantidad, teniendo en cuenta que habia ademas personas de pie y que estas ocupan

menos aun si seria posible.

Figura 6: Utilizacion incorrecta de unidades de medida

En la Figura 6 se explica que una silla ocupa 60 centimetros lineales y, a continuacion,
esta medida se transforma, errébneamente, en metros cuadrados. En este caso vemos,
por una parte, un error de confusion al elegir la unidad correcta para representar la
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superficie que ocupa una silla. Por otro lado, en el caso de que se tratara de una errata
de escritura y el estudiante quisiera referirse a centimetros cuadrados, la conversion a
metros cuadrados también seria incorrecta ya que 60 c¢m? son 0.006 m? (el tamafio de
una tarjeta de crédito). Por otro lado, si la estudiante consideraba que la silla tenia forma
cuadrada con lado 60 cm, la superficie de la silla seria 0.36 m? y no la cantidad que
vemos en la resolucién.

Considerando que las medidas de la Plaza Mayor de Castelldn son 25 metros de ancho
y 45 metros de largo y que por cada metro se pueden poner dos sillas, el resultado total

de sillas en la plaza serian 2250.
45x25= 1125 m?

1125x2=2250sillas en la plaza

Figura 7: Utilizacion incorrecta de unidades de medida

Por otra parte, en la Figura 7, el estudiante afirma que en cada metro lineal se pueden
poner dos sillas y, en realidad, se refiere a que caben dos sillas por metro cuadrado. En
este ejemplo, aunque operativamente no haya errores, observamos un uso incorrecto del
lenguaje matematico. En particular, del uso de la unidad de magnitud adecuada.

4. Suposiciones que no se utilizan

En un concierto, el espacio necesario minimo por persona es de 1m”2, por ejemplo, un concierto

de 250m”2 serd para 250 personas.

- Hay que tener en cuenta que las sillas ocupan 2m”2, y que hay que dejar 1,5 m de distancia entre

silla y silla para la circulacion de las gente. Aunque las sillas, solo ocuparan la mitad de la plaza.

También hay que contar con el escenario para el grupo invitado, que tendra una altura de 20 o 40

cms para que todos lo vean, y 12 metro de largo y ancho.

Hay que tener en cuenta las salidas de emergencia.

Y realizando calculos a mano alzada, hallamos que la plaza mayor tiene un area de 2400m”s, y

por lo tanto una capacidad de 2400 personas.
Figura 8: Suposiciones que no se utilizan

En la Figura 8 se llevan a cabo diversas suposiciones sobre el espacio que ocupan las
sillas y la distancia entre ellas que, posteriormente, no se utilizan. Unicamente se emplea
la hip6tesis que en un metro cuadrado cabe como minimo una persona. Por tanto, si la
plaza tiene 2400 m? de superficie, entonces cabran 2400 personas. Sin embargo, la
conclusion es contradictoria, pues se menciona que se tiene en cuenta la gente sentada,
que se asume que ocupa 2 m? cada una, el espacio que ocupa el escenario y las salidas
de emergencia y esta informacion no se emplea para reducir los 2400 m? de la plaza.
También en este caso se estiman medidas de manera poco realista.

5. Error de inversion

El error de inversion hace referencia a la eleccién de la operacién inversa a la correcta
en la resolucion de un problema matemético. Como puede observarse en la Figura 9, el
estudiante comente un error de inversion pues divide en lugar de multiplicar. Asume que
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en un metro cuadrado caben tres personas y, como la plaza dice que tiene una superficie
de 5500 m?, entonces divide esta area entre tres para obtener la estimacion pedida.

Gracias a la app de google mapas, he podido medir mas o menos cuantos metros tiene la
Plaza Mayor de Castelldn, tiene 50m de altura’y 110m de base. Por lo que el area de la plaza sera
de 5500m~2. Si llegamos a la conclusién de que hay aproximadamente 5500m cuadrados de
plaza, y sabiendo que la cantidad de personas que caben en un metro cuadrado oscila entre 3 o
4; dividiendo 5500 entre 3, para saber la cantidad de personas que caben en la plaza, saldria que
caben 1833 personas, lejos del nimero que habia estimado Vicente.

Figura 9: Error de inversion

6. Validacion incoherente

Una de las caracteristicas mas importantes de las tareas de modelizacién es la interpre-
tacién del resultado obtenido en relacion con el problema dado para obtener resultados
reales [10]. En el ejemplo mostrado en la Figura 10 se observa una validacion incohe-
rente para concluir el problema, pues el argumento para sostener la viabilidad de la
afirmacion de Vicente se basa en la poblacion total de Castellon. Esta afirmacion se pre-
senta desligada de los célculos realizados durante la resolucion por el estudiante y del
planteamiento de resolucién del enunciado del problema.

Para solucionar este presunto problema o esta curiosidad hemos empezado
midiendo (de forma generosa) la Plaza Mayor de Castelldon con la herramienta
Google Maps. Asi pues, esta medicion nos dice que la plaza tiene, aproximadamente,
1.871,42m? (adjuntamos foto al final de la actividad). Siendo nosotros aun mas
generosos lo redondearemos a 1.900m? para trabajar con nimeros exactos.
Supongamos que destina 200m? para montar el escenario de dicho concierto. De
esos 1.700m? restantes, 600 m? los destinan a poner sillas (cada metro cuadrado
caben 2 sillas) y 1.100m? para la gente que esta de pie. Como dicen que no cabe ni

un alfiler, en el mejor de los casos, podrian haber tres personas por metro cuadrado.

Esto nos da los siguientes datos:
- Personas que ocupan sillas, 1.200
- Personas que estan de pie, 3.300

- Total de personas que asisten al acto 4.500

Teniendo en cuenta estos datos, ademas de que la poblacién total de Castellon
es de 170.244 habitantes en el afio 2016 segun la OMS, es probable que asistieran

mas de 3.000 personas en el concierto de fiestas.

Figura 10: Ejemplo en el que se valida incoherentemente

Anadlisis de las producciones escritas del Grupo 2

En el Grupo 2, Unicamente se ha detectado un error y es del tipo sobreutilizacién de la
regla de tres. Esta situacion era de esperar pues, como se ha comentado anteriormen-
te, este alumnado habia recibido formacién en modelizacion matematica durante todo
el curso. No solamente no se han cometido errores en cuanto a la consecucion del ci-
clo de modelizacién, sino que se han reducido los errores matematicos conceptuales y
procedimentales respecto al Grupo 1.
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Figura 11: Ejemplo de utilizacion innecesario de la regla de tres en el Grupo 2

Resumen de errores

En el andlisis de resultados que se realizé de las producciones escritas de las resolu-
ciones del Grupo 1 se pudo observar que, en la mayoria de resoluciones analizadas, los
estudiantes cometen mas de un error de los seis que se enumeran. Estos errores dismi-
nuyeron considerablemente en las producciones escritas de los estudiantes del Grupo 2.
En la Tabla 1 puede observarse un resumen con la frecuencia con la que se ha cometido
cada uno de los errores con la clasificacion expuesta en este trabajo.

Tabla 1: Frecuencias de cada uno de los errores por grupo.

Tipo de error Frec. Grupo 1 Frec. Grupo 2
Error 1 64 %

Error 2 16 % 18 %
Error 3 7%

Error 4 9%

Error 5 4%

Error 6 23 %

Sin errores 18 % 82 %

Fuente: Elaboracién propia a partir de datos publicos.
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CONCLUSIONES

El presente estudio forma parte de un estudio mas amplio, donde se pretende catego-
rizar los errores procedimentales y conceptuales que comenten los futuros maestros de
Educacion Primaria al resolver una tarea de modelizacién relacionada con la medida de
magnitudes.

El estudio se esta realizando con tres problemas de modelizacion donde se analizan las
respuestas de los alumnos del grado de Maestro/a en Educacién Primaria de la Uni-
versitat de Valencia. Los grupos elegidos son grupos naturales de futuros maestros y
las resoluciones pueden ser individuales, de manera que sélo se recogen produccio-
nes escritas, o grupales, en donde las evidencias incluyen la grabacién en audio de las
discusiones del grupo durante la resolucion.

En este trabajo, se ha corroborado, por una parte, que los errores matematicos concep-
tuales y procedimentales cometidos por los estudiantes al resolver una tarea de medida
de magnitudes compleja y abierta se asemejan a los encontrados en estudios anteriores
de las autoras [11] y, por otra parte, que la introduccién en las asignaturas de grado de
la modelizacién matematica puede contribuir a la reduccién de estas carencias en los
futuros profesores de primaria. Ahora bien, esta investigacion se encuentra en una fase
muy preliminar que habra que corroborar con estudios que involucren mas resoluciones
para confirmar lo que apuntan los resultados de la literatura especializada.
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