Comparacié de sistemes numerics de punt fixe

i punt flotant per a un aprenentatge significatiu
Proposta didactica

Samuel S. Pérez

Curs 2025/26

VNIVERSITAT [\~ o ]
B VALENCIA Q Facultat ¢e Giencies [\f]Jatematiques

DEPARTAMENT DE MATEMATIQUES

Punt fixe i flotant Samuel S. Pérez Curs 2025/26

1/35



Atencio
La majoria de les diapositives han sigut extretes de les utilitzades a classe. J
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Aritmetica de punt flotant.

Motivacio

@ Es clar que 'emmagatzematge i la manipulacié dels nombres enters o
reals en un ordinador ha d’involucrar només una quantitat finita de digits
significatius.

@ Es per aquesta raé que els ordinadors utilitzen sistemes numérics finits
per a les representacions numerigues.

@ Actualment s’utilitzen representacions anomenades de punt flotant.

@ Altres dispositius utilitzen representacions de punt fixe.
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Definicio

Un sistema numeric de punt fixe X C R és un subconjunt dels nombres reals
format per nombres de la forma

y=:|:(S1Sg...S,'.d1d2...df)5. (1)

El sistema X esta caracteritzat per tres parametres enters:

@ /abase S,

@ la precisio o longitud de paraula per a la part entera i,

@ /a precisio o longitud de paraula per a la part fraccionaria f.
Utilitzarem la notacio X (3, i, f)
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Definicio

Un sistema numeéric de punt flotant 7 C R és un subconjunt dels nombres
reals format per nombres de la forma

y==4(.dida...d)s x B (2)

El sistema F esta caracteritzat per quatre parametres enters:
@ /abase g,
@ /a precisio o longitud de paraula t,
@ el rang dels exponents emin < € < €max-

La mantissam = (.dids...d;)s compleix0 < m<1i0<d;<pj. Per
assegurar una representacio tnica, di, ha de complir di # 0. En aquest cas,
la representacio (2) és diu normalitzada, i t és /la longitud de paraula de la
representacio.

Utilitzarem la notacio F (8, t, €min, €max)
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Explicant la semantica

Sea 0.003741
X(10,4,4) F(10,3,-2,2)
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Noteu com, en la representacio en el sistema numéric de punt flotant, el punt
"flota"; com si els nimeros foren liquid.
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Exemple: Punt fixe

Per exemple, si 5 =2,i=2i f = 2, aleshores els nombres en punt flotant
positius s6n (y = (s152.d10k)2)

|ms | mp om; om; oy |
(00 [.00 01 40 17|
‘ 01 ‘ .00 .01 .10 .11 ‘
‘ 10 ‘ o0 .01 .10 .11 ‘
‘ 11 ‘ .00 .01 .10 .11 ‘

0,0.25,0.50,0.75,1.00,1.25,1.50,1.75,
2.00,2.25,2.50,2.75,3.00, 3.25,3.50, 3.75
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Taulag=2,i=2if=2

| mi| 00 0 00 00 Of o1 01 |
| me] 00 01 10 A1 .00 10 1|
| y [ 000 025 050 075 1.00 125 150 1.75 |
| m | 10 10 10 10 1 11|
| mf ] 00 01 10 1 .00 10 1|
| y | 200 225 250 275 300 325 350 375 |
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Exemple: Punt flotant

Per exemple, si 5 =2, t =2, emin = —1 1 emax = 3, aleshores els nombres en
punt flotant positius son (y = (.d1dxd3)22°)

| m|e e e e e|

(001 0 1 2 3]

011 0 1 2 3]

101 0 1 2 3]

111 0 1 2 3]
0,0.125

0.25,0.375,0.50,0.75,1,1.5,2,3,4,6
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Taulag=2,t=2,emn=—1ienax =3

| m] .00 .01 A0 11 00 01 10 1|
| e | -1 -1 -1 -1 0 0 0 0 |
[y ] 0 0125 025 0375 0 025 050 0.75 |
[mJ] 00 0of A0 41 00 01 10 A1 |
| e | 1 1 1 1 2 2 2 2 |
[y | o 050 1 150 0 1 2 3 |
[ m|] .00 0of A0 .11 |
| e 3 3 3 3 |
[y ] © 2 4 6 |
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Propostes d’activitat

Exercici

Expressa en base 10 tots els nombres estrictament positius que es poden
representar en els segtients sistemes de punt fixe:

Q@ x(3,1,1). Q x(3,2,2).
Q x(2,1,2). Q x(2,3,2).

En els dltims dos casos ajudat de funcions de Matlab, si fa falta
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Propostes d’activitat

Exercici

Expressa en base 10 tots els nombres estrictament positius que es poden
representar en els segtients sistemes de punt flotant:

Q@ 7(3,2,-1,1). Q F(3,4,-2,2).
Q 7(2,3,-1,-1). Q F(2,5,-2,-2).

En els dltims dos casos ajudat de funcions de Matlab, si fa falta
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Maxim i minim en un sistema de punt fixe i flotant

@ Només hi ha una quantitat finita de nombres en un sistema numeric de
punt fixe o flotant.

@ Tots els nombres estrictament positius d'un sistema numeric de punt fixe,
y =(5152...81.d10> ... df)s, compleixen

gr<y<p —p.

@ Tots els nombres estrictament positius d’'un sistema numeric de punt
flotant, y = (.dids ... dt)s x B¢, compleixen

Bemin_t < y < Bemax _ Bemax—t.
No és dificil aconseguir el mateix rang. Una condicié suficient:

i = €max, f=1t— emnn, t=i+f
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Representacio en punt fixe i flotant

@ La representacio en punt fixe o flotant d’'un nombre és una aplicacio.

ﬂ : ]R — X(/B7i7f)7f(ﬂvt7eminyemax)
X fl(x)

@ En general la aplicacié sera no injectiva

@ Hi ha dues formes principals de traduir un nombre real x a la seua
representacio de punt flotant de longitud t i base 5:

> per truncament (f/7(x))
> per arrodoniment (/7 (x))
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Representacio en punt fixe

Sigax:i(s1 ...S,‘.d1d2...dfdf+1 )/3 on df%OlO < Sj,dj <,8.
@ Representacié per truncament:

fIT(X) = +(s1...81.0d10a ... Oh)s.
@ Representacio per arredoniment:
fIf(x)=£(s1p" +.. +si+di B+ B2+ +d1B7 ) +dB),
on

dt+1dt+2...)@ < 1/2

a:{ a, 0<(.
t 2 < (.dt+1dt+2...)5 <1.

a:+1, 1/
sent (.di 1o .. .)5 = dq /871 + diyo sz 4+ .-
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Representacio en punt flotant

SigaX::l:(.d1d2...dth_1 ...)5-660n a #OIO <dag< 5.
@ Representacié per truncament:

fiT(x) = +(.dida...ch)s - B°.
@ Representacio per arredoniment:
fIf(x) = £(di B + B2+ ...+ d1p~ N +dp7") - B°,
on

dt+1dt+2...)@ < 1/2

a:{ a, 0<(.
t 2 < (.dt+1dt+2...)5 <1.

a+1, 1/
sent (.di 1o .. .)5 = dq /871 + diyo ﬁ72 4+ .-
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Exemples
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Errors

@ La representacio en punt fixe o flotant implica un error de representacio.

@ Cal estimar estos errors i controlar quan siga possible la seua
propagacio.

Error absolut i relatiu
Si x € Ri X és una aproximacié a x, definim:

@ L’error absolut de I'aproximacio: E;(X) = |x — X|.

[Xx=X]|
N

@ L’error relatiu de I'aproximacio: E;(X) =
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Exemples
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Errors

Proposicio

Six=(Sy...8.dy...0¢dr10k2...)g €R, ambd; #0peraalgin1 <j<f,i
fiT(x) i fIf(x) sdn les representacions de punt fixe amb i digits sencers, f
digits fraccionaris i base 3, obtingudes respectivament per truncament i
arrodoniment, aleshores:

Ea(fIT(x)) < 571, Ea(fR(x)) < 557,

N =

E(fIT(x)) < B!, E(ff(x)) <
Tenimj=1sid; #0

'5j_f-

N =
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Errors

Proposicio

Six=(.dy...001012...)s- R, ambd;#0peraalgin1 <j<t,i
fiT(x) i fIf(x) sén les representacions de punt flotant (normalitzades si

e > emin) amb t digits i base 3, obtingudes respectivament per truncament i
arrodoniment, aleshores:

Ea(fIT(x)) < 57", Ea(fif(x)) < 5 - 8°7,

N =

E(fIT(x)) < 0", E(fif(x)) <
Tenimj =1 sid; # 0

- gt

N =
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Proves
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Errors: comparacio de fites
En principi la precisié d’ambdos sistemes son comparables:

fita (E7 (A7F(x))) B!

_ pe—t+f
fta (B (700 57

fita (E (ITR(x))) 5/4 _ g
fita (EX (IT-R(x))) B~
Ara bé, recordem que I'eleccCié i = enax, f =t — emin i t = i + f fa que tinguem

el mateix rang i també mateix valor maxim i minim, en ambdos sistemes
de punt fixe i flotant. Perd en aquest cas:

fita (EZ (7R (x)))
fita (E2 (7-R(x)))

ﬂe t+f _ Be i ﬁe_emax < 1

fita (B (77(X))) _ ot _ oo
fita (EX (fIT-R(x))) ST

Per tant, guanyem precisié amb el sistema de punt flotant.
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Comparacio punt fixe i punt flotant

Un podria pensar que, fixat un rang, estem reservant més espai en memoria
en la representaci6 de punt flotant a expenses de guanyar precisio.

Veiem un exemple, més a prop de la manera de treballar de les
computadores actuals, on es reserva la mateixa quantitat de memoria per
emmagatzemar un nimero.
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Comparacio punt fixe i punt flotant
Fixem 5 =2 i un espai de 8 bits (1 bit es dedica per al signe):
Punt fixe:

@ 4 bits per a la part entera.
@ 3 bits per a la part fraccionaria.

Punt flotant:

@ 4 bits per a la longitud de paraula.
@ 3 bits per a I'exponent:
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Comparacio punt fixe i punt flotant

Fixem 3 = 2 i un espai de 8 bits (1 bit es dedica per al signe):

Punt fixe:

@ 4 bits per a la part entera. x* =(1111.111), = 15.875
@ 3 bits per a la part fraccionaria.

Punt flotant:

@ 4 bits per a la longitud de paraula.
@ 3 bits per a I'exponent:
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Comparacio punt fixe i punt flotant
Fixem 5 =2 i un espai de 8 bits (1 bit es dedica per al signe):

Punt fixe:

@ 4 bits per a la part entera. max = (1111.111), = 15.875
@ 3 bits per a la part fraccionaria. = (0000.001), = 0.125

Punt flotant:

@ 4 bits per a la longitud de paraula.
@ 3 bits per a I'exponent:
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Comparacio punt fixe i punt flotant

Fixem 3 = 2 i un espai de 8 bits (1 bit es dedica per al signe):

Punt fixe:

@ 4 bits per a la part entera. max = (1111.111), = 15.875
@ 3 bits per a la part fraccionaria. = (0000.001), = 0.125

Punt flotant:

@ 4 bits per a la longitud de paraula.
@ 3 bits per a I'exponent:
> Cmax = (111)2 =7.
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Comparacio punt fixe i punt flotant

Fixem 3 = 2 i un espai de 8 bits (1 bit es dedica per al signe):

Punt fixe:

@ 4 bits per a la part entera. max = (1111.111), = 15.875
@ 3 bits per a la part fraccionaria. = (0000.001), = 0.125

Punt flotant:

@ 4 bits per a la longitud de paraula.
@ 3 bits per a I'exponent:

> Cmax = (111)2 =7.

> Emin = (000)2 = 0
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Comparacio punt fixe i punt flotant

Fixem 3 = 2 i un espai de 8 bits (1 bit es dedica per al signe):

Punt fixe:

@ 4 bits per a la part entera. max = (1111.111), = 15.875
@ 3 bits per a la part fraccionaria. = (0000.001), = 0.125

Punt flotant:

@ 4 bits per a la longitud de paraula.
@ 3 bits per a I'exponent:
> Emax = (111)2=7.
> Cmin = (000)2 =0.
» 8 exponents disponibles que es traslladen
de maneraque —3 < e < 4.

Punt fixe i flotant Samuel S. Pérez Curs 2025/26 25/35



Comparacio punt fixe i punt flotant

Fixem 3 = 2 i un espai de 8 bits (1 bit es dedica per al signe):

Punt fixe:

@ 4 bits per a la part entera. max = (1111.111), = 15.875
@ 3 bits per a la part fraccionaria. = (0000.001), = 0.125

Punt flotant:

@ 4 bits per a la longitud de paraula.
@ 3 bits per a I'exponent:
> Emax = (111)2=7.
> Cmin = (000)2 =0.
» 8 exponents disponibles que es traslladen
de maneraque —3 < e < 4.

x> = (1111).2* =15

max ~
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Comparacio punt fixe i punt flotant

Fixem 3 = 2 i un espai de 8 bits (1 bit es dedica per al signe):

Punt fixe:

@ 4 bits per a la part entera. max = (1111.111), = 15.875
@ 3 bits per a la part fraccionaria. = (0000.001), = 0.125

Punt flotant:

@ 4 bits per a la longitud de paraula.
@ 3 bits per a I'exponent:
> emax = (111)2 =7.
> Cmin = (000)2 =0.
» 8 exponents disponibles que es traslladen
de maneraque —3 < e < 4.

aX:(1111) ‘=15
(.0001)z - 2—3%10—2

X

m

m|n
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Comparacio punt fixe i punt flotant
Fixem 5 =2 i un espai de 8 bits (1 bit es dedica per al signe):
Punt fixe:

@ 3 bits per a la part entera.
@ 4 bits per a la part fraccionaria.

Punt flotant:

@ 3 bits per a la longitud de paraula.
@ 4 bits per a I'exponent:
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Comparacio punt fixe i punt flotant

Fixem 3 = 2 i un espai de 8 bits (1 bit es dedica per al signe):

Punt fixe:

@ 3 bits per a la part entera. x* = (111.1111), = 7.9375

@ 4 bits per a la part fraccionaria.

Punt flotant:

@ 3 bits per a la longitud de paraula.
@ 4 bits per a I'exponent:
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Comparacio punt fixe i punt flotant
Fixem 5 =2 i un espai de 8 bits (1 bit es dedica per al signe):

Punt fixe:

@ 3 bits per a la part entera. x* = (111.1111), = 7.9375
@ 4 bits per a la part fraccionaria. = (000.0001), = 0.0625

Punt flotant:

@ 3 bits per a la longitud de paraula.
@ 4 bits per a I'exponent:
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Comparacio punt fixe i punt flotant

Fixem 3 = 2 i un espai de 8 bits (1 bit es dedica per al signe):

Punt fixe:

@ 3 bits per a la part entera. x* = (111.1111), = 7.9375
@ 4 bits per a la part fraccionaria. = (000.0001), = 0.0625

Punt flotant:

@ 3 bits per a la longitud de paraula.
@ 4 bits per a I'exponent:
> Emax = (1111), = 15.
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Comparacio punt fixe i punt flotant

Fixem 3 = 2 i un espai de 8 bits (1 bit es dedica per al signe):

Punt fixe:

@ 3 bits per a la part entera. x* = (111.1111), = 7.9375
@ 4 bits per a la part fraccionaria. = (000.0001), = 0.0625

Punt flotant:

@ 3 bits per a la longitud de paraula.
@ 4 bits per a I'exponent:

> Emax = (1111), = 15.

> Emin = (0000)2 = 0
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Comparacio punt fixe i punt flotant

Fixem 3 = 2 i un espai de 8 bits (1 bit es dedica per al signe):

Punt fixe:

@ 3 bits per a la part entera. x* = (111.1111), = 7.9375
@ 4 bits per a la part fraccionaria. = (000.0001), = 0.0625

Punt flotant:

@ 3 bits per a la longitud de paraula.
@ 4 bits per a I'exponent:
> Emax = (1111)2 = 15,
> Cmin = (0000)2 =0.
» 16 exponents disponibles que es traslladen
de manera que —7 < e < 8.
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Comparacio punt fixe i punt flotant

Fixem 3 = 2 i un espai de 8 bits (1 bit es dedica per al signe):

Punt fixe:

@ 3 bits per a la part entera. x* = (111.1111), = 7.9375
@ 4 bits per a la part fraccionaria. = (000.0001), = 0.0625

Punt flotant:

@ 3 bits per a la longitud de paraula.
@ 4 bits per a I'exponent:
> Emax = (1111), = 15. Xomax = (111)2 - 2% = 224
> Cmin = (0000)2 =0.
» 16 exponents disponibles que es traslladen
de manera que —7 < e < 8.
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Comparacio punt fixe i punt flotant

Fixem 3 = 2 i un espai de 8 bits (1 bit es dedica per al signe):

Punt fixe:

@ 3 bits per a la part entera. x* = (111.1111), = 7.9375
@ 4 bits per a la part fraccionaria. = (000.0001), = 0.0625

Punt flotant:

@ 3 bits per a la longitud de paraula.
@ 4 bits per a I'exponent: - .
> Emax = (1111), = 15. Xmax = ((111)2 - 2° = 224

> Cmin = (0000)2 : 0. . Xnﬁn (001)2 X 2—7 ~ 10—3
» 16 exponents disponibles que es traslladen
de manera que —7 < e < 8.
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En punt fixe es sacrifica prou en el rang a expenses de guanyar precisio. )

Mentre que en punt flotant, dedicar més bits per a I'exponent, aumenta prou
el rang i la precisié queda del mateix ordre. J
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Errors: comparacio de rangs

Imaginem ara que volem la mateixa precisio relativa. Aixd s’aconsegueix amb
t = f. Aixi el mateix nombre de bits per a la part sencera i en punt fixe s’han
dedicar al exponent e en punt flotant. Es a dir,

€max = 2' — 17 €min = 07
i el nimero d’exponents és emax — emin + 1 = 2/. Perd, com es fa la traslacio:

Emax = 2/ — 271 =271, Emin = =271 1.

Recordant el maxim i el minim en cada sistema numéric (5 = 2):
max

anax = 2i - 2_f7 X]: = Zemax('l - 2_t) == 221.71(1 - 2_f)

XX :sz, X]: — D€min t:2 271 —f

min
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Errors: comparacio de rangs

10150
10100

100

10° .l
10
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Errors: comparacio de rangs

X ). F
Toin/ Tin

10150

10100

100

10° .l
10
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Avatatges i desavantages

@ Punt fixe

» Gran simplicitat en I'artimética

» Es molt facil perdre rang per guanyar precisio.
@ Punt flotant

» Aritmética més complexa. En sumes i restes s’han d’alinear les mantisses
primer.
» Rang molt més ampli de representacié a mateixa precisio.
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Aperitiu de I'estandard IEEE

Fixem 8 = 2 i un espai de 8 bits (1 bit es dedica per al signe):

Punt flotant amb notacié normalitzada d; # 0:

@ 3 bits per a la longitud de paraula.
@ 4 bits per a I'exponent:
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Aperitiu de I'estandard IEEE

Fixem 8 = 2 i un espai de 8 bits (1 bit es dedica per al signe):

Punt flotant amb notacié normalitzada d; # 0:

@ 3 bits per a la longitud de paraula.
@ 4 bits per a I'exponent:
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Aperitiu de I'estandard IEEE

Fixem 8 = 2 i un espai de 8 bits (1 bit es dedica per al signe):

Punt flotant amb notacié normalitzada d; # 0:

@ 3 bits per a la longitud de paraula.
@ 4 bits per a I'exponent:
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Aperitiu de I'estandard IEEE

Fixem 8 = 2 i un espai de 8 bits (1 bit es dedica per al signe):

Punt flotant amb notacié normalitzada d; # 0:

@ 3 bits per a la longitud de paraula.
@ 4 bits per a I'exponent:
> Cmax = (1111)2 = 15
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Aperitiu de I'estandard IEEE

Fixem 8 = 2 i un espai de 8 bits (1 bit es dedica per al signe):

Punt flotant amb notacié normalitzada d; # 0:

@ 3 bits per a la longitud de paraula.
@ 4 bits per a I'exponent:
> Emax = (1111), = 15.
» 0i15 esreserven per al 0i oo del sistema.
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Aperitiu de I'estandard IEEE

Fixem 8 = 2 i un espai de 8 bits (1 bit es dedica per al signe):
Punt flotant amb notacié normalitzada d; # 0:

@ 3 bits per a la longitud de paraula.

@ 4 bits per a I'exponent:
> Emax = (1111)2 = 15.
> 0i15 esreserven per al 0 i co del sistema.
» 14 exponents disponibles que es traslladen
de maneraque -6 <e<7.
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Aperitiu de I'estandard IEEE

Fixem 8 = 2 i un espai de 8 bits (1 bit es dedica per al signe):
Punt flotant amb notacié normalitzada d; # 0:
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xZ. = (111)2-2" =~ 102

> Emax = (1111)2 = 15. x7. :('100)2_2—6%10—2
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Aperitiu de I'estandard IEEE

Fixem 8 = 2 i un espai de 8 bits (1 bit es dedica per al signe):
Punt flotant amb notacié normalitzada d; # 0:

@ 3 bits per a la longitud de paraula.

@ 4 bits per a I'exponent: X

m

T = (111)2-2" ~ 102

> Emax = (1111)2 = 15. Xin = (:100)2 - 27° ~ 1072
» 0i15 esreserven per al 0i oo del sistema.
» 14 exponents disponibles que es traslladen Noteu que di = 1 sempre!

de maneraque -6 <e<7.

Punt fixe i flotant Samuel S. Pérez Curs 2025/26 32/35



Estandard IEEE (Institute of Electrical and Electronics Engineers)

@ Tots els ordinadors construits des de 1985 utilitzen I'aritmetica de punt
flotant IEEE.

@ 3 = 2iexpressid normalitzada especial:

(1.1 0b...0})z - 2°

@ Lestandard de I'lEEE especifica dos formats basics simple precisi6 i
doble precisié.
@ La finitud de la mantissa és una limitacio en la precisid.

@ La finitud de I'exponent és una limitacié en el rang.

@ Els nombre fora de rang seran 0 (underflow) o inf (overflow). NaN indica
valors no numerics (0 - 00,0/0, etc.)

Tipus | Grandaria | Mantissa Exponent | Fita del error relatiu Rang
Simple | 32 bits 23 + 1 bits | 8 bits 2722~ 596 x 10~8 [ 10%38
Doble | 64 bits 52 + 1 bits | 11 bits 2758 ~ 1,11 x 10— 16 | 10+308
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Alguns exemples en MATLAB

Exemple 1

>> a=(2-1/2752)%271023;
>> b=a+l;

>> b-a

ans =

0

Exemple 2

>> a=(2-1/2752)%271023;
>> b=2%a;

>> b-a

ans =

Inf

jaque 2xa és Inf.

Punt fixe i flotant

Exemple 3

>> a=(2-1/2752)%271023;
>> b=3xa-2*a

ans =

NaN

jaque 3xa-2xa €s Inf-Inf.
Exemple 4

>> realmax + 271023x2"(-54)

ans =

1.797693134862316e+308

realmax=1.797693134862316e+308

Samuel S. Pérez Curs 2025/26

34/35



Conclusions

Estrategies anteriors

@ Explicaci6 de punt flotant directament.
@ Explicaci6 de I'estandardIEEE sense exemples basics previs
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@ Explicacio exemples basics previs a I'estandard IEEE

Resultats

@ Alumnes més motivats: comentaris i preguntes a classe.
@ Millors resultats: mateixos resultats amb proves de major dificultat.

Conclusions docents

La comparacié entre punt flotant i punt fixe contribueix a
@ Valorar la utilitzacié del punt flotant en el calcul computacional.
@ Tindre un aprenentatge significatiu en aritmética de punt flotant...
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