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Resumen

A lo largo del tiempo se han sucedido cambios en las nociones de nimero, unidad, cantidad y magnitud
que, como formas ya superadas de pensar, estuvieron vigentes en épocas pasadas. Estos cambios son
indicativos de rupturas en la forma de conceptualizar esos objetos mateméticos, que como huellas nos
informan del desarrollo del saber cientifico.

En esta comunicacion se trata de caracterizar los grandes cambios que se han sucedido en la evolucién de
las nociones de unidad, nimero, cantidad y magnitud, a partir de un estudio histérico y epistemoldgico
realizado husmeando en articulos de la literatura actual y en las fuentes originales.

Puntos de vista principales

Se han identificado cuatro puntos de vista principales en la evolucion historica de las nociones de nimero,
unidad, cantidad y magnitud que, como puntos de inflexién, reflejan cambios o rupturas en la
conceptualizacion de las nociones acufiadas previamente. Estos son:

1. El punto de vista griego que se vincula a la definicién de nimero de Euclides, que serd el modelo
dominante hasta el final del siglo XV1.

2. La ruptura de la concepcion griega y el punto de vista que se vincula a la definicién de niamero de
Stevin, que sera el modelo dominante del siglo XVI1I.

3. Los desarrollos posteriores de la nocion de Stevin que se vinculan a las definiciones de numero de
Newton y de magnitud de Euler, junto con las conceptualizaciones de los negativos, que serdn dominantes
en el siglo XVIII.

4. El punto de vista moderno que, iniciado en el siglo X1X, sustenta los desarrollos formales actuales.

El punto de vista griego y el desarrollo posterior que se vincula a la definicion de nimero de
Euclides

El punto de vista griego se puede caracterizar a partir de tres aportaciones principales

La nocidn pitag6rica de nimero

Para los pitagdricos los nimeros admitian distribuciones espaciales, segin la forma de disponer las
unidades, que como puntos podian componerse en linea, en el plano o en el espacio. Al estudiar estas
distribuciones, agrupando los nimeros en series, obtuvieron resultados importantes acerca de los nimeros
triangulares, cuadrados, rectdngulos, pentagonales, hexagonales, piramidales, etc.

Esta vision de los nimeros planteaba un parangén o paralelismo entre las cosas y los nimeros. En efecto,
considerando que la yuxtaposicién de puntos engendra lineas, la yuxtaposicién de lineas engendra
superficies, la yuxtaposicion de superficies engendra cuerpos, se tiene que los puntos son las unidades
reales que componen los cuerpos de la naturaleza. En este sentido, los cuerpos como sumas de puntos
materiales y los nimeros como sumas de unidades-puntos, se puede entender la afirmacion pitagérica de
que todos los cuerpos deben ser considerados como nimeros (Romero, 1993, p. 5).

La nocion Aristotélica de cantidad

Para Aristoteles la caracteristica definitoria de la nocion de cantidad era la divisibilidad: “cantidad
significa aquello que es divisible en dos 0 mé&s partes alicuotas de las cuales cada una es por su naturaleza
un “uno” y un “esto” (Aristoteles. Metafisica, 1020a).

Se distinguian dos tipos de cantidad: pluralidad y magnitud. La primera se vinculaba al nimero y la
segunda a la medida. Lo que caracteriza a la pluralidad es su potencialidad de ser divisible en partes no
continuas y a la de la magnitud es su potencialidad de ser divisible en parte continuas.

Por lo que se refiere a la unidad, su caracteristica definitoria era lo indivisible, y por lo tanto el no tener
partes no continuas.

La nocion Euclidea de nimero y de unidad

La nocion Euclidea de nimero no difiere de la Aristotélica, pero su forma de definirla es la que sera
recogida por la tradicion histérica préacticamente hasta el siglo XVIII: “ Numero es una pluralidad
compuesta de unidades (Euclides. Elementos, definicion 2 del libro V1)

Por su parte, la nocion Euclidea de unidad era la singularidad: Unidad es aquello en virtud de lo cual cada
una de las cosas que hay es llamada una (Euclides. Elementos, definicién 1 del libro VII)

Implicaciones

1. La nocion de unidad conducia a afirmar que el uno no es numero, porque la singularidad est4 excluida
de la pluralidad.

2. La noci6on de namero es de caracter espacial, implica la contemplacién simultdnea de objetos
diferenciados considerados en su totalidad. El desarrollo posterior de las matematicas hara especial
hincapié en esto, haciendo referencia al caracter temporal de los nimeros, que tiene que ver con la
sucesion de fendbmenos, y a cémo se forman.



3. Los nimeros se forman por agregacion de unidades y, por tanto, el uno es el principio de todos los
ndmeros.

4. También el desarrollo posterior de las mateméticas hard necesario enfrentar la nocién Euclidea de
unidad y la de fraccién entendida como partes de la unidad. Esto llevara a decir que la unidad es de dos
maneras: unidad absoluta, esencialmente abstracta, entera e indivisible; y unidad denominada,
esencialmente concreta y divisible en cuanto a la materia a la que se refiere. Dicho lo cual se podian
conceptualizar las fracciones como expresiones que numeran o cuentan las partes de la unidad concreta
diciendo uno, dos, tres, ... , “tercios” de la misma forma en que se dice una, dos, tres, ..., manzanas. Una
consecuencia de que la unidad pueda ser abstracta o concreta, es que también los nimeros son
considerados abstractos o concretos, segun lo sean las unidades que los forman.

5. La distincion entre pluralidad y magnitud determinaba dos clases disjuntas, por lo que sus respectivos
estudios se consideraban independientes. Lo primero se relacionaba con el objeto de estudio de la
aritmética y lo segundo con el objeto de estudio de la geometria. Estas dos ramas de las matemaéticas se
conectaban en el caso particular de las magnitudes conmensurables ya que estas podian ser tratadas como
razones numéricas. Posteriormente las magnitudes se denominaran cantidades continuas y las pluralidades
cantidades discretas, sus diferencias eran: la continua se refiere a la grandeza, la discreta a los nimeros; la
continua se refiere a lo que esta junto, la discreta a lo que esti apartado; la continua se refiere a la
posibilidad de disminuir indefinidamente, la discreta a la de aumentar indefinidamente.

La ruptura de la concepcion griega y el desarrollo que se vincula a la definiciébn de namero de
Stevin, que seré el modelo dominante del siglo XV11

Antecedentes de esta ruptura se encuentran:

1. En la Aritmética de Diofanto de Alejandria (s. I11), coleccion de problemas resueltos en donde se llama
numero a la incognita de problemas cuya solucion es un entero, una fraccion, o un irracional. En algunos
de estos problemas se hace mencidn explicita a la particién de la unidad.

2. En los efectos del calculo practico, donde se utilizaban fracciones desde la época Egipcia y Babilénica
en situaciones en las que necesariamente habia que dejarse llevar por las reglas sin preocuparse por lo
licito de las mismas.

3. En el efecto del mayor recurso a la manipulacion algebraica y la mejora de la notacién que se produce
en el resurgir de la ciencia en Occidente tras el periodo de oscuridad que finaliza con la Edad Media.

4. El recurso a las aproximaciones para representar las razones inconmensurables como razones de
enteros.

La nocion de numero de Stevin (1548-1620)

Uno de los primeros autores que definitivamente propiciaron la ruptura con la concepcién griega del
numero fue Simén Stevin de Brujas. Este, desde un enfoque pragmatico se sitGia en una posicion que le
permite extender el campo numérico. Stevin define el nimero no como un tipo de cantidad sino como un
medio para explicarla: “Numero es aquello, por lo cual se explica la cantidad de cada una de las cosas”
(Stevin, 1585, p. 1).

Deja claro que no solo la unidad es nimero, sino también las otras formas que aparecen como resultado de
las operaciones algebraicas: fracciones, radicales y negativos.

Una vez ha establecido que la unidad es divisible, no hay razén para detener la division, por tanto un
numero llega a ser infinitamente divisible, y por consiguiente indiferenciable de una magnitud continua.
Esto permite a Stevin negar la existencia de cantidades discretas o discontinuas, y por tanto negar la
discretez de los nimeros naturales.

Mas adelante, Stevin introduce en La Disme una notacion decimal y reduce los métodos de célculo con
fracciones a los métodos de céalculo con nimeros naturales, poniendo de manifiesto que los irracionales
tienen las mismas propiedades operatorias que los nimeros naturales.

Implicaciones

En la nocidn de Stevin esta patente la identificacion entre nimero, cantidad y magnitud. Ahora bien, de la
similitud entre magnitud y nimero no se desprende la analogia entre la unidad y el punto. No es cierto,
sefiala Stevin, que la unidad sea al niimero lo que el punto es a la recta, ya que la unidad no es el principio
generador de los numeros; la unidad es divisible en partes y el punto no, la unidad es parte del nimero y el
punto no es parte de la linea.

Consecuencia inmediata de la notacion decimal es que las fracciones decimales proporcionan una forma
de aproximacion indefinida de los irracionales, de hecho da el algoritmo de aproximacion por division,
con lo cual estd mostrando una imagen intuitiva del continuo numérico, en la que los irracionales deben
ser considerados como nlmeros con una parte entera (Dhombres, 1978, p. 129).

Diferencias respecto a la concepcién griega

De aqui, de acuerdo con Moreno (1995, p. 21), se sigue que:

Queda ampliado el dominio numérico: incluye la unidad, las fracciones, y los radicales, de tal manera que
se cierra respecto a las operaciones algebraicas (salvo los complejos).



Se borra la dicotomia continuo-discreto de la cantidad, al negar la "discretez" del nimero como una
caracteristica de su esencia.

La unidad deja de tener el caracter privilegiado que tenfa en la matemética griega como principio
generador del nimero.

Los desarrollos posteriores de la nocién de Stevin que se vinculan a las definiciones de nimero de
Newton y de magnitud de Euler, junto con las conceptualizaciones de los negativos, que seran
dominantes en el siglo XV 111

El punto de vista de Stevin va a ser dominante hasta mediados del siglo XIX. Su enfoque va a permitir que
durante casi tres siglos se identifique namero, cantidad y magnitud. Los irracionales seran aceptados como
numeros, porque intuitivamente pueden ser interpretados en términos de medida de magnitudes, pueden
ser representados por aproximacion con fracciones decimales y porque sus reglas de calculo son analogas
a las de los otros numeros.

Rastros de los negativos

Los nimeros negativos no eran considerados nimeros al no tener sus raices en las experiencias de contar y
medir, es decir, al no tener una referencia material o real. No obstante, hay rastros de los negativos que se
remontan al periodo greco romano. En Diofanto (s. I11) hay una especie de regla de los signos que hace
alusion al producto de dos diferencias, pero, de acuerdo con la tradicion griega, éste autor rechazaba las
soluciones negativas de ecuaciones como x + 4 =0, porque no las consideraba resolubles.

También hay rastros de los nimeros negativos en las mateméticas chinas e hindues, los primeros
utilizaban varillas de céalculo negras y rojas para distinguir entre negativo y positivo, y los segundos
manejaban ndmeros negativos para representar deudas, y el cero para la nada (Brahmagupta, s. VII). En el
Renacimiento, el desarrollo del &lgebra propicio que se les considerase como raices falsas de ecuaciones
(Cardano, 1501-1576 en Ars Magna, 1545). Se ha dicho (Gonzalez, J. 1989, p. 28) que quiza el término
negativo provenga de esta época, ya que eran los valores negados cuando se obtenian como raices de una
ecuacion

Maés tarde, en el siglo XVII aparecerdn las primeras interpretaciones geométricas: lo negativo como un
retroceso y lo positivo como un avance (Girard, 1590-1639, cit. Gonzélez, 1989, p. 33). Con todo al
comenzar el siglo XVIII, los negativos seguian sin ser considerados nimeros, aunque extienden su uso
como artificios de célculo, encuentran una interpretacion geométrica como abcisas de puntos y se
acrecientan los esfuerzos para legitimarlos.

Dos concepciones de los negativos

En esta época estan presentes dos concepciones. Una es de tipo empirico, aquella cuya caracteristica
definitoria es ser cantidades menores que cero. Esta surgen de las necesidades del célculo algebraico al
extender la sustraccién mas alla del caso en que el sustraendo es menor que el minuendo.

Es importante sefialar que esta nocion supone una ruptura con la concepcion del cero absoluto: aquello por
debajo de lo cual no se puede concebir nada. Decir que las cantidades negativas son menores que cero
implica que el cero ya no es menor que todas las cantidades y que jhay cantidades menores que nada! Se
plantea asi una nueva ordenacion de las cantidades de tal modo que cualquier cantidad negativa es menor
que cualquier cantidad positiva.

La otra es de tipo conceptual, aquella cuya caracteristica definitoria es ser cantidades opuestas a las
positivas. Esta surge de considerar magnitudes relativas: aquellas que para determinarlas se necesita
considerar un nuevo aspecto, el sentido. Este hace que las magnitudes aparezcan divididas en dos clases,
como las lineas que van en un sentido o en el directamente opuesto, el tiempo pasado o el futuro, el dinero
que se posee 0 que se debe, el movimiento hacia adelante o hacia atrés. Se entiende que son opuestas
porque siendo de la misma especie una disminuye o anula a la otra. En ambas se hace referencia a lo
concreto a través de la nocion de cantidad, no hay por tanto una idea de nimero entero desligada de la
realidad.

La coexistencia de dos ceros

Una consecuencia de la coexistencia de las dos nociones de los negativos era la coexistencia dos nociones
del cero: el cero absoluto, aquello por debajo del cual no hay nada, y el cero-origen, aquello que se marca
arbitrariamente sobre un eje orientado. Se entiende que lo que es absurdo de hacer con el cero absoluto,
sustraer una cantidad mas grande de materia de una mas pequefia, es perfectamente legitimo con el cero-
origen.

La definicion de nimero de Newton (1642-1727)

El primero en formular una definicién de nimero que incluye explicitamente a los nimeros irracionales
fue probablemente Newton. Su idea no es estrictamente original, no es mas que la identificacién de la idea
de nimero de Stevin con la de razén entre magnitudes de los griegos. Asi, el nimero, tal y como queda
definido en su Arithmetica Universalis (1707), surge de la medida absoluta de las magnitudes, es una
relaciéon entre cantidades comparables: “Se entiende por nimero, no tanto una coleccién de muchas



unidades, como una relacion abstracta de una cantidad cualquiera a otra de la misma especie que se
considera como unidad (Newton, 1707).

De su definicion se sigue que se puede denominar nimero a cualquier razén entre cantidades y, por lo
tanto: a las razones enteras que estdn medidas por la unidad; a las fraccionarias que est&n medidas por un
submultiplo de la unidad, y a las que son inconmensurables con la unidad. (Newton, 1707).

Por lo que respecta al cero, lo incluye explicitamente entre los signos de los nimeros enteros.

Y, en cuanto a los negativos, se refiere a ellos como deudas y ganancias, movimientos hacia adelante y
hacia atrds, y lineas que van en un sentido o en el opuesto. Sin embargo lo que realmente utiliza como
caracteristica definitoria es el ser menores que cero: “Se llaman cantidades positivas las que son mas
grandes que cero, y negativas, las que son menores que cero” (Newton, 1707, p. 3).

Implicaciones

En Newton se unifican los procesos de contar y medir, ya que averiguar cuantas veces una cantidad
contiene a otra de su misma especie llamada unidad, no es muy diferente de averiguar cuantas veces se
repite ésta en una coleccion de unidades y, a la reciproca, al medir las cantidades estas se dicretizan y se
conciben como una coleccién de unidades. La diferencia entre ambos procesos es que la unidad est4
determinada en las cantidades discretas y es completamente arbitraria en las cantidades continuas.

Los nimeros, como simbolos que designan razones de magnitudes, son susceptibles de combinarse entre
ellos por medio de las operaciones de la aritmética. Consecuentemente define una multiplicacion
completamente genera, ya que abarca a todos los nimeros sean enteros, fraccionarios o irracionales, en
términos de proporcionalidad. Con ello, se puede decir que Newton obtiene el cuerpo de los nimeros
reales en términos que no seran modificados en nada por sus sucesores hasta Dedekind y Cantor
(Bourbaki, 1969, p. 210).

El punto de vista de Euler (1707-1783)

El punto de vista de Euler con relacion a los nimeros no difiere esencialmente del de Newton. Sin
embargo, por lo que respecta a los negativos opta por caracterizar el signo mas o menos como un adjetivo.
Esto es, de la misma manera que un adjetivo modifica el significado de un sustantivo en un determinado
sentido, se utilizaban los signos + y - para modificar el significado de los nimeros. Asi, el signo + o -
puesto delante de un ndmero indica positivo o negativo: positivo cuando se trata de un nimero que hay
que sumar y negativo cuando hay que restarlo.

Ademaés, deja claro que las cantidades negativas son las que proceden de una resta en que el minuendo es
mayor que el sustraendo. Esta caracterizacion va en contra de que el simbolo -x se pudiera referir también
a valores negativos de la variable.

En relacion con las magnitudes, Euler establece lo que serd la definicion més conocida de magnitud. Para
Euler lo que define una magnitud es su posibilidad de aumentar o disminuir: “Todo lo que es susceptible
de aumentar, o disminuir se llama magnitud, o cantidad. Por lo tanto una suma de dinero es cantidad, ya
que puedo aumentarla o disminuirla” (Euler, 1797, p. 1 a 3).

Implicaciones

Pronto, la definicion de Euler de magnitud se consider6 defectuosa al abarcar cosas que no deberian llevar
el nombre de cantidades, por ejemplo, los placeres, los dolores, los conceptos morales de bueno y de malo,
etc. Como consecuencia en el siglo XIX vuelve a distinguirse entre magnitud y cantidad.

Una manera de distinguir es aceptar que magnitud es todo lo que es susceptible de aumentar o disminuir, y
que la cantidad es la magnitud restringida al caso en que es medible. Otra manera es considerar que una
cantidad cuando aumenta o disminuye pasa a ser otra cantidad, de donde una magnitud debe ser el
conjunto de todas las cantidades que se obtienen cuando se aumenta o disminuye. De aqui, que se dira que
las cantidades son los estados de cada magnitud.

Por otra parte, entendemos que una magnitud aumenta cuando se le afiade otra cantidad, por lo que la idea
de aumentar o disminuir presupone la posibilidad de sumar cantidades, y de tener un criterio de igualdad.
Por lo tanto, las magnitudes medibles han de cumplir dos condiciones fundamentales, ser comparables y
ser sumables. De aqui que en algunos textos se defina magnitud como “un conjunto en el que se definen
una igualdad, una suma y una ordenacion (Santillana, 7°, 1983, p. 90)

El punto de vista actual

Hoy, se consideran dos tipos de magnitudes: escalares o vectoriales, segin que para medirlas se necesiten
una o dos 0 mas unidades. Las escalares cumplen que las cantidades de cada una pueden ordenarse de
menor a mayor; es decir se pueden ordenar en escala creciente; y también se llaman lineales, porque se
pueden representar por los puntos de una recta, ya que guardan la misma ordenacion que éstos. Las
magnitudes no ordenables en serie rectilinea, es decir, no representables por los puntos de una recta, pero
si por los puntos de un plano o del espacio, se llaman magnitudes complejas porque para medirlas se
necesitan dos 0 mas unidades (Rey Pastor, 1930, p. 4y 5).

Actualmente la separacion entre cantidad y nimero es completa, de tal modo que la nocién de magnitud se
conceptualiza sin hacer referencia al nimero, sino como una terna: (M, +, <) tal que M es un semigrupo



conmutativo con dos elementos al menos, donde V x, y € M se cumple una de estas formulas: x <y, x =
Y, Y<X. X<y« 3JzeMtalquex+z=y

El punto de vista moderno, iniciado a finales del X1IX, que sustenta los desarrollos actuales

Al comenzar el siglo se seguia creyendo que las matemaéticas eran la ciencia de las cantidades y que como
tal eran verdades acerca de la naturaleza. La idea de nimero seguia ligada a la medida de magnitud y en
relacion a los nUmeros negativos subsistian las preocupaciones y los prejuicios contra esos numeros. Era
l6gico, mientras se intentara interpretarlos en términos de cantidad.

Esta preocupacién se manifestaba también en relacién con la idea de quebrado, entendido como partes de
la unidad. Asi, por ejemplo, encontramos voces criticas que preguntaban: ;Qué seria emitir medio voto?
¢Qué seria dar consejos dos veces y media? ¢ Qué seria pegar media bofetada?

La respuesta a estas controversias vendria de la mano de una ruptura con la interpretacion de las
matematicas como la ciencia de la cantidad. A mediados de siglo comienza a considerarse legitimo en
matematicas razonar acerca de objetos que no posean ninguna “interpretacion sensible” (Bourbaki, 1969,
p. 36).

Las ampliaciones numéricas a partir de pares ordenados:

Los complejos, los ultimos en aparecer histéricamente, habian recibido una interpretacion geométrica, que
mas tarde fue popularizada por Gauss (1831), y una fundamentacion dada por Hamilton (1805-1865) a
partir de pares ordenados de nimeros reales dotados de una suma y multiplicacién que daban los mismos
resultados que la suma y la multiplicacién de nimeros complejos.

Weierstrass, al parecer en sus cursos no publicados, obtiene un modelo de los nimeros racionales
positivos y de los enteros negativos considerando pares de nimeros naturales (Bourbaki, 1969, p. 41).
También ponia de manifiesto que para definir los nimeros reales era necesario partir de los nimeros
racionales, prescindiendo de la intuicion geométrica y de las magnitudes.

El principio de permanencia de las leyes formales

Hankel (1839-1873) en 1867 justificaba los nUmeros negativos a partir del principio de permanencia de
las leyes formales, introducido por Peacok (1791-1858). Con ello se daba el salto de los concreto a lo
formal que permitird justificar los diversos sistemas numéricos (Gonzélez, J. 1989, p. 48).

La consecuencia logica de conservar las leyes formales al hacer cada nueva ampliacion numérica es que
dejaba de ser necesario demostrar para el nuevo sistema las reglas del calculo aritmético, y que las
definiciones de las operaciones en campos cada vez méas amplios, conservando las leyes formales,
permitian generalizar sin nueva demostracion los teoremas obtenidos para campos mas restringidos.

A partir de aqui, la palabra nimero iba a ser redefinida, asi como sus dos operaciones fundamentales:
adicién y multiplicacién. Esto no se hacia arbitrariamente sino cumpliendo condiciones.

La palabra nimero responderd a simbolos o agregados de simbolos que no necesariamente representan
numeros del campo numérico previamente dado o conocido, sino que su significado puede ser cualquiera.
Que las viejas definiciones de las operaciones queden incluidas en las nuevas definiciones como caso
particular. Que las definiciones de las operaciones sean de tal modo que subsistan las leyes formales de
uniformidad, asociativa, conmutativa, y distributiva.
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