Gutiérrez, A. (2004): Investigacion en diddctica de la geometria: La medida de dreas, en Luengo, R.
(ed.), Lineas de investigacion en educacion matemdtica vol. 1 (coleccién “Investigacién en
educacion matematica” n° 1) (pp. 83-108). Badajoz: Federacion Espanola de Sociedades de
Profesores de Matematicas.

Investigacion en didactica de la geometria: La medida de areas

Angel Gutiérrez
Dpto. de Did4ctica de la Matematica

Universidad de Valencia

1. Introduccion.

Tanto en los curriculos oficiales como en los indices de los libros de texto de Primaria y
Secundaria, la medida de magnitudes es un tema que aparece unas veces como parte de la seccion
de Geometria y otras veces separado de ésta. Un motivo para separarlo de la Geometria es que el
enfoque propuesto potencie el componente numérico de cdlculo mediante conteo o aplicaciéon de
féormulas memorizadas. Por el contrario, al estudio de la longitud, la superficie y el volumen se le
debe dar un tratamiento geométrico que forme la base para el aprendizaje comprensivo y dé sentido
al inevitable componente de cdlculo numérico, en particular a las formulas, su estructura y uso.

En este texto ofrezco, en primer lugar, una revision de varias investigaciones diddcticas sobre
la medida de dreas de superficies planas. Después, presento en detalle una investigacion (Corberan,
1996), en la cual se elabord un test diagnostico para identificar los conocimientos y errores de los
estudiantes de los diferentes niveles educativos y se disefid una unidad de ensefanza para la ESO

con mas énfasis en las carencias detectadas en los estudiantes.

2. Revision de investigaciones sobre medida de areas.

Son numerosas las investigaciones realizadas a lo largo de los afios que han analizado los
procesos de comprensiéon y aprendizaje de los conceptos relacionados con las magnitudes
geométricas. Chamorro, Belmonte (1988) ofrece informacion sobre investigaciones destacadas
realizadas hasta entonces relacionadas con la medida de longitud y en Olmo, Moreno, Gil (1989)
sobre las relacionadas con el drea y el volumen. Una recopilacién sobre el drea mas completa, y que

incluye trabajo mas recientes, puede encontrarse en Corberdn (1996). Mi objetivo en esta seccion
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no es realizar una revision exhaustiva de este campo de investigacion, sino centrarme en las que
tienen una relacion mas directa con el estudio que presento en las secciones siguientes.

La primera investigacion relevante sobre el aprendizaje de la medida de superficies esta
formada por los trabajos de J. Piaget. Es necesario conocer y comprender la obra de Piaget ya que
resulta dificil sustraerse a su influencia cuando se investiga sobre medida de magnitudes
geométricas, como lo prueba el hecho de que buena parte de las investigaciones posteriores en este
campo se basan, por lo menos parcialmente, en sus propuestas. Piaget se centr6 en el estudio de la
conservacion y la medicion de la longitud, superficie y volumen.

Los tests de conservacion pretenden evaluar la comprension por los nifios de la invarianza de

las magnitudes cuando se somete a los objetos medidos a determinadas transformaciones. En el
caso de la conservacion del area, la transformaciéon mds importante es la de particion y
recomposicion de la superficie. Uno de los tests diseiiados por Piaget se basa en la utilizacion de
piezas cuadradas iguales que forman dos configuraciones de 12 piezas cada una. En principio las
configuraciones son congruentes (rectingulos de las mismas dimensiones). Cuando el nifio acepta
que ambos rectdngulos tienen la misma drea, se cambia en uno de ellos la posicion de varias piezas,
para formar dos configuraciones diferentes. Después, se pregunta al nifio si las configuraciones
siguen teniendo o no la misma drea.

Otro conocido test consiste en presentar al nifio dos
rectangulos iguales de cartulina verde, que son prados donde
pastan vacas. Cuando el nifio acepta que las vacas tienen la

misma cantidad de hierba para comer en ambos prados, se

ponen en los prados casas (pequefios rectangulo iguales), de
una en una, distribuidas como se ve en la figura. A continuacion, se pregunta al nifio si las vacas
tienen o no la misma cantidad de hierba en ambos prados.

Como conclusién principal de la experimentacion con estos tests, Piaget identifica tres etapas
en la adquisicién del concepto de conservacion del area:

Etapa I: De no conservacion del drea: Las comparaciones cambian segtin la posicion o la forma
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y se basan en caracteristicas perceptivas. Los nifios no comprenden la actividad propuesta.
Etapa II: Respuestas intermedias, reflejando conservacion o no segutn los casos, o con cambios
de respuestas al fijarse el nifio en uno u otro elemento de las superficies. En ocasiones esta
etapa se divide en dos subetapas, diferenciadas por la (in)capacidad de los nifios para admitir
la igualdad inicial de las areas o por la menor o mayor perfeccion de sus respuestas.
Etapa III: Respuestas correctas que muestran que los nifios reconocen y utilizan correctamente
la conservacion del drea.

Los tests de medicion pretenden evaluar la capacidad de los nifios para realizar mediciones de

areas de superficies en distintas situaciones, algunas de las cuales necesitan aplicar la transitividad.
Se basan en varios tipos de actividades: 1) Medicion de una superficie por cubrimiento con tantas
unidades congruentes como sea necesario. 2) Medicion de una superficie por cubrimiento mediante
iteracién de una unidad. En ambos casos, se ofrecen a los nifios superficies con varias formas
diferentes asi como diversas unidades de medida (cuadrado, rectangulo equivalente a 2 cuadrados y
triangulo equivalente a medio cuadrado). 3) Medicién de una superficie usando procedimientos
aritméticos.

También para los tests de medicion Piaget identifica tres etapas de caracteristicas similares a
las anteriores (no adquisicion, adquisicion parcial y adquisicion completa de la capacidad de
medicién). Algunos autores identifican para la medida de superficie y de volumen una cuarta etapa,
caracterizada por el uso de las unidades del sistema métrico y las relaciones multiplicativas entre
diferentes unidades.

Piaget no estaba interesado en la faceta escolar de la adquisicion de los diferentes conceptos
matemadticos que analizd, por lo que nunca se preocupd por observar la influencia de la forma de
ensefianza o de los contenidos ensefiados en el desarrollo de los conceptos matematicos. Sin
embargo, son numerosos los estudios posteriores que si han abordado la problemética escolar de la
ensefianza y aprendizaje de la medida de dreas.

Uno de estos estudios es el “Concepts in Secondary Mathematics and Science Project”

(CSMS) (Hart, 1981). Su objetivo inicial era obtener informacion sobre el conocimiento que los
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estudiantes britanicos de secundaria tenian de los principales conceptos de matematicas y ciencias.
El andlisis de los datos obtenidos debia dar lugar a una jerarquia o secuencia de niveles de tipo
piagetiano de comprension de cada concepto. Por este motivo, los investigadores tomaron los
trabajos de Piaget como base tedrica y fuente de items para sus cuestionarios. Para la medida de
superficies, disefiaron {tems sobre conservacion del drea por particion y recomposicion, medida de
superficies por cubrimiento con unidades cuadradas y aplicacion de las formulas de tridngulos y
rectangulos. Ademas de cubrir el objetivo inicial mencionado, los datos recogidos en la fase
experimental de esta investigacion dieron lugar a una completa descripcion de estrategias de
resolucion, concepciones y errores frecuentes de los estudiantes que ha supuesto una importante
base para el trabajo de los investigadores posteriores. En Hart (1981) hay una detallada descripcion
del test sobre medida de magnitudes geométricas y los resultados obtenidos.

Hirstein, Lamb, Osborne (1978), en un estudio mas especifico que el britinico, analizaron el
uso de la unidad de superficie mediante la comparacion de figuras triangulares, cuadrangulares y
rectangulares con cuadricula interior, con marcas en los lados o con fondo blanco. Los datos
obtenidos indican que las mediciones mas faciles son las de figuras dibujadas sobre una cuadricula
y las mas dificiles son las de figuras con marcas en los lados. Un problema tipico de esta
investigacion consiste en dar una figura a los estudiantes y pedirles que obtengan un rectangulo de
altura prefijada con la misma area que dicha figura. Las estrategias erroneas mas frecuentes son:

1) Comparacion basada en igualar las bases cuando las alturas no coinciden.
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2) Uso de métodos primitivos de compensacion (mds frecuentes en las figuras con marcas o

sobre fondo blanco).
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3) Uso de estrategias erroneas de conteo. Los nifios que interpretan la unidad como un todo
indeformable e indivisible tienen dificultades cuando la figura que tienen que construir no

tiene una base de longitud entera.
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4) Medicion del perimetro. En las figuras con cuadricula o con marcas, se cuenta el numero de

unidades de los lados de la figura dada y después se cuenta el mismo numero de unidades

para construir el rectangulo.

Desde mediados de los 70, diversos investigadores franceses han realizado estudios tendentes
a caracterizar algunos aspectos de la comprension y el aprendizaje de las magnitudes geométricas,
entre ellas el drea. Destacan los estudios de Vergnaud, Rogalski, Douady y Perrin-Glorian.
Vergnaud dirigié investigaciones para estudiar las dificultades de los estudiantes relacionadas con
la estructura multiplicativa del drea y el volumen, cuyos resultados estdn recogidos en diversas
publicaciones como Ricco, Vergnaud, Rouchier (1983) y Vergnaud y otros (1978, 1983).

Por su parte, Rogalski investigd la problemadtica de la adquisicién de la multidimensionalidad
por estudiantes de los ultimos cursos de Primaria y primeros de Secundaria. Una parte de su disefio
experimental (Rogalski, 1982) se centré en pedir a los estudiantes medir superficies mediante
pavimentado con unidades de diversas formas y tamafios. Una de las principales conclusiones de
Rogalski es que los estudiantes adquieren pronto el modelo lineal, propio de las longitudes, pero
tardan mucho en entender que este modelo no es adecuado para las dreas y volimenes y en asimilar
el modelo multilineal. En los experimentos de Rogalski se observa como la forma de la unidad de
area empleada y la posibilidad de pavimentar completamente o no la superficie dada influyen
claramente en que los estudiantes utilicen para resolver los problemas el modelo lineal o el bilineal.

He dejado para el final de esta seccion la descripcion de los trabajos de tres investigadores

que, como se verd en las secciones siguientes, han resultado fundamentales para la definicion del
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marco tedrico y el desarrollo de nuestro estudio. Los tres abordan la problematica del aprendizaje
del area basdndose en enfoques tedricos, si bien se trata de teorias diferentes.

Freudenthal (1983) propone la fenomenologia didactica como contexto en el que iniciar el
aprendizaje de diversos conceptos matemadticos, entre ellos el de area. Su estudio del area es de
cardcter tedrico, analizando este concepto desde la perspectiva de la utilizacion practica del area y
desde la perspectiva matematica, en particular de la teoria de la medida. Con ello, Freudenthal pone
de relieve la enorme distancia existente entre el concepto matemdtico puro de area y las
concepciones (objetos mentales en términos de Freudenthal) de los individuos, en particular de los
estudiantes no universitarios.

Para Freudenthal, la formacion del objeto mental area es previa a la adquisicion del concepto
matemadtico drea, y necesaria para dicha adquisicion, si bien en el contexto escolar no es necesario
llegar a comprender el concepto matematico (tal vez sea imposible), por lo que, para ayudar a los
estudiantes a crear este objeto mental correctamente, los profesores deben usar procedimientos
experimentales. Freudenthal sugiere el enfoque de la fenomenologia diddctica, es decir presentar a
los estudiantes el objeto mental drea mediante fendmenos organizados por ella y ensenarles, al
mismo tiempo, las manipulaciones necesarias para poder organizar dichos fendmenos.

Son muy numerosos los tipos de fendémenos relacionados con el édrea. Freudenthal los
clasifica en los siguientes enfoques:

- De reparto justo: Aprovechando las regularidades, estimando o midiendo.

- De reproducir y comparar (con otra forma): Por inclusion, por transformaciones de deshacer y

recomponer, por estimacion, por mediciéon o por medio de transformaciones (congruencias,
afinidades, cizallamientos).

- De medir: Cubriendo con una unidad y con subunidades, por aproximaciones desde el interior
y exterior, por conversion de transformaciones de deshacer y recomponer, aplicando
relaciones geométricas generales, por medio de férmulas, por medio de principios (como el
de Cavalieri) o por medio de transformaciones (congruencias, afinidades, cizallamientos).

Freudenthal sefiala que no esta claro que todos estos enfoques fenomenoldgicos induzcan el
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mismo objeto mental area, por lo que desde el punto de vista diddctico, lo razonable es presentar a
los estudiantes varios de ellos, aquéllos que puedan abordar con éxito.

Durante varios afios, R. Douady y M.J. Perrin-Glorian desarrollaron investigaciones sobre el
aprendizaje de la medida de areas por estudiantes de Primaria y Secundaria (Douady, Perrin-
Glorian, 1983, 1984, 1985, 1986, 1989). Los principales objetivos de estas investigaciones son
caracterizar los procesos de aprendizaje del concepto de area y desarrollar secuencias de ensefianza.
El colofén de esta linea de investigacion es la tesis doctoral Perrin-Glorian (1992). Su metodologia
es tipica de la Escuela Francesa, centrada en la construccion de una ingenieria didactica que incluye
como parte central la realizacion de experimentos de ensefianza y la evaluacion de sus resultados
mediante entrevistas clinicas y pruebas escritas. Para ello, analiz6 diversos componentes del
concepto de area y de diferentes conceptos estrechamente relacionados con éste.

Al revisar libros de texto y programas oficiales de distintas épocas, Perrin-Glorian identifica
diferentes significados del término “drea”, siendo el mas interesante para ella el que considera el
area de una superficie como una magnitud medible de la superficie. Esta caracterizacion implica,
por una parte, la diferenciacion entre una superficie (objeto) y su drea (magnitud) y, por otra, la
diferenciacion entre un area (magnitud) y el resultado de medirla (generalmente numérico).

Las hipétesis didacticas en las que se basa la ingenieria didactica disenada por Perrin-Glorian
son: 1) La presentacion a los estudiantes del drea como magnitud les permitird identificar los marcos
de actividad geométrico y numérico asi como establecer las relaciones entre ambos. ii) La
presentacion a los estudiantes de las magnitudes geométricas (longitud, drea y volumen) de forma
que se identifican las magnitudes con los nimeros de sus mediciones favorece la confusion entre
las diferentes magnitudes (problema de la multilinealidad), por lo que hay que evitarla.

Basdndose en estas hipdtesis, los objetivos de la secuencia de ensefianza que se propone
disefiar son: 1) Que el drea aparezca como magnitud autdnoma, independiente de la superficie y del
numero resultante de la medida, ii) que se desarrollen métodos de medicidon del drea de superficies
pavimentables y no pavimentables y iii) que se hagan explicitas las relaciones y diferencias entre

areas y perimetros (longitudes) de superficies.
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Por ultimo, la secuencia de ensefanza estd formada por tres tipos de actividades: 1)
Actividades geométricas (comparacion de superficies; distincién entre area y longitud sin usar
medidas). ii) Actividades geométrico-numéricas (cubrimiento con diversas unidades; variacion del
drea por transformaciones de la superficie; cambio de unidad). iii) Actividades numéricas (el cm?;
cuadriculado de superficies; area del rectangulo y otros poligonos; variacion de la medida por
transformaciones geométricas).

El punto de vista adoptado por Héraud (1989) es radicalmente diferente de los dos anteriores.
Basandose en el modelo constructivista de comprensiéon de Bergeron y Herscovics, elabora una
propuesta para describir el proceso de construccion del concepto de area de un rectangulo por los
estudiantes de Primaria, segtin la cual dicho proceso consta de dos fases, cada una de las cuales esta
dividida en varias etapas:

1* fase) Comprension del concepto fisico preliminar de superficie. Consta de las etapas:

- Comprension intuitiva, en la cual se forma la nocidn de superficie como extension (visual).

- Comprension procedimental, en la cual se construyen los procedimientos de célculo, como
los de superposicion o recorte y redistribucion.

- Abstraccion logico-fisica, en la cual se llega a la comprension de la invarianza ante
transformaciones como las isometrias, division, o recorte y redistribucion.

2% fase) Comprension del concepto matemadtico de area de una superficie. Consta de las etapas:

- Comprension procedimental, en la cual se aprende a utilizar algunos procedimientos para el
calculo de 4reas en los que intervienen eleccion de una unidad adecuada, iteracién u
obtencion de féormulas bésicas.

- Abstraccion logico-matemadtica, en la cual se comprende la (in)varianza del drea de una
superficie por determinados cambios, como invarianza por ciertas transformaciones de la
superficie, la relacion con la unidad de area empleada o la relacién inversa entre valor del
area y tamano de la unidad.

- Formalizacidn, en la cual se establece la relacion entre el drea y las magnitudes lineales de

la superficie usadas en las férmulas (sus dimensiones).
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Aunque Héraud se limita a trabajar con estudiantes de Primaria y la ensefianza de la férmula

del drea del rectangulo, las fases y etapas anteriores son aplicables de manera mas amplia.

3. Comprension del concepto de area de superficies: Descripcion de una investigacion.

El resto de este texto lo dedico a describir con detalle una investigacién que se plasmoé en la
tesis doctoral que Rosa M. Corberan defendid, bajo mi direccion, en 1996 en la Universidad de
Valencia (Corberdn, 1996). El interés por este tema surge de la observacion afio tras afio de las
dificultades que tienen los estudiantes de secundaria cuando tratan de resolver problemas en los
que, directa o indirectamente, esta presente el concepto de area de una superficie. Inmediatamente
se observan diversas concepciones inadecuadas, procedimientos erroneos de calculo, etc.

En los siguientes parrafos ofrezco un resumen secuencial y ordenado de dicha tesis doctoral.
En la seccion 4 describo el marco tedrico de la investigacion, en el cual de basan y justifican la
estructura, contenidos y analisis de datos de la fase experimental de la investigacion. Este marco
tedrico surge de la necesidad de realizar un analisis didactico completo y detallado del concepto de
area de superficies planas y se concreta en la integracion de resultados procedentes principalmente
de tres investigadores, H. Freudenthal, M .J. Perrin-Glorian y B. Héraud, que, como hemos visto,
adoptan posturas diferentes pero complementarias ante el mismo problema. Una importante
aportacion de la investigacion que describo es dicha integracion que, junto a los aspectos puramente
matematicos del concepto de drea, se plasmaron en un complejo mapa conceptual.

En la seccion 5 presento la primera parte de la investigacion, consistente en un estudio
diagndstico para describir los conocimientos de los estudiantes de los diferentes niveles educativos,
desde Primaria hasta la Universidad, sobre la red de conceptos relacionados con el area de
superficies planas. Este se concreta en un test a lo largo del cual los estudiantes deben poner en
Jjuego los diferentes conceptos integrantes de dicha red.

Por ultimo, en la seccidon 6 describo la segunda parte de la investigacion, consistente en el
disefio y experimentacion de una unidad de ensefianza para la ESO. El disefio de la unidad se basé

en los resultados del estudio diagndstico, y hace mds énfasis en aquellos componentes del concepto
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de drea que aparecen como mas dificiles o peor comprendidos por los estudiantes.

Como casi siempre, la redaccion final de los documentos no recoge el desarrollo temporal de
la investigacidn, en el que hay una interaccion constante entre la caracterizacion del marco tedrico,
la determinacion de las herramientas metodoldgicas y la realizacion de las experimentaciones piloto

o definitivas.

4. Marcos teérico.

Llegar a comprender en profundidad el concepto de area es complejo y necesita varios afios
de estudio, ya que junto a dicho concepto es necesario comprender de manera integrada varios
conceptos relacionados, la mayoria de los cuales, a su vez, estdn formados por diversos aspectos
destacados. Esta complejidad se refleja en las investigaciones didacticas, ya que todas ellas se
centran en determinados aspectos del concepto de drea o los conceptos relacionados con éste e
ignoran otros aspectos igualmente importantes. Por ello, en un intento de lograr una vision detallada
y global del concepto de area de superficies planas, se procedié a identificar investigadores que
aportaran visiones destacadas y diferenciadas, los principales de los cuales son los que he citado en
la seccion 2. De entre ellos, se decidid trabajar con las publicaciones de H. Freudenthal, M.J.
Perrin-Glorian y B. Héraud para integrarlas y formar el marco tedrico de esta investigacion. En esta
seccion hago diversas consideraciones respecto de las publicaciones de estos tres autores y detallo
la aportacion de cada uno al marco tedrico de nuestra investigacion. Finalmente presento de forma
esquematica y resumida dicho marco tedrico.

Con frecuencia resulta dificil interpretar los textos de Freudenthal, estar seguros de que lo que
el lector cree que dice Freudenthal es lo que él realmente quiso decir. En el caso de la
fenomenologia del drea de una superficie plana (Freudenthal, 1983), esta dificultad se debe, en
parte, a que Freudenthal no completd su analisis tedrico con un ejemplo de aplicacion a la
enseflanza, sino que se limitd a hacer algunas sugerencias. Ello supuso, para concretar el marco
tedrico de esta investigacion, la necesidad de interpretar de una forma creativa las ideas de

Freudenthal y de prolongarlas mostrando una posible conexion con el aprendizaje del concepto de
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area en el contexto escolar.

Por otra parte, hemos visto que Freudenthal sugiere que al trabajar con diferentes tipos de
fendmenos se puede llegar a distintos objetos mentales (concepciones) de area, lo cual ocupa
también una posicion central en la definicion del marco tedrico. El siguiente esquema sumariza la

interpretacion de las propuestas de Freudenthal hecha en la investigacion.

Tipos de Se organizan A su vez se Produciendo dis- Naturaleza de Que inte-
fenémenos mediante organizan por tintos resultados  los resultados  gran el
Comparacion Inclusion
directa 7
Transformacio- Area como par-
Comparacion nes de deshacer te de plano
y recomponer ocupada
Comparacion 4 Congruencia, afi-
indirecta nidad y cizalla- Geométrica
miento
Agotamiento con Area como re-
Medicién una unidad y cubrimiento de Obi
Medida sub-unidades una parte del Jeto
P mental
) o plano 4rea
Aproximacién in-
terior y exterior
Estimacion Uso de férmulas
Numérica
Reparto justo Relaglones geo- Area como al-
métricas grales. goritmo de
) o célculo
Aprovechamiento Principios geo-
de regularidades métricos (ej.
Cavalieri)

Las investigaciones de Perrin-Glorian ofrecen un enfoque de la ensefianza del drea muy
detallado, completo y claro. Resulta particularmente interesante su propuesta de considerar los
conceptos de superficie, area de una superficie y medida de un drea, para organizar la ensefianza del
area de manera que €sta aparezca como una magnitud independiente de la forma de la superficie y
del niimero resultante de su medicion mediante una unidad determinada. La incorporacion de sus
ideas en este marco tedrico supone la posibilidad de analizar de manera adecuada algunos de los
principales errores de los estudiantes, concretamente los que tienen que ver con las falsas relaciones
que éstos suelen establecer entre el drea de una superficie y su forma, su perimetro o la unidad de

medida empleada. Andlogamente, las investigaciones de Perrin-Glorian dan pautas para organizar
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actividades dirigidas a la ensefianza comprensiva de estas caracteristicas del area y a eliminar las
falsas concepciones y creencias de numerosos estudiantes.

Las investigaciones de Héraud son muy limitadas y, consideradas de forma aislada, pobres,
pues estan centradas en la ensefanza de la formula del area del rectangulo. No obstante, no resulta
complicado considerar su unico objetivo de ensefianza del drea (el aprendizaje de la férmula de
calculo) como parte de un objetivo de ensefianza mds amplio, y es posible extrapolar sus propuestas
a la ensefanza del area de otros poligonos. Héraud también proporciona argumentos para justificar
la importancia de distinguir entre una superficie y su area, ya que en sus textos surgen diversos
significados para los términos superficie y area:

- La superficie como extension.

- La superficie como porcion de espacio ocupado.

- La medida del drea como expresion de una relacidn entre un todo y una parte suya.

- La medida del drea como el nimero obtenido a partir de una férmula que relaciona las
medidas correspondientes a magnitudes de diferente naturaleza.

Aunque la férmula del drea del rectangulo se considera generalmente como una de las mds
faciles de aprender y comprender, Héraud aporta reflexiones sobre la complejidad que esconden las
férmulas, incluso las aparentemente simples como la del rectangulo, derivada de la manipulacion
simultdnea de magnitudes de distinta dimension.

El analisis de los trabajos de estos tres autores permite constatar que, a pesar de sus grandes
diferencias, no hay discrepancias entre ellos, por lo que es posible tratar de integrarlos en una sola
propuesta. Tal integracion, junto con algunas aportaciones propias, constituye el nucleo del marco
tedrico de esta investigacion, que se centra en el analisis diddctico y matemadtico global (es decir,
desde diversos puntos de vista) del concepto de drea de una superficie, y que en Corberdn (1996) se
sintetiza en un mapa conceptual del que aqui s6lo puedo ofrecer una vision parcial limitada a sus

principales elementos.

5. Diseiio experimental: Estudio diagnodstico. Resumen de los resultados.
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La primera parte de la investigacion, de tipo diagndstico, consistid en la elaboracion y
administracion de un test que permita obtener informacion sobre:

* El grado de comprension del concepto de area por los estudiantes de los ultimos cursos de los

diferentes niveles educativos: 8° de E.G.B., 2° de B.U.P., C.O.U., 3° de la Diplomatura de

Profesorado de EGB (Magisterio) y 5° de la Licenciatura en Matemadticas.

AREA DE UNA SU €s una

PERFICIE PLANA - -
Propiedad medible
tiene de la superficie
. I l . .
Cardcter tene | Tratamiento Tratamiento | "N® Cardcter Implicito
geométrico cualitativo cuantitativo numérico | " la
utiliza cuyo|fin es cuyo fin [es utiliza Def/ir}ici(')n {nate-
mdtica de drea

[Procedimientos ] [Comparar dreas ] [Medir dreas ] [Procedimientos ] como medida

basados en para que utilizan que utilizan para basados en
' 1 —
Manipulacién Establecer rela- Propiedades Asignar un nu- Manipulacién
y estimacién ciones entre dreas del drea mero al drea y célculo
de que
— conducen al
- drea como
[Inclusmn] [ Igualdad ] Depende de la
unidad elegida
conduce al conduce al cor}duce g
drea como drea como al drea como
| | | |
Porcién de Magnitud N° de unidades Limite de su- N° resultante del
plano ocupado auténoma que recubren ma de dreas producto de dos
la superficie dimens. lineales

* Los conocimientos especificos de los estudiantes, sus procedimientos de resolucién de
problemas y los errores y dificultades mas habituales.

* La posible evolucion experimentada por la comprension de los estudiantes durante su avance
por los sucesivos niveles educativos, aunque no haya habido ensefianza explicita del area.

* Los aspectos del concepto de drea y las herramientas o procedimientos de medida que
deberian reforzarse en los cursos de secundaria.
En cuanto al contenido concreto del test, la bibliografia consultada para definir el marco

tedrico y el andlisis didactico del concepto de area derivado del mismo permitieron determinar los

componentes del concepto de drea que interesaba evaluar:
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* Concepciones del érea.
* Concepciones de la unidad de area:
- Importancia del papel de la unidad en el proceso de medida.
- Uso y reconocimiento de unidades estandar y no estandar de medida.
- Cardécter de no discretitud de la unidad de medida.
- Carécter de recubrimiento de la unidad de medida.
* Relacion inversa entre el tamafio de una unidad y el nimero de unidades que recubren la
superficie.
* Concepciones de la conservacion del érea:
- Por recorte y pegado.
- Por deslizamiento de un vértice o lado sobre una linea paralela a la base.
* Relacion entre area y perimetro de una superficie:
- Confusion conceptual entre drea y perimetro.
- Confusion operativa entre drea y perimetro.
- Relacion entre el drea y el perimetro al realizar alguna modificacion (menor drea y mayor
perimetro o menor drea e igual perimetro).
* Relacion entre drea y forma de una superficie.
* Bidimensionalidad del area:
- Relacion entre el drea de una figura y sus dimensiones lineales cuando se modifican las
dimensiones o se modifica el area.
- Carécter dimensional de las formulas.
* Férmulas para el célculo de dreas:
- Conocimiento de las férmulas usuales de calculo de areas (circulo, tridngulo, paralelogramo,
rectangulo y cuadrado).
- Comprension del significado de la férmula para el calculo del drea de un tridngulo.
* Significado geométrico del teorema de Pitdgoras.

* Papel de la percepcion visual en la comparacion de dreas.
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* Relacion entre el area de un rectangulo y las de un rombo, un paralelogramo y un trapecio.
* Procedimientos utilizados en la resolucion de problemas de comparacion y medida de areas:
- Procedimientos de naturaleza geométrica.
- Procedimientos de naturaleza numérica.
* Conservacion y/o variacion del area y/o perimetro de una superficie al hacer:

- Recorte y pegado.

- Deslizamiento de un vértice sobre una linea paralela a la base.

- Abatimiento de un lado.

El resultado de este planteamiento tedrico es un test formado por 36 items. No es posible
reproducir aqui el test completo, pero en el anexo 1 incluyo los items que evaluan los
conocimientos de los estudiantes sobre la independencia entre drea y perimetro de una superficie.
Por motivos précticos, el test quedd dividido en dos partes, de 8 y 28 {tems respectivamente, que
casi siempre se administraron en dias diferentes. Al seleccionar los items de la primera parte del
test, se tuvo en cuenta que éstos no proporcionaran a los estudiantes informacién que pudiera
ayudarles a resolver los items de la segunda parte.

Para la administracion del test cuyos resultados se recogen en Corberan (1996) se procedi6 a
realizar una seleccion aleatoria de 4 centros publicos de primaria y otros 4 de secundaria de la
ciudad de Valencia. Ademas se administré a los alumnos de 5° curso de la Facultad de Matematicas
y a los de 3° de Ciencias de la E.U. de Profesorado de EGB (Magisterio). La tabla siguiente resume

la distribucidn de la muestra.

Curso Nimero de alumnos
8° de EGB 102
2° de BUP 131
COU Letras 102
COU Ciencias 110
3° de Magisterio 44
5° de Matematicas 32

Después de corregido el test se procedid a seleccionar varios alumnos de cada grupo para
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realizarles entrevistas clinicas, con el doble objetivo de 1) verificar la validez y fiabilidad de algunos
items y 11) verificar que la interpretacion que se habia hecho de sus respuestas era correcta.

No es posible reproducir aqui todos los resultados y conclusiones obtenidos de la
administracion del test, sino sélo los mas destacables:

* Concepciones del drea. Las concepciones correctas se pueden catalogar como:

- Concepcion geométrica, cuando el estudiante entiende el drea de una superficie como el
lugar ocupado por esa superficie en el plano.
- Concepciéon numérica, cuando el estudiante entiende el drea de una superficie como un
numero.
- Concepcion férmula, cuando el estudiante entiende el 4drea de una superficie como el
resultado de los cdlculos derivados de aplicar una férmula.
Las concepciones erroneas se deben, mayoritariamente, a las siguientes dificultades:
- Confusion del area de una superficie con su perimetro o su volumen, cuando realizan
calculos incorrectos.
- Confusion del area de una superficie con la propia superficie, cuando se refieren a la
superficie al hablar de su drea.
- Confusion del drea con el perimetro mas el area, cuando manejan simultineamente el drea y
el perimetro en vez de sélo el area.
Excepto los alumnos de 8° de EGB, entre los que hay una cantidad significativa de
concepciones erroneas, la practica totalidad de los demads estudiantes de la muestra tienen una
concepciodn correcta de area, siendo la concepcidon geométrica la mayoritaria.

* Concepciones de la unidad de area.

- El primer resultado que atrae la atencidn es la costumbre mayoritaria de los estudiantes de
no indicar las unidades ni en los célculos intermedios ni en los resultados finales.

- Existe, de manera generalizada, un mayor desconocimiento de las unidades de area que de
las de longitud o volumen. Las mds recordadas por los estudiantes son el cm2, entre las

unidades estandar de drea, y la unidad con forma de cuadrado entre las no estandar.
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- La mayoria de los estudiantes de cada curso conocen y utilizan las tres propiedades basicas
de las unidades de érea, su no discretitud, su cardcter de cubrimiento iterativo y la relacién
inversa entre el tamafo de la unidad y el valor del area.

* Concepciones de la conservacion del area.

- La préctica totalidad de los estudiantes reconocen y aceptan la propiedad de la conservacion
del drea ante transformaciones de recorte y pegado. Sin embargo, en problemas numéricos,
muchos estudiantes se centran en la realizacidn de los calculos y no utilizan esta propiedad,
que les permitiria resolver el problema sin tener que hacer esos cdlculos.

- Por el contrario, la mayoria de estudiantes de los cursos inferiores (EGB, BUP y COU de
Letras) no identifica la conservacion del drea ante otros tipos de transformaciones.

* Relacion entre drea y perimetro de una superficie.

- Al analizar los errores de los estudiantes, es necesario distinguir los que tienen un origen
conceptual de los que son resultado de célculos incorrectos causados, por ejemplo, por
aplicar una férmula equivocada. Se constata que una mayoria de alumnos utilizan las
formulas sin comprender su significado, lo cual les lleva a no darse cuenta de que estan
aplicando una férmula incorrecta. Asi hay alumnos que muestran una confusion conceptual
entre area y perimetro de una figura pero calculan las dreas de poligonos aplicando
formulas correctas, mientras que otros alumnos diferencian claramente los conceptos de
area y perimetro pero no se dan cuenta de que estdan aplicando una férmula incorrecta
porque no la entienden.

- Son muchos los estudiantes de todos los cursos que tienen dificultades para analizar la
conservacion o no del area y el perimetro de una superficie cuando ésta sufre
transformaciones, y para entender las relaciones entre estas magnitudes al transformar la
superficie.

* Férmulas para el calculo de areas.

- Salvo los estudiantes de la Facultad de Matematicas, los estudiantes de la muestra tenian un

conocimiento bastante pobre de las féormulas usuales para el calculo de areas (cuadrado,
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rectangulo, paralelogramo, tridngulo y circulo). Sélo entre un 50% y un 70% de estudiantes
de cada curso eran capaces de recordar tres o mas de las formulas mencionadas antes.

- Que un alumno conozca una férmula no quiere decir que la comprenda ni que sepa como o
cudndo utilizarla. Esto es particularmente acusado para la férmula del 4rea del triangulo.

* Papel de la percepcion visual en la comparacion de areas.

- El uso de la percepcion visual para resolver problemas va disminuyendo al aumentar el nivel
educativo, hasta desaparecer por completo en los estudiantes de 5° de Matematicas.

- En algunos casos los estudiantes han contrastado el resultado de un procedimiento numérico
con su percepcion visual y, en caso de discrepancia, han dado mas credibilidad a la
percepcion visual.

* Procedimientos utilizados en la resolucidon de problemas de comparacion y medida de areas.

- Aunque la concepcidn geométrica de area es mayoritaria entre los estudiantes, €stos no estan
familiarizados con los procedimientos geométricos de resolucién de problemas (por ej.,
comparar dreas descomponiendo adecuadamente las superficies para poder superponerlas).
De hecho, en los problemas planteados en contextos geométricos se observa que una
mayoria de los estudiantes se inclina claramente por el uso de procedimientos numéricos
incluso en problemas cuya resolucion por medios geométricos es mucho mas facil.

Otro dato que concuerda con el anterior es que los estudiantes con una concepcion
numérica del drea han obtenido mejores resultados en la resoluciéon de problemas. Esto
pone de relieve un claro sesgo de la ensefianza en favor de los métodos numéricos de
calculo rutinario y en contra de los métodos geométricos, que exigen mas creatividad y
mejor comprension de los conceptos.

- En los estudiantes de los cursos superiores se ha detectado que la integral definida actia
como un obsticulo cuando han tratado de aplicarla para resolver problemas que les
recordaban dicho concepto.

- Los peores resultados en la resolucion de problemas se han obtenido en 2° de BUP y COU

de Letras, probablemente porque en estos grupos estdn los estudiantes con menor
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disposicidn hacia las matematicas y con peor formacion previa.

* Conservacion y/o variacion del area y/o perimetro de una superficie.

- Hay varias transformaciones tipicas que permiten ver la no relacion entre la conservacion o
variacion del area y del perimetro de una superficie. Los items 2.22 y 2.23 del test (ver el
anexo 1) son dos tipicos ejemplos de transformaciones que conservan el drea pero no el
perimetro (item 2.22) y viceversa (item 2.23). El segundo problema ha resultado mas dificil
que el primero, con mas de un 50% de respuestas erroneas en cada curso. Una vez mads, el
contexto puramente geométrico ha supuesto una gran dificultad, siendo numerosos los
estudiantes, en especial de 5° de Matematicas, que respondieron que no tenian suficientes
datos para llegar a una conclusion.

- Un elevado niimero de alumnos dieron argumentos en los que se nota claramente que se han
dejado guiar por su percepcion visual, lo cual casi siempre va acompafiado de una falta de
recursos para resolver los problemas mediante justificaciones matematicamente validas.
Por ejemplo, la deformacion del tridngulo del item 2.22 induce la impresion visual de que

su drea disminuye.

6. Disefio experimental: Experimento de ensefianza. Resumen de los resultados.

Esta fase de la investigacion consistio en el disefio, experimentacion y analisis de una unidad
de ensefianza del conjunto de conceptos relacionados con el area de superficies para estudiantes de
Secundaria. La complejidad de esta red conceptual hace que su ensefianza deba hacerse durante los
sucesivos ciclos educativos, desde Primaria (primera toma de contacto y mediciones
experimentales) hasta la Universidad (estudio de teorias de la medida). Como consecuencia, la
manera de organizar la ensefianza de esta red conceptual en los sistemas educativos y curriculos
oficiales suele ser parcial, carente de continuidad y con lagunas importantes.

Puesto que los estudiantes de Secundaria empezaron a estudiar estos conceptos en Primaria,
el objetivo de esta unidad de ensefianza no es trabajar con los alumnos como si fueran conceptos

nuevos para ellos, sino mejorar su comprension de los mismos, corrigiendo algunos de sus errores
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mas habituales y completando sus conocimientos. Para ello, el disefio de la unidad de ensefianza se
hizo teniendo en cuenta los resultados de la administracion del test que he comentado en la seccién
anterior, y suponiendo que el grupo de estudiantes con los que se experimentaria posteriormente
tendria unos conocimientos y errores similares a los de sus companeros que respondieron al test.

La implementacion se realizé en un grupo de 4° de ESO experimental (equivalente en edad y
estudios previos a 2° de BUP) con 24 alumnos, durante tres clases ordinarias del grupo. Las clases
fueron impartidas por el profesor habitual del grupo, pero también estuvo presente, como
observadora activa, la autora de la tesis doctoral. Los 24 alumnos trabajaron divididos en subgrupos
de 4 alumnos, con momentos de trabajo en subgrupo y otros de puesta en comun. Para evaluar la
experimentacion se administré a los estudiantes como pretest y postest el test elaborado en la fase
diagnostica de la investigacion.

El disefio de las actividades de la unidad de ensefianza se hizo teniendo en cuenta el analisis
didactico del concepto de area incluido en el marco tedrico de la investigacion y los resultados de la
administracion del test en la fase diagndstica, si bien en el ultimo momento se realizaron algunos
cambios como consecuencia de los resultados de la administraciéon del pretest. Las actividades
pretenden, de manera global, lograr que los estudiantes profundicen en la disociacién entre el area
de una superficie y la forma de dicha superficie, su perimetro, y la unidad empleada para realizar la
medicidn. Esto se llevo a la practica diferenciando dos tipos de actividades:

* Actividades para el tratamiento cualitativo del drea de una superficie. Tomando como punto

de partida la interpretacion del area como valoracion de la porcion del plano ocupado por una

superficie, se elaboraron actividades que pusieran de relieve:

- Diversos procedimientos geométricos de valoracion de areas basados en comparacion
directa (por superposicién) o comparacion indirecta (por recorte y pegado, descomposicion
conveniente, o reconfiguracion por complementariedad).

- La independencia del area respecto de la forma y del perimetro de la superficie.

-La conservacion y/o variacion del area y/o perimetro de una superficie mediante

transformaciones que conserven sélo el drea, sélo el perimetro o que no conserven ni drea
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ni perimetro.

* Actividades para el tratamiento cuantitativo del drea de una superficie. Tomando como punto

de partida la interpretacion del drea como niimero de unidades que recubren exactamente una

superficie, se elaboraron actividades que pusieran de relieve:

- Diversos procedimientos numéricos de medicion de dreas basados en: La iteracion de la
unidad cuando la superficie se puede cubrir exactamente con una cantidad de unidades
enteras (mediante cubrimiento fisico o cubrimiento dibujado) o cuando dicho cubrimiento
exacto no es posible (en cuyo caso hay que fraccionar o que recortar y recomponer la
unidad). El uso de féormulas.

- Las propiedades de la unidad de medida de areas.

- El uso de unidades de drea cuadradas y no cuadradas.

- La independencia del drea respecto de la forma y el perimetro de la superficie y respecto del
numero que la mide.

El resultado de este planteamiento tedrico es una unidad de ensefianza formada por 33
actividades. No es posible reproducir aqui la unidad completa, pero en el anexo 2 incluyo las
actividades que inciden en la independencia entre area y perimetro de una superficie.

La evaluacion de la unidad de ensefianza se realizé mediante la comparacion de las respuestas
al pretest y al postest de cada estudiante. Ahora el interés no es observar las concepciones,
estrategias de trabajo o errores de los estudiantes, sino determinar los cambios producidos como
consecuencia de la unidad de ensenanza.

Como resumen de diversas conclusiones especificas obtenidas en relacion con cada aspecto
del concepto de area mencionado en las paginas anteriores, las siguientes son las principales
conclusiones generales respecto de la influencia de la unidad de ensefianza en las concepciones de
los estudiantes:

* Concepciones del area:

- Aunque, a lo largo de la unidad de ensefianza, los estudiantes han trabajado en contextos

que potencian las dos concepciones mds adecuadas del area (geométrica y numérica), y sus
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respuestas muestran que comprenden bien ambas concepciones, en el postest todos los
estudiantes menos uno optan por la concepcion geométrica del édrea.

-La unidad de ensefanza ha permitido a los alumnos distinguir entre el area de una
superficie, la forma de esa superficie y el nimero que la mide.

- La mayoria de los estudiantes han conseguido distinguir el drea de una superficie de su
perimetro.

* Concepciones de la unidad de area:

- Los estudiantes no tuvieron dificultad alguna para medir el area de una superficieutilizando
diferentes unidades bidimensionales ni para comprender que al drea de una superficie le
pueden corresponder nimeros distintos segun las unidades de medida empleadas.

* Procedimientos utilizados en la resolucidén de problemas de comparacion v medida de areas:

- El tratamiento cualitativo del area ha propiciado que los estudiantes utilicen, cuando ello era
beneficioso, procedimientos geométricos para resolver problemas planteados en contextos
numéricos.

- Los alumnos se familiarizaron rapidamente con los procedimientos geométricos basados en
la comparacién directa o indirecta de las superficies.

* Férmulas para el calculo de areas.

- Ha aumentado ligeramente el nimero de alumnos que conocen las diferentes formulas
usuales de célculo de areas y han desaparecido casi por completo los errores derivados de
la identificacion incorrecta de algun componente de las férmulas, del célculo del perimetro
en vez del area, o del uso de féormulas erréneas.

* Conservacion y/o variacion del area y/o perimetro de una superficie:

- Para que los estudiantes puedan resolver problemas de comparacion del area de dos
superficies cuando los procedimientos geométricos son insuficientes, o analizar la variacion
que sufre el drea de una superficie cuando ésta es sometida a determinada transformacion,
es necesario que los estudiantes comprendan las férmulas del area y sus elementos, es

decir, que sean capaces de analizar las posibles variaciones de estos elementos y su
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influencia en el valor del area.

* Algunas conclusiones globales:

- Después de la experimentacion los estudiantes poseen un mayor conocimiento de los
distintos aspectos del area estudiados, y una mayor capacidad para resolver correctamente y
de forma comprensiva distintos tipos de problemas.

- Por el contrario, los estudiantes no modificaron su conocimiento de los aspectos del drea no
estudiados explicitamente en la unidad de ensefanza (por ejemplo el caracter bidimensional

del area).
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Anexo 1: Items del test sobre independencia entre area y perimetro de una superficie
(Corberan, 1996)

Item 2.2. La siguiente superficie tiene una determinada é4rea y un cierto
perimetro. Realiza sobre ella la modificacion que creas oportuna de manera
que se obtenga una nueva superficie de menor drea y con un perimetro

mayor.

Item 2.14. Dibuja un rectdngulo que tenga el mismo perimetro que
el rectangulo de la figura pero con un drea menor. 6 cm. 4 cm.
Si crees que esto no es posible, indicalo y explica el porqué

de ello.

Item 2.22. El tridngulo ABC se ha transformado en el nuevo tridngulo ABD. Compara las dreas y

los perimetros de estos dos tridngulos.
C D

A B

a) Marca con una “X” la respuesta que creas verdadera:
- El area de ABC es mayor que la de ABD.
- El area de ABC es menor que la de ABD.
- Los dos triangulos tienen igual area.
- No puedes decir si uno tiene mayor drea que el otro.
Razona la respuesta.

b) Marca con una “X” la respuesta que creas verdadera:
- El perimetro de ABC es mayor que el de ABD.
- El perimetro de ABC es menor que el de ABD.
- Los dos triangulos tienen igual perimetro.
- No puedes decir si uno tiene mayor perimetro que el otro.

Razona la respuesta.

Item 2.23. El paralelogramo de la figura ABCD se ha C D
transformado en un nuevo paralelogramo ABC’D’. Compara @ b
sus dreas y sus perimetros.

A B

a) Marca con una “X” la respuesta que creas verdadera:
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- El paralelogramo ABCD tiene mayor area que el ABC’D’.
- El paralelogramo ABCD tiene menor area que el ABC’D’.
- Los dos paralelogramos tienen igual area.
- No puedes decir si uno tiene mayor drea que el otro.
Da una razén para tu respuesta.
b) Marca con una “X” la respuesta que creas verdadera:
- El paralelogramo ABCD tiene mayor perimetro que el ABC’D’.
- El paralelogramo ABCD tiene menor perimetro que el ABC’D’.
- Los dos paralelogramos tienen igual perimetro.
- No puedes decir si uno tiene mayor perimetro que el otro.

Da una razén para tu respuesta.

Anexo 2: Actividades de la unidad de enseiianza sobre independencia entre area y perimetro
de una superficie (Corberan, 1996)

Actividad 3. La figura (A) ha sido cortada en 2 piezas que han sido reorganizadas -sin
superponerse- para construir la figura (B).
a) Compara sus areas. ; Tienen igual area?

b) Compara sus perimetros. ; Tienen igual perimetro?

/

Actividad 4. La figura (A) ha sido cortada en 3 piezas que han sido reorganizadas -sin

(A) (B)

superponerse- para construir la figura (B).
a) Compara el area de la figura (A) con la de (B). ;Son iguales?

b) Compara sus perimetros. ;Son iguales?

(A) (B)

Actividad 6. La figura (A) ha sido cortada en 4 piezas que han sido reorganizadas -sin
superponerse- para construir la figura (B).

a) Determina el drea de (B). b) Determina los perimetros de (A) y (B).
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(A) (B)

Actividad 14. Transforma el rombo del dibujo en otra superficie de:
a) [gual area y menor perimetro.

b) Igual area y mayor perimetro.

Actividad 15. Sitia una cartulina sobre el corcho. Coge el hilo que se te ha dado y, procurando que
esté siempre tenso, pinchalo sobre el corcho con la ayuda de chinchetas de modo que
construyas un poligono. Después reproduce esta figura en el papel. Haz esto varias veces.

a) ( Tienen todos los poligonos construidos la misma drea?
b) ( Tienen todos los poligonos construidos el mismo perimetro?
c) Extrae todas aquellas conclusiones que creas de interés y que estén relacionadas con los

resultados de los anteriores apartados.

Actividad 16. Modifica la superficie del dibujo de manera que se obtenga
una nueva superficie con:
a) Mayor area y menor perimetro.

b) Menor area y mayor perimetro.

Actividad 17. Modifica cada una de las siguientes superficies de manera que en cada caso se
obtenga una nueva superficie con:

a) Menor drea y mayor perimetro.  b) Mayor area y menor perimetro.

7 [\

C))

(1) 2

Actividad 26. Completa la tabla siguiente tomando como unidad de érea el cuadrado (S) y como

unidad de longitud el segmento (L).

medida del area medida del perimetro

figura (A)
figura (B)
figura (C)
figura (D)
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S @, .
L] L] L] L) (B). L]
L] L] (é) o L] : :
L) L] L] o L] (D). o o L]
° (?) L] ° ° L] L] L] ° ° L]

Actividad 27. Dibuja en la trama cuadrada de puntos superficies de igual perimetro y diferente

area.

Actividad 28. a) ;Como habra que disponer 36 cuadrados de 1 cm de lado para formar dos tapices,
de manera que el perimetro de uno sea el menor posible, y el del otro, el mayor posible?

b) (Cual sera el drea cubierta en cada tapiz?

Actividad 31. Sobre la trama cuadrada de puntos dibuja: a) 4 figuras diferentes de 1/2 cm?2.
b) 8 figuras diferentes de 1 cm2.  c¢) 8 figuras diferentes de 3/2 cm?.
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