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1.- ;Qué es un modelo?

Como indica el titulo de este libro, un objetivo central del mismo es
ofrecer algunas ideas que ayuden a establecer conexiones entre las pro-
puestas que realizan los investigadores en educacién matemdtica y la
realidad de un grupo concreto de estudiantes, de manera que el trabajo de
los investigadores resulte itil al profesor de ese grupo y no se quede en
algo desligado de la actividad educativa cotidiana, En este capitulo descri-
biremos un modelo de razonamiento y aprendizaje de las matemdticas
elaborado por dos profesores e investigadores holandeses llamados Pierre
Marie Van Hiele y Dina Van Hiele-Geldof, Pero antes de referirnos a
dicho modelo, es conveniente conocer cuil es el proceso que tiene lugar
durante la elaboracién de un modelo y su posterior utilizacién, ya que esto
ayudard a entender y utilizar el modelo de Van Hiele.

En términos generales, un “modelo” (matematico, fisico, qufmico, psi-
colbgico, etc.) es una representacién, generalmente simplificada, de un
determinado fenémeno real; muchos de nosotros hemos estudiado los
modelos cristalogrdficos (prismas que representan las diferentes estructu-
ras cristalinas de los minerales), o hemos usado esos conjuntos de bolas
de colores que representan la estructura de los dtomos; en matemdticas,
los dbacos, los bloques multibase, las regletas de Cuisenaire y las calcula-
doras son diferentes modelos utilizados para representar los niimeros, las
operaciones aritméticas y sus propiedades. Aunque nuestro interés se cen-
tra en lo que podemos llamar “modelos educativos”, es decir aquéllos que
tienen que ver con el desarrollo intelectual, la ensefianza o el aprendizaje
de las matemdticas, seguramente son mds conocidos por los lectores algu-
nos modelos fisicos, quimicos o, sobre todo, matemdticos, por lo que
usaremos éstos como ejemplo paradigmdtico, ya que existe un paralelis-
mo total entre las formas de construir o aplicar ios modelos de unos tipos
y de otros.

Un modelo matematico tiene como objetivo describir mateméticamen-
te una situacién del mundo real que se presenta con la suficiente frecuen-
cia como para que merezca la pena estudiarla y tratar de comprenderla.
Asf, por ejemplo, los poligonos y poliedros son modelos que representan
determinadas estructuras cristalinas presentes en la naturaleza, las Leyes
de Newton son un modelo matemdtico de las interacciones de los cuerpos
en el espacio. Del mismo modo, las diferentes teorfas de razonamiento,
ensefianza o aprendizaje son modelos que fratan de describir aspectos
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relacionados con el contexto formado por el desarrollo intelectual de los
estudiantes y su aprendizaje escolar (Piaget es, sin duda, el autor més
conocido).

La creacién de un modelo matemético (o de cualquicra de las dreas
citadas antes) sigue un patrén bdsico, esquematizado en la figura 1, que
consta de las cuatro fases siguientes:
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Figura 1. Creacién y utilizacién de un modelo matematico,

a) La necesidad de construir un modelo matemético surge de {a obser-
vacién de determinados hechos, que se repiten una y otra vez y que
producen resultados semejantes en individuos u objetos sometidos a con-
diciones similares; estas regularidades provocan en el observador el deseo
de entender sus causas para poder predecirlas, provocarlas o evitarlas. En
la historia antigua tenemos infinidad de ejemplos de este tipo relacionados
con la astronomia o la naturaleza; actualmente la elaboracién y uso de
modelos matemdticos es una préictica habitual en industrias como la aero-
ndutica, del automavil o electrénica.

b) Las observaciones realizadas dan lugar al primer planteamiento de
un modelo que trate de imitarlas y repetirlas. Esta es la fase mds laboriosa
del trabajo, pues en muchos casos el investigador no tiene ninguna pista
de lo que estd buscando ni de su aspecto. Por otra parte, un minimo de
rigor cientifico exige la validacién de] modelo mediante la realizacién de
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nuevas experiencias y la comparacién de los resultados reales con los
tedricos.

¢) Una vez creado y validado el modelo matemdtico, se inicia un
proceso de estudio teérico del mismo, durante el cual se desarrolla y
completa su estructura matemdtica, ya que habrd diversas propiedades que
no han sido descubiertas por los investigadores durante sus experiencias.
Este proceso da lugar, generalmente, a la modificacién de la propuesta
original, mediante el planteamiento de una versién mds completa del mo-
delo y la consiguiente verificacién de la validez de las modificaciones que
se hayan introducido. Ademds, se habri logrado una comprensién mds
profunda del modelo que permitird aplicarlo con mds exactitud y obtener
mejores resuitados.

d) Por dltimo, se entra en la fase de aplicacién del modelo. Es ahora
cuando se puede empezar a sacar provecho del modelo, no sélo por parte
de sus creadores, sino de cualquier otra persona que lo necesite. Un ejem-
plo espectacular de esta fase lo tenemos en la utilizacién del modelo
matemético que describe las interacciones entre los cuerpos para el estu-
dio de la estructura del sistema solay, gracias a lo cual se pudo deducir la
existencia del planeta Plutén y su tamaiio 25 ailos antes de que fuera visto
por primera vez, cosa que ocurrié en 1930 mediante un telescopio cons-
truido especialmente para ello .

Un problema que se encuentran los investigadores al crear un nuevo
modelo matemdiico es el de diferenciar qué es lo bisico y qué lo secunda-
rio en el fenémeno que estdn observando, ya que es imposible pretender
que un modelo describa con exactitud el comportamiento de todos los
individuos: Siempre habra algunos factores extraiios o aleatorios que da-
ran lugar a resultados diferentes de los previstos por el modelo. Asf, un
modelo matemdtico para describir Ja cafda de los cuerpos que no tenga en
cuenta el rozamiento con el aire (una de las Leyes de Newton), indicard la
velocidad con mds error que otro modelo que sf lo considere % no obstan-
te, ningin modelo tomard en consideracién factores como la fuerza del
viento, l1a presencia de tluvia o la presién atmosférica, los cuales fambién
influyen en la velocidad del mévil. Algo parecido ocurre con los diferen-
tes modelos atémicos que se han sucedido a lo largo de este siglo, en los
que siempre se¢ representan los protones, neuirones y electrones, pero
estdn ausentes ofras de las particulas que integran los dtomos. La bondad
de un modelo matemdtico serd mayor cuanto mds elementos relevantes
tenga en cuenta y, sobre todo, cuanto mds préximos estén los resultados
reales a los previstos por el modelo. ’

301



Fendmeno

inicial lebrico

del mundo A

2 Observacién educalivo

?} de casos

g g
g g
: Verificaclén 2.
& Y 5
§ Modelo aplicaciones g
g‘ educativo Andlisis g
: H
g g
: 3

Estudio de su
estructura
formal

Modelo
educalivo
complelado

Figura 2. Creacién y utilizacién de un modelo educativo.

En el caso de los modelos educativos, el proceso que se sigue para su
construccién es anédlogo al de los modelos matemdticos (ver la figura 2),
si bien los elementos de estudio son siempre seres humanos: La observa-
cién de regularidades en el comportamiento de diversos estudiantes en
determinadas circunstancias hace que los investigadores las analicen para
obtener alguna explicacién y construir un modelo que les permita descri-
bir cémo se produce el desatrollo intelectual o el aprendizaje de los alum-
nos; una vez que el modelo ha sido validado y perfeccionado, serd utiliza-
do por profesores, disefiadores de currfculum, etc. con el fin de obtener
mejores métodos de enseiianza y lograr mejores resultados.

El hecho de que la base de los modelos educativos se encuentre en el
estudio del comportamiento de los individuos introduce una gran cantidad
de factores aleatorios que es muy dificil, o imposible, poder controar:
Cansancio fisico o mental, estado anfmico, interés, etc. Por lo tanto, nin-
giin profesor deberia caer en el error de esperar que aplicando fiel-
mente un determinado modelo educativo (¢l de Van Hiele o cualquier
otro) se resolveran todos sus problemas y que todos sus alumnos com-
prenderin y aprenderdn las matematicas sin esfuerzo. Mds bien, lo
que hay que esperar es que, aunque el modelo no produzca resuitados
perfectos, sf proporcione mejores resultados que otras formas de trabajo.
En este sentido, creemos que el modelo de Van Hiele es una excelente
guia para los profesores pues, como veremos, ensefia a descubrir cémo
debe comunicarse ¢l profesor con los alumnos, para presentarles los nue-
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vos conceptos de manera que se fomente {a comprensién de las matemati-
cas, su aprendizaje y el desarrollo de la capacidad de razonamiento de los
estudiantes. Por otra parte, pensamos que una parte muy importante del
éxito de un modelo educativo se basa en la confianza del profesor en el
modelo y en su conocimiento profundo del mismo, pues elio le permitird
hacer un uso flexible del modelo, lo cual siempre es necesario.

2.- ¢(En qué consiste el modelo de Van Hiele?

Una conversacién con profesores de matemadticas de Ensefianza Ele-
menial o Media pondré de relieve inmediatamente la existencia de un
sentimiento de impotencia por parte de muchos profesores frente al pro-
greso realizado por una parte mds o menos importante de sus alumnos
durante el curso. Los profesores se lamentan de una serie de problemas
como los siguientes: Muchas veces no hay manera de conseguir que fos
estudiantes comprendan algiin concepto nuevo; otras veces parece que
éstos “se saben” los conceptos o propiedades que el profesor les acaba de
introducir, pero sélo son capaces de usarlos en ejemplos idénticos a los
resueltos con la ayuda del profesor; fambién ocurre, especialmente en
Ensefianza Media, que los estudiantes pueden resolver problemas concre-
tos con bastante habilidad, pero carecen de ideas cuando deben resolver
esos mismos problemas planteados en un contexto algo diferente, abstrac-
to 0 mds formalizado; otra situacidn tipica de las clases de matemdticas es
la de los estudiantes que tienen que recurrir a memorizar las demostracio-
nes de los teoremas o las formas de resolver los problemas, pues es la
tinica forma legal que tienen de aprobar los exdmenes.

Las reflexiones anteriores no estdn originadas por un problema recien-
te, ni tampoco son particulares de los profesores espaiioles, aunque sf son
usuales en cierto estilo de profesores: Aquéllos que se preocupan de que
sus alumnos razonen sobre lo que estdn haciendo, de que comprendan el
significado y la utilidad de las matemdticas y de que lleguen a ser capaces
de resolver problemas diferentes de los ya conocidos. Por el contrario, no
es nada frecuente oir los lamentos anteriores a profesores cuyo iinico
objetivo es hacer que sus alumnos memoricen las definiciones, las formu-
fas y los enunciados y demostraciones de los teoremas.

Hace cerca de 40 afios, la preocupacidn ante este problema experimen-
tada por dos profesores holandeses, que daban clase de matemdticas en
Ensefianza Media, les indujo a estudiar a fondo la situacién para tratar de
encontrarle alguna solucién. Estos profesores son Pierre Marie Van Hiele
y Dina Van Hiele-Geldof; leamos c6mo explica el propio P.M. Van Hiele
el surgimiento de st interés por este tema (Van Hiele {1986}, p. 39):

“Cuando empecé mi carrera como profesor de matemdticas, pronto me
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di cuenta de que era una profesién diffcil. Habfa partes de la materia en
cuestién que yo podia explicar y explicar, y atin as{ los alumnos no
entendfan, Podia ver que ellos lo intentaban realmente, pero no tenfan
éxito. Especialmente al comienzo de la geometria, cuando habia que de-
mostrar cosas muy simples, podfa ver que ellos daban el méximo de sf,
pero Ia materia parecfa ser demasiado diffcil. Pero debido a que yo era un
profesor inexperto, también tenia que considerar la posibilidad de que yo
fuera un mal profesor. Y esta ditima y desagradable posibilidad se afirma-
ba por lo que ocurria posteriormente: De pronto parecfa que comprendifan
la materia en cuestién. Podfan hablar de ella con bastante sentido y a
menudo decfan; “No es tan diffcii, pero ;por qué nos io explico usted de
forma tan complicada?” En los afios que siguieron cambié mi explicacién
muchas veces, pero las dificultades se mantenian. Parecfa como si siem-
pre estuviera hablando en una lengua distinta. Y considerando esta idea
descubrf 1a solucién, los diferentes niveles del pensamiento.”

Si recordamos Ia primera seccién de este capftulo, podemos reconocer
en el pdrrafo anterior un resumen del fenémeno educativo que dio lugar al
modelo de razonamiento de Van Hiele (ver figura 2): Un profesor se
siente preocupado por la similitud en la manera de trabajar y la compren-
sién de sus alumnos afio tras afio, independientemente de la forma como
él les presente la materia y de su experiencia creciente como profesor,
P.M. Van Hiele continia explicando brevemente cudl fue su primer inten-
to de solucién, mediante la elaboracién de un modelo educativo que trata
de explicar el porqué del comportamiento de sus alumnos (Van Hiele
[1986], pp. 39-40):

“Primero presenté mi descubrimiento de la siguiente forma (Van Hiele
[1955], p. 289):

“Puede decirse que alguien ha alcanzado un nivel superior de pensa-
miento cuando un nuevo orden de pensamiento le permite, con respecto a
ciertas operaciones, aplicar estas operaciones a nuevos objetos. El alcan-
ce del nuevo nivel no se puede conseguir por ensefianza pero, aiin asi,
mediante una adecuada eleccién de ejercicios, el profesor puede crear
una situacion favorable para que el alumno alcance nivel superior de
pensamiento.”

Se puede ver mi intento por librarme a mi mismo de no ser capaz de
dar suficiente instruccién; también se puede ver la solucién: una adecuada
serie de ejercicios, En realidad, se ha puesto de manifiesto que al cambiar
los libros de texto todas las dificultades podrfan desaparecer. Asi que mi
introduccidn a los niveles no era sélo una afirmacién sino también un
programa.” '

Asi pues, en estos pdrrafos tenemos recogidas las ideas centrales de lo
que fue el modelo educativo inicial (recordar Ia figura 2) creado por los
Van Hiele. Dichas ideas, que siguen siendo el corazén del modelo de Van
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Hiele tal como se utiliza actualmente, pueden enunciarse de la siguiente
manera:

(1) Se pueden encontrar varios niveles diferentes de peifeccién en el
razonamiento de los estudiantes de matematicas.

(2) Un estudiante s6lo podré comprender realmente aquellas partes
de las matemdticas que el profesor le presenfe de manera adecuada a su
nivel de razonamiento,

(3) Si una relacién matemdtica no puede ser expresada en el nivel
actual de razonamiento de los estudiantes, serd necesario esperar a que
éstos alcancen un nivel de razonamiento superior para presentirsela.

{4) No se puede enseiiar @ a una persona a razonar de una determinada
forma, Pero si se le puede ayudar, mediante una ensefianza adecuada de
las matemdticas, a que llegue lo antes posible a razonar de esa forma.

El modelo de Van Hiele estd formado, realmente, por dos partes: La
primera de ellas es descriptiva, ya que identifica una secuencia de tipos de
razonamiento, {lamados los “niveles de razonamiento”, a través de los
cuales progresa la capacidad de razonamiento matemético de los indivi-
duos desde que inician su aprendizaje hasta que Hegan a su miximo grado
de desarrollo intelectual en este campo. La otra parte del modelo da a los
profesores directrices sobre c6mo pueden ayudar a sus alumnos para que
puedan alcanzar con mds facilidad un nivel superior de razonamiento;
estas directrices se conocen con el nombre de “fases de aprendizaje”.

Tras la publicacién del primer planteamiento de su modelo de razona-
miento y ensefianza, los Van Hiele han seguido trabajando en su perfec-
cionamiento y desarrollo*; al mismo tiempo, otros educadores y psicélo-
gos interesados por el modelo de Van Hiele han realizado investigaciones
y experimentaciones conducentes a lograr un mejor conocimiento y un
uso mds eficaz del mismo (en Gutiérrez, Jaime [1989] ofrecemos un
resumen de algunas publicaciones inferesantes; ver también Senk {1985]).
Como consecuencia de este proceso (idéntico al representado en la figura
2), que sigue desarrolldndose en la actualidad, se ha llegado a definir la
forma que tiene hoy el modelo. ’

Vamos a dedicar las préximas pdginas a describir y analizar las dos
componentes del modelo de Van Hiele, asi{ como a mostrar algunos ejem-
plos de aplicaciones hechas en las Enseilanzas Elemental o Media. Si bien
la filosoffa que inspira el modelo de Van Hiele se refiere al razonamiento
y aprendizaje de las matemadticas en general, tanto las observaciones ini-
ciales de los esposos Van Hiele como todos los estudios relevantes que se
han hecho desde entonces estdn cenirados en la geometria; por este moti-
vo, los ejemplos y las propuestas que vamos a presentar a continuacién se
orientan a esta parte de las mateméticas. Creemos que es sumamente
dificil aplicar el modelo de Van Hiele a dreas de las matematicas diferen-
tes de la geometifa y que para ello serfa necesario realizar cambios muy
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drésticos en las caracterizaciones de los niveles; de hecho, ha habido
algunos intentos en este sentido, incluso por el propio P.M. Van Hiele
(ver Van Hiele {19871}, pero sus resultados han sido muy pobres.

3.- Los niveles de razonamiento de Van Hiele.

Si observamos y comparamos las formas de aprender, de (rabajar y de
expresarse en geometria de los estudiantes de diferentes niveles educati-
vos, no nos costard mucho identificar notables diferencias entre los niiios
de los primeros y de los tiltimos cursos de E.G.B., los estudiantes de
Ensefianza Media y los de las Facultades de Ciencias: Mieniras que los
primeros sélo son capaces de trabajar de forma visual, refiriéndose a los
objetos que tienen ante ellos, y no saben justificar con claridad sus ideas,
los nifios de los ltimos cursos de E.G.B, han logrado un notable desarro-
llo en su capacidad de expresién y, si bien siguen necesitando objetos
fisicos para estudiar las matemdticas, esos objetos son representantes de
ciertos conceptos o propiedades generales y abstractas; no obstante, estos
nifios todavia no suelen ser capaces de realizar razonamicntos formales
(por ejemplo, lo que los matemdticos entendemos por “demostraciones”),
habilidad que con el apoyo de una enseiianza adecuada se puede terminar
de adquirir en los tltimos cursos de Enseflanza Media y se perfecciona, si
hay ocasién para ello, en la Universidad.

Asf pues, la presencia de los niveles de razonamiento en la ensefianza
es bastante evidente. Las siguientes son las principales caracteristicas que
permiten reconocer cada uno de los cuatro niveles de razonamiento mate-
mitico de Van Hiele a partir de la actividad de los estudiantes (quien
desee ampliar esta lista de descriptores, puede consultar Burger, Shaugh-
nessy [1986], Crowley [ 1987] o Fuys, Geddes, Tischler [1985]):

Nivel 1 (de reconocimiento):

« Los estudiantes perciben las figuras geométricas en su totalidad,
de manera global, como unidades, pudiendo incluir atributos irrelevantes
en las descripciones que hacen.

+ Ademds, perciben las figuras como objetos individuales, es decir
que no son capaces de generalizar las caracteristicas que reconocen en
una figura a otras de su misma clase.

« Los estudiantes se limitan a describir el aspecto fisico de las
figuras; los reconocimientos, diferenciaciones o clasificaciones de figoras
que realizan se basan en semejanzas o diferencias ffsicas globales entre
ellas.
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« En muchas ocasiones las descripciones de las figuras estdn basa-
das en su semejanza con otros objetos (no necesariamente geométricos)
que conocen; suelen usar frases como “... se parece a ...”, “... tiene forma
de...”, etc.

» Los estudiantes no suelen reconocer explicitamente las partes de
que se componen las figuras ni sus propiedades matemdticas.

Este es, obviamente, el nivel més elemental de razonamiento, tipico de
Preescolar y primeros cursos de E.G.B., cuando ios niitos se dedican, bajo
la gufa del profesor, a manejar determinados tipos de figuras (por ejemplo
algunos cuadrildteros), aprenden sus nombres y practican actividades de
reconocimiento en los dos sentidos: nombre <—>> figura. Asi, si les da-
mos a los nifios un grupo de cuadrildteros, pueden seleccionar los rombos,
los cuadrados, los rectdngulos, etc. y si cogemos, uno detrds de otro,
varios de esos poligonos, los nifios podrdn decir sus nombres,

Si el profesor pregunta a los nifios en qué se diferencian, por ejemplo,
los rombos de los rectiangulos, sus respuestas haran énfasis en las diferen-
cias de forma, tamaiio, tal vez color, de las figuras que tengan delante en
ese momento (el rectdngulo es mds largo”, “el rombo es mds picudo”,
...); en este nivel no debemos esperar respuestas que hagan incidencia en
paralelismo, dngulos rectos, etc.

En coherencia con este tipo de razonamiento, no es de extraiiar que los
nifios clasifiquen como figuras de tipos diferentes los cuadrados y los
rectdnguios {es decir que consideran que un cuadrado no es rectdngulo),
los cuadrados y los rombos® o dos rectdngulos como los de la figura 3.

Figura 3,

Deciamos que se trata de un nivel de razonamiento tipico de los pri-
meros cursos de E.G.B., pero no es exclusivo suyo; en realidad, cada vez
que se presente a los estudiantes algin concepto geoméirico nuevo, éstos
van a pasar por el nivel [, si bien algunas veces ese paso serd muy répido.,
Por ejemplo, al iniciar el estudio de los dngulos, perpendicularidad y
paralelismo, geometria espacial, etc., siempre habrd un perfodo de tiempo
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en el que los estudiantes s6lo tendrdn un conocimiento fisico, visual, de
las nuevas figuras.

En la dltima de las caracteristicas del nivel 1 que hemos enunciado
decimos que los estudiantes no suelen reconocer explicitamente ...; trata-
remos de explicar mediante un cjemplo qué queremos decir: Si le damos a
un nifio pequefio que se encuentra en el nivel 1 de Van Hiele un circulo,
un tridngulo y un cuadrado y le preguniamos en qué se diferencian estas
figuras, seguramente su respuesta se referird a redondez, figuras més o
menos punliagudas, etc., pero no hablard de niimero de vértices ni de
amplitud de dngulos. Es evidente que el nifio reconoce los vértices (0 su
ausencia) como caracteristica diferenciadora entre las figuras, pero no es
consciente de ello y, por lo tanto, no los usa directamente. Con estudian-
tes mayores esta situacién no se da tan claramente: Ante la misma situa-
cién anterior, un nifie de los dltimos cursos de E.G.B. s{ hablard de los
dngulos, porque ya los ha estudiado, pero para él esos elementos son
particulares de la figura que estd utilizando, pues carece por completo de
la capacidad de generalizacién (mds adelante veremos un ejemplo de
esto).

Nivel 2 (de analisis):

« Los esludiantes se dan cuenta de que las figuras geométricas
estan formadas por partes o elementos y de que estdn dotadas de propie-
dades mateméticas; pueden describir las partes que integran una figura y
enunciar sus propiedades, siempre de manera informal.

« Ademds de reconocer las propiedades matemadticas mediante la
observacién de las figuras y sus elementos, los estudiantes pueden deducir
otras propiedades generalizdndolas a partir de la experimentacion.

+ Sin embargo, no son capaces de relacionar unas propiedades con
otras, por lo que no pueden hacer clasificaciones I6gicas de figuras basén-
dose en sus elementos o propiedades.

La primera caracteristica de este nivel que hemos enunciado revela su
diferencia bésica con el nivel I: Los estudiantes han cambiado su forma
de mirar las figuras geométricas, ya son conscientes de que pueden estar
formadas por elementos y de que son portadoras de ciertas propiedades.
Mientras para un estudiante del nivel 1 de Van Hiele un rectdngulo es una
figura reconocible porque tiene una determinada forma {como las puertas
o los libros), para otro que se encuentre en el nivel 2, un rectdngulo es un
cuadrildtero con lados paralelos dos a dos, dngulos rectos, lados opuestos
iguales, etc.; es decir, su respuesta a qué es un rectdngulo serd una lista de
las propiedades que conoce.

Otro avance importante en el tipo de razonamiento del nivel 2 respecto
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al nivel 1 estd en el desarrollo por parte de los estudiantes de la capacidad
para reconocer que las figuras concretas que estén manipulando son (o
pueden ser) representantes de unas familias. Por ejemplo, si, a partir de la
manipulacién de unos cuantos rombos, un estudiante del nivel 2 descubre
que las diagonales son perpendiculares, sabrd, sin necesidad de compro-
barlo, que las diagonales de cualquier otro rombo que le presenten serdn
también perpendiculares (incluso cuando el dibujo sea poco exacto),

El nivel 2 es el primero que ofrece un razonamiento que podemos
llamar “matemdtico”, pues es el primero en el que los estudiantes son
capaces de descubrir y generalizar (necesariamente a partir de la observa-
cién y la manipulacién) propiedades que todavia no conocian. Sin embar-
go, esta capacidad de razonamiento es limitada, pues usardn las propieda-
des de una figura como si fueran independientes entre si; por ejemplo, no
relacionardn la existencia de dngulos de 90°, la perpendicularidad o el
paralelismo de lados. Esto hace que no puedan clasificar adecuadamente
las diferentes familias de polfgonos, ya que seguirdn considerando, por
ejemplo, los rectdngulos y los cuadrados como dos familias disjuntas;
tiene mds peso para estos estudiantes la existencia de algunas propiedades
diferenciadoras que la existencia de otras propiedades comunes {en térmi-
nos piagetianos, podriamos decir que no tienen la habilidad de hacer
inclusiones de clases).

Nivel 3 (de clasificacion);

» En cste nivel comienza la capacidad de razonamiento formal
(matemdtico) de los estudiantes: Ya son capaces de reconocer que unas
propiedades se deducen de oiras y de descubrir esas implicaciones; en
particular, pueden clasificar l6gicamente las diferentes familias de figuras
a partir de sus propiedades o relaciones ya conocidas. No obstante, sus
razonamientos 16gicos se siguen apoyando en la manipuiacién.

 Los estudiantes pueden describir una figura de manera formal, es
decir, pueden dar definiciones mateméticamente correctas, comprenden ¢l
papel de las definiciones y los requisifos de una definicién correcta.

¢ Si bien los estudiantes comprenden los sucesivos pasos indivi-
duales de un razonamiento légico formal, los ven de forma aislada, ya que
no comprenden Ja necesidad del encadenamiento de estos pasos ni entien-
den la estructura de una demostracién: Pueden entender una demostracion
explicada por ¢l profesor o desarroliada en el libro de texto, pero no son
capaces de construirla por s{ mismos.

+ Al no ser capaces de realizar razonamientos 16gicos formales ni
sentir su necesidad, los estudiantes no comprenden la estructura axiométi-
ca de las matemdticas.
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Si la capacidad de razonamiento propia del nivel 2 no permitia a los
estudiantes entender que unas propicdades pueden deducirse de otras, al
alcanzar el nivel 3 habrdn adquirido esta habilidad de conectar 16gicamen-
te diversas propiedades de la misma o de diferentes figuras, En el caso del
estudio de los cuadrildteros, los estudiantes de este nivel ya podrén enten-
der que la ignaldad de los dngulos opuestos implica el paralelismo de los
lados, que la igualdad de lados implica la perpendicularidad de diagona-
les, etc.

Otras consecuencias de la nueva habilidad mental de los estudiantes
son que ya serdn capaces de clasificar inclusivamente los diferentes cua-
drildteros {los cuadrados son rombos y rectdngulos, ...) y que podrdn dar
definiciones matemadticamente correctas, sin redundancias, en vez de “de-
finir” las figuras mediante listas exhaustivas de propiedades, como hacfan
en el nivel 2,

Aunque este avance en la habilidad de razonamiento es muy importan-
te, 10 es mds que un paso intermedio en el camino que Heva a la compren-
sién completa de los sistemas axiométicos formales que sostienen las
matemdticas, que se alcanzard en el nivel 4 de Van Hiele. En efecto, la
capacidad de los estudiantes se limitard a realizar pequeiias deducciones,
es decir, implicaciones simples, no pudiendo, por ejemplo, darse cuenta
de la técnica seguida para hacer la demostracién completa de un teorema.

-Esta incapacidad de los estudiantes para comprender las demostracio-
nes viene acompaiiada de un sentimiento de que las demostraciones for-
males no son necesarias, pues para ellos es suficiente si se comprueba el
teorema en cuestién en una cantidad “razonablemente grande” de casos.
Una reaccion tipica de los estudiantes del nivel 3 o inferiores es que, ante
la peticién del profesor de que demuestren alguna propiedad, le repro-
chen: “;Por qué tenemos que demostraria, si ya sabemos que es verdad?”

Nivel 4 (de deduccién formal):

+ Alcanzado este nivel, los estudiantes pueden entender y realizar
razonamientos légicos formales; las demostraciones (de varios pasos) ya
tienen sentido para ellos y sienten su necesidad como tinico medio para
verificar la verdad de una afirmacién.

+ Los estudiantes pueden comprender la estructura axiomdtica de
las matematicas, es decir el sentido y la utilidad de términos no definidos,
axiomas, teoremas, ...

+ Los estudiantes aceptan la posibilidad de llegar al mismo resulia-
do desde distintas premisas (es decir, la existencia de demostraciones
alternativas del mismo teorema), la existencia de definiciones equivalen-
tes del mismo concepto, ...
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Al alcanzar el nivel 4 de razonamiento se logra la plena capacidad de
razonamicnto 16gico matemadtico y, al mismo tiempo, la capacidad para
tener una visién globalizadora del drea que se esté estudiando.

Hasta ahora hemos puesto ejemplos de los diferentes niveles de razo-
namiento basdndonos en el estudio de los cuadrildteros; los estudiantes
del nivel 4 podrdn hacer demostraciones formales de las propiedades que
ya habfan demostrado informalmente con anterioridad, asf como descubrir
y demostrar nuevas propiedades mds complejas, y también estardn en
condiciones de relacionar los cuadrildteros con olras partes de la geome-
trfa (euclidea) que han estudiado, de darse cuenta de que hay algunos
elementos comunes a todas ellas (puntos, rectas, paralelismo, ...) y llega-
rdn a reconocer que las diferentes paries de la geometria que conocen,
tanto plana como espacial, son en realidad partes de un {nico sistema
formal basado en los Postulados de Euclides.

4.- Principales caracteristicas de los niveles.

La lectura detenida de la descripcién de los niveles que acabamos de
hacer pone de relieve algunas caracterfsticas importantes del modelo de
Van Hiele:

{) La jerarquizacion y secuencialidad de los niveles, Resulta evi-
dente que los 4 niveles representan cuatro grados de sofisticacion en el
razonamiento matematico que puede usar una persona. Ademds, cada ni-
vel de razonamiento se apoya en el anterior: Pensar segiin el segundo
nivel no es posible sin la capacidad de razonamiento del primer nivel;
pensar segiin el tercero no es posible sin la capacidad de razonamiento del
segundo; pensar segiin el cuarto no es posible sin el tercero (Van Hiele
[1986], p. 51).

Por otra parte, entre las caracteristicas de los niveles 1, 2 y 3 siempre
hay alguna que se refiere a habilidades que todavia no saben usar los
estudiantes; mds concretamente, se frata de habilidades que éstos estdn
empezando a adquirir pero de las cuales todavia no son conscientes y que,
por lo tanto, todavia no usan explicitamente: En el nivel 1 no se reconoce
la importancia de las partes de las figuras, en el nivel 2 no se reconoce la
existencia de relaciones de implicacién entre propiedades de las figuras;
en ¢l nivel 3 no se reconoce la existencia de conexiones o encadenamien-
tos entre distintas implicaciones para consiruir demostraciones formales.

Asf pues, los niveles de Van Hiele tienen una estructura recursiva, ya
que en el nivel N (1, 2, 3) hay determinadas habilidades que estdn siendo
usadas implicitamente por los estudiantes y cuyo uso explicito se aprende
en ¢l nivel N+1. El diagrama de la figura 4 resume estas ideas.
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Elementos explicitos Elementos implicitos
Nivel 1 Figuras Partaes y propledades
,/ de las figuras
Nivel 2 Paries y propiedades Implicaciones entre
de as figuras / propiedades
Nivel 3 Implicaciones entre / 1 Deduccién formal
. propiedades / do feoremas
Nivel 4 Deducci6n tormal /
de teoremas

Figura 4. Estructura recursiva de los niveles de Van Hiele.

Desde este punto de vista, la actividad que realice el estudiante para
desarrollar su capacidad de razonamiento debe orientarse a hacerle cons-
ciente de esa habilidad implicita; para ello serd necesario plantearle activi-
dades en las que se requiera Ia utilizacién de dicha habilidad, ya que la
préctica repetida y la experiencia son las que dardn lugar al desarrollo de
su forma de razonar.

Estas consideraciones se pueden resumir en un principio bésico del
modelo de Van Hiele, que se deriva de esta estructura jerdrquica y
secuencial: No es posible alcanzar un nivel de razonamiento sin antes
haber superado el nivel inferior.

A propésito de esta propiedad del modelo, es conveniente poner en
evidencia un peligro que se deriva del aprendizaje memorfstico: Un estu-
diante puede aparentar un nivel de razonamiento determinado, superior al
que realmente posee, porque ha aprendido a realizar rutinariamente proce-
dimientos propios del nivel superior, aungue realmente no los comprende.

Un ejemplo de ello lo tenemos en nuestros estudiantes de Ensefianza
Media: Con frecuencia, desde que empiezan en 1° de B.U.P., se les pide
que ftrabajen en un contexto de matemdticas formales, que demuestren
propiedades y resuelvan determinados tipos de problemas de masnera for-
mal (de dlgebra lineal o andlisis). Cuando los estudiantes no han alcanza-
do el nivel 4, esta pretensién del profesor se traduce en una incompren-
sién de la materia que estdn estudiando y en la necesidad de recurrir a la
memorizacién como tinica posibilidad de supervivencia ante los exdme-
nes. Con el paso del tiempo, estos alumnos han aprendido (de memoria,
por repeticion) cierto nimero de formas mecédnicas de actuar, propias del
lenguaje matemético formalizado que el profesor usa y les pide que usen,
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con las que pueden dar la impresion de encontrarse en el nivel 4, cuando
en realidad estdn lejos de poder realizar verdaderamente ese tipo de razo-
namiento. En efecto, si se les plantea a estos alumnos un problema dife-
rente de los modelos que han memorizado, intentan resolverlo usando al
pie de la letra los métodos que conocen y no llegan a la solucién porque
no son capaces de darse cuenta de que esos procedimientos no sirven.

2) Hay una estrecha relacion entre el lenguaje y los niveles. Las
diferentes capacidades de razonamiento asociadas a los cuatro niveles de
Van Hiele no sélo se reflejan en la forma de resolver los problemas
propuestos, sino en la forma de expresarse y en el significado que se le da
a determinado vocabulario. Un ejemplo son las diferentes formas de en-
tender en los niveles 2 y 3 la relacién de inclusién entre cuadrados y
rectdngulos: si un profesor utiliza esta relacion segin el nivel 3 (es decir,
considera {cuadrados} C {rectingulos}) pero sus alumnos la estdn con-
siderando desde ¢l nivel 2 (es decir, para ellos {cuadrados} ,Qf {rectdngu-
los}), éstos no entenderin los argumentos del profesor.

Otro ejemplo muy claro lo tenemos en el significado de la palabra
demostrar 7, que describe la actividad mds tipicamente matemdtica: Ase-
gurar Ja veracidad de las afirmaciones que hacemos. Esta palabra tiene
significados diferentes para personas que razonen en los distintos niveles:

— En el nivel 1 carece por completo de sentido matemdtico, lo cual se
suele traducir en razonamientos de lo mas dispar.

— Para un estudiante del nivel 2, “demostrar” consiste, simplemente,
en comprobar que la afirmacidn es cierta en unos pocos casos, incluso en
uno solo, haciendo las mediciones oportunas con alguna herramienta.
Esto le bastard para aceptar la veracidad de la afirmacién.

— En el nivel 3 la palabra “demostrar” ya tiene un significado préxi-
mo al que le damos los matemdticos: las demostraciones estdn formadas
por razonamientos légicos, si bien sus argumentos son de tipo informal,
basados en la observacién de ejemplos concretos; esto puede traducirse en
ocasiones en que la demostracién sea incorrecta porque, en realidad, se
trate de un caso particular.

— En el nivel 4 la palabra “demostracién” ya tiene el significado
usual entre los matematicos: los estudiantes ya construyen demosiraciones
que cumplen los requisitos usuales de rigor, Probablemente un estudiante
del nivel 4 haga la misma demostracién que en el nivel 3, es decir si-
guiendo los mismos pasos, pero ahora justificard las igualdades basdndose
en otras propicdades matemdticas conocidas.

Veamos un ejemplo de lo anterior. En un test para determinar el nivel
de Van Hiele, hemos planteado el siguicnte ejercicio a varios estudianies
de diferentes niveles: “;Es verdad que los dngulos de cualquier tridngulo
suman 180°? Justifica tu respuesta”. Estas son algunas contestaciones:

313



a) (Bstudiante de 6° de E.G.B.) “No, porque los dngulos de cualquier
tridngulo pueden medir lo que quicran y al sumarlos puede salir una cifra
cualquiera.”

Es evidente que la itmagen que tiene de los tridngulos y de los dngulos
es la puramente visual tipica del nivel 1, pues ve el trifingulo y sus tres
dngulos como cosas independientes y es incapaz de relacionarlos.

b) (Estudiante de 6° de E.G.B.; ver la figura 5). “Supongamos un
tridngulo equildtero (todos los dngulos iguales). Cada dngulo 60°. Suma =
60° + 60° + 60° = {80°.

Ahora supongamos cualquier tridngulo. Cada dngulo = 90°, 65°, 25°,
Suma = 90° + 65° + 25° = 180°.” '

Figura 5.

Esta forma de demostrar la propiedad es caracteristica del segundo
nivel de razonamiento. Es probable que este alumno haya usado un frans-
portador para medir los dngulos del segundo tridngulo, que ha dibujado al
azar, aunque también puede que haya calculado los dngulos a ojo, apli-
cando la férmula que estd tratando de demostrar,

¢) (Ninguno de los estudiantes que contestaron el test dio una res-
puesta del nivel 3). La demostracién habitual de esta propiedad se basa
(figura 6) en reconocer visualmente que <o.=<0’, <f=<f’ y <y=<y,
porloque <0+ <b+<y=<0’+<B’ + <y = 180°. Hacemos hincapié en
que la linea de la argumentacion es de tipo 16gico-deductivo, pero que las
justificaciones dadas se reficren a la figura concreta que se ha dibujado.
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Figura 6. La suma de los dngulos de un tridngulo es 180°.

d) (Estudiante de 3° de Ciencias de Magisterio; ver la figura 6). “o. =
o', B =P’ por ser dngulos alternos internos, resultado de cortar una recta
con dos paralelas.

vy = 4" por ser dngulos opuestos por el punto en que se cortan dos
rectas.

Como o + B’ + 79 = 180°, por lo tanto o + f§ + Y= 180°.”

Puede observarse que esta demostracion, que corresponde al nivel 4 de
razonamiento, sigue una linea de argumentacién completamente formal e
incluye la justificacién de todos los pasos; esto tillimo es lo que diferencia
esta forma de entender las demosiraciones de la propia del nivel 3.

Hemos visto, con este ejemplo, cémo una palabra tiene significados
diferentes en los distintos niveles, es decir, que a cada nivel de razona-
miento le corresponde un tipo de lenguaje especifico. Las implicacio-
nes que esto tiene para la actividad de los profesores en sus clases son
evidentes y trascendentales: Si un profesor quiere hacerse comprender por
sus alumnos, debe hablarles en su nivel de lenguaje, es decir, debe amol-
darse al nivel de razonamiento de los estudiantes para, a partir de ahi,
tratar de guiarles para que lleguen al nivel superior; lo contrario provocard
en poco tiempo la incomprensién mutua (el profesor tampoco entiende a
sus alumnos y no evaliia adecuadamente Ias respuestas de éstos). Por lo
tanto, tal como escribe P.M. Van Hiele {Fuys, Geddes, Tischler [1984}, p.
246), dos personas que razonan (y que interpretan los argumentos del
otro) en diferentes niveles no podran comprenderse,

3) El paso de un nivel al sigui¢nte se produce de forma continua,
Este es un tema sobre el que se pueden encontrar las dos opiniones opues-
tas: Hay personas, entre las que se encuentra P.M. Van Hiele, que sugie-
ren que el paso de un estudiante desde un nivel de razonamiento al si-
guiente se produce de una forma brusca, como un salto, mientras que
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ofras consideran que este paso se produce de forma mds pausada y, por lo
tanto, continua.

Un argumento en el que se apoyan los defensores de la primera opi-
nidén es el expresado por P.M. Van Hiele [1986] de la siguiente manera,
haciendo referencia a su propia experiencia como profesor de
matemdticas:

“... Habia partes de la materia que yo podia explicar y explicar, y aiin
asi los alumnos no entendfan. ... De pronto parecia que comprendian la
materia en cuestién. Podfan hablar de ella con bastante sentido ...”

Todos sabemos que esto es verdad por propia experiencia, tanto de
estudiantes como de profesores, pues muchas veces, tras largo tiempo
déndole vueltas a un problema, de repente hemos “visto” la solucién.

Nosotros, sin embargo, creemos que con esta interpretacién se estdn
simplificando demasiado las cosas, pues:

A) No se debe confundir haber comprendido 1a solucién de un proble-
ma (o tipo de problemas) concreto con haber adquirido destreza en el
manejo del nuevo tipo de razonamiento necesario para resolver ese pro-
blema.

B) Cada nivel de Van Hiele se caracteriza por varias habilidades de
razonamiento importantes, de forma que sélo se puede considerar adquiri-
do un nivel de razonamiento cuando se tenga un dominio adecuado de
todas esas destrezas. No es en absoluto razonable pensar que una persona
adquiere el dominio de las diferentes destrezas de forma automdtica y
simultdnea; y, ademds de no ser razonable, la experiencia indica que
tampoco es real.

En diversas experiencias realizadas durante los iltimos afios, podemos
observar c6mo, con frecuencia, hay estudiantes que, durante la resolucién
de un problema, utilizan de forma simultdnea tipos de razonamiento pro-
pios de dos niveles consecutivos; otras veces, un estudiante ha resuelto los
diversos problemas que se le han planteado razonando de forma uniforme
a lo largo de cada problema, pero empleando en unos problemas un nivel
de razonamiento superior al usado en otros que deberfa haber resuelto
también mediante el mismo nivel superior. Vamos a presentar dos ejem-
plos:

1) Fuys, Geddes y Tischler plantean a sus alumnos una actividad que
consiste en presentarles un tipo de cuadrildteros nuevo para ellos (las
cometas ®), con el fin de observar su habilidad para analizar las propieda-
des de la nueva clase de figuras y las relaciones de ésta con las otras
clases de cuadrildteros que ya conocen. Entre otras figuras, se les presenta
un cuadrado (colocado en posicién estdndar, es decir con la base horizon-
tal) y se les pregunta si es o no una cometa (Fuys, Geddes, Tischler
[1985], p. 31). Esta es la respuesta de dos alumnas de 9° grado, con 14-15
afios (Fuys, Geddes, Tischier [1985], p. 148):
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“Iniciabmente, Madeline y Beth definen una cometa como “con forma
de diamante con cuatro puntas, dos lados iguales [seiialdndolos] y otros
dos lados iguales [sefialdndolos]”. Madeline colocé el cuadrado en el
montén de las no-cometas explicando que “no tiene forma de diamante”
(nivel 1). El entrevistador gira ¢l cuadrado 45° Madeline dice: “Oh!,
tiene forma de diamante, tiene cuatro lados, tiene cuatro vértices y dos
pares de lados adyacentes son iguales” y entonces cambia el cuadrado al
montén de las cometas, basando su decisidn en las propiedades (nivel 2).”

2) Dentro de un test administrado a varios nifios de E.G.B. al principio
del curso 1988-89, plantedbamos una actividad del tipo “;cudl es la figu-
ra?"?, El siguiente es un fragmento del didlogo con un estudiante de 8° de
E.G.B. (13-14 aiios); en este momento, el estudiante ya sabe que se trata
de un poligono que tiene: i) cuatro lados; ii)} al menos un dngulo de 60°;
iii) al menos un dngulo de 120° iv) al menos dos lados de la misma
longitud.

Basdndose en estas propiedades ha dibujado, en primer lugar, un rom-
bo, no muy perfecto, con dngulos de 60° y 120° (figura 7-1) y, después,
un poligono (figura 7-2) con <l = 60°, <2 = 120° y los lados @ y d
iguales {hemos aitadido las letras, los niimeros y la linea discontinua, as{
como las notas entre corchetes para hacer el didlogo comprensible]. Al
presentarle {a quinta propiedad (“tiene al menos dos lados paralelos”), el
estudiante analiza las dos figuras:

Figura 7
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Est.
Prof.:
Est.:
Prof.:
Est.:
Prof.:
Est.:

Prof.:

*Est.:
Prof.:

Est.:

Prof.:
Est.:

Prof.:

Est.:

[comprueba el paralelismo de » y 4 con escuadra y cartab6n]
Este ya no; ya no da.

Esos lados [seilalando a b y d } ;no son paralelos?

Estos si [sefialando al rombo].

Pero, si esos dngulos [seflalando a <1 y <2] son de 60° y 120°,
(no tendrfan que ser [h y d ] paralelos?

No, porque éste [seiiala a b ] tiene una longitud y éste [sefiala a
d tiene otra,

Pero, ;qué Jados has mirado? ;No has mirado éste [sefiala a b ]
y éste [seitalaa d ]?

[vuelve a comprobar con escuadra y cartabén el paralelismo de
b yd)Esigual '

El caso es que esos dos lados se diferencian muy poco, son casi
paralelos. Me pregunto si esa pequefia diferencia es porque no
tienen que ser paralelos o porque el dibujo estd un poco desvia-
do. ;Qué piensas? ...... Si ese dibujo lo hubiese hecho un deli-
neante, ;deberian ser paralelos?

Imide con el transportador <2 y <3] Sf, son iguales.

Entonces, ;quedamos en que esos dos lados [sefiala a b y d ]
no son paralelos?

[contesta inmediatamente] Estos si.

Ah! Vamos a ver, que me he perdido.

Es que a lo mejor no estd bien hecho y por eso hay esa diferen-
cia. Ahora he medido los dngulos [<2 y <3] como si éste [sefia-
la a <3] fuera también de 120°, como si empezara aqui [sefiala
a la prolongacién de « 1. Como estdn en la misma linea, dan los
dos 120°,

Entonces, ;esas dos lineas si tienen que ser paralelas, aunque el
dibujo no esté¢ muy bien?

St

El asterisco (*) marca un cambio en el razonamiento del estudiante.
Durante la primera parte del didlogo, estd siguiendo un razonamiento
basado en el nivel 2, pues utiliza las relaciones dadas por ¢t dibujo (de no
paralelismo) entie los lados de una figura de la que no conoce propieda-
des (para €l es, simplemente, un cuadrildtero), mientras que en ¢l caso del
rombo, sabe que los lados deben ser paralelos, aunque en su dibujo
resulte evidente que no lo son. Por otra parte, hace algunas afirmaciones
que resultan incongruentes, lo cual es seiial de su incapacidad para rela-
cionar unas propiedades con ofras.

Sin embargo, a partir de la respuesta (*) empicza a utilizar un modo de
razonamiento del nivel 3, pues se basa en la igualdad 16gica de <2 y <3 (y
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no en la fisica derivada de! dibujo) para deducir que ambos miden 120° y
que, por tener un lado comiin, los otros lados deben ser paralelos.

No pretendemos hacer aqui un analisis detaliado de esta cuestion, que
se sale del &mbito de este texto, pero sf queremos plantearla para que los
profesores que quieran emplear el modelo de Van Hiele en sus clases no
sc sientan confundidos. En resumen, creemos que €l paso de un nivel de
razonamiento al siguiente se produce de manera gradual y que du-
rante algiin tiempo el estudiante se encontrard en un perfodo de tran-
sicién en el que combinard razonamientos de un nivel y del ofro, La
evidencia de este perfodo serd que ¢l estudiante mostrard deseos de usar el
nivel superior, pero cuando encuentre dificultades o dudas tenderd a refu-
giarse en la seguridad del nivel inferior, en el que se siente méas cémodo.

5.- La evalnacion del nivel de razonamiento de los estudiantes,

Ahora que acabamos de describir las principales caracteristicas y pro-
piedades de los niveles de razonamiento de Van Hiele y antes de empezar
a mostrar las importantes y estrechas relaciones de los niveles de razona-
miento con la formacién matemadtica de los estudiantes (cosa que haremos
a partir de la seccidn siguiente), es conveniente abordar Ia cuestioén de la
determinacién del nivel de razonamiento de una persona.

Si un profesor quiere basarse en el modelo de Van Hiele para la
organizacién y el desarrollo de sus clases, deberd, en primer lugar, tener
una idea lo més exacta posible del nivel de razonamiento de sus alumnos;
ya hemos visto algunos de los varios motivos que hacen necesario tener
en cuenta su nivel: Uso del fenguaje adecuado y planteamiento de activi-
dades que fomenten el paso de los alumnos al nivel siguiente de razona-
miento.

En primer lugar, debemos centrar la atencién en una caracterfstica del
razonamiento que es importante en la préctica: El nivel de razonamiento
de los individuos es de cardcter local; esto quiere decir que se puede
observar cémo un estudiante se desenvuelve en distintos niveles de razo-
namiento si le proponemos actividades basadas en diferentes 4reas de las
matemdticas, Aunque esto pueda parccer incongruente a primera vista, no
lo es si observamos algunos hechos:

- Estd plenamente demostrado que hay partes de las matemdticas
cuyo estudio requiere un desarrollo mental superior a otras y que, por lo
tanfo, empiezan a estudiarse a una edad mds avanzada que estas tltimas.
Por lo tanto, los estudiantes pueden ser bastante expertos en unos temas y
muy poco en otros.

- Siempre que una persona empieza a estudiar un drea de las matema-
ticas que le era desconocida hasta entonces, empieza a recorrer los niveles
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de razonamiento de Van Hiele empezando por el nivel 1, en concordancia
con la caracterfstica de secuencialidad de los niveles que hemos comenta-
do en la seccién anterior.

Por lo tanto, no es ildgico encontrar esa diversidad de niveles de
razonamiento, ya que el desarroilo de la capacidad de razonamiento de
una persona se logra fundamentalmente gracias a la experiencia (esta
afirmacién la analizaremos con mds detalle en la seccién 6) y es normal
que los estudiantes tengan mds experiencia en unas dreas de las matemdti-
cas que en otras ', Esta diversidad de niveles es mds fdcil encontrarla en
estudiantes que no han llegado a razonar en ¢l nivel 4 en ningtin drea. Por
el contrario, cuando un estudiante es capaz de desarrollar razonamientos
formales en algunas partes de las matemdticas y empieza a estudiar ofro
campo, lo normal es que pase muy rdpidamente por los tres primeros
niveles de razonamiento en este campo y que llegue en poco tiempo al
cuarto nivel; ademds, esie estudiante tratard de usar las técnicas del razo-
namiento formal que ya conoce, lo cual hace mds dificil observar la
diferencia de niveles de su razonamiento.

Los profesores e investigadores que trabajan sobre el modelo de Van
Hiele utilizan generalmente dos métodos para determinar el nivel de razo-
namiento. Uno de los métodos consiste en la realizacién de entrevistas
individuales entre el profesor y cada cstudiante, durante las cuales el
profesor plantea diversas actividades y dialoga con el alumno a tenor de
su forma de resolverlas y del nivel de razonamiento que vaya mostrando
durante la entrevista. El otro método consisi€ €n [a realizacién por ios
estudiantes de un ejercicio escrito formado por una serie de actividades,
que pueden ser similares a las usadas en el modelo anterior. Obviamente,
la eptrevista clinica es ¢l método que proporciona unos resultados méas
fiables sobre el nivel de Van Hiele de una persona, pero también estd
claro que no es prdctico para los profesores que tienen que trabajar con
grupos de mds de 30 alumnos.

En cualquier caso, al preparar un cuestionario para medir el nivel de
razonamiento de los alumnos, conviene tener presenfes algunas normas
que ayuden a hacerlo mds fiable:

» Se deben seleccionar actividades cuyas respuestas sean lo suficien-
temente largas como para que los estudiantes puedan hacer visibles sus
ideas y su forma de razonar; una actividad que sdlo requiera una res-
puesta escueta (“Si”, “No”, un ndmero, un dibujo, ...) no es util. Al
mismo tiempo, el planteamiento de las actividades debe incitar a los estu-
diantes a explicar los motivos de sus respuestas; frases como “;Por qué
piensas eso?”, “Explica cémo has encontrado la solucién”, etc. suclen ser
ttiles para ello 2,

» 'No debe confundirse el planteamiento de un cuestionario para cono-
cer el nivel de razonamiento con un examen tradicional, en el que se trata
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de evaluar el nivel de conocimientos; son dos situaciones diferenciadas
bésicamente por el hecho de que llegar al resultado final correcto de los
problemas no es tan importante en el primer caso como en el segundo. Por
to tanto, para determinar el nivel de razonamiento, lo més importante
no es evaluar si los estudiantes contestan bien o mal, sino c6mo con-
testan y por qué lo hacen asi.

+ Aunque se tenga alguna idea previa sobre el nivel de razonamiento
de los estudiantes, las actividades deben seleccionarse de manera que
cubran los cuatro niveles, o por lo menos los niveles 1 a 3 si se estd
trabajando con nifios de los primeros cursos de E.G.B. Para hacer la
seleccion de ejercicios, es conveniente que el profesor se plantee cémo
podrian confestar a cada uno personas de los diferentes niveles, para que
de esa forma se pueda hacer una seleccion equilibrada

« Hay que evitar el error de asignar niveles a las preguntas y basarse
en ellos para determinar el nivel de razonamiento de los estudiantes pues,
en la mayoria de los casos, una actividad puede ser resuelta correcta-
mente por estudiantes de diferentes niveles, pero sus formas de resol-
verla serdn diferentes (y a veces también lo serdn sus soluciones; por
ejemplo, ya hemos comentado que un estudiante de nivel 2 clasificard los
cuadrildteros de distinta forma que otro de nivel 3), Hemos mostrado en
fas pédginas anteriores ejemplos de las diferentes formas que tienen estu-
diantes de los cuatro niveles de demostrar que los dngulos de un ridngulo
suman 180°. Veamos algunos ejemplos de contestaciones de estudiantes
de E.G.B. y de Magisterio a dos actividades que reflejan diferentes nive-
les de razonamiento.

Actividad: Mira la figura 8 y contesta a las siguientes preguntas: ;Es
un rombo? ;En qué te has fijado para saberlo?

Figura 8.
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Respuesta a): “Si. Porque tiene la forma de un rombo.”

Respuesta b): “No. Porque no tiene los lados iguales y los dngulos no
son iguales dos a dos.”

Es muy fécil reconocer en la respuesta a) el razonamiento tipico del
nivel 1: Para este estudiante la figura es un rombo porque es parecida a
todas las figuras que ha visto antes con ese nombre; probablemente sus
profesores no se han preocupado de mostrarle ejemplos de figuras que no
son rombos aunque se les parezcan.

La respuesta b) refleja el nivel 2 de razonamiento: Este estudiante ha
verificado las caracteristicas que conoce de los rombos y se ha dado
cuenta de que el poligono de la figura 8 no las cumple. Por otra parte, esta
respuesta no muestra que el estudiante haya alcanzado el nivel 3, pues en
ese caso se habrfa limitado a mencionar sélo una de las caracteristicas.

Sin embargo, si el estudiante hubiera contestado “No. Porque no tiene
los lados iguales”, tampoco deberfamos concluir que razona en el nivel 3
porque sabe que la negacidn de una de las condiciones es suficiente, pues
podria tratarse de una persona que sélo sabe que los rombos deben tener
los lados iguales; lo que si es seguro es que estd razonando en el nivel 2.
Una consecuencia importante de este ejemplo es que en muchos casos lo
méaximo que podremos asegurar es que el estudiante tiene por lo me-
nos un determinado nivel de razonamiento,

Actividad: |Es verdad que los dngulos de cualquier poligono de n
lados suman (n-2)x180°7 Justifica tu respuesta.
Respuesta c): (ver figura 9) 6 lados = 6-2=4;

4 X 180° - =720°
tridngulos suma de los dngulos
de cada tridngulo

Figura 9.
Respuesta d): Vemos que en todos estos casos (figura 10) se puede

dividir un poligono en tridngulos frazando diagonales. Si continudsemos
con mds poligonos verfamos que sicmpre el mimero minimo de tridngulos
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que podemos conseguir es el mimero de lados del poligono menos 2. Por
tanto, para saber la suma de los dngulos de un poligono multiplicaremos
180° (los grados que suman los dngulos de un tridngulo) por el niimero
de tridngulos = (n-2)x180°.

4-2=2 5-2=3 6-2=4"
Figura 10.

La respuesta c) corresponde al nivel 2, pues este alumno se conforma
con verificar que el resultado es cierto en unos pocos ejemplos (en este
caso una sola figura) que, en su esquema mental, representan a cualquier
poligono.

"También la respuesta d) se basa en la verificacién de casos concretos
(3 ejemplos). Si este alumno se hubiera detenido en los ejemplos, estarfa
razonando en el nivel 2, pero, a diferencia del anterior, éste ya comprende
que con los ejeniplos no es suficiente y que debe elaborar un argumento
abstracto que sea vélido para cualquier ntimero de lados; por lo tanto su
razonamiento es del nivel 3. Este razonamiento no es del nivel 4 porque la
idea base de su argumento estd en lo que ha observado en los ejemplos y
porque no justifica de ninguna forma que la regla que ha descubierto (n
lados = n-2 tridngulos) se cumpla siempre ** (é1 asume que es asi),

Una respuesta del nivel 4 se diferenciarfa de la respuesta d) en dos
puntos: i) Justificarfa la generalizacién de la regla de triangularizacién y
ii) tendrfa en cuenta los polfgonos céncavos, que representan la parte mds
dificil de la demostracidén.

6.- El proceso de aprendizaje segiin el modelo de Van Hiele.

El titulo de esta seccién “el proceso de aprendizaje segiin ...”, no hace
referencia al aprendizaje de una parte de la geometrfa, gracias al cual el
estudiante conoce mds elementos de ese drea que antes de estudiar sobre
ella; este titulo se refiere al proceso por el cual una persona aprende a
utilizar nuevos métodos y herramientas de razonamiento mientras estudia
un drea de la geometria, es decir por el cual pasa a usar un tipo de
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razonamiento, propio de un nivel superior al que utilizaba anteriormente,
que le permite acceder a conacimientos mds profundos.

Respecto a esto, las principales preguntas que hay que confestar son:

- (Como se produce esta adquisicion (o aprendizaje) de nuevas habi-
lidades de razonamiento?

- ¢Hay alguna fonna de favorecer este proceso de aprendizaje?

Para contestar a la primera pregunta, vamos a describir las modifica-
ciones que se producen en las estructuras mentales de una persona durante
¢l proceso de aprendizaje que tleva de un nivel de razonamiento al si-
guiente,

Estas modificaciones consisten en la transformacién de las estructuras
mentales actuales en otras nuevas, mds complejas, que absorberdn Ias
anteriores. Podemos representar las estructuras mentales como “redes de
relaciones” en las que los vértices son los diferentes conceptos asimilados
(o diferentes representaciones del mismo concepto) y las lineas de cone-
xién entre vértices son las relaciones establecidas entre esos conceptos.

Segin esta imagen, el paso de un nivel de Van Hiele a otro superior se
produce mediante la creacién de una nueva red de relaciones obtenida al
incorporar a la anterior nuevos conceptos y nuevas refaciones (mds com-
plejas y abundantes que las de Ia red anterior) entre ellos. Si volvemos al
ejemplo de los cuadrildteros, que hemos utilizado al describir los niveles,
nos encontramos con las siguientes redes concepiuales:

a) En ¢l nivel 1 la red es muy simple, pues estd formada por una serie
de nombres de figuras (cuadrado, rombo, trapecio, etc.), sin conexién
entre ellos, y una serie de imdgenes visuales relacionadas con los nombres
{cada imagen s6lo con un nombre). Més que de una red, se trata de varias
sub-redes independientes.

La figura 11 muestra cudl es la situacién para el rombo: El nifio ha
aprendido, trabajando con dibujos, piezas recortadas, etc., a reconocer un
determinado tipo de figuras con la palabra “rombo”, de forma que a la
vista de unas nuevas figuras puede decir si son o no rombos (segiin el
parecido que tengan con los rombos que ha visto antes). La riqueza del
concepto “rombo” dependerd, obviamente, de la variedad de figuras que
el nifio haya observado y manipulado. Se formardn también otras sub-
redes andlogas para el cuadrado, rectdngulo, etc.
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SEEL UQ

Observacién

Memoria

/

Rombo

+ Rectanguto
* Cuadrado

» Paralelogramo
« Trapecio

Figura 11. Primera red de relaciones de los cuadrildteros y del rombo.

b) Durante el proceso de adquisicién del nivel 2 se amplian las sub-
redes anteriores (que continfian siendo independientes) gracias al surgi-
niento de los conceptos correspondientes a los elementos y propiedades
de cada cuadrilatero.

En la figura 12 se ve que la red de relaciones del nivel 2 para et rombo
estd formada por la red visual del nivel 1 y las nuevas conexiones estable-
cidas con las propiedades del rombo ¥, Es importante observar que las
relaciones se establecen inicamente entre cada propiedad y las represen-
taciones verbal o gréfica del rombo; un niiio del nivel 2 no sabe relacionar
directamente unas propiedades con ofras.
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Memoria Observacién

; Memoria

« Lados iguales

4

» Paralelogramo
+ Diagonales perpendic.
+ Angulos opuastos iguales
« Cuadrilatero
» Diagonales se cortan
en los ptos. medios -

Figura 12. Segunda red de relaciones del rombo.

¢) Las habilidades de razonamiento que se adquieren al subir al nivel 3
permiten integrar las diversas sub-redes en una sola red. En ésta las rela-
ciones establecidas son de tipo légico, a diferencia de las anteriores que
estaban basadas en la observacién y la memoria. Ahora los estudiantes ya
saben deducir una propiedades de ofras, saben clasificar los diferentes

cuadrildteros y saben definirlos correcfamente.

La figura 13 representa una parte {(referente al rombo) de la red de
relaciones I6gicas que liga los diferentes tipos de cuadrildteros, sus ele-

mentos y sus propiedades en el nivel 3.
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|

R —--—______ Ladosiguales

Figura 13. Tercera red de relaciones del rombo.

d) En lo que se refiere a la cantidad de vértices, algunas veces la red
de relaciones del nivel 4 se diferenciard poco de la red del nivel 3, debido
a que la mayor parte de los conceptos estudiados estardn ya presentes en
el nivel 3. Otras veces, Ia red del nivel 4 permitird, gracias al uso del
razonamiento formal, unir en una sola red varias que hasta ese momento
permanecian separadas. Por ejemplo, si un alumno ha estudiado geome-
tria plana y geometria espacial sin darse cuenta de las miiltiples conexio-
nes que hay cntre ellas, cuando sc encuenire en el nivel 4 en ambos
campos, podrd englobar estas redes en una sola que ligue todos sus cono-
cimientos de geometria euclidea.

Donde sf hay una diferencia muy importante entre las redes de ios
niveles 3 y 4 es en el niimero y tipo de conexiones que las integran:
Mientras que las conexiones del nivel 3 son de tipo l6gico pero informal y
basadas en la utilizacién de materiales, el razonamiento del nivel 4 es
formal y abstracto. Ademds, como consecuencia de la mayor potencia de
este razonamiento, en la red del nivel 4 s¢ podrén establecer nuevas
relaciones que en el nivel 3 no se habian encontrado a causa de su com-
plejidad.

En los pédrrafos anteriores hemos descrito fas redes de relaciones que
se forman en la mente de una persona a medida que, como consecuencia
del aumento de su capacidad de razonamiento, va realizando un aprendi-
zaje cada vez mis completo y profundo de una parte de la geometria (en
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nuestro ejemplo, los cuadrilateros). Pero el modelo de razonamiento ma-
temdtico de Van Hiele no sélo sirve para describir el proceso de aprendi-
zaje de la geometrfa (en el sentido que indicdbamos al comenzar esta
seccién); podemos aplicarlo también para describir el propio proceso por
el que una persona aprende a razonar mejor en matemadticas, es decir,
podemos utilizarlo para hacer meta-razonamiento.

Si analizamos las estructuras de los tipos de razonamiento propios de
los diferentes niveles y observamos qué elementos y operaciones de la
I6gica matemdtica se utilizan en cada nivel, nos daremos cuenta de que
podemos construir unas redes de relaciones andlogas a las que hemos
descrito antes. En efecto, dejando de lado el nivel 1, en el cual no hay
razonamiento matemdtico propiamente dicho, tenemos que:

a) En el razonamiento del nivel 2, el tinico elemento que sc utiliza es
Ja proposicién lgica: Se enuncian diversas afirmaciones que son verda-
deras o falsas dependiendo del concepto al que se apliquen. El estudiante
del nivel 2 no es capaz de relacionar unas propiedades con otras, luego la
primera red de relaciones del razonamiento estd formada por un conjunto
de vértices (las proposiciones) sin relaciones entre ellos (figura 14).

Nivel 2

* ARImasIon i + Afirmacién 2

« Afirmacién 3 + Afirmacion 4

Figura 14. Primera red de relaciones del razonamiento matematico.

b) En el nivel 3 los estudiantes adquieren la capacidad de relacionar
16gicamente unas afirmaciones con otras, si bien sélo son capaces de
establecer relaciones simples y no cadenas deductivas, Para el andlisis que
estamos haciendo ahora, lo importante es qué tipo de relaciones se esta-
blecen y no cémo se establecen (informal o formalmente). La figura 15
representa esta red de relaciones del razonamiento, formada por los mis-
mos vértices de la red anterior unidos por relaciones simples, que sélo
permiten conectar pares de vértices.
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Nivel 3

— = | Afirmacién2
Afirmacién 1 emm——e- | Afirmacion 3
Afirmacién 2 g | Afirmacion 4

Figura 15. Segunda red de relaciones del razonamiento légico.

¢) Por dlitimo, al Hegar al nivel 4, se adquiere completamente la capa-
cidad de razonamiento matemdtico. La nueva red de relaciones se cons-
truye, por una parte, mediante una reduccién de la red anterior, pues lo
que antes era un conjunto de varios vértices (las proposiciones) conecta-
dos por parejas (implicaciones simples), se convierten en unidades (los
teoremas) que pasan a ser vértices de la nueva red. Por otra parte, surgen
nuevos tipos de vértices que antes no existian, integrados por los diferen-
tes elementos del sistema axiomadtico (axiomas, definiciones o términos
indefinidos). La figura 16 representa esta red de relaciones.
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Nivel 4 A1 .y Mim.2 —y  fim. 4
Teorema 1
)
\
Axiomas y

Definiciones

Figura 16. Tercera red de relaciones del razonamiento 16gico.

Como puede verse al comparar las figuras 11, 12 y 13 con las figuras
14, 15 y 16, las redes de relaciones del aprendizaje de la geometria y del
razonamiento matemdtico tienen las mismas estructuras, si bien no corres-
ponden a los mismos niveles. Este es un paralelismo interesante, que
resume las distintas posiciones de cada nivel respecto del aprendizaje de
la geometria y de la adquisicion del razonamiento en matemdticas: La red
de relaciones geométricas que se construye usando el tipo de razonamien-
to de un determinado nivel es la que proporciona las experiencias necesa-
rias para aprender a usar la red de relaciones del tipo de razonamiento del
nivel siguiente. '

Algunas de las ideas que expone P.M. Van Hiele en “La pensée de
I’enfant et la géométrie” pueden ayudarnos a descubrir dénde esta la clave
para responder a la segunda pregunta planteada al principio de esta sec-
cién:

“Estos niveles son inherentes a la elaboracién del pensamiento; son
independientes del método de ensefianza usado. Sin embargo, s posible
que ciertas formas de ensefianza no permitan alcanzar los niveles superio-
res, pues los métodos de pensamiento usados en esos niveles permanecen
inaccesibles a los estudiantes.” (Fuys, Geddes, Tischler {1984], p. 246).

La idea central del modelo de Van Hiele en lo que respecta a la
relacién entre la enseftanza de las matematicas y el desarrollo de la capa-
cidad de razonamiento es que la adquisiciéon por una persona de nuevas
habilidades de razonamiento es fruto de su propia experiencia. Esta
experiencia se adquiere unas veces fuera de las aulas (todos los nifios
aprenden a partir de sus juegos, su relacién con las personas adultas, la
television, etc.) y otras veces dentro de ellas. La ensefianza adecuada es,
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por lo tanto, aquélla que proporciona esa experiencia. Desde esta perspec-
tiva, hay diferentes métodos de ensefianza que son igualmente vilidos,
aunque desde el punto de vista pedagégico puedan ser opuestos; el {inico
requisito es que proporcionen a los cstudiantes la posibilidad de realizar
los procesos de razonamiento adecuados. No obstante, resulia evidente
que serdn més vdlidos los métodos activos, inductivos, es decir, aquéllos
en los que el estudiante es algo mds que un simple receptor pasivo de
informacion, frente a las clases magistrales, la lectura del libro (incluso
cuando la hace un alumno) y los demds modos de ensefianza tipicamente
deductivos en los que se le presenta el producto final.

Es de sobra conocido que el actual curriculum espaiiol de matemdticas
en E.G.B. y Ensefianza Media presenta unas graves carencias, que se
traducen en una mala formacién de buena parte de los estudiantes. Si
analizamos lo que ocuite, nos daremos cuenta de que es explicable desde
las propuestas del modelo de Van Hiele. En efecto, el paso del nivel 1 al
nivel 2 es muy fécil de conseguir en E.G.B., pues el tipo de razonamiento
utilizado es muy simple y las experiencias en el manejo de figuras, nece-
sarias para que los nifios lleguen a poder descubrir sus componentes, las
puede proporcionar cualquier tipo de ensefianza, incluso el deductivo '3,
Esto se traduce en que es muy ficil lograr que, en poco tiempo, los nifios
superen el nivel 1 y empiecen a utilizar razonamiento del nivel 2.

Por el contrario, el paso del nivel 2 al nivel 3 y el paso de éste al nivel
4 son mds dificiles, pues es necesario desarrollar en los estudiantes unas
habilidades de razonamiento mds sofisticadas que, en bastantes casos, los
propios profesores no poseen (esperemos que la naciente reforma de las
ensefianzas no universitarias ayude a resolver esta situacién). Asi nos
encontranios con el problema de que, como consecuencia de una ensefian-
za demasiado pobre de las matematicas, la mayorfa de los estudiantes que
terminan E.G.B. no han podido alcanzar mds que ¢l nivel 2, mienfras que
al empezar a estudiar B.U.P. sus profesores les tratan como si hubieran
adquirido, como minimo, el nivel 3. El resultado final es que gran parte de
estos estudiantes terminan su formacién matemdtica con una capacidad de
razonamiento de los niveles 2 6 3, aunque en ocasiones aparenten un
razonamiento de nivel 4 a causa de 1a memorizacién que han tenido que
realizar,

El siguiente pdrrafo, extraido del mismo articulo de P.M. Van Hicle
que el anterior, lo complementa:

“La maduracién que lleva a un nivel superior tiene Iugar de una forma
especial. Se pueden revelar varias fases en ella (esta maduracién debe
considerarse, por encima de todo, como un proceso de aprendizaje y no
como una maduracién '® de tipo biol6gico). Por lo tanto, es posible y
deseable que el profesor ayude y la acelere. El objetivo del arte de enseiiar
es precisamente enfrentarse a la cuestién de saber c6mo se pasa a través
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de estas fases y c6mo se puede prestar ayuda al estudiante de forma
eficaz.” (Fuys, Geddes, Tischler [1984], p. 246).

Las fases de aprendizaje a las que alude Van Hiele serdn el objetivo de
fa préxima seccion.

Este planteamiento marca una de las diferencias fundamentales entre
los modelos de aprendizaje de Piaget y de Van Hiele'”, ya que para el
primero el aprendizaje matemdtico y el desarrollo intelectual estdn intima-
mente ligados al desarrollo biolégico; Van Hiele es mds explicito todavia
cuando postula:

“La imposibilidad de los nifios para pensar légicamente no procede de
una falta de maduracidn, sino de una ignorancia de las reglas del juego de
la l6gica. El nifio no tiene a su disposicion las estructuras a partir de las
cuales s¢ originan las preguntas. No puede entender las cuestiones porque
no ha terminado el proceso de aprendizaje que le gufa al nivel de pensa-
miento requerido. Es importanie la edad de los nifios en cuanto a que
deben haber tenido tiempo suficiente para llevar a cabo el necesario pro-
ceso de aprendizaje.” (Van Hiele {1986], p. 65).

Una consecuencia de esta diferencia de concepciones es la coniraposi-
cién de sus opiniones respecto de la posibilidad de acelerar el aprendizaje.
Piaget opina lo siguiente:

“El aprendizaje estd subordinado al desarrollo y no al revés” (Piaget
[1967]%%, p. 332).

“Esta cuestién nunca ha preocupado a los estudiantes y profesores de
Ginebra, ...... Los investigadores [partidarios de la aceleracion] han trata-
do de ensefiar una respuesta, una solucién particular, en vez de desarrollar
operaciones. Han tratado, por ejemplo, de ensefiar a los nifios que una
bola de arcilla pesa lo mismo que una barra (obtenida deformando una
bola igual a la anterior) porque se vefa al ponerlas en una balanza. Pero el
nifio no estard en absoluto convencido hasta que no maneje lo datos en su
mente utilizando una o varias de las operaciones que he descrito” (Stan-
dler [1967], p. 343).

En cierta forma, con la tltima frase Piaget estd dando la razén a Van
Hiele, ya que reconoce que el aprendizaje pasa por la acumulacién de
experiencias.

7.- Las fases de aprendizaje del modelo de Van Hiele,

Para completar la descripcién del modelo de razonamiento de Van
Hiele, vamos a dedicar esta seccién a exponer la propuesta de Van Hiele
sobre los pasos que debe seguir un profesor para ayudar a sus alumnos a
subir al siguiente nivel de razonamiento.

Se recordard que Van Hicle caracteriza el aprendizaje como un resul-
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tado de la acumulacion de la cantidad suficiente de experiencias adecua-
das; por lo tanto, existe la posibilidad de alcanzar niveles mds altos de
razonamicnto fuera de la enscilanza escolar si s¢ consiguen las experien-
cias apropiadas. No obstante, esas experiencias, aunque existen y no de-
ben despreciarse, generalmente nio son suficientes para producir un desa-
rrollo de la capacidad de razonamiento completo y rdpido, por lo que la
misién de la educacién matemdtica escolar es proporcionar experiencias
adicionales, bien organizadas para que sean lo mds ttiles posible.

Lo que Van Hiele llama las “fases de aprendizaje” son unas etapas en
la graduacién y organizacidn de las actividades que debe realizar un estu-
diante para adquirir las experiencias que le leven al nivel superior de
razonamiento. A lo largo de estas fases, el profesor debe procurar que sus
alumnos construyan la red mental de relaciones del nivel de razonamienio
al que deben acceder, creando primero los vértices de la red y después las
conexiones entre eflos. Dicho de otra manera, es necesario conseguir, en
primer lugar, que los estudiantes adquieran de manera comprensiva los
conocimientos bdsicos necesarios (nuevos conceptos, propiedades, voca-
buiario, etc.) con los que tendrdn que trabajar, para después centrar su
actividad en aprender a ulilizarlos y combinarlos. Las fases de aprendizaje
propuestas por Van Hiele son cinco:

12 fase: Informacién. Se trata de una fase de toma de contacto: El
profesor debe informar a los estudiantes sobre el campo de estudio en el
que van a trabajar, qué tipo de problemas se van a plantear, qué materiales
van a utilizar, etc. Asf mismo, los alumnos aprenderdn a mancjar el mate-
rial y adquirirdn una serie de conocimientos bésicos imprescindibles para
poder empezar el trabajo matemdtico propiamente dicho.

Esta es también una fase de informacién para el profesor, pues sirve
para que éste averigile los conocimientos previos de los estudiantes sobre
el tema que se va a abordar. Como decfamos antes, la experiencia extra-
escolar no debe despreciarse, sino que puede aprovecharse como fuente
de motivacién; ademds, es conveniente evitar hacer un trabajo repetido o
tratar de “enseiiar” cosas que los alumnos ya saben. Por otra parte, mu-
chas veces tendremos que trabajar en un tema que no es absolutamente
nuevo para los estudiantes, que ya lo han estudiado en algiin curso ante-
rior, por lo que, para una buena utilizacién del modelo de Van Hiele, es
imprescindible que el profesor sepa qué grado de conocimiento de los
contenidos del fema tiencn sus alumnos y, sobre todo, qué nivel de razo-
namiento son capaces de mostrar,

En resumen, esta fase sirve para dirigir la atencién de los estudiantes 'y
permitirles que sepan qué tipo de trabajo van a hacer, y para que el
profesor descubra qué nivel de razonamiento tienen sus alumnos en el
nuevo tema y qué saben del mismo.

22 fase: Orienfacion dirigida, En esta fase los estudiantes empiezan a

333



explorar el campo de estudio por medio de investigaciones basadas en el
material que les ha sido proporcionado '. El objetivo principal de esta
fase es conseguir que los estudiantes descubran, comprendan y aprendan
cudles son los conceptos, propiedades, figuras, etc. principales en el drea
de la geometria que estdn estudiando. En csta fase se construirdn los
elementos bdsicos de la red de relaciones del nuevo nivel. Van Hicle
afirma, refiriéndose a esta fase, que “las actividades, si son escogidas
cuidadosamente, forman la base adecuada del pensamiento del nivel supe-
rior” (Van Hiele {1986], p. 97).

Obviamente los estudiantes, por sf solos, no podrfan realizar un apren-
dizaje eficaz (en cuanto a los resultados obtenidos y al tiempo empleado),
por lo que es necesario que las actividades que se les propongan estén
convenientemente dirigidas hacia los conceptos, propiedades, etc. que de-
ben estudiar, El trabajo que vayan a hacer estard seleccionado de tal
forma que los conceptos y estructuras caracterfsticos se les presenten de
forma progresiva,

32 fase: Explicitacion, Una de las finalidades principales de la tercera
fase es hacer que los estudiantes intercambien sus experiencias, que co-
menten las regularidades que han observado, que expliguen cémo han
resuelto las actividades, todo ello dentro de un contexto de didlogo en el
grupo. Es interesante que surjan puntos de vista divergentes, ya que el
intento de cada estudiante por justificar su opinién hard que tenga que
analizar con cuidado sus ideas (o las de su compaiiero), que ordenarlas y
que expresarlas con claridad. Este didlogo hace que sea en el transcurso
de esta fase cuando se forma parcialmente la nueva red de relaciones.

Esta fase tiene también Ia misién de conseguir que los estudiantes
terminen de aprender el nuevo vocabulario, cotrespondiente al nuevo ni-
vel de razonaniiento que estdn empezando a alcanzar. En algunos casos,
especialmente con nifios de E.G.B., no es conveniente, desde el punio de
vista diddctico, introducir al mismo tiempo nucvos conceplos, nuevo vo-
cabulario y nuevos simbolos. Una técnica utilizada por los macsiros para
reducir este problema consiste e permitir que, al principio, los niftos
denominen las nuevas figuras o propiedades a su gusto, hasta que hayan
adquirido un dominio suficiente de las mismas. En esta fase se tendrd que
hacer el paso del vocabulario de los nifios al usual.

Por lo tanto, la fase 3 no es una fase de aprendizaje de cosas nuevas,
sino de revision del trabajo hecho antes, de puesta a punto de conclusio-
nes y de prdctica y perfeccionamicnto en la forma de expresarse.

42 fase: Orientacién libre. Ahora los alumnos deberdn aplicar los
conocimientos y lenguaje que acaban de adquirir a otras investigaciones
diferentes de las anteriores. El campo de estudio ya es en gran parte
conocido por los alumnos, pero éstos todavia deben perfeccionar su cono-
cimiento del mismo. Esto se consigue mediante el planteamiento por el
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profesor de problemas que, preferiblemente, puedan desarrollarse de di-
versas formas o que puedan llevar a diferentes soluciones. En estos pro-
blemas se colocardn indicios que muestren el camino a seguir, pero de
forma que el estudiante tenga que combinarlos adecuadamente, aplicando
los conocimientos y la forma de razonar que ha adquirido en las fases
anteriores.

Queremos remarcar que el niicleo de esta fase estd formado por activi-
dades de utilizacién y combinacién de los nuevos conceptos, propiedades
y forma de razonamiento. Los problemas que hay que plantear en la fase 4
no tienen nada que ver con los ejercicios de “aplicacién”, tan frecuentes
en nuestros libros de texto de E.G.B. y Ensefianza Media, para cuya
solucién solo hace falta recordar algin hecho concreto y utilizarlo directa-
mente; por el contrario, algunos de los problemas de esta fase deben
presentar situaciones nuevas, ser abierlos, con varios caminos de resolu-
cién. Este tipo de actividad es la que permitird completar la red de relacio-
nes que se empezod a formar en las fases anteriores, dando lugar a que se
establezcan las relaciones mds complejas y mds importantes,

52 fase: Integracién. A lo largo de las fases anteriores, los estudiantes
han adquirido nuevos conocimientos y habilidades, pero todavia deben
adquirir una visién general de los contenidos y métodos que tienen a su
disposicién, relacionando los nuevos conocimientos con otros campos que
hayan estudiado anteriormente; se trata de condensar en un todo el domi-
nio que ha explorado su pensamiento. En esta fase el profesor puede
fomentar este {rabajo proporcionando comprensiones globales, pero es
importante que cstas comprensiones no le aporten ningin concepto o
propiedad nuevos al estudiante: Solamente deben ser una acumulacién,
comparacién y combinacién de cosas que ya conoce.

Completada esta fase, los alumnos tendran a su disposicién una nueva
red de relaciones mentales, mds amplia que la anterior y que la sustituye,
y habrdn adquirido un nuevo nivel de razonamiento.

Hay algunas caracteristicas de las fases de aprendizaje de Van Hiele
que merece la pena que sean puestas de relicve, pues tienen importancia
para la organizacién de la docencia basada en este modelo.

A) En primer lugar, es conveniente reflexionar un momento sobre las
diferencias entre unas fases y otras. Un elemento diferenciador destacado
son los tipos de problemas que se deben plantear en cada fase (Van Hiele
[1986], p. 201):

1) En la fase de informacidn, los problemas que se planteen tienen
como finalidad revelar a los estudiantes cudl serd el drea de la geometria
que van a estudiar; su misién principal no es la de ser resueltos, pues unas
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veces serdn muy simples y otras los estudiantes carecerdn de los conoci-
mientos necesarios para llegar a la solucién.

Si tomamos como ejemplo el estudio general del producto de
simelrfas %, se puede empezar proporcionando a los estudiantes pares de
espejos para que observen lo que ocurre cuando se producen reflejos miil-
tiples, en particular cuando los espejos se colocan como las hojas de un
libro abierto.

2) En la fase 2, de orientacién dirigida, los problemas sirven para
delimitar los elementos principales (conceptos, propiedades, definiciones,
...) que los alumnos deben estudiar y sobre los que deben aprender a
razonar. Por lo tanto, los problemas deben plantear situaciones en cuya
resolucidén deba aparecer alguno de dichos elementos.

Siguiendo con el ejemplo anterior, hay una clase de problemas muy
utilizada que consiste en la realizacién de simetrfas mediante plegado y
calcado, haciendo dos plicgues consecutivos, de manera que los ejes for-
men un determinado dngulo y comparando las posiciones inicial y final de
la figura calcada (figura 17). Esta actividad tiene como objetivo directo el
descubrimiento del giro resultante de la composicion de dos simetrias
cuyos ejes se cortan, por lo que corresponde a Ia segunda fase.

AN

Figura 17.

3) En la fase de orientacién libre (fase 4), los problemas no deben ser
rutinarios, deben ser mds complejos que en la fase anterior y deben obli-
gar a los estudianfes a combinar sus conocimientos y a aplicarlos en
situaciones diferentes de las que sirvieron para el aprendizaje inicial. Aqu{
pueden volver a plantearse los problemas que en la fase 1 eran irresolu-
bles.

En nuestro ejemplo, otro tipo de problemas bastante frecuente en el
estudio de las simetrias consiste en doblar una hoja de papel una o mds
veces, hacer un corte con las tijeras y adivinar qué se verd cuando se
despliegue la hoja (figura 18). Esta actividad presenta una amplia gama de
variantes (ntimero de pliegues, posiciones de los mismos, formas y posi-
ciones de los cortes, ...) que hacen que los estudiantes deban utilizar el
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concepto de simetria y las propicdades relacionadas con el producto de
simetrias de forma diferente a como lo habfan hecho antes; por ejemplo,
estas actividades les plantean a los estudiantes el problema del producto
de mds de dos simetrfas. Esta actividad es tipica de la cuarta fase de

aprendizaje.

— ___‘ h et " ——p "
. 1
i h

Figura 18.

4) Por iltimo, los problemas que se planteen en la fase de integracién
(fase 5) tendrdn como finalidad favorecer dicha integracién o comprobar
si los estudiantes ya la han conseguido. Para ello deben plantear situacio-
nes amplias, en las que no haya un predominio de ninguna de las partes
que se acaban de infegrar, sino que intervengan varias de eilas.

Volvamnos al ejemplo que hemos usado antes. Al realizar el estudio de
las composiciones de isometrias, una misién de la fase de integracién es
proporcionar una visién global sobre el conjunto de las isometrias del
plano y sus interrelaciones. Para este fin, una actividad interesante y ame-
na es el andlisis de los mosaicos dibujados por M.C. Escher ?, en los
cuales aparecen las diferentes combinaciones de isometrfas que generan
los mosaicos planos.

B) También se debe reflexionar sobre el proceso compieto de desarro-
tlo de la capacidad de razonamiento, ahora que conocemos sus dos com-
ponentes, los niveles de razonamiento y las fases de aprendizaje. Ya he-
mos dicho que las fases de aprendizaje representan unas directrices que el
modelo de Van Hiele propone a los profesores para ayudar a sus alumnos
a mejorar su capacidad de razonamiento. Una cuestién importante para un
profesor que va a empezar el curso puede ser: jHasta donde podrin pro-
gresar mis alumnos durante las semanas que voy a dedicar a la geometria?
Hay algunas consideraciones que pueden ayudarle a responder a la pre-
gunta:

+ En general, el proceso de desarrollo del razonamiento no puede
enmarcarse en los limites de un curso escolar. La adquisicién de los
niveles superiores, en particular del 3 y el 4, suele ser un proceso de
varios afios, por lo que no es de extrafiar que al terminar el curso los
estudiantes sigan estando en el mismo nivel que al principio, si bien
estardn més cerca de poder lograr el nivel superior.
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Un ejemplo de esto nos lo proporciona la propia Dina Van Hiele. En
su tesis doctoral (traducida al inglés en Fuys, Geddes, Tischler [1984}),
Dina Van Hiele describe un curso de un afio de la asignatura de geomeitria
de primero de Ensefianza Media (12-13 afios) %, disefiado de acuerdo con
el modelo de razonamiento. Sus estudiantes consiguen en pocas semanas
superar el nivel 1 y Hegar al nivel 2, pero al final del curso no han logrado
alcanzar el nivel 3.

+ También puede ocurrir que a lo largo del curso los estudiantes
alcancen un nivel, por lo que ¢l profesor deberd empezar el trabajo que
conduce al nivel siguiente. En este sentido, hay que tener en cuenta que
los niveles no plantean rupturas en el proceso de aprendizaje, por lo que
una vez completado el trabajo de la dltima fase de un nivel, se debe
iniciar el trabajo de la primera fase del nivel siguiente. La figura 19 trata
de representar el proceso continuo que lleva desde los inicios del nivel 1
hasta la plena adquisicién del nivel 4; este proceso tiene varias interrup-
ciones marcadas por los cursos académicos, pero éstas no tienen por qué
coincidir con el final de un nivel o de una fase.

Por otra parte, como veremos claramente en los bloque de actividades
que presentamos mds adelante, dentro de una programacién global que
incluya varios niveles se presenfard muy difusa la diferencia entre las
actividades de las fases 4 6 5 de un nivel y las fases 1 6 2 del siguiente,
Por este motivo, en la préictica no se producird ningiin salto brusco cuando
se termine de trabajar en un nivel y se empiece en el siguiente,

338



Nivel 4

Nivel 3

Nivel 2

Nivel 1

Camienzo del
aprendizaje

Fase 3

Figura 19. Las fases de aprendizaje del modelo de Van Hiele,

C) Un ultimo punto sobre el que queremos reflexionar es el referente a
la meticulosidad con que se deben aplicar las directrices del modelo de
Van Hiele. Ya comentamos en su momento que la secuencia de niveles es
inalterable, por lo que no se debe pretender que una persona alcance un
nivel de razonamiento mientras no haya adquirido suficiente destreza en
los anteriores niveles. ;Ocurre lo mismo con las fases de aprendizaje?
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En primer lugar, queremos dejar clara nuestra opinién de que no se
debe intentar seguir las pautas de ninguna teoria psico-pedagdgico-didac-
tico-educativa al pie de la letra, pues nos movemos en un terreno (la
educacién matemdtica) en el que el elemento principal, nuestros alumnos,
es enormemente diverso y, por lo tanfo, es necesario que los profesores
estemos libres para hacer modificaciones de acuerdo con la sitwacién
concreta del momento. jCudntas veces nos hemos encontrado los profeso-
res con que un tema que ha funcionado muy bien un afio funciona mal al
afio siguiente!

En lo referente a las fases de aprendizaje, las fases 2 (orientacién
dirigida), 3 (explicitacién) y 4 (orientacién libre) son fundamentales para
conseguir un buen aprendizaje de los contenidos y un buen desarrollo de
la capacidad de razonamiento, por lo que no debe ser obviada ninguna de
ellas ni deben desordenarse. No obstante, la fase 3 no debe entenderse
como un perfodo concreto de tiempo entre las fases 2 y 4 dedicado exclu-
sivamente al didlogo, sino que hay que entenderla m4s como una actitud
por parte del profesor, continua durante todo el tiempo, de incitar a los
estudiantes a que dialoguen y que expliquen sus descubrimientos, formas
de trabajo, dudas, fallos, opiniones, etc. As{, esta fase se extenderd tam-
bién a los resultados de las actividades que se realicen durante las fases 1,
2,4y5.

La fase 1 tiene como objetivo permitir que el profesor presente a sus
alumnos el nuevo tfema de trabajo y que averigiie los conocimientos y el
nivel de razonamiento de sus alumnos. Por lo fanio, en determinadas
ocasiones, cuando tanto profesor como alumnos tienen ya la informacién
adecuada, esta fase no serd necesaria. Esto suele ocurrir cuando tiene
lugar durante un curso la adquisicién de un nivel y el comienzo del
trabajo sobre el nivel siguiente, por lo que el frabajo de las fases 4 6 5 se
contintia con el de la fase 2 del nivel siguiente.

El objetivo de la fase S es globalizar y unificar los conocimientos o
habilidades adquiridos por los estudiantes en varios momentos. También
esta fase puede eliminarse en determinados casos, por ejemplo en los
niveles inferiores de razonamiento o cuando el tema de trabajo es nuevo y
muy desligado de los otros temas que conocen los alumnos; en otras
ocasiones, las propias actividades de la fase 4 servirdn para ofrecer esa
visién global, si esas actividades obligan a trabajar en contextos amplios.

En resumen: Las fases de aprendizaje deben reflejarse en un estilo de
ensefianza de la geometria (y de las matemdticas en general) y de organi-
zacién de la docencia. Las fases 2 y 4 marcan la secuenciacién de las
actividades para el aprendizaje de un tema y la adquisicién de un nivel de
razonamiento, La fase 3 debe cubrir toda la actividad en la que interven-
gan los estudiantes, Las fases | y 5 son también importantes y no hay que
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ignorarlas, aunque tampoco es perjudicial eliminarlas si en un momento
dado se ve que son innecesarias,

8.- Una aplicacion del modelo de Van Hiele: Estudio de las trasla-
ciones de! plano.

Las dos tltimas secciones de este capitulo las vamos a dedicar a mos-
trar dos secuencias de actividades organizadas segiin el modelo de razo-
namiento de Van Hiele, con el fin de facilitarle al lector la puesta en
préctica del mencionado modelo.

A lo largo de las secciones anteriores hemos procurado que la mayoria
de los ejemplos utilizados para ilustrar la teorfa correspondieran al razo-
namiento sobre cuadrildteros; en ésta desarrollaremos una unidad para el
aprendizaje de las traslaciones del plano y en la seccién 9 se describird
una propuesta para el estudio de algunas relaciones angulares de los poli-
gonos. Con ello queremos ofrecer al lector tres temas distintos que ejem-
plifiquen la teorfa del modelo de Van Hiele, lo cual le facilitard el disefio
de sus propias actividades sobre estos u otros contenidos. Ademds, el
planteamiento de las tres exposiciones también es distinto:

- En la primera (estudio de los cuadrilfteros), se trata de situaciones
puntuales.

- En la segunda (estudio de las traslaciones del plano) se desarrolla
de manera bastante detallada una secuencia completa de ensefianza, que
se puede utilizar en el aula de E.G.B. o de Ensefianza Media con pocas
modificaciones.

- La tercera exposicién (estudio de algunas relaciones angulares de
los poligonos) no abarca io que podriamos llamar un “tema completo”,
sino que la secuencia proporciona los elementos necesarios para poder
desarrollar un estudio de algunos aspectos particulares, relacionados con

trigngulos y cuadrilteros y alguna generalizacion a los poligonos.

Como decfamos antes, en esta seccién vamos a desarrollar una secuen-
cia de actividades disefiada para el aprendizaje de las traslaciones del
plano segiin el modelo de razonamiento de Van Hiele (en Jaime, Gutié-
rrez [1989] ofrecemos una visién de la propuesta completa de ensefanza
de las isometrfas del plano). Evidentemente, la que proponemos no es la
tinica forma posible de abordar de manera sensata el estudio de las isome-
trfas en E.G.B. y no resulta dificil encontrar en las publicaciones sobre
diddctica de las matemadticas procedimientos alternativos igualmente véli-
dos.

La propuesta que hemos elaborado forma parte de una investigacién >,
mds amplia, ensefianza de las isometrfas del plano desde los primeros
cursos de E.G.B. El lector debe tener en cuenta que, para no hacernos
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reiterativos y por cuestiones de espacio, mds que enunciar actividades
completas hemos enunciado tipos de actividades. En muchos casos los
estudiantes no tendrdn bastante con los ejercicios enunciados aqui, pero
aquellos profesores que estén interesados en ufilizarlas en clase no tienen
mds que completar el trabajo con la cantidad necesaria de variantes, pu-
diendo también jugar un poco con la dificultad.

Para facilitar la visién de la secuencia y su relacién con le modelo de
Van Hiele, hemos estructurado esta seccién en tres partes:

- En la primera resumimos las caracterfsticas de cada uno de los
niveles de razonamiento sobre las traslaciones del plano y los objetivos de
las actividades desarrolladas en cada nivel.

- A continuacién describimos las actividades.

- Finalmente indicamos y justificamos el paso por los distintos nive-
les y fases a lo largo de la secuencia de ensciianza.

Los niveles de razonamiento en las traslaciones del plano

» En el nivel I el aprendizaje se centra en la vision global de las
traslaciones, tanto desde el punto de vista estdtico (reconocimiento de
figuras trasladadas) como dindmico (realizacién de traslaciones).

Las actividades de este nivel tienen, por tanto, los siguientes objetivos:

~ La identificaci6n de traslaciones en diferentes situaciones.

- La realizacién de traslaciones de figuras.

+ Enclmivel 2 los estudiantes pueden descubrir experimentalmente
los elementos y propiedades de las traslaciones, utilizdndolos a continua-
¢idn para reconocer y efectuar ese movimiento.

Como una traslacion estd caracterizada por su vector, el descubrimien-
to y utilizacién de los elementos de éste (mddulo, direccién y sentido)
debe ser un objetivo central de este blogue de actividades. Los ejercicios
disefiados para este nivel tendrdn como objetivos:

- El descubrimiento de la relevancia de esas propiedades, caracterfsti-
cas del vector de traslacion,

- La utilizacién del vector para realizar traslaciones y productos de
traslaciones.

» En el nivel 3 los estudiantes pueden empezar a hacer deducciones
experimentales de relaciones o propiedades y a demostrar informalmente
sus resultados. También se puede estudiar en este nivel la definicién
format de traslacién, en la cual estd presente la idea de vector libre. Otra
parte de las actividades diseiiadas en este nivel estdn orientadas a deducir
y trabajar con algunas de las relaciones existentes entre traslaciones y
otros movimientos ?* (giros y simetrfas). Entre los objetivos de las activi-
dades sefialamos:
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- La justificacién de la independencia del punto elegido en una figura
para aplicarle el vector de ia traslacién.

- La justificaci6n del resultado de la composicién de varias traslacio-
nes y de su conmutatividad.

- La descomposicién de una traslacién en producto de traslaciones,
estudiando las posibles soluciones,

- La deduccién experimental de la relacién exisfente entre los pro-
ductos de simetrfas de ejes paralelos y las (raslaciones y la posterior
justificacion de esta relacién.

- La descomposicién de una fraslacién en producto de dos simetrfas,

- La obtencién experimental del fipo de isometrfa resultante del pro-
ducto de una traslacién y un giro o del producto de varios giros cuya suma
de dngulos es miiltiplo de 360°. La demostracién general intuitiva de
estos resultados. '

+ Una vez que hayan alcanzado el nivel 4 , los estudiantes realizardn
las demostraciones formales de las propiedades de las traslaciones descu-
biertas o justificadas de manera informal con anterioridad y, al mismo
tiempo, trabajardn en el descubrimiento de nuevas propiedades y refacio-
nes que requieren cadenas de implicaciones 16gicas de muchos pasos o
que son complejas.

Como todas las isometrias del plano estdn relacionadas, las demostra-
ciones formales llevadas a cabo en este nivel permiten tener una visién
global de las isometrias del plano, de sus relaciones, de la estructura de
grupo, etc. As{ pues, las actividades de este nivel estardn dirigidas a:

- La utilizaci6n de la estructura de grupo de las isometrias del plano.

- La realizacién de demostraciones formales de las relaciones entre
diversas isometrias, algunas de las cuales se justificaron intuifivamente en
el nivel 3.

- El planteamiento y la resolucién de movimientos equivalentes,
descomposiciones y productos.

- El estudio de las isometrias desde la perspectiva de diversas dreas
de las matemdticas (teorfa de grupos, ecuaciones cartesianas, espacios
vectoriales y matrices) y su utilizacién en diversos contextos.

Actividades para el aprendizaje de las traslaciones del plano
Dado que la manipulacién es muy importante en E.G.B., sobre todo en
los Ciclos Inicial y Medio, para realizar estas actividades empleamos,
principalmente, unas pequefias figuras poligonales, de papel o pléstico, y
unas ldminas sobre Ias que se plantean y realizan las actividades ». Ade-
mds de resultar atractivo el manejo del material, la utilizacién de esas
piezas tiene otras finalidades: Por una parie se realiza el movimiento, al
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tener que desplazar las piezas; por otra parte se evitan los errores de
dibujo ocasionados por una falta de coordinacién y de prictica en los
nifios. De todas formas, crando los nifios tienen edad suficiente, deben
utilizar también los elementos habituales de dibujo (regla, escuadra, com-
péds, ...) y si en vez de usar las figuras prefieren dibujarlas, no se lo
impedimos.

Los cubrimientos (en particular frisos y mosaicos) pueden resultar
también una herramienta itil a lo largo de todo el estudio de las isome-
trias del plano; en concreto, pueden usarse como elemento integrador en
ejercicios como la realizacién de cubrimientos a partir de sus elementos
generadores, la compatibilidad o incompatibilidad de ciertas isometrfas en
un cubrimiento, la identificacién de sistemas generadores, la demostra-
ci6n de la equivalencia de sistemas generadores, etc. Con esto no quere-
mos indicar que la utilizacién de cubrimientos deba restringirse a las
etapas avanzadas del estudio de las isometrfas, sino que, como un posible
elemento integrador de conocimientos, pueden ser objeto de estudio a lo
largo del proceso de aprendizaje de las isometrfas del plano para el reco-
nocimiento de un movimiento determinado (por ejemplo, la traslacién), la
comparacién de movimientos del mismo tipo, etc. Dada la imposibilidad
de presentar en este capitulo muchas de las posibles actividades a realizar
con mosaicos en la ensefianza de las traslaciones, s6lo hemos incluido
unas cuantas, que esperamos que sirvan como ejemplo para que el profe-
sor las amplie.

Blogue 1.

i-a) La introduccién “estdtica” de las traslaciones se realiza a partir
de ejemplos y no-ejemplos de figuras trasladadas: En varias ldminas los
estudiantes pueden observar grupos de dos o mds figuras relacionadas por
traslaciones; otras ldminas presentan grupos de figuras que no estdn rela-
cionadas por traslaciones (figuras giradas, simétricas o de distinto tama-
fio),

Se establece un didlogo con los alumnos para que observen diferencias
entre unos casos y los otros, tras lo cual han de identificar, en ldminas
distintas de las anteriores, las figuras que son trasladadas y las que no lo
son, explicando Jas razones (entre las figuras no (rasladadas se incluyen
giros, simetrias, variaciones de tamaiio, deformaciones, ...).

1-b) Después llevamos a cabo la introduccién “dindmica” de las
traslaciones: Los nifios realizardn desplazamientos de figuras en linea
recta. Para ello disponen de lminas, en las que hay dibujados pares de
figuras, y de las correspondientes figuras de papel para realizar el movi-
miento desde una figura del par hasta la otra, La secuenciacion es andloga
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a la de la actividad anterior, esto es, mediante ejemplos, no-ejemplos e
identificacién de traslaciones, dando las correspondientes justificaciones.
1-c) Los alumnos buscan (y marcan con distintos colores) diversos
“caminos” que se puedan utilizar como gufa en el desplazamiento de
algunas de las figuras trasladadas de las 1dminas anteriores (figura 20).

Figura 20.

1-d) El profesor da a los estudiantes ldminas con dibujos de figuras y
puntos, Los alumnos deben trasladar las figuras de manera que un punto
determinado de la figura llegue a situarse sobre el punto indicado (figura
21) y expresar verbalmente Ia forma de hacerlo.
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Figura 21.
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1-¢) En esta actividad el profesor da a los estudiantes 14minas con
dibujos de figuras y segmentos y plantea ejercicios con enunciados simi-
lares a los de 1-d; ahora se debe levar alguno de los lados de ia figura
sobre el segmento dibujado (figura 22).

Figura 22,

Hay ejercicios de diversos grados de complejidad, tanto por la coloca-
cién del segmento {(cuando estd sobre la figura es més dificil), como por la
forma de llevarlos a cabo: A los alumnos que tienen dificultades al co-
menzar, el profesor les puede sefialar el lado que deben colocar sobre el
segmento y pedirles que pinten ese lado y el segmento def mismo color.
Al final de fa actividad aparecen también casos sin solucién o con varias
soluciones.
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Bloque 2.

2-a3) Dado un par de figuras trasiadadas (es decir, una es traslacién de
la otra), fos alumnos trazardn segmentos (con ldpices de distintos colores)
uniendo varios pares de puntos de las dos figuras que se correspondan por
Ia traslacién.

El profesor pregunta: “;Hasta ddénde se traslada este punto? ;Qué
camino sigue para llegar hasta ahi? Dibuja los dos puntos y ¢l recorrido
con el mismo color ... /Y éste otro punto? Dibuja los puatos y el recorri-
do con un color distinto al anterior. ... Hazlo con otros puntos. ,.. {Qué
observas?” El profesor debe dirigir el didlogo de los alumnos para que se
den cuenta de que (figura 23) cualquier punto de la figura sigue el mismo
recorrido (en longitud y direcci6n).

Figura 23. Figura trasladada.

2-b) Los estudiantes repetirdn ¢l mismo tipo de ejercicio anterior
pero sobre figuras que no se corresponden mediante una traslacién (figura
24). Después de trazar un segmento que une dos puntos que se correspon-
den, el profesor les pregunta: “;Crees que si dibujas otros segmentos
serdn iguales a ése? ... (Por qué? Compruébalo trazando segmentos entre
otros puntos que se correspondan”,
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Figura 24, Figura no trasladada.

Con Ia siguiente actividad empieza una serie de ellas en las que se
trabaja con frisos 26 para llegar a descubrir y aislar cada una de las caracte-
risticas del vector de traslacién, Estas actividades son también el punto de
partida para estudiar el producto de traslaciones.

2-¢) El profesor presenta a los estudiantes algunos ejemplos de frisos
completos. Después les da una ldmina con las dos primeras figuras de
otros frisos para que los completen ellos 27, Para hacer explicito el uso de
las componentes del vector de la traslacidn, el profesor les hace preguntas
del tipo: “4C6mo sabes que esa figura estd bien colocada?” ... “;C6émo
has hecho el friso?” ... “Ahora quiero que Ia coloques con toda exactitud,
Jqué tienes que hacer?”

En caso de que los estudiantes tengan dificultades, se les pide que
dibujen segmentos que unan puntos que se correspondan en algunos de
los frisos completos y, después, que hagan lo mismo entre las dos figuras
del que deben completar.

2-d) Con los frisos que han completado en 2-c, losfalumnos han de
colorear segmentos entre puntos que se correspondan de figuras consecu-
tivas (en varias figuras de cada friso). El profesor les pedird que comenten
lo que observan; puede plantear, si es necesario, preguntas como éstas:
“1Cémo son los segmentos que has dibujado en este friso?” ... “;Qué
tienen igual?” ... “4Y en este otro friso?” ... “;Qué diferencias hay entre
los segmentos de este friso (figura 25-a) y los de este otro (figura 25-b)?
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Figura 25.

La idea de usar un “segmento libre” ?® para definir una traslacién se
introduce sugiriendo que copien junfo a cada friso, pero separado de las
figuras, un segmento igual a los que han dibujado en este ejercicio (figura
25). :

2-e) Se les dan a los alumnos algunos frisos completos en los que
haya algiin error y ellos deben identificar y describir los errores.

2-f) El profesor presenta una ldmina en la que aparece la primera
figura de un friso y el “segmento libre” que debe utilizarse para completar
el friso.

2-g} Si no ha surgido todavia ia necesidad de indicar el sentido de la
traslacion, se provocard pidiendo a los alumnos que muevan algunas figu-
ras por traslaciones definidas mediante segmentos (figura 26) y que com-
paren los resultados entre ellos . Normalmente, aparecerén las dos solu-
ciones, pero en caso contrario el profesor debe dirigir la atencién para que
los alumnos estudien la posibilidad de usar el segmento de manera que
aparezcan dos traslaciones diferentes.
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Figura 26.

La introduccién del vector (o “flecha™) de la traslacién no plantea
dificultades gracias a su uso cotidiano para orientar. De todas formas, el
profesor puede plantear preguntas del tipo: “;Qué le podemos afiadir al
segmento (refiriéndose a una de las figuras anteriores) si queremos que
s6lo se pueda dibujar ésta solucién (sefialando una de las dos posibles)?”

Bloque 3.

Cuando hacen una traslacién a partir de su vector, el proceso que
siguen generalmente los estudiantes consiste en obtener la imagen de un
punto y, a continuacién, colocar la figura paralela a la original. Una
concepcién generalizada entre los estudiantes al actuar asf es que la ima-
gen de la figura se situard en lugares distintos segin el punto que se elija
como origen del vector, es decir que al mover la figura segin el vector
que sale del punto P (figura 27), la figura quedar4 situada mds arriba que
al moverla segin el vector que sale det punto Q.
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Figura 27.

Uno de los objetivos de la actividad 3-a es procurar que los alumnos
sean conscientes de la independencia del punto de la figura original selec-
cionado para aplicarle el vector de traslacién. Por eso, cuando los alum-
nos explican los pasos que han seguido para obtener la imagen se les
deben formular preguntas como: “;Qué sucederia si eligieras este otro
punto como origen del vector?” ... “;Por qué?” En caso de que piensen
que la imagen serfa distinta el profesor les pedird que lo comprueben vy,
después, que dibujen vectores desde varios puntos mds de la figura origi-
nal a la imagen.

3-a) Los estudiantes realizan varias traslaciones de una misma figura
a partir de sus vectores libres. Algunos de los vectores que damos son
equivalentes (lo cual permite afianzar la idea de que lo vinico que importa
del vector es el médulo, la direccién y el sentido, pero no el lugar en el
que se cologue) y ofros son inversos enire si. Tras la realizaci6n de algn-
nos ejercicios de este tipo, el profesor les pide a los alumnos que expli-
quen c6mo han obtenido las imdgenes y por qué, en algunos casos, hay
varias imdgenes en el mismo sitio.

El profesor les da a los estudiantes otra ldmina con ejercicios como los
anteriores. Antes de que empiecen les dice: “Ahora tenéis que hacer todas
estas iraslaciones, igual que antes. (Podéis ahorraros algo de trabajo? ;Por
qué?” (Ia finalidad de estas preguntas es que identifiquen vectores equiva-
lentes).

3-b) El profesor presenta a los alummnos Ja idea de producto de trasla-
ciones y les pide que realicen varios productos de dos traslaciones, cono-
ciendo sus correspondientes vectores. Después les pide que dibujen el
vector de la trastacién que lleva la primera figura hasta la ditima.

El ejercicio continda proponiendo a los estudiantes que hagan produc-
tos de més de dos traslaciones.
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3-c) En la actividad anterior se incluyen productos de fraslaciones
dirigidos al descubrimiento de la conmutatividad de la composicién de
dos traslaciones. Si los estudiantes no han notado la igualdad de resulta-
dos en esos pares de ejercicios, el profesor la pondrd de relieve y les
pedird que piensen sobre las causas; si los alamnos no saben demostrar
esa propiedad, el profesor puede orientarles sugiriéndoles que marquen
los tres recorridos realizados por un mismo punto mediaate cada uno de
los dos productos y mediante la traslacién resultante y, si es necesario,
guiaries para que razonen a partir del paralelogramo que se forma
(figura 28). :

Figura 28.
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3-d) Para reforzar el concepto de producto de traslaciones frabajamos
en la descomposicién de una traslacién:

En primer lugar, se pide al estudiante que haga la descomposicién de
una traslacién en producto de dos traslaciones: “;Puedes pasar desde esta
figura (la seiialamos) hasta esta otra (la seitalamos) en dos pasos?” Una
vez que lo ha resuelto se le pide: “¢Lo puedes hacer de otra forma? ... ;Y
de ofra? ... ;De cudntas maneras puedes hacerlo?” Si no encuentra una
segunda o una tercera solucion, dibujamos la primera traslacién para que
el alumno obtenga la que falta. Después de que haya descompuesto diver-
sas Iraslaciones, le preguntamos: “;Lo que estds haciendo sucede con
cualquier trasfacién?”

A continuacién le pedimos que haga descomposiciones en dos, tres, ...
trasiaciones.

3-¢) En esta actividad se inicia el estudio de las relaciones entre las
trasla¢iones y las demds isometrias, planteando el descubrimiento de la
relaci6n entre las traslaciones y las simetrfas (en caso de que no tengan un
conocimiento suficiente de las simetrfa habrd que saltar esta actividad o
detener aqui ¢l estudio de las traslaciones).

El profesor da a los alumnos varias ldminas en las que estdn dibujados
dos ejes de simetria, para que realicen el producto de las dos simetrias en
un orden indicado. En casi todos los casos los ejes de simetria son parale-
los (por lo que el resultado es una traslacién); en las restantes ldminas los
ejes se cortan (por lo que el resuitado es un giro). Proponemos una canti-
dad de ¢jercicios suficiente para que aparezcan traslaciones que difieran
s6lo en el médulo, en la direccion o en el sentido.

Tras el descubrimiento de que el resultado del producto de dos sime-
trias cuyos ejes son paralelos es una traslacion, el profesor fomentard una
discusion entre los alumnos acerca de la forma de “adivinar” cudl es el
vector de una traslacién viendo sélo los ejes de las simetrias. Analizando
los ejercicios que han hecho antes, la mayorfa de los estudiantes podrin
descubrir la relacién entre ejes y vector; pero si no la obtienen, se les
puede ayudar dirigiendo su atencién a comparaciones relevantes, en las
que se examinen veclores que difieran s6lo en una de sus caracteristicas y
haciendo preguntas como: “;En qué se diferencian estos dos vectores?”
.. 1Y los ejes de las simetrfas correspondientes?” (figura 29).
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La siguiente actividad se la proponemos a los alumnos que ya han
estudiado giros. En ella se utilizan dos propiedades de los giros: 1) La
variacién de la inclinacién de una figura mediante un giro depende sola-
mente del 4ngulo de giro y no del centro de giro. 2) Si dos figuras tienen
la misma orientacién y estdn con distinta inclinacién, bay un giro que
permite pasar de una figura a la otra, cuyo 4ngulo es la diferencia de las
inclinaciones entre las figuras (figura 30-a). El objetivo de la actividad es
que los estudiantes descubran y justifiquen que la composicién de una
traslacién y un giro es otro giro con el mismo dngulo que el inicial pero
distinto centro (figura 30-b).

A R

Hay un giro de -45° que De la figura A a la B: traslacion
llevala figuraAalaB De la figura B a la C: giro de +60°
De la figura A a la C: giro de +60°
- - -bh-
Figura 30.

3-f) El profesor propone a los estudiantes hacer varios productos de
una traslacién y un giro y, después, les pregunta sobre ¢l movimiento
resultante. Cuando los estudiantes hayan descubierto el resultado, el pro-
fesor les pedird que justifiquen si creen que eso ocurrird siempre y por
qué; algunas preguntas que pueden orientarlos son: “;Modifica una trasla-
cién la inclinacién de las figuras?” ... “ Y un giro?” ... “;Y una trasla-
cién seguida de vn giro?” ... “{Y un giro seguido de una traslacién?”

Para reforzar la comprensién de esta propiedad, se puede proponer a
los estudiantes que realicen productos en los que intervengan varias tras-
laciones y giros, asf como descomposiciones de traslaciones en productos
de este tipo.
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Los mosaicos constituyen una buena ayuda para conseguir los objeti-
vos de esta actividad. En lugar de realizar productos de traslaciones y
giros sobre figuras aisladas, se pueden utilizar mosaicos en fos que inter-
vengan los movimientos requeridos y seguir el desplazamiento de una
baldosa segtin una sucesién de esos movimientos (o sea, se observa la
composicién de los movimientos}), y después se compara la baldosa inicial
con la final (es decir, el resultado de la composicidn). En el mosaico que
presentamos en la figura 31 hay giros de 60° y 180° y traslaciones, por lo
que, este ejercicio en concreto se puede utilizar para observar el resultado
de la composicién de giros de 60° con traslaciones y de giros de 180° con
traslaciones.

Figura 31.

3-g) El profesor propone la realizacién de varios productos de giros,
con el objetivo de que descubran que la composicién de giros es una
traslacién cuando sus dngulos suman un multiplo de 360°. El proceso
seguido en esta actividad es andlogo al de la actividad 3-f.

Bloque 4.

Las demostraciones formales de algunas de las propiedades vistas has-
ta el momento y de propiedades nuevas entran a formar parte de este
dltimo bloque de actividades. A lo largo de & se ird progresando en la
complejidad del razonamiento exigido para hacer Ias demostraciones, plan-
tedndose en términos de operaciones con vectores cuando asf sea oportu-
no. Asi mismo, al finalizar este bloque los estudiantes habrén adquirido
una comprension del conjunto de las isometrias del plano como un todo.
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A partir de ahora, se sobreentiende que las demostraciones serédn for-
males, aunque esto no quiere decir que deban ser abstractas: Siempre que
sca posible, el estudio de la geometria debe ir acompaiiado de figuras
adecuadas. Tampoco tienen por qué ser sofisticadas: En el estudio de las
isomefrias la mayoifa de las demostraciones se pueden hacer recurriendo
a propiedades simples de paralelismo, igualdad de (tri)dngulos y equidis-
tancia.

4-a) Demostrar que el producto de traslaciones es conmutativo.

4-b) Demostrar que el resultado de componer dos simetrfas de ejes
paralelos es una traslacion.

Las demostraciones de la conmutatividad del producto de trastaciones
y del resultado de componer dos simetrfas de ejes paralelos son ejemplos
sencillos que pueden ufilizarse para iniciar el uso de esquemas deductivos
formales.

4-c) Demostrar que las traslaciones son isometrfas, es decir, que
conservan la distancia entre los puntos.

Esta es una propiedad nueva * para los alumnos. El primer paso que
deben dar es comprender exactamente el problema y decidir qué deben
hacer y cémo se puede reflejar eso en una figura que sirva de base para
hacer la demostracién (figura 32); para empezar, el profesor hard una
descripcién del concepto de “isometrfa” y a partir de ella los alumnos
tratardn de plantear los términos concretos de la demostracién: Hay que
demostrar que si se toman dos puntos distintos, p y ¢, y sus imdgenes por
una trastacién, p’ y ¢’, el segmento pg mide lo mismo que el segmento

rq.

Figura 32.

357



Nos parece innecesario detallar el tipo de preguntas o de comentarios
con los que el profesor puede contribuir en el proceso de realizacién de
una demostracién por sus alumnos. Lo que es importante ¢s que, a lo
largo de los ejercicios de progreso en el nivel, los alumnos vayan adqui-
riendo consciencia del esquema deductivo implicado en las demostracio-
nes formales y, por supuesto, en su capacidad de utilizacién de propieda-
des y teoremas en nuevas demostraciones.

Tampoco creemos que haga falta proponer a continuacién una relacién
detallada de las propiedades con los correspondientes procesos de demos-
tracién, pues el comentario anterior sefiala ¢l camino a seguir y, por otra
parte, es muy amplia la variedad de resultados que se pueden seleccionar
como objeto de estudio. Por ello sélo indicaremos algunos ejemplos en
4-d:

4-d) Entre los resultados interesantes que deben ser estudiados, pues
ayudan a dar una vision integradora de las distintas isometrias, os mds
destacados son los que ligan las traslaciones con ¢l producto de giros con
distinto centro (cuya suma de dngulos es multiplo de 360°), el resuitado
de componer giros y traslaciones, la relacion entre traslaciones y simetrias
(en particular las simefrias en deslizamiento), ctc.

En estas demostraciones hay algunas con algo mds de complejidad en
el razonamiento necesario para realizarlas, por lo que el profesor debe
presentarlas de manera apropiada para los estudiantes y teniendo en cuen-
ta la ordenacién l6gica de las propiedades.

Los niveles y las fases de Van Hiele en la secuencia de actividades

Con las actividades anteriores hemos plantcado un esquema de apren-
dizaje que debe levar desde el razonamiento inicial de nivel 1 hasta una
capacidad de razonamiento de nivel 4. Su organizacién en cuatro bloques
se ha hecho con el fin de facilitar la vision global de la propuesta de
trabajo, ya que cada uno de los cuatro bloques contiene los ejercicios
correspondientes a un nivel de razonamiento que permiten el acceso al
nivel de razonamiento siguiente . No obstante, ésta no es un divisién
rigida, pues muchos ejercicios pueden ser resueltos de diversas formas,
siguiendo razonamientos de niveles distintos, por lo que es posible reor-
ganizar dichos ejercicios.

La posibilidad de asignacién de nivel y fase a las distintas actividades
por si mismas no es finica {mds bien, no ¢s posible), pues depende del
objetivo de la actividad, y sélo es posible realizar dicha asignacion si la
actividad estd dentro de un contexto determinado. Teniendo en cuenta
esos factores es como hay que entender la clasificacion que proponemos y
Jjustificamos en los parrafos siguientes.
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Los ejercicios del blogque I permiten el progreso hasta el nivel 2. El
trabajo en este bloque empieza por la fase de informacién, que se lleva a
cabo mediante una evaluacién por el profesor de los conocimientos pre-
vios de los alumnos, y que les proporciona a éstos una primera toma de
contacto con el fema.

En el caso de que los estudiantes no hayan estudiado nunca traslacio-
nes, las actividades 1-a y I-b son su iniciacién en esta isometria; estos
ejercicios deben proporcionarles el conocimiento inicial de las traslacio-
nes necesario para adquirir el nivel 1 de razonamiento y poder progresar
en la resolucién de las siguientes actividades. Si los estudiantes ya cono-
cen las traslaciones, las actividades 1-a y 1-b pueden utilizarse en dicha
fase de toma de contacto.

En las actividades 1-c hasta 1-¢ los alumnos han de aplicar el concepto
de traslacién en diversas situaciones de reconocimiento {1-c) y de realiza-
cién (1-d y 1-e) de traslaciones, Existen diversas posibilidades de comple-
jidad (incluyendo ejercicios sin solucién en 1-¢) que permiten el progreso
en las fases 2 y 4.

Tanto en este bloque como en los siguientes, las justificaciones verba-
ies por parte de los alumnos sobre su forma de proceder (fase 3) son
constantes, pues las preguntas del profesor deben requerir siempre tal
justificacién. Por tanto, de acuerdo con lo que indicdbamos al final de la
seccién 7, no hemos disefiado actividades especificas para favorecer el
paso por la fase 3, sino que ésta se encuentra inmersa en todos los ejerci-
cios.

Al finalizar cada bloque de actividades, el profesor debe dirigir un
resumen de recopilacién de los resultados més interesantes que se han
estudiado, tratando de que los alumnos los vean como partes de un con-
junto mds que como una lista de elementos disconexos. Este tipo de
trabajo es el que corresponde a la fase 5 de cada nivel.

En la secuencia del blogue 2 se desarrollan actividades que permiten a
los estudiantes alcanzar el nivel 3 de razonamiento. A Ia fase 1 del nivel 2
le corresponde un repaso del concepto de paralelismo, o su introduccién
en el caso de que los alumnos no lo conozcan 32,

Los ejercicios 2-a y 2-b estdn dirigidos al reconocimiento de las pro-
piedades de los segmentos que unen puntos de una figura con sus corres-
pondientes trasladados: Paralelismo ¢ igualdad de longitud, Estos dos
ejercicios se encuentran a caballo entre la fase 1 y la fase 2 ya que, por
una parie, suponen la toma de contacto con el tipo de trabajo que se va a
realizar, pero van més all4 de la simple presentacién, pues también inician
el proceso de discriminacion de las caracterfsticas de la traslacién.

Los ejercicios del 2-a al 2-e estdn enfocados directamente a destacar
las caracteristicas y elementos que intervienen en las traslaciones (corres-
ponden, por tanto, a la fase 2), mientras que en 2-f y 2-g se utilizan esas
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caracterfsticas de forma conjunta cuando hay que realizar traslaciones, a
partir de lo cual se determina la caracteristica de las traslaciones que,
posiblemente, todavia no habfa surgido (el sentido det vector), por lo que
estos ejercicios corresponden a la fase 4.

La utilizacién del vector (o del segmento) libre ya estd en la frontera
entre los niveles 2 y 3 de razonamiento; los alumnos pueden aprender a
utilizar el vector de traslacién en el nivel 2, pero lo hardn de forma
mecénica (como una técnica de dibujo) y hasta que no hayan alcanzado el
nivel 3 no serdn conscientes de algunas propiedades, como la de que es
indiferente qué puntos de la figura original se eligen para aplicar el vector
y trasladar la figura. En nuestras experimentaciones de estas unidades, nos
hemos encontrado con discusiones entre los nifios a causa de que pensa-
ban que al haber elegido puntos diferentes para hacer la traslacién de una
figura, obtendrian resultados (es decir posiciones de la figura) diferentes.

En el blogue 3 continuamos la ensefianza de las traslaciones sobre la
base de que los alumnos ya han adquirido el nivel 3 de razonamiento.
Esto quiere decir que en las actividades el profesor debe hacer énfasis en
la necesidad de justificar las afirmaciones, distinguiendo los razonamien-
tos basados en un ejemplo concreto (propios del nivel 2) de los razona-
mientos generales, que quieren ser védlidos para cualquier traslacién o
cualquier objeto.

Los ejercicios 3-a y 3-b se sitian en la fase 2 del nivel 3 pues estdn
orientados a una comprension de la idea de vector libre como representan-
te de una traslacion y de las implicaciones que esto conlleva, En estas
actividades se hace también la presentacién y utilizacién de la composi-
cién de traslaciones, que se desarrolla en los ejercicios posteriores, en
particular en la 3-c, que también pertenece a la fase 2.

El ejercicio 3-d forma parte de la fase 4 del nivel 3, pues en €l hay que
aplicar los conceptos aprendidos en los ejercicios anteriores acerca de
composicién de traslaciones para realizar la descomposicién de aplicacio-
nes.

Los ejercicios 3-e, 3-f y 3-g tienen objetivos y estructuras parecidas,
pues completan el estudio de la gama de productos de isometrias en los
que intervienen fraslaciones y relacionan las traslaciones con los otros
movimientos conocidos, utilizando técnicas (composicién de aplicacio-
nes) y propiedades (por ejemplo, la variacién de la inclinacién de las
figuras en los giros) ya conocidas de antemano, Cada una de estas activi-
dades estd integrada por varios ejercicios que recorren las fases 2,4 y 5
del nivel 3: En primer lugar se plantean los ejercicios dirigidos a descubrir
el resultado de un determinado producto de isometrias {fase 2); después se¢
proponen situaciones nuevas (descomposicién de isometrfas) en las que
los alumnos deben aplicar lo que han aprendido (fase 4); ademds, estos
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cjercicios les permiten integrar los nuevos conocimientos {(acerca de las
traslaciones) en su red de conocimientos referentes a las isometrias
(fase 5).

En varios de los ejercicios del bloque 3, que incluyen la obtencién de
propiedades, el profesor debe pedir a los alumnos que hagan demostracio-
nes de tipo intuitivo (nivel 3) que mds adelante (en el bloque 4) se volve-
rdn a realizar, pero formalmente. Aunque se trate de la misma propiedad y
1a linea argumental de sus dos demostraciones sea la misma, la forma de
realizarlas es la que marca la pauta sobre el nivel en el que razona el
estudiante.

En el bloque 4 ya no existe el objetivo de progresar desde el nivel 4
hasta la consecucién de un quinto nivel (recordar la nota 6 de pie de
pagina), El progreso en este nivel discurre de manera que los alumnos
empiezan tomando contacto con las demostraciones formales (ejercicios
4-a, 4-b y 4-c) y aprenden a plantear las propiedades o teoremas en
términos de hipdtesis, tesis y proceso a seguir para la demostracion; ello
se muestra en el ejercicio 4-c, que se puede considerar como un ejemplo
tipo de la fase de orientacién dirigida (fase 2). Mds tarde, cuando hayan
adquirido destreza, se enfrentardn con otras demostraciones mds comple-
jas {actividad 4-d),

El aprendizaje correcto del uso del razonamiento deductivo, objetivo
del nivel 4, es largo y puede requerir bastantes demostraciones dirigidas
por el profesor, cuyo método aplicardn los estudiantes después a otras
situaciones. Por lo tanto, el profesor debe elegir y ordenar las demostra-
ciones iniciales con cuidado.

Para terminar esta seccion, queremos referirnos brevemente al enfoque
que hemos utilizado en la secuencia. Nos consta que en Enseilanza Media
y en los primeros cursos de la Facultad, el tratamiento que se hace de las
traslaciones es por lo general algebraico o vectorial, utilizando ecuaciones
o matrices para definir el movimiento. Nosotros nos hemos decantado por
una presentacion vdlida para E.G.B. y Ensefianza Media, en la cual las
demostraciones formales tienen un apoyo visual y utilizan propiedades
elementales de geometria (la que presentamos en 4-c, figura 32 es un
ejemplo sencillo). No obstante, si los alumnos han aprendido anterior-
mente el tema de alguna ofra manera, en las fases de integracién se deben
establecer relaciones entre las diversas aproximaciones, con el fin de no
considerar las traslaciones como cosas distintas segiin la forma en que se

estudien.
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9.. Una aplicacién del modelo de Van Hiele: Estudio de relaciones
angulares de los poligonos,

Como indicamos con anterioridad, en esta scccién vamos a presentar
una secuencia de actividades organizada segun los niveles de Van Hiele,
que corresponde a un médulo de ensefianza perteneciente al proyecto de
investigacién llevado a cabo por D. Fuys, D. Geddes y R. Tischler; la
hemos incluido en este texto por dos razones principalmente:

Por una parte, dicha investigacion es una de las mds importantes entre
las relacionadas con €l modelo de Van Hiele. Ademds, el médulo que
vamos a ver se basa, en gran parte, en la experiencias realizadas por Dina
Van Hiele; estas experiencias, descritas y analizadas en la tesis doctoral
de su autora (contenida en Fuys, Geddes, Tischler [1984]), constituyen
uno de los pilares en los que se bas6 inicialmente el modelo que nos
ocupa.

Y por ofra parte estd la ventaja que supone, para un profesor interesa-
do en claborar secuencias de ensciianza basadas en el modelo de Van
Hiele, disponer de diversos ejemplos de aplicacién del modelo.

D. Fuys y sus colaboradores elaboraron tres médulos de enseilanza
para poder investigar sobre los niveles de razonamiento, los procesos
cognitivos {inductivos o deductivos) y las dificultades de aprendizaje de
los alumnos; nosotros nos centraremos en el segundo mddulo (por ser el
basado en el trabajo de Dina Van Hiele). La descripcion (resumida) de las
actividades y Ia de las actuaciones de los alumnos las hemos extraido de
la memoria del proyecto de investigacion (Fuys, Geddes, Tischler [1985]);
como nuestro objetivo es presentar la estructuracién del médulo siguiendo
los distintos niveles y fases, hemos incorporado algunas pequefias modifi-
caciones en las actividades y diversos comentarios.

El médulo de aprendizaje que vamos a describir estd constituido por
siete actividades. No se trata de actividades individuales, sino de bloques
de ejercicios cortos ligados por algiin elemento comiin. También quere-
mos sefialar que, para la correcta utilizacién de este médulo de ensefianza
en una clase, es imprescindible aumentar el niimero de ejercicios de cada
actividad, pues normalmente a los nifios no les bastard con efectuar un
solo ejercicio, sino que deberdn hacer varios parecidos para comprender
mejor los conceptos y propiedades que estdn estudiando.

Para la presentacién de los diversos niveles y fases por los que trans-
curre el médulo es necesario realizar una descripcién de éste, lo cual
hacemos de manera resumida seguidamente. Después daremos la asigna-
cién de niveles que se desprende de la secuencia para pasar finalmente a
comentar algunas actuaciones de los alumnos.
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Descripcion de las actividades

Actividad 1 (Medida de dngulos). Estd diseiiada para averiguar el
conocimiento previo (tanto comprensivo como memoristico) de los alum-
nos sobre los principales elementos que se usardn a lo largo del médulo:
Angulos, sumedida y la suma de los dngulos de un tridngulo.

a) Se muestran pares de dngulos con diversas amplitudes y con lados
de varias longitudes y se pregunta a los estudiantes: “;Cudl estd mds
abierto? ... ;Cudl es mayor?”. Los alumnos pueden superponer los dngu-
fos si quieren.

b) Se pide a los estudiantes que reconozcan y que construyan dngulos
rectos,

¢} Se les pide que comparen visualmente dngulos, que estimen ampli-
tudes y que midan 4ngulos con transportador.

d) Se les pide que midan dngulos adyacentes y que “estimen” la
amplitud del dngulo exterior (suma),

e} Se les pide que determinen un dngulo de un tridngulo conocidos
los otros dos (figura 33). Si resuelven esta cuestién, el profesor pregunta a
los estudiantes sobre el valor de la suma de los dngulos de un tridangulo.

a0® al®

Figura 33.

Los alumnos que tienen dificultades en esta actividad realizan una
“unidad de ensefianza” antes de pasar a las actividades siguientes. En clla
trabajan sobre la idea de dngulos congruentes y después realizan varias
mediciones de dngulos, primero con medidas no estandar (sectores de 15°
hechos de cartulina) y después con la unidad estindar,
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Actividad 2 (Cubrimientos y mallas). Se introducen los cubrimientos
y las mallas, que serdan utilizadas posteriormente como estructuras visua-
les globales en las que aparecen el paralelismo y la congruencia de
dngulos. Se trabaja con redes triangulares, rectangulares y de
paralelogramos »,

a) A partir de referencias a los pavimentos del suelo, se pide a los
estudiantes que imaginen y dibujen pavimentos formados por baldosas
cuadradas y de otros tipos que etlos recuerden. Finalmente, se les lleva a
considerar la maila de rectdngulos y a su construccién mediante dos fami-
lias de rectas paralelas.

b) El profesor proporciona a los alumnos fichas recortadas de diver-
sas formas (paralelogramos, tridngulos rectdngulos y acutdngulos) y les
pide que construyan mosaicos con ellas y que dibujen las mailas, relacio-
nando las mallas triangulares con las cuadrangulares. Después les pide
que identifiquen en las mallas lineas paralelas, dngulos congruentes y
diversas figuras.

¢) Se pide a los estudiantes que hagan un resumen de los principales
resultados que han descubierto.

Actividad 3 (Sierras y escaleras). La actividad se centra en la identifi-
cacién y descripcién de “sierras” y “escaleras” **: Una sierra es una
linea poligonal formada por dos familias de segmentos paralelos entre si;
una escalera es una estructura formada por un recta y una familia de
segmentos con origen en la recta, situados todos al mismo lado de la
recta, paralelos entre si (figura 34),

a) Se pide a los estudiantes que identifiquen ciertas estructuras {entre
fas que hay sierras y escaleras) en una malla triangular, ayuddndose, si es
necesario, mediante la colocacion sobre 1la malla de hojas de acetato con
esas estructuras dibujadas en ellos.

b) El profesor les muestra objetos con formas similares a las sierras o
las escaleras; fambién les presenta ldminas con ejemplos y no-ejemplos de
sierras y de escaleras (figura 34).
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Estas sop escaleras Estas son sierras
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Estas no son escaleras
j Estas no sen slerras
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Figura 34. Sierras y escaleras.

El profesor muestra c6mo al poner una varilla en el “lado” de una
escalera y deslizar la otra apoydndose en la primera, Ja que se desliza se
va colocando sobre todos los escalones (figura 35). Por iiltimo, se pide a
los estudiantes que describan ambas estructuras.
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Figura 35. Comprobacién del paralelismo en una escalera.
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c) El profesor da a los estudiantes una hoja con una malla triangular
en la que hay dibujadas partes de sierras y escaleras. Los estudiantes
deben identificar la estructura a que corresponde cada fragmento y
completarla ¥,

Actividad 4 (Coloreado de dngulos). Esta actividad empieza estudian-
do las propiedades de escaleras y sierras referentes a congruencia de
dngulos y paralelismo, asi come la relacion entre estas propiedades; el
objetivo final de 4-c es estudiar dos implicaciones inversas A—>B y
B—>A y su diferenciacion. En la iltima parte de la actividad se aplican
los resultados anteriores para llegar a justificar la igualdad de los dngu-
los de los paralelogramos.

a) Los estudiantes deben colorcar los dngulos congruentes en las
sierras y escaleras de una red triangular para que, al observar los resulta-
dos, enuncien la propiedad descubierta.

b) El profesor promueve un didlogo entre los estudiantes sobre qué
otras propiedades tienen las sierras y las escaleras. Si éstos no descubren
el paralelismo, el profesor les gufa hacia esa propiedad.

¢) El profesor ensefia a los alumnos a dibujar sicrras utilizando cada
una de sus caracteristicas: Primero dibuja varias Ifneas paralelas y traza
una transversal (figura 36) y pregunta: “... ;Qué crees que cumplen los
dngulos? ... ;Cémo llamarias lo que he dibujado?”

-
'h)

Figura 36.

Después, dibuja con una plantilla varios dngulos congruentes apoya-
dos sobre una recta (figura 37) y pregunta: “... ;Qué podrias decir acerca
de estas lineas? .., ;Cémo llamarias a lo que he dibujado?”
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Figura 37.

Por iltimo, el profesor hace algunas preguntas de resumen: “Has visto
que hay dos formas de construir escaleras. Si dibujo una sélo trazando
paralelas, jcrees que sus dngulos serdn sicmpre iguales? Y si construyo
otra escalera sélo dibujando dngulos iguales, ;jcrees que sus escalones
serdn siempre paralelos?” Se realiza un proceso similar con las sierras.

Si los alumnos son capaces de reconocer la presencia de implicacio-
nes, se establecerd un didlogo sobre la distincién entre una implicacion y
su inversa .

d) El profesor presenta a los estudiantes una malla de paralelogra-
mos, con varios pares de Angulos congruentes marcados (figura 38) y les
pide que justifiquen (informalmente) dichas congruencias. Si es necesario,
al principio el profesor les dirige para que vean que pueden justificarla
mediante encadenamientos de sierras y escaleras y usando la transifividad
de la congruencia. Por Gitimo, el profesor les pide que justifiquen que los
Angulos opuestos de un paralelogramo son congruentes.
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Actividad § (Desarrollo de propiedades a partir de mallas). Su objeti-
vo es deducir y demostrar cudnto vale la suma de los dngulos de los
tridngulos y de los cuadrildteros.

a) Se da a los alumnos una malla triangular escalena, uno de cuyos
tridngulos tiene los dngulos coloreados con tres colores diferentes; los
estudiantes deben pintar del mismo color todos los dngulos congruentes
de la malla, justificando su eleccién de colores. El profesor hace pregun-
tas para dirigir la atencién de sus alumnos hacia un grupo de 6 dngulos
que tienen su vértice comiin: “;Qué dngulos hay alrededor de ese punto?”

.. “¢A qué dngulos del tridngulo original corresponden?” ... “;Qué pue-
des decir sobre los tres dngulos del tridngulo que estdn aqui juntos?”

b) Se pide a los estudiantes que verifiquen ese resultado en otra malla
y se les pregunta si creen que se cumplird siempre. Si resuelven los
ejercicios anteriores, el profesor les pedird que justifiquen la propiedad a
partir de sierras y escaleras. Finalmente deberdn aplicarla para calcular el
angulo desconocido en un tridngulo (¢l mismo de 1-e).

¢) Para averiguar si los estudiantes pueden generalizar el razonamien-
to anterior, se les plantea el problema equivalente sobre las mallas de
cuadrildteros que ya conocen (cuadrados, rectdngulos y paralelogramos).
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d) El profesor plantea el problema de si la suma de los 4ngulos en
cualquier cuadrildtero serd 360°. Para la verificaci6n, se utilizan copias
recortadas de un cuadrildtero irregular cuyos dngulos estdn marcados con
4 colores diferentes ¥ (figura 39).

Figura 39. Los dngulos de un cuadrildtero suman 360°,

e) Si ningiin estudiante ha planteado la posibilidad de triangularizar
el cuadrildtero trazando una diagonal para calcular la suma de sus dngu-
fos, el profesor guiard a los estudiantes para descubrir este procedimiento.
Por ultimo, planteard la divisién del cuadrildtero en cuatro tridngulos
mediante las dos diagonales. En ambos casos, los estudiantes deberdn
elaborar demostraciones apropiadas.

Actividad 6 (Arboles de implicaciones). Se aborda la elaboracién de
demostraciones légicas mds complejas, mediante el establecimiento de
Jerarguias légicas entre los conceptos y propiedades obtenidos en las
actividades anteriores.
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a) El profesor introduce las ideas de antecedente Iégico y de “drbol

de implicaciones” * mediante ejemplos de aritmética (figura 40), asf como
la flecha como sfmbolo para esas conexiones.

- ————

Figura 40. Un 4rbol de implicaciones en aritmética

b) El profesor muestra a los alumnos fichas en las que aparecen los
conceptos y propiedades estudiados hasta el momento: Escalera, sierra,
“un dngulo llano mide 180°”, “los dngulos opuestos de un paralelogramo
son iguales”, etc. Les pide que busquen antecedentes entre las fichas,
justificando sus elecciones. Si no saben empezar, el profesor les ayuda
colocando una flecha desde “la suma de los dngulos de un tridngulo es
180°” hasta “la suma de los dngulos de un cuadrildtero es 360°”.
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¢) El profesor pide a los alumnos que caiculen la suma de los dngulos
de un pentdgono. Si necesitan alguna indicacién, se les proporcionan
varillas para que subdividan el pentdgono (en tres tridngulos o en un
tridngulo y un cuadrildtero), Una vez obtenida la suma, deberan relacionar
mediante fiechas ese resultado con las fichas de los tridngulos o los cua-
drildteros y construir el drbol de implicaciones correspondiente. Si es
necesario, el profesor sugerird la conveniencia de unir los dos métodos de
descomposicidén del pentdgono cn un solo drbol (figura 41).

La suma de 1os angulos
de un tridngulo es 180°

La suma de 1os angulos

:" E """'-..* de un cuadrilétero es 360°
' £

La suma de los angulos
de un pentigeno es 540°

A

Figura 41.
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d) A los alumnos que han resuelto bien el ejercicio c) se les pide que
piensen otros resultados que se puedan afiadir, como consecuencia de los
anteriores, al final de los drboles.

¢) El profesor pide a los estudiantes que busquen los antecedentes de
la suma de los dngulos de un iridngulo y de la igualdad de Jos dngulos
opuestos en un paralelogramo.

Actividad 7 (Angulo exterior de un tridangulo). E! objetivo es deducir
¥ demostrar, sin indicaciones previas o con el minimo posible de ellas,
que el valor del dngulo exterior de un tridngulo es la suma de los dos
interiores no adyacentes a él.

a) A partir de la medicién de dngulos en dos casos concretos, los
alumnos deben descubrir el resultado (dirigiéndoles si cllo es necesario).

b) Si los estudiantes no saben demostrar la propiedad por si mismos,
el profesor les sugiere la utilizacién de escaleras y sierras o traza la linea
punteada de la figura 42. Después les pregunta si es cierta la propiedad
para un {rigngulo con el dngulo exterior en diferente posicién y les pide
que justifiquen su respuesta.

Figura 42.

¢) El profesor pide a los estudiantes que coloquen una ficha con esta
propiedad en ¢l drbol de relaciones de la actividad 6.
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Asignacion de niveles y fases a lo largo del médudo

Una vez planteadas las 7 actividades del mdédulo de ensefianza de
Fuys, Geddes, Tischler [1985], es interesante analizarlas desde el punto
de vista del tipo de razonamiento que promucven. Como consecuencia,
serd posible hacer una clasificacion de las actividades por niveles razona-
miento y fases de aprendizaje. Dicha clasificacién la hemos realizado los
autores de este capitulo, pero ignoramos si nuestra interpretacién coincide
con la de los autores de las actividades, pues éstos han explicitado poco
en tal sentido en la memoria del proyecto de investigacion,

Fase | Fase 2 Fase 3 Fase 4
pivel 1 i-u.dee., 2-a|2-a, 2-b 2-¢ 3-3, 3¢
Nivel 2 |3-b, 3-¢ 4-a, 4-b 4-a, 4-b 4-¢

Nivel 3 |4-¢,5-a,6-a3 {4-d, 5-a,5-b,| 5-3, 6-b, 5-¢| 5-d, 5-¢, 6~¢,
S-¢, 6-b, 6-¢ 6-d, 7

hivel 4

Figura 43. Distribucién de las actividades del médule de aprendizaje
por niveles y fases,

Tal como indicdbamos en la seccidn 8, la asignacién de nivel y fase a
fas distintas actividades debe juzgarse teniendo en cuenta el objetivo de la
actividad dentro del contexto de la unidad. Teniendo en cuenta esos facto-
res, nosotros proponemos una clasificacién (resumida en la figura 43) que
Jjustificamos en los pdrrafos siguientes.

El objetivo de la actividad | es servir como toma de contacto de los
alumnos con el tema de trabajo y evaluar sus conocimientos sobre el
mismo, por lo que, realmente, no forma parte del médulo de ensefianza.
Los primeros ejercicios programados para ayudar al progreso de los estu-
diantes se encuentran en la “unidad de ensefianza”, que corresponden a la
1* fase del nivet 1 porque se realiza la introduccién y manejo de los
elementos bisicos (dngulos y su medida) a nivel visual.

Con la actividad 2 empieza el proceso de proporcionar a los estudian-
tes experiencias que les permitan alcanzar el nivel 2 de razonamiento. En
ella se trabaja con diversas estructuras, poniendo de manifiesto relaciones
de paralelismo en las distintas mallas, pero desde el punto de vista de su
estructura global, por lo que estd en ¢l nivel 1.
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El comienzo de la actividad (2-a) es la toma de contacto con las
mallas, que se realiza mediante referencia a los pavimentos de los suelos,
por lo que corresponde a la fase 1. El dibujo, la construccion y el andlisis
de mallas (2-a y 2-b) estdn dirigidos a encontrar unas relaciones que mds
adelante serdn los conceptos centrales sobre los que se trabajard, por lo
que estos ejercicios corresponden a la fase 2. Por tltimo, la parte 2-¢ entra
claramente en la fase 3, al pedir a los alumnos que resuman los resuliados.

En la actividad 3 se encuentra la transicién entre los niveles de razona-
miento 1y 2: Las partes de esta actividad en las que se trabaja con mallas
(3-a v 3-c¢) se encuadran en la fase 4 del nivel I; por otra parte, los
ejercicios de 3-b y 3-c corresponden a la introduccién de las sierras y
escaleras, unos nuevos elementos que se van a utilizar en adelante, por 1o
que estos ejercicios se encuentran ya en la fase 1 del nivel 2.

Si las actividades 1 a 3 se realizan de forma adecuada, dando tiempo
suficiente a los estudiantes para reflexionar y proporciondndoles la canti-
dad adecuada de ejercicios de cada tipo, cuando las hayan terminado los
estudiantes habrdn alcanzado el nivel 2 de razonamiento en este tema.
Con la actividad 4 se completa un recorrido por las fases del nivel 2 que
debe guiar a los estudiantes hasta el nivel 3.

Aunque los alumnos de nivel 1 pueden resolver 4-a y 4-b basdndose
en ejemplos concretos, el objetivo central de la actividad 4 es el descubri-
miento de propiedades (paralelismo de lineas e igualdad de dngulos) en
escaleras y sierras, por lo que corresponde al nivel 2 de razonamiento. En
este contexto, 4-a y 4-b corresponden a las fases 2 y 3.

En la primera parte de 4-c se trabaja sobre la relacion entre las propie-
dades anteriores, iniciando el contacto de los estudiantes con las deduc-
ciones l6gicas (segmentos paralelos —> dngulos iguales; dngulos igua-
les —> segmentos paralelos); por lo tanto se trata de una serie de ejerci-
cios que corresponde a Ia fase 4 del nivel 2, culminada la cual los estu-
diantes estardn en condiciones de hacer deducciones 16gicas simples, s
decir que razonardn en el nivel 3.

La dltima parte de 4-c corresponde claramente al nivel 3, pues ya se
plantea Ia consciencia de la distincién entre dos implicaciones inversas;
puesto que se frata de un Unico ejemplo que sirve como toma de contacto
con este tema de trabajo, este didlogo representa la fase 1 del nivel 3. Sin
embargo, si los alumnos saben dirigir su atencién hacia la simetrfa de las
dos implicaciones inversas, estardn ya razonando en el nivel 3, pues ésta
es realmente una relacién légica®.

Las deducciones informales comienzan en los ejercicios 4-d, que re-
presentan una progresiéon desde deducciones simples a otras mds largas,
en las que se necesita el encadenamiento de sierras y/o escaleras; nos
encontramos en la fase 2 del nivel 3,
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A partir de aquf las demostraciones deductivas se encuentran presentes
en las restantes actividades del médulo, que estdn dedicadas todas ellas a
facilitar Ja adquisicién del nivel 4,

En la actividad 5 el objetivo central es la demostracién informal de
propiedades (nivel 3), si bien se intentan aproximaciones a los métodos
abstractos. La presentacién de demostraciones de tipo visual (coloreado
de dngulos) seguidas de otras mds abstractas en el caso de los cuadrildte-
ros, muestra las diferentes fases de aprendizaje del razonamiento formal.
Dentro de los métodos de triangularizacién de 5-e, la deduccidn de que
cuando se usan dos diagonales hay que restar 360° a la suma de los
dngulos de los cuatro tridngulos presenta una dificultad adicional; también
se toma contacto en esta actividad con la posibilidad de demostrar una
propiedad de varias formas diferentes. Todo ello corresponde a un fase
avanzada del nivel 3, préxima ya al razonamiento abstracto del nivel 4.

Por 1o tanto, los primeros ejercicios de 5-a representan la fase 1 del
nivel 3; desde el final de 5-a hasta 5-c representan las fases 2 y 3; 5-d y 5-
e corresponden a la fase 4, ya que requieren Ia utilizacién conjunta de los
métodos usados en los ejercicios anteriores.

La actividad 6 se basa en el establecimiento de implicaciones l6gicas
entre propiedades y conceptos, por lo cual corresponde al nivel 3. Igual
que en la actividad 5, se pueden reconocer las diversas partes de la activi-
dad correspondientes a la fase 1 (6-a), la fase 2 {6-b y 6-¢) y la fase 4 (6-c
y 6-d); como en las otras actividades, la fase de explicitacién estd sicmpre
presente, aunque no se plantee expresamente en los enunciados de los
ejercicios.

Sus autores usan la actividad 7 como evaluacién de los niveles de
razonamiento 2 y 3, pues la demostracién que hay que realizar exige la
aplicacién a una situacién nueva de propiedades obtenidas anteriormente.
Lo mds probable es que los alumnos de nivel 3 busquen y utilicen en la
demostracién propiedades de escaleras y sierras y que sean capaces de
trabajar con dngulos en general, mientras que los alumnos que se encuen-
tran en el nivel 2 se quedardn satisfechos con la comprobacién de algunos
casos concretos, tendiendo ademds a hablar y razonar sobre dngulos con
posiciones o valores concretos. También puede ponerse de manifiesto en
esta actividad el nivel 4 si se hace una demostracién algebraica, sin usar
figuras,

Desde la éptica de su pertenencia a este médulo de aprendizaje, la
actividad 7 corresponde a la 4* fase del nivel 3.
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Algunas actuaciones de los estudiantes

A continuacién ofrecemos algunos comentarios (extrafdos de Fuys,
Geddes, Tischler [1985]) referentes al comportamiento de los 32 alumnos
que realizaron la experiencia (16 de 6° grado y 16 de 9° grado de EE.UU.,
de edades equivalentes a 6° de E.G.B. y 1° de B.U.P. respectivamente).
Hemos procurado centrarnos en algunos puntos que permitan diferenciar
las formas de trabajar y las dificultades de estudiantes que al empezar la
experiencia tenfan diferentes niveles de razonamiento ',

Entre los estudiantes, habia algunos (8 alumnos de 6° y 2 de 9°) que
no habfan recibido en los cursos anteriores suficiente instruccién sobre los
conceptos bésicos de este médulo de enseiianza (congruencia de dngulos
y paralelismo de rectas), por lo que su conocimiento del tema era muy
pobre y su nivel de razonamiento en este tema correspondfa al comienzo
de la adquisicién del nivel 1. Dado que este médulo de ensefianza estd
disefiado para promover, como minimo, el paso del nivel 1 al nivel 2, no
es adecuado para dichos estudiantes. En efecto, estos alumnos de nivel
mdas bajo s6lo fueron capaces de realizar unas pocas (o ninguna) de las
cuestiones de la actividad 1 del mddulo, inciuso después de trabajar con la
“unidad de ensefianza” complementaria sobre las ideas de dngulo, de su
medida y su estimacién, Un ejemplo de las carencias de estos nifios es la
respuesta de uno de ellos que considera iguales <a y <b , pero distintos <c
y <d (figura 44).

Lo L Lo N

Figura 44.

El resto de los estudiantes (8 alumnos de 6° grado y 14 de 9° grado)
empezaron la experiencia con diversos grados de habilidad en el uso del
razonamiento de nivel 2. Todos ellos mostraron progresos en su nivel de
razonamiento a lo largo de la realizacién del médulo de instruccién, pues
profundizaron en su habilidad para descubrir propiedades de figuras (ni-
vel 2) y para comprender y/o dar argumentos deductivos (nivel 3).

A diferencia de los estudiantes del grupo anterior, éstos no tuvieron
dificultades en la actividad 1, excepto algunos alumnos que, al principio,
s6lo identificaban los dngulos rectos en determinadas posiciones, o que
giraban la hoja para decidir si un dngulo era recto o no.
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Una prueba de que estos estudiantes habfan alcanzado el nivel 2 es que
todos realizaron sin problemas las actividades 2, 3, 4-a y 4-b, descubrien-
do rdpidamente las propiedades de sierras y escaleras (lineas paralelas y
dngulos iguales) y su relacién con las mallas. Algunos de ellos mostraron
indicios del nivel 3, como una niiia que, al describir las sierras, decfa que
sus dngulos deben ser agudos porque “no pueden ser obtusos, deben tener
lineas dentadas y parecerse a la cima de una montaiia”,

Los ejercicios de 4-c estdn dirigidos a introducir las implicaciones y
su lenguaje de la forma “si ... entonces”. Al realizar actividades de este
tipo es bastante fdcil darse cuenta de si los estudiantes comprenden el
significado de la implicacién y entienden la diferencia entre una implica-
cién y su inversa o no. En este caso, sélo 4 de los alumnos de 9° utiliza-
ron de forma espontdnea las implicaciones y reconocen ia diferencia entre
una implicacién y su inversa, Otros estudiantes, menos avanzados, sélo
fueron capaces de distinguir esas implicaciones después de asociar “lfncas
‘paralelas —> dngulos iguales™ con sierra/ escalera. La mayoria de alum-
nos contestaba a las preguntas de 4-c relatando el proceso de construc-
cidn, y decfa que las afirmaciones hechas por el profesor “si dibujo lineas
paralelas, entonces obtengo dngulos congruentes” y “si dibujo dngulos
congruentes, enfonces obtengo lineas paralelas” eran “la misma”.

Respecto a las demostraciones deductivas informales introducidas en
4-d, la primera vez que tuvieron que aplicar una secuencia de varios pasos
(escaleras y sierras, en la igualdad de dngulos de una malla de paralelo-
gramos) ningin alumno la resolvié por s mismo, aunque una indicacion
del entrevistador, como “inténtalo en dos pasos”, basté para que varios
alumnos lo resolvieran mediante esquemas del tipo (figura 45) “<1 = <x
por una escalera y <2 = <x por una sietra, por lo que <I = <2” (aunque
no emplearon esos términos); excepto un nifio, todos los demds lo resol-
vieron tras diversos grados de ayuda. También surgieron algunas respues-
tas del nivel 2, como una nifia de 9° que decfa que, para demostrar que
dos dngulos eran iguales, “podemos medirlos”.
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Después de estos ejercicios, la mayor parte de los alumnos supo justi-
ficar deductivamente Ia igualdad de los dngulos opuestos de los paralelo-
gramos, usando todos cllos argumentos similares, del tipo (figura 46) “<a
= <c por una escalera, <b = <c por una sierra, por lo tanto, como <a y <b
son iguales a <c, <b =<a”.

/ Fa
1 \ \
a
/] / “
A C
AV \
Figura 45. Figura 46.

En relacién con la suma de los dngulos interiores de un tridngulo,
varios alumnos conocfan el resultado, pero no lo sabfan justificar; esto
puede suponer un obstdcuio ya que, al saber que el resultado es cierto, no
sienten la necesidad de su demostracién, Los que no lo conocfan, lo
descubrieron coloreando dngulos en una malla triangular y justificando
las igualdades de dngulos (igual color) mediante sierras y escaleras. Los
alumnos solfan saltarse partes del argumento deductive cuando lo explica-
ban, por e¢jemplo no especificando que cierta igualdad de dngulos se debia
a la existencia de una sierra.

Todos estos alumnos, superadas las dificultades de algunos de 6° gra-
do con los tridngulos, supieron dar justificaciones informales de tipo de-
ductivo acerca de la suma de ios dngulos interiores de cuadrildteros y
construyeron drboles de implicaciones para las interrelaciones de las su-
mas de dngulos, lo cual indica un claro progreso en su habilidad de
razonamiento de nivel 3. El proceso seguido para encontrar la suma en los
dngulos difirié bastante de unos alumnos a oftros:

Por subdivisién: Dividiendo el cuadrildtero en dos tridngulos.

Por transformacién: Una nifia explicé que “la suma de los dngulos de
un recténgulo ¢s 360° porque 4 x 90° = 360°” y después afirmé que los
dngulos de un paralelogramo “suman 360° porque es como un rectangulo
inclinado”.

Usando cubrimientos, de manera similar a lo hecho con los tridngulos.

Utilizando sierras y escaleras: Un nifio observé (figura 47) que <A +
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<B = 180° y que <C + <D = 180° y, como <B = <E y <D = <F por unas
escaleras, entonces la suma es 360°,

Figura 47.

/ / /
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La capacidad de algunos nifios para comprender la secuencia que se
estaba siguiendo se pone de manifiesto cuando intuyen que después habrd
que obtener la suma de los dngulos de un pentdgono. La preferencia de
algunos alumnos en la actividad 6 por el método de subdivisién para la
demostracién de ta suma de los dngulos de un pentdgono indica razona-
miento de nivel 3, frente a los que prefieren la medicidn, lo cual indica
que todavia prefieren el razonamiento de nivel 2. La mayoria de los
alumnos mostré progreso hacia el nivel 3 al poder comprender y/o expo-
ner argumentos deductivos informales sobre la suma de los dngulos de
poligonos.

La actividad 7 se propuso sélo a los estudiantes que habfan mostrado
mayor habilidad en las actividades anteriores; todos los alumnos que la
hicieron descubrieron rapidamente el valor del dngulo exterior de un tridn-
gulo tras medir algunos tridngulos. A continuacidn, algunos alumnos de
6° desarrollaron una demostracién por si mismos, mientras que a los otros
hubo que darles la orientacién de la linea auxiliar (figura 42) para que
pudieran demostrar la relacién. En sus demostraciones utilizaron escaleras
y sierras, coloreando a veces. Aquf se ve un claro progreso de nivel, pues
aunque comienzan haciendo mediciones (ejemplos concretos), posterior-
mente utilizan sierras y escaleras o incluso dan razones mds absiractas
(deduccidn generat).

La mayorfa de estos alumnos no tuvo problemas en mostrar como se
relaciona esta propiedad con las ideas previas, mediante la construccién
de un 4rbol de implicaciones, comenzando de esa manera a construir una
red de teoremas {(progreso hacia el nivel 4),

379



NOTAS

I. Si M. Servet tuvo problemas en el siglo XVI por predecir un eclipse, jqué habria
pasado si hubiera podido predecir la existencia de alguno de los planetas que todavia no se
conocfan en aquella época?

2. Esto lo saben bien los paracaidistas de caida libre cuando hacen figuras y acrobacias
mientras caer.

3. Se puede ensefiar a alguien a poner en marcha un coche pero no se le puede enseiiar
a ir en biciclela. Este ejemplo refleja Ia diferencia entre ensefiar contenidos memorizables y

enseiiar a razonar.

4. Dina Van Hicle fallecié en 1959 y P.M. Van Bicle sigue actualmente dedicando
parte de su aclividad investigadora a este tema.

5. No debe pensarse que el nivel 1 se da sélo en nifios pequerios: Una de nuestras
alumnas de 1° de Magisterio tenfa que ciasificar varios cuadrildteros dibujados en una hoja;
mirando un cuadrade que se apoya en un vértice dice: “Este es un rombo ...”" (medita un
momento y gira Ia hoja) “... pero si lo pongo asf, es un cuadrado. ;Qué 1fo!”, No fue capaz
de clasificar esa figura y, ademds, hizo que algunas de sus compaiieras se quedaran también
perplejas,

6. Algunos investigadores tienen en cuenta un 5° nivel de razonamiento, al que corres-
ponde la capacidad de utilizar y comparar diferentes sistemas axiomdticos. Nosotros no
creemos en la existencia de ese nivel, por lo que no aludimos a él en este texto.

7. En Espaiia se estd usando cada vez con mis [recuencia la palabra “probar” como
equivalente a “demostrar”, sin duda como consecuencia de malas traducciones del inglés.
Creemos que esta alternativa es desaforlunada, pues en el lenguaje ordinario la palabra
“probar” tiene un significado més préximo a “comprobar” que a “demostrar”,

8. Una cometa es un cuadrilitero convexo con dos pares de lados consecutivos ignales.

9. El entrevistador dispone de una lista de propiedades de un polfgono, que Ie va
presentando al estudiante de una en una hasta que éste esté seguro de cudl es la figura. El
objetivo es descubrir la figura a partir del menor nimero posible de propiedades (Burger,
Shaughnessy [1986]).

10. Quiere decir que ha llegade al mismo resultade que antes, que no son paralelos.

11. También Freudenthal hace suya esta propuesta cuando aboga por la organizacién
local de Ia enseftanza de las matemdticas frente a la organizacidn global (Freudenthal {1973]
y Piaget y otros {1983]): El aprendizaje de las matemdticas tiene lugar mediante Ja forma-
cién de diversas “localidades” disconexas que, al profundizar en su estudio, se irdn uniendo

y formarén otras “localidades” mayores.

12. Y si se va a dar a los alumnos el cuestionario fotocopiado, no hay que olvidar dejar
entre pregunia y pregunta suficiente espacio en blanco,

13. De hecho, no sigue el mismo criterio para triangularizar en los tres ejemplos, por lo
que si intentara plantear una demostracién general de la regla del nimero de tridngulos,
seguramente tendria problemas.

I4, Ni en la figura 11 ni en las siguientes temas pretendido hacer representaciones
exhaustivas de los conceptos, por lo que hemos omitido varias de las posibles propiedades o
relaciones.

380



15, Otra cuestién es la eficacia del método. En cualquier caso, hasta la peor ensefianza
inductiva prolongada durante varios cursos en EGB, permitird que los nifios alcance el nivel
2 de razonamiento.

16. Aquf Van Hiele da a la palabra “maduracién™ el sentido de “sazonamiento”, como
fe ocurre a la fruta.

17. La otra diferencia bésica es ]a importancia que cada uno le da al lenguaje. Es sabido
que para Piaget el lenguaje no es una parte importante de Jos procesos de aprendizaje,
mientras que para Van Hiele, como hemos visto, es imprescindible el uso de un Ienguaje
adecuado.

18. Citado en Copeland, R. W. [1974]: How children learn mathematics. Teaching
implications of Piaget's research (Macmillan: N. York),

19. Recordemos que el uso de materiales es necesario incluso en ¢l nivel 3; en las
primeras fases para alcanzar el cuarto nivel es cuando los estudiantes empezarén a trabajar
de forma completamente abstracta.

20. Este estudio deberfa iniciarse al comenzar la adquisicién del nivel 3, completindose
el estudio de los aspectos algebraicos al Hegar al nivel 4,

21. Entre las diversas publicaciones sobre la obra grifica de M.C. Escher, Mac Gillavry
{1976] hace un estudio matemético de Ia misma. Actividades del tipo que proponemos aquf
se puede ver en Gutiérrez, Jaime {1982].

-

22. El curriculum holandés de Enseiianza Primatia de esa época no incluiil% geometrin y
en ¢l primer curso de Enseitanza Media habfa una asignatura especifica de geometria. Por
este motivo, los estudiantes llegaban a este curso con unos conocimientos muy reducidos de
geometria, Algo parecido ocurre en el actual currfculum de EE, UU.

23. Esle trabajo forma parte de un proyecto de investigacién desarrollado durante los
cursos 1986-89 y subvencionado por la Consellerfa de Cultura, Educacién y Ciencia de la
Generalitat de Valencia a partir de 1987.

24, En diferentes ocasiones aparccerdin conexiones entre traslaciones, giros y simetrias.
Auvnque aquf nos limitamos a hacer una propuesta de ensefianza de las traslaciones, es
aconsejable ir avanzando en paralelo en los tres movimientos.

25. Nuestro objetivo al seleccionar ese material es hacerlo muy barato, ficil de elaborar
y manejable por los nifios.

26. No es necesario usar esta palabra si s¢ estd trabajando con nifios pequeiios,

27. Estos frisos deben elegirse de manera que haya algunos cuyos vectores se diferen-

cien sélo en ¢l médulo o sélo en la direccion; asi los alumnos descubrirdn estas caracteristi-
cas que diferencian unas traslaciones de otras.

28. Mientras no se plantee la necesidad de fijar el sentido de la trastacién, es conve-
niente usar segmentos. De todas formas, el sentido se puede introducir en cuanto algin
estudiante lo plantee.

29. Es f4cil que surja una tendencia a hacer siempre traslaciones “hacfa {a derecha”, lo
cual puede dificultar la compresién de 1a necesidad del sentido de 1a traslacién. Esto debe
tenerse en cuenta desde el principio del bloque 1.

30. Desde ¢l comienzo del bloque 1 se ha usado el hecho de que las traslaciones son
isometrias, pero nunca se ha empleado explicitamente.

31, Excepto el bloque 4, que estd formado por actividades del iiltimo nivel, ¢l nivel 4.
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32. Esto no estd recogido en las actividades que hemos propuesto en las pdginas ante-

riores.
£ e lages fady

33. Siempre que nos refiramos a “paralelogrames”, qx&g‘.iiemos decir paralelogramios no
rectdngulos,

34, Estos son los nombres descriptivos utilizados con bastante frecuencia en varios
pafses para estas estructuras y son Jos que emplean Fuys, Geddes, Tischler (1985).

35. Fuys, Geddes, Tischler (1985) incluyen los ejercicios de 3¢ en la actividad 4;
nosotros los hemos cambiado de actividad para que se vea de forma més clara la continuidad
de la instruccién,

36. En nuestra opinién, a 4-c le faltan algunos ejercicios en los que se manejen implica-
ciones falsas, para completar la compresién por los alumnos de las implicaciones y de la
distincién entre una implicacién y su inversa. Tanto la forma como ¢l contenido de las
cuestiones planteadas sélo presentan parte de la problemdtica de las implicaciones; por otra
parte, no permiten distinguir entre las respuestas que s¢ deben a una compresién del signifi-
cado de la implicacién y Ia simple asociacién de propiedades debida al contexto. Habrfa que
presentar también casos como los recogidos en los no-gjemplos de la figura 34, aunque,
posiblemente, este contexto no sea adecuado para este estudio, pues en €I s6lo hay implica-
ciones “si y sélo si”,

37. Al colorear los dngulos se proporciona a los estudiantes una pista muy reveladora.
Serfa mejor plantear inicialmente el problema con los dngulos sin colorear y dar esa pista
s6lo si es necesario. Ademds, la forma de plantear este ejercicio influye en 5-¢.

38. Esla es otra denominacién ideada por Dina Van Hiele que ha perdurado hasta la
actualidad. La traduccién literal es “drbol de famitia”.

39. Aquf los autores de este médulo han dado un salto con la intencién de detectar
estudiantes que estén en el nivel 3 pues, como indican en Fuys, Geddes, Tischler (1985}, p.
40, si los estudiantes no responden positivaniente de fonma exponténea, abandonan el ejerci-

cio.
40. Aunque, en este caso, lo més probable es que el alumno se imagine la figura.

41. En Fuys, Geddes, Tischler (1985) se hace una descripcién mucho més detallada.
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