
2
Los M�todos Sint�cticos

2.1  Introducci�n

Entre los m�todos estructurales de reconocimiento de formas destacan
los m�todos englobados en lo que se conoce como reconocimiento sint�ctico
de formas. Estos m�todos intentan aprovechar las t�cnicas desarrolladas por
la teor�a de lenguajes formales [Aho,73] [Eilemberg,74] [Harrison,78], las
cuales proveen de una representaci�n (las gram�ticas) y de un mecanismo
de interpretaci�n ("parsing" o an�lisis sint�ctico) para aquellas formas cuyos
objetos se pueden describir como cadenas de subobjetos [Gonzalez,78] [Fu,82]
[Miclet,86].

En su utilizaci�n en reconocimiento de formas,  la teor�a de lenguajes
tropez� desde un principio con un problema inherente a este dominio de
aplicaci�n: la representaci�n imprecisa de los objetos. Para solventar esta
dificultad se hace necesario recurrir a m�todos de an�lisis sint�ctico
tolerantes a cadenas "ruidosas" o plagadas de errores. Los m�s desarrollados
de estos m�todos son el an�lisis sint�ctico corrector de errores y el an�lisis
sint�ctico estoc�stico, que utilizados simult�neamente permiten construir
analizadores sint�cticos correctores de errores estoc�sticos.

2.2  Los lenguajes y sus gram�ticas

Dado un conjunto de s�mbolos o alfabeto V, el conjunto de todas cadenas
posibles sobre ese alfabeto es V* (el monoide libre sobre V mediante el
operador concatenaci�n) y V+ ser� el mismo conjunto sin la cadena vac�a.
Un lenguaje  sobre el alfabeto V es un subconjunto de V*. Existen un
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n�mero no enumerable de lenguajes, todos ellos representables mediante
gram�ticas.

Una gram�tica se define como la cu�drupla G=(N,V,P,S),  donde V es el
alfabeto de G y N es un conjunto finito de s�mbolos no terminales, VÇN=¯.
Se conoce a W=V N como el vocabulario de G, una frase zÎW * es una

cadena de s�mbolos de W. P W *N W *´W * es un conjunto de reglas de
producci�n o reescritura, que transforman una frase (en la que por lo menos
hay un no terminal) en otra frase del mismo vocabulario. Estas reglas se
denotan como z1Az2®z3, donde z1,z2,z3ÎW* y AÎN. Finalmente, SÎN es el
s�mbolo no terminal inicial  o axioma de G.

Mediante la aplicaci�n sucesiva de reglas de G se puede transformar una
frase z1  del vocabulario en otra zn . Escribiremos esto como z1 ÊÞ* zn;

z1,znÎW*; y si D(zn)=(z1,z2,z3,...,zn), ziÎW*, es la secuencia de frases que han
llevado de z1 a zn,  diremos que D es una derivaci�n de zn desde z1. Se define
entonces el lenguaje generado por G como el conjunto de todas las cadenas
del alfabeto que se pueden derivar del axioma de G: L(G)={ a : aÎV*, SÊÞ* a }.

Al proceso de obtener una derivaci�n de una cadena a partir del axioma
de una gram�tica y aplicando reglas de �sta, se le denomina an�lisis
sint�ctico. Se dice que una gram�tica es ambigua si para alguna cadena del
lenguaje existe m�s de una posible derivaci�n para generarla.

Chomsky dividi� las gram�ticas (y por lo tanto los lenguajes) en una
jerarqu�a que va del tipo 0 a 3, en orden decreciente de complejidad, y en
base a la forma de sus reglas:

Tipo 0: Gram�ticas sin restricciones en las reglas.
Tipo 1: Gram�ticas sensibles al contexto, con reglas de la forma

z1Az2®z1bz2. Es decir, el no terminal A se sustituye por la
frase b del vocabulario en el contexto z1z2 (z1,z2ÎW*, bÎW+).

Tipo 2: Gram�ticas de independientes del contexto, en las que A® b
independientemente del contexto.

Tipo 3: Gram�ticas regulares, cuyas reglas son de la forma A®aB  o
A®a;  aÎV;  A,BÎN.

La gram�ticas de tipo 0 y 1 son las que proporcionan el mayor poder
descriptivo, aunque son las gram�ticas del tipo 2 y 3 las m�s utilizadas en
aplicaciones pr�cticas como el reconocimiento de formas, principalmente
debido a su mucho menor complejidad. Todas ellas son las llamadas
gram�ticas formales.
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2.3  Reconocedores de lenguajes

Seg�n se ha definido en el apartado anterior, para cada lenguaje existe
una gram�tica generadora del mismo. Similarmente, existe un reconocedor
capaz de decidir si una cadena pertenece o no a dicho lenguaje.

Para los lenguajes regulares el reconocedor es un aut�mata finito. Se
demuestra que para todo aut�mata finito existe una gram�tica regular que
genera el lenguaje aceptado por el aut�mata y viceversa [Aho,73].

Un aut�mata finito se define como una qu�ntupla A=(V,Q,d,qo,F), donde
V es un conjunto finito de s�mbolos y Q un conjunto finito de estados. qo es
el estado inicial y F Q el conjunto de estados finales. d  una funci�n de

transici�n entre estados: d:(Q´V)®P(Q). El funcionamiento de un aut�mata
se inicia en qo para ir pasando, mediante la funci�n de transici�n, de un
estado al estado siguiente seg�n indiquen los sucesivos s�mbolos de la
cadena a reconocer. Si despu�s del �ltimo s�mbolo de la cadena se ha llegado
a un estado final, la cadena pertenece al lenguaje del aut�mata (figura 2.1).
Formalmente, el lenguaje de cadenas de V* aceptado por el aut�mata A  se

define como L(A)={a|aÎV* Ù D(qo,a) F¹¯}, donde D:(Q´V*)®P(Q) es la

funci�n de transici�n d extendida a cadenas de s�mbolos (l es la cadena
vac�a):

D(q,l)={q};     D(q,aa)=

q'ÎD(q,a)

ÊÊd(q',a);          aÎV*;  aÎV;  qÎQ;

Cada una de las posibles secuencias de estados recorridos por el aut�mata
para reconocer una cadena, equivale a una secuencia de reglas de la
gram�tica (regular) equivalente,  y por lo tanto, representa una derivaci�n
de la cadena. N�tese que en general, el funcionamiento de un aut�mata
implica el seguir simult�neamente varios posibles caminos a trav�s del
mismo (y posiblemente llegar a varios estados finales), puesto que, seg�n la
definici�n de d, dado un s�mbolo y un estado son varios los estados
siguientes (el aut�mata es no determinista). Para recorrer en paralelo varios
caminos se suelen utilizar algoritmos basados en t�cnicas de programaci�n
din�mica (algoritmo de Viterbi, ver cap�tulo 4) [Bellman,57] [Forney,73]. Si la
definici�n de d  se restringe a d : (Q´V)® Q entonces el aut�mata es
determinista. Se demuestra que dado un aut�mata no determinista siempre
existe uno determinista que reconoce el mismo lenguaje (pero puede tener
2|Q| estados) y viceversa (figura 2.2) [Aho,73].
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aaaaaa

Sea el Lenguaje:

Todas las cadenas que empiezan con 'a', seguida de un númer o indeter minado de 'b', y que 
ter minan con 'ab' o 'aab'

Su atómata asociado:

S X

Y

Z
T

a

a

a

a

b

bT es el estado 'final'
S es el estado 'inicial'

Su Gramática:

G=(V,N,P,S);  V={'a','b'};  N={S,X,Y}
P={
      S®aX  (axioma)
      X®bX  (un bucle)
      X®aZ  
      X®aY 
      Y®aZ  
      Z®b 
     }
  

G es NO determinista

Reconocimiento de cadenas:  'abba'  y  'ab'

1) Secuencia de estados: 
     abbab: SXXXZT,  reconocida.
     ab:    SXX,      NO reconocida.

2) Secuencia correspondiente de reglas:
      abbab: S®aX, X®bX, X®bX, X®bX, X®aZ, Z®bT
      ab:    S®aX, X®bX, X®???

Figura 2.1  Un ejemplo de Lenguaje regular, con su Gram�tica y su Aut�mata asociado. An�lisis
sint�ctico de 2 cadenas.

a

S L M

N

T

b

a

b

ba

a

Figura 2.2  Aut�mata determinista equivalente al no determinista de la figura anterior. N�tese que
reconoce el mismo lenguaje, pero NO representa la misma gram�tica (aunque s� a una equivalente).

Para los lenguajes de contexto libre los reconocedores correspondientes
son los aut�matas a pila [Fu,82], para los lenguajes dependientes del contexto
se emplean los aut�matas lineales acotados, y finalmente, para los lenguajes
de tipo 0 las m�quinas de Turing  [Fu,82].

La definici�n de los reconocedores de lenguajes conduce
inmediatamente  a una posible manera de utilizar los m�todos sint�cticos
en reconocimiento de formas. Para ello, y siempre que los objetos sean
representables mediante cadenas de s�mbolos, basta construir un clasificador
en el que se define una gram�tica por clase o forma. El correspondiente
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reconocedor (p.e., un aut�mata si la gram�tica es regular) determinar� si la
cadena pertenece o no al lenguaje de la gram�tica (al conjunto de cadenas
que �ste representa) y por lo tanto, a la forma. La construcci�n o inferencia
de los reconocedores asociados a cada clase, o equivalentemente de sus
gram�ticas, se puede llevar a cabo manualmente o mediante m�todos de
inferencia gramatical  (ver cap�tulo siguiente).

2.4  El problema de la imprecisi�n

Es muy usual en reconocimiento de formas el que los objetos a
reconocer, e incluso los ejemplos de aprendizaje, vengan distorsionados y
embrollados por ruidos de diversa procedencia (medio ambiente, l�neas de
transmisi�n en mal estado, mancha en la foto,...) (figura 2.3).

aa

Sonidos o Se�ales Im�genes

Palabra / UNO / en el dominio del tiempo.

/ U / / N / / O /

Palabra / UNO / (con ruido) en el dominio del tiempo.

/ U / / N / / O /

Dibujo de una silla

Dibujo de una silla (con ruido)

Figura 2.3  Formas "limpias" y distorsionadas por ruido.

En el caso del reconocimiento sint�ctico de formas, ello quiere decir que
las cadenas presentadas al reconocedor pueden no ser correctas, es decir,
pueden presentar s�mbolos equivocados y s�mbolos de m�s o de menos. Esto
a su vez conlleva el que las gram�ticas, que a menudo son constru�das
(autom�tica o manualmente) a partir de un subconjunto representativo de
cadenas de la forma, puedan ser inexactas. Esta imprecisi�n, que afecta tanto
en la descripci�n estructural de los objetos como en la de las formas, no
puede deshacerse mediante los procedimientos usuales de an�lisis
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sint�ctico, por lo que se han desarrollado soluciones alternativas, las cuales
se enmarcan en dos aproximaciones bien diferenciadas:

¥ Aquellas en las que la interpretaci�n se lleva a cabo mediante el uso
de m�todos derivados de la teor�a de la decisi�n, definiendo una
distancia entre cadenas, a partir  de informaci�n estad�stica relativa a
los distintos errores debidos al ruido u otras causas [Aho,72] [Aho,73]
[Thomason,74] [Bahl,75] [Tanaka,86] [Tanala,87]. Las t�cnicas
correspondientes se engloban en el llamado an�lisis sint�ctico
corrector de errores.

¥ Aquellas que asocian a la informaci�n estructural una informaci�n
probabil�stica, sobre la frecuencia de uso/aparici�n de las distintas
partes de la estructura. Este suplemento de informaci�n flexibiliza
notablemente la capacidad de representaci�n del modelo, y ha
conducido a la extensi�n de los lenguajes formales con el fin de
incluir en ellos los llamados lenguajes estoc�sticos. Estos lenguajes
se representan mediante gram�ticas estoc�sticas, con las que se lleva
a cabo un an�lisis sint�ctico estoc�stico   [Gonzalez,78] [Fu,82].

2.4.1  An�lisis sint�ctico corrector de errores

La idea b�sica del an�lisis sint�ctico corrector de errores reside en la
estimaci�n de una distancia  o medida de similitud entre una cadena
distorsionada y su original perteneciente a una gram�tica dada.

La distancia entre dos cadenas se define a partir del "n�mero m�nimo"
de transformaciones de error necesarias para pasar de una  cadena a la otra.
Se consideran tres tipos posibles de error: borrado, inserci�n o sustituci�n de
un s�mbolo, pudi�ndose pasar de una cadena a otra cualquiera simplemente
mediante combinaci�n de estos errores [Thomason,74] [Fu,82].
Formalmente, se definen tres transformaciones:

borrado: aab 
Tb

 ab;

inserci�n: ab 
T i

 aab;

sustituci�n: aab 
Ts

 abb

Tb,Ti,Ts : V*®V*; ÊÊÊÊa,bÎV*;ÊÊÊÊ a,bÎV;ÊÊÊÊÊa¹b;

a partir de las cuales se define la distancia de Levenshtein dL(a,b) entre dos
cadenas a,bÎV* como el m�nimo n�mero de transformaciones necesarias

para convertir a en b (figura 2.4). Es decir, si C  es cualquier secuencia de
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transformaciones que convierta a en b y SC, BC, IC son respectivamente el

n�mero de sustituciones, borrados e inserciones en C:

dL(a,b)=min
C

 { SC +BC +IC }

aa

a a a a a h h h c c c d d d

a a t a a a h h c c c x d d d
Bor rado Inser ción

Inser ción
Sus titución

4 Errores:  Distancia=4

Figura 2.4 Distancia de Lenvenshtein entre dos cadenas.

Si es necesario, es posible extender esta definici�n dando m�s o menos
importancia a un tipo de error frente a otro, obteni�ndose entonces la
distancia de Levenshtein ponderada:

dLP(a,b)=min
C

 { ws×SC +wb×BC +wi×IC  }

donde ws,w i,wb son respectivamente los pesos (costes) de sustituci�n,
borrado e inserci�n. Incluso cabe introducir una dependencia seg�n el
s�mbolo que se borra (se inserta o sustituye) (distancia de Fu ponderada)
[Fu,82].

Una vez definida la distancia, un algoritmo analizador sint�ctico
corrector de errores es un algoritmo que busca una cadena  b perteneciente al
lenguaje de la gram�tica G tal que la distancia (d) entre b  y la cadena a
analizar a sea m�nima:

b= argmin
wÎL(G)

 { d(a,w) }

a la distancia que proporciona el m�nimo se la puede considerar como la
distancia entre la cadena a  y el lenguaje L(G):

D(a,L(G)) = d(a,b) = min
wÎL(G)

 { d(a,w) }

Generalmente, los algoritmos de an�lisis sint�ctico con correcci�n de
errores se subdividen en dos etapas:

¥ Construcci�n de la gram�tica expandida  Ge de la gram�tica G
original, a�adiendo a cada regla de G sus correspondientes reglas de
er ror . Existir� una regla de error asociada a cada posible
transformaci�n de error (figura 2.5).
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Concretamente, las reglas de error a a�adir a una gram�tica regular
G=(N,V,P,S) para construir su gram�tica expandida ser�n, xÎV, (e
es el s�mbolo nulo nil):

Inserci�n (de x): A®xA (A®bB)ÎP

Sustituci�n (de b por x): A®xB (A®bB)ÎP; 

A®x (A®b)ÎP

Borrado (de b)1: A®B (A®bB)ÎP; A®e (A®b)ÎP

aaa

G={ V,N,P,S };       V={ 'a','b','c' };     N={ X, Y, Z };    P={ S®aY,  S®bZ }

S

Y

Z

a

b

b
c

e

a
c
e

c
b

a

S

Y

Zb

a

Reglas a�adidas:
S®bY    S®cY  S®eY   (sustituci�n y borrado)  S®aS   S®bS   S®cS (inserci�n)
S®bZ    S®cZ   S®eZ   (sustituci�n y borrado)  

Figura 2.5  Aut�mata expandido: transiciones que se a�aden al hacer la expansi�n de dos transiciones
procedentes del mismo estado. Obs�rvese la redundancia de transiciones de inserci�n.

¥ Analizar sint�cticamente la cadena desconocida con Ge y luego, de
entre todas las derivaciones obtenidas (Ge es siempre ambigua),
buscar aquella cuyas reglas (transformaciones) de error produzcan la
distancia m�nima. Esta derivaci�n2 proporciona no s�lo la cadena
que m�s se asemeja a la muestra, sino tambi�n la distancia a la
misma.

T�picamente, los algoritmos que se emplean para esta b�squeda y
minimizaci�n son los mismos que los utilizados para gram�ticas no
deterministas, por lo que se basan tambi�n en las t�cnicas de

1 Seg�n la definici�n m�s corriente, estas reglas NO SON REGULARES. Esto se discute con
detalle en el Cap�tulo 5.

2 La derivaci�n �ptima puede no ser �nica.
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programaci�n din�mica. Sin embargo, la particular forma de las
reglas de borrado obliga a utilizar algoritmos especiales, algunos de
los cuales se proponen en el cap�tulo 5.

2.4.2  Gram�ticas estoc�sticas

Una gram�tica estoc�stica se forma a�adiendo probabilidades a las reglas
de una gram�tica no estoc�stica (la gram�tica caracter�stica de la gram�tica
estoc�stica). El lenguaje estoc�stico generado por tal gram�tica est� formado
no s�lo por las cadenas del lenguaje, sino tambi�n por su probabilidad de
producci�n, que se obtiene mediante el producto de las probabilidades de las
reglas utilizadas.

La teor�a de las gram�ticas estoc�sticas est� perfectamente asentada, con
una teor�a matem�tica que complementa a la de los lenguajes formales. Por
ejemplo, una gram�tica estoc�stica regular es equivalente (o se puede
modelizar como) un generador de Markov  [Casacuberta,90b], el cual destaca
por ser uno de los procesos estoc�sticos m�s tratables y mejor comprendidos
[Rabiner,89a].

2.4.2.1  Definiciones

Una gram�tica ponderada es una quintupla Gs=(N,V,P,S,D). Donde
G=(N,V,P,S) es la gram�tica caracter�stica de la gram�tica ponderada y D es el
conjunto de pesos asociado a las reglas de P. Para cada regla z1iAiz2i®zij  el
peso se escribe pij (i=1,É,K; j=1,É,ni; K es el n�mero de partes izquierdas
distintas y ni el n�mero de reglas con la parte izquierda i). Se dice que Gs es
estoc�stica si los pesos se comportan como probabilidades, es decir, si pijÍ]0,1]
y la suma de las probabilidades de todas las reglas con la misma parte
izquierda es igual a la unidad:

z1iAiz2iÎW*NW* :  z1iAiz2i®zij,  j=1,É,ni, å
i=1

ni

Êpij = 1

La tipolog�a 0,1,2,3 as� como otros conceptos que dependen de las formas
de las producciones (forma normal de Greinbach, etc...) se extienden por
similitud con las no estoc�sticas.

Una gram�tica estoc�stica es no-restringida si la probabilidad de una regla
no depende de la secuencia de reglas anteriormente aplicada. En una
gram�tica no-restringida (y no ambigua), la probabilidad de generaci�n de
una cadena a=a1a2...am; a1,a2,...,amÎV, a partir del axioma S, aplicando la
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secuencia de reglas r1,r2,r3,...,rm, viene dada por  p(a)=p(r1)×p(r2)×É ×p(rm),

donde p(ri) es la probabilidad de la regla ri. Escribiremos esto  S ÊÞ
p(a)

*  a.

En una gram�tica ambigua, existir�n na  secuencias de reglas
(derivaciones) para generar la misma cadena a, cada una con su respectiva
probabilidad pi(a), i=1,...,na. En este caso la probabilidad de generaci�n de a
se puede definir de dos posibles maneras:

¥ suma de la probabilidad de un n�mero finito de eventos excluyentes
(aproximaci�n aditiva) :

p(a) = å
i=1

na

Êpi(a)

¥ m�xima verosimilitud (aproximaci�n maximal):

p(a) = max
i=1,..,na

pi(a)

Una gram�tica estoc�stica Gs genera un lenguaje ponderado , es decir, un
lenguaje en el que cada cadena lleva asociada un peso p(a) y que se define
como (utilizando la aproximaci�n aditiva):

L(Gs) = {  [a,p(a)] | aÎV*,   S ÊÞ
pi(a)

*  a,  i=1,...,na,  p(a) = å
1=i

na

Êpi(a)  }

si la gram�tica es ambigua. Si no lo es:

L(Gs)={ [a,p(a)] | aÎV*, S ÊÞ
p(a)

*  a  }

Para poder considerar a L(Gs) como un espacio muestral, en el que un
suceso es la ocurrencia de una cadena con probabilidad dada por la gram�tica
Gs, es necesario que la suma de las probabilidades de todas las cadenas que
pueda generar la gram�tica sea igual a la unidad [Gonzalez,78]:

å
ÊÊxÎL(Gs)

Êp(a)=1

A un lenguaje que cumple esta propiedad se le denomina un lenguaje
estoc�stico, y a una gram�tica que genera un lenguaje estoc�stico es una
gram�tica consistente :

Gs es consistente Û L(Gs) es estoc�stico
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Las condiciones de consistencia para gram�ticas de contexto libre se
pueden consultar en [Fu,82] [Wetherell,90]. Para que una gram�tica regular
(de tipo 3) sea consistente basta con que sea propia  (es decir, que no existan
s�mbolos in�tiles, ver [Fu,74] y [Miclet,86]).

2.4.2.2  Aut�matas estoc�sticos

Del mismo modo en que se extienden las gram�ticas para obtener
gram�ticas estoc�sticas, se pueden extender los reconocedores para obtener
reconocedores estoc�sticos. En concreto, para las gram�ticas estoc�sticas de
tipo 3 o regulares, los reconocedores designados ser�n los aut�matas finitos
es toc�s t i cos , que se derivan de los aut�matas finitos a�adiendo
probabilidades a las transiciones.

 Un aut�mata finito estoc�stico (AFE) es una qu�ntupla As(Q,V,d,I,F),
donde Q es un conjunto finito de estados y V el conjunto de s�mbolos
terminales. d : Q ´ E ´ Q ® 0,1] es una funci�n parcial que asigna las
probabilidades a todas las posibles transiciones. I:Q®[0,1], F:Q®{0,1} definen
para cada estado su probabilidad de ser inicial y su pertenecia o no al
conjunto de estados finales, respectivamente. Para asegurar la estocasticidad,
la suma de probabilidades de las transiciones que salen de un mismo estado
debe ser igual a la unidad:

qÎQ; å
qiÎQ,aÎV

Êd(q,a,qi)=1    Ù   å
qÎQ

ÊI(q)=1

Se pueden dar toda una serie de definiciones similares a las formuladas
para gram�ticas estoc�sticas:

Si el AFE es no-restringido  (la probabilidad de una transici�n es
independiente de las de las dem�s transiciones) la probabilidad de aceptar
una cadena  a=a1a2...an siguiendo la secuencia de estados qo,q1,...,qn se
escribe como:

 I(qo)×d(qo,a1,q1)×...×d(qn-1,an,an)×F(qn)

Dado que para una determinada cadena a pueden haber varios caminos a
trav�s del aut�mata que lleguen al estado final, cada uno con su
probabilidad pc(a), la probabilidad de generaci�n de una cadena se puede
definir tambi�n mediante la aproximac�on aditiva o la maximal:

p(a) = å
c
Êpc(a)  (aditiva)     o bien    p(a) = max

c
 { pc(a) } (maximal)
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Al igual que en las gram�ticas, el lenguaje aceptado por un AFE est�
formado por las cadenas que a partir del estado inicial llevan a un estado
final, junto con su probabilidad de aceptaci�n. Se dice que dos AFE son
equivalentes si aceptan el mismo lenguaje ponderado (mismas cadenas y
mismas probabilidades).

Dada una gram�tica estoc�stica regular, existe un AFE que acepta un
lenguaje id�ntico al generado por la gram�tica (pero lo contrario no es
cierto) [Gonz�lez,78] (figura 2.6).

a

Aut�matas
Finitos

Estoc�sticos

Lenguajes
Ponderados

Lenguajes
Estoc�sticos

Gram�ticas
Regulares 

Estoc�sticas

Figura 2.6  Relaci�n de inclusi�n entre los lenguajes ponderados (P), los estoc�sticos (E), los
generados por gram�ticas regulares estoc�sticas (GRE) y los aut�matas finitos estoc�sticos (AFE).

Como se recordar�, en el caso general de los aut�matas finitos no
deterministas, al llevar a cabo el an�lisis sint�ctico es necesario utilizar
m�todos que permitan evaluar en paralelo varios caminos en el aut�mata.
Cuando se trata de aut�matas estoc�sticos ello se complica debido a la
presencia de las probabilidades, y si bien el algoritmo de Viterbi sigue siendo
v�lido cuando se trabaja con la aproximaci�n maximal, es necesario emplear
el algoritmo "Forward" para el caso de la aproximaci�n aditiva [Rabiner,89].
Ambos algoritmos son de complejidad similar (ver cap�tulo 4).

2.4.2.3  Aprendizaje de gram�ticas estoc�sticas

En el aprendizaje de gram�ticas estoc�sticas, no s�lo se debe de tener en
cuenta la estructura de los ejemplos, sino tambi�n la frecuencia de aparici�n
de los mismos. Para ello, el m�todo generalmente empleado se basa en la
adquisici�n independiente del modelo estructural (de la gram�tica no
estoc�stica), a�adi�ndose con posterioridad las probabilidades de las reglas
mediante un an�lisis estad�stico de los ejemplos y de sus derivaciones por la
gram�tica [Maryanski,77] [Chandhuri,86]. M�s raramente, es el propio
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proceso de inferencia de las reglas (estructura) el que se ve guiado por el
comportamiento estad�stico de los ejemplos [Thomason,86].

 Consideraremos aqu� �nicamente el proceso de inferir las probabilidades
de las reglas de una gram�tica caracter�stica G=(V,N,P,S) ya conocida. Dicho
de otro modo, se trata de inferir el conjunto de probabilidades D de la
gram�tica estoc�stica Gs correspondiente a G, a partir de un conjunto de m
ejemplos X={a1,...,am} con frecuencias respectivas de aparici�n f1,...,fm .
Entonces, y siempre que G no sea ambig�a, la probabilidad por m�xima
verosimilitud pij de la regla  z1iAiz2i®zij se puede estimar en base a:

p
Ù

ij = 
n ij

å
j
Ên ij

 ; nij = å
akÎX

Êfk×N ij(ak)

donde Nij(ak) representa el n�mero de veces que la regla se utiliza para
analizar ak, y por lo tanto nij simboliza la frecuencia de utilizaci�n de la
regla por parte de todas las cadenas de X. Para gram�ticas independientes del

contexto, se puede demostrar que esta estimaci�n p̂ij se aproxima a pi j
cuando el n�mero m de ejemplos tiende a infinito, siempre que
simult�nemente X se aproxime a L(G) y fk  en X se aproxime a p(a k)
[Maryanski,77]. Esta estimaci�n adem�s garantiza que la gram�tica sea
consistente [Fu,74].

Obs�rvese que el procedimiento de estimaci�n descrito no es v�lido en el
caso de gram�ticas ambiguas, pues no se ha definido ning�n m�todo para
"distribuir" las probabilidades cuando hay m�s de una derivaci�n. En el caso
concreto de las gram�ticas estoc�sticas ambig�as regulares existen m�todos
adecuados, entre los que cabe destacar, por su uso generalizado, el algoritmo
de ÇBaum-WelchÈ y el de reestimaci�n por Viterbi [Levinson,83]
[Rabiner,89].

2.4.3  An�lisis sint�ctico corrector de errores estoc�stico

A la hora de efectuar el an�lisis sint�ctico de cadenas muestras
deformadas, es posible combinar en un solo proceso las dos estrategias
presentadas en los apartados anteriores, obteni�ndose entonces la
metodolog�a conocida como elan�lisis sint�ctico corrector de errores
estoc�stico. La idea de este m�todo consiste simplemente en aplicar a las
gram�ticas estoc�sticas el mismo procedimiento de correcci�n de errores que
se utiliz� para las gram�ticas no estoc�sticas; para lo cual, a una gram�tica
estoc�stica se le a�adir� el modelo de correcci�n de errores (las reglas de
error) [Thomason,75]. Como la gram�tica expandida resultante deber� ser
estoc�stica tambi�n, es necesario complementar cada transformaci�n de
error, no s�lo con un peso como en la distancia de Levenshtein y la de Fu,
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sino con una probabilidad. En estas condiciones, la similitud entre cadenas
no se mide mediante una distancia entre ellas, sino por la probabilidad de
que una se transforme en otra. El an�lisis sint�ctico corrector de errores no
minimizar� una distancia, sino que maximizar� una probabilidad.

Utilizando un modelo de error similar3 al utilizado como ejemplo en el
apartado 2.4.1, las transformaciones de error posibles ser�n: inserci�n de un
s�mbolo 'b' (antes de otro 'a', a,bÎV), borrado del mismo (substituci�n de a
por e, el s�mbolo nil), y sustituci�n de 'a' por otro s�mbolo 'b'. A cada uno de
estos errores se le asocia una probabilidad, respectivamente pi(a|b), pb(e|a) y
ps(b|a). Denotaremos ps(a|a) a la probabilidad de sustituir 'a' por s� mismo,
es decir, la probabilidad de que NO se produzca error en 'a' (probabilidad de
no error). Nos referiremos a una cualquiera de estasprobabilidades de
deformaci�n, como pd . A partir de estas definiciones, y por extensi�n,
pueden definirse la probabilidad de transformar un s�mbolo en una cadena
y, a�n con m�s generalidad, la de una cadena a en otra cadena b: p(b|a)
[Fu,82].

Un analizador sint�ctico corrector de errores estoc�stico buscar� la cadena
b del lenguaje de la gram�tica G que maximize a la vez la probabilidad de
que la cadena  a (que no pertenece a dicho lenguaje) se pueda transformar
en b y la probabilidad de que b sea del lenguaje:

b= argmax
wÎL(Ge)

 {p(a|w)×p(w)}

donde el que w pertenezca al lenguaje de la gram�tica expandida equivale a
decir que se prueban  todas las deformaciones permitidas de a . Los
algoritmos utilizados para construir estos analizadores son similares a los
utilizados en los aut�matas analizadores sint�cticos correctores de errores no
estoc�sticos.

La probabilidad que maximiza la expresi�n anterior:

 pe(a) = max
wÎL(Ge)

 {p(a|w)×p(w)}

se puede considerar como la probabilidad de que a  sea una cadena
deformada del lenguaje de G, o dicho de otro modo, la probabilidad de que a
pertenezca a L(Ge). Tambi�n en este caso es necesario asegurar la
consistencia de la gram�tica, es decir, asegurarse de que su lenguaje es
estoc�stico:

3 En este caso, el coste de inserci�n depende del s�mbolo antes del cual se realiza la
inserci�n.
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å
aÎL(Ge)

Êpe(a)Ê = 1

Con el modelo de error que se est� utilizando, es posible demostrar que ello
ser�  cierto siempre que las probabilidades de deformaci�n sean consistentes
[Fu,82], es decir:

å
bÎV

Êps(b|a)Ê + pb(e|a) + å
bÎV

Êpi(b|a)Ê= 1; aÎV

En el caso de una gram�tica regular, en que se utilize un modelo de error
en el que la probabilidad de inserci�n no depende del s�mbolo siguiente
(ejemplo del apartado 2.4.1), la condici�n de consistencia es diferente y se
estudia con detalle en el cap�tulo 7.

2.5  Gram�ticas SANSAT

En los restantes cap�tulos de este trabajo se tratar� exclusivamente con
gram�ticas regulares (y en su mayor�a estoc�sticas). En particular, en las
implementaciones pr�cticas se ha recurrido a una subclase de las gram�ticas
de tipo 3: las gram�ticas SANSAT ("SAme N on-terminal, then SAm e
Terminal"), de las cuales el autor no ha encontrado en la literatura ninguna
menci�n expl�cita. Una gram�tica G=(N,V,P,S) ser� una SANSAT, si cumple
la condici�n de que todas las reglas que tienen el mismo no terminal a la
derecha tienen tambi�n el mismo terminal:

si (B®aC) ÎP Ù (A®bC) ÎP  Þ a=c; A,B,CÎN, a,bÎV

Tal como se verifica a continuaci�n, toda gram�tica regular tiene una
gram�tica SANSAT equivalente, y un aut�mata de estados etiquetados  (o
aut�mata LAS: "LAbelled State automata") igualmente equivalente.

2.5.1  Gram�tica SANSAT equivalente a una gram�tica.

Dada una gram�tica regular  G=(N,V,P,S), una gram�tica SANSAT
equivalente a ella, Gt=(Nt,V,Pt,S), se construye de la siguiente manera (ver
figura 2.7):

¥ Se genera un no terminal por cada parte derecha de regla diferente:

Nt={ XaA :  si (B®aA)ÎP, aÎV, A,BÎN }
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¥ Para cada no terminal XaA, y cada no terminal XbB que corresponde a
una regla r de G que tiene A como parte izquierda r=(A®bB), se
genera una regla que reescribe XaA como XbB precedido del terminal
de la regla r, es decir XaA®bXbB:

Pt={ XaA®bXbB : si (A®bB)ÎP }  { XaA®b : si (A®b)ÎP } 

{ S®bXbB : si (S®bB)ÎP }

aaa

S B D

C

E

a a

a

b

b

b
b

b

b

P = {  S ® aB,     S ® bC,
           B ® aD,    B ® bE,
           B ® b,      B ® cB,
           D ® bE,    D ® b,
           E ® b,       C ® a,
           }

c

G=(N,V,P,S)       N={B,C,D,E}      V={ a,b,c}

L(G)={ ac*bb,  abb,     ac*abb, 
              aabb,   ac*ab,  aab, 
              ac*b,   ab,       ba 
           }

aD

bE

aB

cB b
S

bC a

a
a a

a
b

b
b

b

b
c

b

b

b

c

Autóma ta

Autóma ta de Es tados
Etiquetados
(LAS)

Pt = {      S ® a(aB),        S ® b(bC),
           (aB) ® c(cB),   (aB) ® b(bE),
           (aB) ® a(aD),   (aB) ® b,
           (cB) ® c(cB),   (cB) ® b(bE),
           (cB) ® a(aD),   (cB) ® b,
           (aD) ® b(bE),   (aD) ® b,
           (bE) ® b,          (bC) ® a
           }

Gramática SANSA T equivalente

Nt = { (aB),(bC),(cB),(bE),(aD) }

Figura 2.7  Una gram�tica regular G y su aut�mata equivalente. La gram�tica SANSAT equivalente a
G, y su LAS (aut�mata de estados etiquetados) correspondiente (no se muestran las etiquetas de los

estados).

Es inmediato comprobar que ambas gram�ticas son equivalentes, o lo que
es lo mismo que L(G)=L(Gt). Para ello, basta tener en cuenta que toda
derivaci�n por G de una cadena a1a2,ÉanÎL(G) se puede reescribir mediante
reglas de Gt (y por lo tanto pertenece al lenguaje de �sta) y viceversa. En
efecto:

D=r1r2,Érn=
(S®a1A1)(A1®a2A2)É(An-1®an)=

(S®a1Xa1A1)(Xa1A1®a2Xa2A2)É(an-1Xan-1An-1®an)
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2.5.2  Aut�mata de estados etiquetados (LAS)

Un aut�mata de estados etiquetados  LAS=(Vt,Q,d,qo,F,E), es un aut�mata
equivalente a una gram�tica SANSAT G=(Nt,V,Pt,S), constru�do de manera
similar a la seguida usualmente para obtener el aut�mata equivalente a una
gram�tica, pero:

¥ Se a�ade  una funci�n de etiquetado E:Q®V que asigna a cada estado
el s�mbolo terminal asociado a todas las reglas con ese no terminal a
la derecha. Por completitud de E, se etiqueta arbitrariamente el
estado inicial con el s�mbolo "~", (s�mbolo inicial) que se a�ade al
conjunto de terminales.

¥ Se obliga a que haya tantos estados finales como s�mbolos terminales
puedan terminar una cadena del lenguaje.

Todo lo cual queda expresado formalmente como sigue:

Vt=V  {~};      ~ÏV

Q={ qaA:   XaAÎNt }    F;  F={ qa :  aÎV,  (XbA®a)ÎPt };       qo=S;

d:Q´V®Q;

 d={ (qaA, b, qbB) : si (XaA®bXbB)ÎPt }  { (qo, a, qaA) : si (S®aA)ÎP };

E:Q®V;   E(qo)=~;    E(qaB)=a;  E(qa)=a;

En un LAS, los terminales asociados a las transiciones son siempre
iguales a la etiqueta el estado destino de la transici�n. Esto permitir�a definir
las transiciones sin etiquetas (terminales asociados), al ser �stas redundantes,
pero se las ha conservado para permitir que un LAS siga siendo un
aut�mata en el sentido cl�sico. Por otra parte, gracias a esta propiedad, un
LAS puede ser representado esquem�ticamente de id�ntica manera que un
aut�mata cl�sico, pero etiquetando los estados en lugar de las transiciones
(ver figura 2.8). Tambi�n aprovechando esta propiedad es posible dar una
definici�n alternativa del lenguaje del LAS: una cadena es reconocida por
un LAS (y por lo tanto pertenece a su lenguaje) si existe un camino en el
LAS que partiendo del estado inicial llegue a uno final, tal que la secuencia
de etiquetas de estados se corresponda con la secuencia de s�mbolos de la
cadena:

a1a2Éan es reconocida por LAS Û
 qo,q1, .. qn | E(qi)=ai;    i=1..n;   qiÎQ ;    qnÎF
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a

aa

b~

ab

b

c

Figura 2.8  LAS de la figura anterior, representado con etiquetas en los estados en vez de en las
transiciones.

Una gram�tica SANSAT Gt=(Nt,V,Pt,S) (y por lo tanto su LAS) tiene
generalmente m�s estados que su equivalente convencional G=(N,V,P,S).
Del procedimiento  de construcci�n de la gram�tica SANSAT se observa que
puede llegar a tener Nt=|N|×|V| no terminales y Pt=|P|×|V| reglas4 (ver
figura 2.9). De ello se deduce que la complejidad espacial de la representaci�n
de un lenguaje mediante una gram�tica SANSAT (o su LAS) puede llegar a
ser |V| veces mayor que su equivalente convencional, lo cual es
especialmente significativo si el n�mero de terminales es muy superior al
de no terminales.

aa

S

P = { S ® aA,   S ® bA , S ® cA,               N = { A }         V = { a,b,c }
          A ® aA,  A ® bA,  A ® cA,           
          A ® a,     A  ® b,    A ® c }

A ~

a
a a
b b

b

c c

c

b

a

c c

b

a

Figura 2.9  Caso extremo de incremento de transiciones y estados al pasar de un aut�mata a un
aut�mata de estados etiquetados (LAS).

2.5.3  LAS y Modelos Ocultos de Markov (HMM)

Es extremadamente interesante notar c�mo, a partir de la equivalencia
entre una gram�tica regular y un aut�mata de s�mbolos etiquetados, es
inmediato relacionar las gram�ticas con losModelos Ocultos de Markov

4  Basta notar que, en realidad, lo que se est� haciendo es desdoblar los no terminales
(estados) en tantos como sea necesario para que a cada uno de ellos llegue siempre el mismo
terminal.
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(Hidden Markov Model: HMM [Rabiner,89a]) con estados finales. En efecto,
si se define un aut�mata estoc�stico de estados etiquetados, como un LAS,
con:

¥ Probabilidades de transici�n p(q|q') (la probabilidad de una
transici�n no depende del s�mbolo).

¥ Una funci�n de etiquetado E(q,a):Q´V ® [0..1] probabil�stica
(probabilidad de que la etiqueta de qÎQ sea aÎV).

de forma que:

å
q
Êp(q|q')=1  y  å

a
ÊE(q|a)=1

se tiene una definici�n equivalente a la de un Modelo Oculto de Markov
con estados finales, en el que la distribuci�n inicial de probabilidad de los
estados Po(qo), Po(q1)..Po(q|Q|) es [1,0,..,0] (s�lo hay un estado inicial).
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